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2. Descripcion

Trabajo de grado realizado en el marco de la Maestria en Docencia de la Matematica, centrado
en el estudio del Conocimiento del Profesor de Matematicas (CPM), en términos de las
transformaciones que este puede tener a través del estudio de la Historia de las Matematicas
(HM), en particular el estudio de la Historia de la Trigonometria y las Ecuaciones
Trigonométricas (ET). Para analizar esas transformaciones se apropia el modelo del
conocimiento del profesor de matematicas presentado por Pinto (2010), del cual emergen tres

unidades de analisis en relacion con un sistema de dimensiones e indicadores para el CDC.

3. Fuentes

Para realizar este estudio se consultaron alrededor de 75 fuentes en diferentes idiomas que
abarcan un (1) Handbook, veintiocho (28) libros (incluyen textos completos y capitulos de

libro), veintinueve (29) articulos de revista, cuatro (4) documentos generados de eventos
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académicos, siete (7) tesis de nivel de postgrado y doctorado, y otros documentos; Las fuentes

mas importantes para el desarrollo de este documento fueron:

Aaboe, A. (1954). Al-Kashi’s iteration method for the determination of sin 1°. Scripta Math,
20, 24 - 29. Recuperado de http://www.jphogendijk.nl/arabsci/Kashi-Aaboe.pdf

Chauvenet, William. (2013). A Treatise on Plane and Spherical Trigonometry. London:
Forgotten Books. (Original work published 1855)

Dabiri, C. (2003). Preservice secondary school mathematics teacher’s knowledge of
trigonometry: subject matter content knowledge, pedagogical content knowledge and
envisioned pedagogy (Tesis de Doctorado). University of lowa, Estados Unidos

Paradis, J., & Malet, A. (1984). Els origens i I'ellsenyament de I'algebra simbolica (1478-
1545) (Vol. 1). Espafia: Publicacions edicions universitat de Barcelona.

Pinto, J. (2010). Conocimiento didactico del contenido sobre la representacion de datos
estadisticos: estudios de casos con profesores de Estadistica en carreras de Psicologia
y Educacién (Tesis de Doctorado). Universidad de Salamanca: Espafia.

Wu, H. (2002). What is So Difficult About the Preparation of Mathematics Teachers?

Recuperado de http://www.math.berkeley.edu/~wul/.

4. Contenidos

El documento que configura este trabajo se divide en seis capitulos. El primero corresponde
a los Preliminares, entre ellos la justificacion, que responde a preguntas como el ¢por qué? y
el ¢para que? del trabajo de investigacion; ademas, se enuncian los objetivos que se pretenden

alcanzar al finalizar el trabajo.

En el segundo capitulo, Antecedentes de Investigacion, se muestran algunos referentes
relacionados con investigaciones orientadas al estudio del Conocimiento del Profesor de
Matematicas (CPM), estas con tres intenciones: i) El estudio del CPM, ii) la relacion HM-EM

y iii) la relacion HM-Trigonometriay ET.
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En el tercer capitulo, Marco de Referencia, se presentan tres apartados: el primero contiene
una revision historica que llevd a la consolidacion de algunos momentos de la HM en los
cuales se identificaron usos, métodos y contextos de solucién de las ET; En el segundo se
precisan los modelos del CPM de Shulman y Grossman (1986), Ball, et al (2008), Schoenfeld
y Kilpatrick (2008) y Pinto (2010). Finalmente se presenta un apartado cuyo objeto es describir

la evolucion de la Trigonometria y en particular de las ET en la normativa colombiana.

El capitulo cuatro, Metodologia, se describen los momentos de la investigacion, la forma de
recoleccion y tratamiento de los datos, el tipo de investigacion, la herramienta analitica, e

informacidn sobre los participantes y los distintos roles que estos ejercen.

En el capitulo cinco se presenta el analisis de los datos obtenidos para cada uno de los
indicadores de las unidades de analisis.

Finalmente, el Ultimo capitulo hace referencia a las conclusiones de la investigacion. Estas se
presentan en términos de: i) los objetivos de la investigacion, ii) del estudio realizado, iii) de
la metodologia propia de la investigacion y iv) cuestiones abiertas, estas relacionadas con

distintas reflexiones generadas en el desarrollo de la investigacion.

5. Metodologia

Este trabajo se inscribié dentro del enfoque cualitativo hermenéutico — interpretativo, ya que
se pretende la comprensidn, interpretacion y comparacion de signos o fendmenos. Estos son
analizados a la luz de referentes tedricos previos o que se construyen de forma paralela a la
investigacion. Centra su estudio en los saberes de un grupo de individuos; sin embargo, los
resultados no pretenden ser generalizables, procurando asi la comprension dentro del contexto
en el que se realiza el estudio. Asi, el estudio se realizé en siete fases a saber: fase 1, creacion
de unidades de andlisis primarias; fase 2, disefio y aplicacion de cuestionario; fase 3, revision
preliminar de las respuestas al cuestionario; fase 4, disefio y ejecucion de intervenciones; fase
5, refinamiento de unidades de analisis y codificacion; fase 6, seleccion de la informacion y

constitucion de los datos; y fase 7, analisis de los datos.

6. Conclusiones
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Los hitos seleccionados de la HM en relacion con el tema, al ser contrastados con los
saberes de los maestros en formacion avanzada, permitieron determinar cuales son los
aportes al CDC que el estudio de la HM hace al CPM. Es decir, el estudio de la Historia
de la Trigonometria y las ET aport6 elementos que contribuyen al conocimiento del
maestro en formacion avanzada en relacion con: meétodos de solucion de las ET,
actividades matematicas, concepciones de Trigonometria y aspectos matematicos de las
ET, que conllevaron a reflexiones sobre su practica profesional.

Los resultados encontrados ponen una alerta sobre: i) la poca atencion investigativa que se
le ha dado al tema de la educacion en Trigonometria y las ET en el campo de la EM; ii) la
no conciencia del profesor de matemaéticas sobre las potencialidades de la HM en relacién
con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas escolares; iii) la forma en que son
abordados en la escuela los diferentes objetos matematicos, entre ellos: ecuacion, funcion,
variable, incognita, razon y proporcion, entre otros; iv) las intenciones de la inclusion de
ciertos objetos matematicas en los documentos curriculares y normativos que atafien a la
educacion escolar colombiana; y v) la necesidad de que en los programas de formacion de
profesores de matematicas se incluyan cursos de estudio matematico y didactico del tema;
por ejemplo, cursos de HM y su aporte al aula, métodos numéricos, entre otros. Lo anterior,
sustenta la idea de Dabiri (2003) cuando menciona que: “Therefore, understanding preservice
secondary mathematics teachers’ understanding of trigonometry would enable colleges of]

education and mathematics departments to better educate the future cadre of secondary school

mathematics teachers to be effective teachers of mathematics.” (p. 14)

Cindy Yesenia Indaburo Moreno
Elaborado por: | Jojhan Gonzalo Jiménez Bello
Claudia Mayerly Sarmiento Martin
Revisado por: Lyda Constanza Mora Mendieta
Fecha de elaboracion del Resumen: 23 07 2016
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INTRODUCCION

Hacia finales de la década de los 90, la formacion de profesores de Matematicas se posiciono
como tema de interés, reconocida como una linea de investigacion vinculada directamente con
las practicas sociales de la Educacion Matematica [EM] referidas al nodo de la educacion de
profesores (Valero, 2012); o como lo afirman Cardefioso, Flores & Azcarate (2001) en la EM
existe la linea denominada “Formacion y Desarrollo profesional de los profesores de

Matematicas”, a proposito de la importancia del profesor para la EM.

En el campo de la EM, actualmente existe una mayor conciencia del papel que juega el CPM en
los procesos de ensefianza y de aprendizaje, lo cual, ha conllevado a que algunos investigadores
del campo se interesen por ahondar en este asunto, haciendo evidente la relevancia que tiene la

EPM; asi lo resalta Valero (2012) cuando afirma que:

(...) algunos estudios sobre el desarrollo profesional de profesores de Matematicas y sobre su
aprendizaje han sostenido y mostrado la importancia de ampliar la comprension de lo que esta

en juego cuando los profesores en ejercicio hacen su trabajo y aprenden. (p. 314).

Dicho en otras palabras, los conocimientos del profesor de Matematicas, producto de su
formacion continua, experiencia personal y profesional, se instauran como un aspecto

determinante en los procesos de ensefianza y de aprendizaje de las Matematicas.

Sin embargo, existe una postura en la cual se concibe la Educacién del profesor de Matematicas
[EPM] como un campo de investigacion con existencia propia (ambitos de accion especificos,
lineas y objetos de investigacion particulares), diferente de la EM, pero relacionado con ella,

esto es, dependiente ain de la actividad de su comunidad primaria de investigacién: la EM.

Al respecto, en Colombia, el grupo de investigaciébn Research on Matematics Teacher
Education [RE-MATE] de la Universidad Pedagdgica Nacional, en cabeza de los profesores
Edgar Guacaneme y Lyda Mora, entienden la EPM como un campo de investigacion distinto a
la EM y se han interesado por desarrollar estudios que aporten a este campo. Uno de sus




escenarios de accion investigativa, es el programa de Posgrado de Maestria en Docencia de la
Matematica de esta misma Universidad, que para la cohorte 2014 — | oferto la linea de trabajo:
la EPM, en la cual se inscribe este trabajo de investigacion titulado - Aportes de la HM al CDC

del profesor de Matematicas en formacién avanzada sobre ET.

En este trabajo se cuestiona principalmente cémo la Historia de las Matematicas [HM] aporta
al Conocimiento Didactico del Contenido [CDC] que posee el profesor de Matematicas en
formacion avanzada sobre las Ecuaciones Trigonomeétricas [ET]. Se pretende identificar los
componentes del CDC que se evidencian a partir del conocimiento histérico de las ET en
profesores de Matematicas en formacion avanzada. En ultimas, el propdsito de este trabajo es
analizar el CDC del grupo de maestros en formacion avanzada y con esto, reflexionar sobre la
calidad y pertinencia de los contenidos que se desarrollan en los programas de formacion
docente y sobre la practica profesional de este grupo de maestros.

El documento que configura esta investigacion se divide en siete capitulos, el primero
corresponde a los Preliminares. Entre ellos esté la justificacion, que responde a preguntas sobre
el ¢por qué? y el ¢ para qué? del trabajo de investigacion. Ademas, se enuncian los objetivos que
se pretenden alcanzar y se hace una breve descripcion de las evidencias que conllevaron al

planteamiento del problema.

En el segundo capitulo, Antecedentes de Investigacion, se presentan algunos referentes
relacionados con el CPM, clasificados asi: i) estudios del CPM, ii) relacion HM — EM vy iii)
relacion HM — Trigonometria y ET. El primer foco de interés incluye estudios relacionados con
los distintos modelos del CPM y reportes de investigacion sobre este tema. En el segundo, se
presentan antecedentes referidos a trabajos de grado e investigaciones en las cuales se han
abordado asuntos relacionados con la HM y la EM, en particular sobre la HM en relacién con
la cultura y las matematicas y la HM en la formacién de profesores. En el tercer foco se
reportaron estudios referidos al CPM en el campo de la Trigonometria y en especial con las ET.
Es importante mencionar que el registro documental sobre este asunto en algunas bases de datos
y fuentes bibliograficas, es casi nulo, pues se ha puesto poca atencion al tema en el campo de la

Educacién Matematica. Pese a ello, se retomaron algunos trabajos que brindan algunos




elementos a la investigacion que se desarrolla en este documento. Estos se clasificaron en
investigaciones relacionadas con el conocimiento del profesor de Matematicas en el campo de
la Trigonometria (Montiel, 2005; Montiel y Jacome 2014; Dabiri 2003) y estudios sobre ET

desde la perspectiva matematica (Araya y Parraguez, 2014).

En el tercer capitulo, Marco de Referencia, se presentan tres apartados. EI primero contiene una
revision historica que llevé a la consolidacion de algunos momentos de la HM, en los cuales se
identificaron usos, métodos y contextos de solucién de las ET; alli se presentan trabajos
centrados en las obras de: Ptolomeo, Al-Kashi y Ulugh- Beg, Omar Jayyam, Francois Viéte y
los aportes de William Chauvenett (1875) y Manuel Torres Torija (1894); los dos ultimos desde
una perspectiva para la ensefianza del concepto. Este capitulo fue fundamental para el desarrollo
de las intervenciones sobre la Historia de la Trigonometria y de las ET, construidas para los
profesores de Matematicas en formacién avanzada. En el segundo apartado, se precisan los
modelos del CPM de Shulman y Grossman (1986), Ball, et al (2008), Schoenfeld y Kilpatrick
(2008) y Pinto (2010). Finalmente, se presenta una descripcion de la evolucion de la
Trigonometria y en particular de las ET en la educacion colombiana desde dos puntos de vista,
la normativa curricular en matematicas y el tratamiento de las ET en fuentes de consulta de

profesores de matematicas.

El capitulo cuatro, Metodologia, se centra en describir la perspectiva investigativa, los
momentos de investigacion, la forma de recoleccion y tratamiento de los datos, la herramienta
analitica, informacion sobre los participantes y los distintos roles que estos ejercen. En general,
se detallan y sustentan tedricamente las distintas decisiones tomadas en el desarrollo de la
investigacion. En este capitulo se ubica la propuesta de unidad de andlisis para el CDC que se
genera a partir del sistema de Dimensiones e Indicadores de Pinto (2010) y los hallazgos

historicos sobre Trigonometriay las ET.

En el capitulo cinco se presenta el Andlisis de los datos obtenidos para cada uno de los
indicadores de las unidades de andlisis. El analisis es acompafiado de: i) las diferentes redes

generadas por el software Atlas.Ti, ii) la herramienta analitica diligenciada para cada uno de los




sub-unidadess, y iii) un conjunto de evidencias que sustentan los hallazgos encontrados en varias

de las afirmaciones orales o escritas de los maestros en formacion avanzada.

En el capitulo seis, se presentan las conclusiones de la investigacion en términos de: i) los
objetivos de la investigacion, ii) del estudio realizado, iii) la metodologia propia de la
investigacion y iv) cuestiones abiertas, estas relacionadas con distintas reflexiones generadas en

el desarrollo de la investigacion.




1. PRELIMINARES

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Promover la accion reflexiva de los profesores sobre su practica pedagdgica se reconoce como
un componente decisivo en su caracter profesional, pues cuando el profesor adquiere conciencia

de sus:

(...) creencias, acerca de la matematica y su ensefianza y aprendizaje y también a verificar si
alguna de ellas est4 frenando o dificultando la ensefianza (...) conduce a los cambios en su forma

de ensefiar y consecuentemente la mejora de su practica” (Nancupil, et al. 2013, p.39).

Esto implica que las acciones de reflexion se posicionen como un elemento potenciador de
transformaciones en el quehacer del profesor y por tanto enriquezcan sus saberes. Asi, un grupo
de tres profesores de secundaria, estudiantes de la Maestria en Docencia de la Matematica de la
UPN, autores de este documento, inquietos el asunto de la ensefianza de las ET, sometieron a
analisis reflexivo su conocimiento sobre el tema y encontraron que es necesario buscar recursos

0 estrategias que les aporten elementos para mejorar sus practicas de ensefianza.

Al respecto, un primer acercamiento a este asunto se consolidoé con la consulta de algunos
documentos normativos curriculares nacionales e internacionales en tres instancias. La primera,
corresponde a una revision de los Lineamientos Curriculares, los Estandares Bésicos de
Competencias en Matematicas [EBC] y los Principios y Estandares para la Educacion
Matematica del NCTM (2000), en los dos primeros no se hallé alusion directa a ET, mientras

que en el tercero se halla la expresion ET simples, sin hacer mayor aclaracién al respecto.

Al no contar con informacion explicita sobre el tema en los documentos revisados
anteriormente, se procedié a la segunda instancia. Esta correspondié a la revision de decretos y
normas que organizan el curriculo escolar colombiano para identificar en qué momento y por

qué se incluyen las ET en la escuela. En esta consulta, se encontré que el término ET aparece




por primera vez en los programas de Matematicas adoptados por la resolucion 277 de 1975!
como un contenido de ensefianza para el curso de Geometria Analitica y Trigonometria, con
una particularidad que llama la atencion: se mencionan ET sencillas; no obstante, en ningin
otro documento previo se hace mencion al tema, esta resolucion no tuvo trascendencia al igual
que las corrientes de la matematica moderna, y posteriormente aparecieron documentos

publicados por el Ministerio de Educacion Nacional [MEN] colombiano.

Como tercera instancia, se revisd de manera minuciosa el tratamiento de las ET en libros de
texto escolares del grado décimo? de la Educacion Media en Colombia. Se encontré que las ET
son el ultimo contenido de Trigonometria (nombre que se le da al curso de Matematicas en
grado décimo) y su estudio es netamente algebraico® enlazado a algunas consideraciones sobre
la periodicidad de las funciones trigonométricas; es decir el tratamiento que se le da a la solucion
de ET no es diferente al de ecuaciones algebraicas. Esto, generd en el grupo de investigadores
la necesidad de indagar sobre alguna fuente que permitiera enriquecer el CPM sobre este objeto.
Asi, aludiendo a la formacién profesional de los autores de este documento y las diferentes
reflexiones hechas en algunos seminarios de la Maestria, se indagé sobre trabajos o estudios de
investigacion en EM respecto a este tema particular de las Matematicas; sin embargo, no se

hall6 algo al respecto.

Todo lo descrito, condujo a un conjunto de cuestionamientos entre los que se pueden mencionar:
¢Son las ET un eslabon perdido en el curriculo escolar de Matematicas colombiano? ¢Por qué
se habla en la resolucion 277 de 1975 de la ensefianza de las ET sencillas? ¢De qué depende
esta caracterizacion? ¢Es pertinente el aporte investigativo a este &mbito? y finalmente ¢ Qué
tipo de fuentes de consulta pueden enriquecer el CPM sobre este &mbito? Esto, en conjunto con
reflexiones sobre la importancia de la HM en el CPM, suscitadas en el seminario de Innovacion
e Investigacion ofertado en el primer semestre de 2014 en el programa de Maestria en Docencia
de la Matematica de la Universidad Pedagogica Nacional, la revision documental sobre los

1 De los alcances y objetivos de esta resolucion se hablara en el tercer capitulo de este documento.

2 En Colombia, la Educacién Basica va desde primero de primaria hasta noveno grado (aproximadamente desde
los 6 afios hasta los 15 afios) y luego se da la Educacion Media que incluye los grados décimo y undécimo (las
edades regulares son desde los 15 afios hasta los 18).

3 Esta idea se amplia en el tercer capitulo de este documento.




modelos de CPM vy el andlisis de los saberes previos de este grupo de profesores llevo a
cuestionarse sobre el aporte que puede hacer la HM, en particular, de las ET al CPM.

En relacion con el panorama descrito y al indagar un poco mas sobre aportes de la comunidad
investigativa sobre el tema, la situacion es menos prometedora. En una primera indagacion
realizada por los autores de este documento a través de diferentes bases de datos virtuales y
fisicas* no se identifico investigaciones al respecto de la relacion Educacion y ET. Més adn al
hacer la busqueda bajo parametros de mayor especificidad, por ejemplo, Historia de las ET,
Tipos de soluciones de una ET o propuestas metodoldgicas para el tratamiento de ET en el aula
de clase no se hall6 informacién, lo que indica que estudiar este asunto es pertinente, aunque
con pocos antecedentes directos, que dieron lugar a otros interrogantes adicionales a los ya
expuestos: ¢Por qué aparecen en los planes curriculares las ET? ¢ Qué saben los profesores de
Mateméticas sobre las ET? ;(Cual es su potencial en el aula escolar? Pareciera ser que el
panorama que se evidencia en los libros de texto, el estado del campo investigativo al respecto
del tema y la formacion de docentes de Matematicas, comparten falta de interés en el tema de

las ET o de los fines de estas en el curriculo.

1.2 PREGUNTA DE INVESTIGACION

Lo expuesto en el apartado anterior, genero en los autores de este documento una reflexion en
términos de (Como aportar elementos que permitan a los profesores de Matematicas, mejorar
sus conocimientos y practicas sobre las ET? Una posible respuesta a este cuestionamiento se
hall6 en dos lugares: en el primero, el trabajo expuesto por Guacaneme (2000) y la linea de
investigacion del grupo RE-MATE en relacion con la importancia de la Historia de las
Matematicas en la formacion de maestros de Matematicas; y en segundo lugar, un acercamiento
a los diferentes modelos del conocimiento del profesor de Matematicas, Shullman (1987), Hill,
Ball y Shilling (2008) y en particular el sistema de Dimensiones e Indicadores del Conocimiento

Didactico del Contenido propuesto por Pinto (2010).

4 Motor de busqueda Google y bases de datos como Dialnet, Jstore y ResearchGate.




El reconocimiento de los diferentes modelos sobre el CPM segun la experiencia con el grupo
RE-MATE y lo mencionado anteriormente permitié establecer un sistema compuesto por tres
(3) elementos: ET, HM y CPM, en otras palabras, existe la posibilidad de que la HM aporte
elementos al CPM acerca de las ET. Con esto surge el planteamiento de la pregunta de

investigacion que orienta este trabajo y que sintetiza los cuestionamientos anteriores:

¢,Cuales son los componentes del CPM a los que aporta la historia de las ET?

1.3 JUSTIFICACION

En el campo de investigacion de la EPM se pretende dar respuesta a varios interrogantes que
surgen de la relacion HM — Formacion de Profesores de Matematicas [FPM]. Més precisamente
existe la inquietud, si dicha relacion puede llegar a consolidarse como un aporte al conocimiento
del profesor de Matematicas. Para orientar esto, en el marco de esta investigacion se dio la
necesidad de particularizar un objeto que permitiera un mejor abordaje, para este caso las ET,

esto debido a los siguientes aspectos:

El primero de ellos, es la experiencia de los investigadores en relacion con este contenido
presente en sus practicas profesionales, en el curriculo de Matematicas y los libros de texto.
Como segundo aspecto se encuentra que, desde la percepcion de los autores de este trabajo, en
la Educacién Media se ha reducido al estudio de las ET a un tratamiento algebraico. Ademas
curricularmente solo se mencionan de forma explicita en la resolucion 277 de 1975 y en los
Derechos Bésicos de Aprendizaje [DBA]J® de grado once, acompariadas del adjetivo “sencillas”
y “simples” respectivamente, lo cual remite a cuestionar sobre i) el significado de dicho término,
ii) ¢ecuaciones de la forma sinx = 0.5 0 sin 1° = x corresponden a dicha caracterizacion? iii)
¢Si estas Ultimas corresponden a sencillas o simples por qué no son trabajadas en la escuela ni
abordadas en libros escolares? iv) ¢ Cual seria el abordaje correcto de estas en el aula de clase?
V) ¢ Qué fuentes de consulta aportarian al conocimiento del profesor sobre el tema? y acaso ¢todo

esto no deberia ser parte del conocimiento del profesor de Matematicas?

5 En el tercer capitulo de este documento se amplia esta afirmacion.




Frente al panorama anterior, un escenario propicio que podria ayudar a dar respuesta a algunos
de los cuestionamientos es la HM; esto, en tanto autores como Zanakis & Arcavi (2000),
Jankvist (2009), Fauvel & van Maanen (1997), Furinghetti & Pehkonen (2002) coinciden en
que la HM aporta realmente a la constitucién del CPM y a su préactica docente, ademas
Guacaneme (2011) afirman que la HM proporciona artefactos tales como visiones de la
actividad matematica, de los objetos matematicos y competencias profesionales, en particular,
esta investigacion se centra en que la HM aporta elementos sobre las ET que deben ser de
dominio del profesor de Matematicas.

La relacion HM-ET, descrita en el parrafo anterior, ha estado acompafiada explicitamente del
término Conocimiento del Profesor. Al respecto de este, una revision documental permitio
identificar que la investigacion realizada por Shulman (1986; 1987) se convirtid en el punto de
partida de investigaciones y modelos particulares sobre el CPM como los elaborados por Ball,
Hill, et al. (2008), Schoenfeld y Kilpatrick (2008) y Pinto (2010), entre otros. En estos se destaca
la aparicion de subdominios del conocimiento, categorias de proficiencia y dimensiones e
indicadores respectivamente. Cada uno con sus caracteristicas particulares permitié comprender

la constitucion del CPM y sus elementos.

El reconocimiento de los diferentes modelos del CPM, llevo a la necesidad de particularizar este
aspecto dentro de la relacion HM-ET. Asi, la especificidad de la propuesta de Pinto (2010) sobre
los Componentes del Conocimiento Didactico del Contenido [CDC] dio luces a los intereses de

esta investigacion.

Las consideraciones planteadas anteriormente, la revision de antecedentes, el tratamiento de las
ET en la normativa curricular, libros de texto y recursos web como fuente primaria de consulta
de los profesores de Matematicas, la caracterizacion de los saberes sobre ET de los
investigadores y el reconocimiento de los diferentes modelos del CPM, dieron origen a la

pregunta de investigacion descrita en el apartado 1.2.




1.4 OBJETIVOS

1.4.1 GENERAL DE INVESTIGACION

Identificar los componentes del Conocimiento Didactico del Contenido de los maestros de
Matematicas en formacion avanzada a los que aporta el conocimiento histérico de las

Ecuaciones Trigonométricas.

1.4.2 GENERAL DE FORMACION PROFESIONAL

Aportar elementos al desarrollo y fortalecimiento del rol docente e investigativo del profesor de

Matematicas.

1.4.3 ESPECIFICOS

1. Apropiar un modelo de CPM que permita analizar los componentes del CDC a los que
aporta el conocimiento histérico de las ET.

2. Clasificar los saberes sobre las ET de un grupo de maestros de Matematicas en
formacion avanzada de acuerdo con el modelo de CPM seleccionado.

3. Identificar hitos en la HM relacionados con las ET que posibiliten hacer un contraste
con los saberes que posee el maestro en formacién avanzada sobre el tema.

4. Determinar el papel que juega la HM en la constitucion del conocimiento del maestro
de Mateméticas en formacion avanzada.

5. Proponer un conjunto de reflexiones acerca de lo que debe conocer el profesor de
Matematicas de secundaria sobre las ET a nivel didactico, historico, matematico y

curricular.

10



2. ANTECEDENTES DE INVESTIGACION

En este capitulo se realiza una descripcion de algunas investigaciones previas relacionadas con
los intereses de este trabajo. Con dicho fin, se describe algunos antecedentes investigativos

referidos al i) CPM, ii) la relacion EM—HM vy iii) a la Trigonometria y las ET.

2.1 ALGUNOS ANTECEDENTES INVESTIGATIVOS REFERIDOS AL CPM

Atendiendo a que la investigacion reportada en este documento se centra en el conocimiento de
un grupo de maestros en formacion avanzada acerca de un tema especifico propio de la
ensefianza media en Colombia, las ET, se realizd una revision de diferentes trabajos
investigativos que giran en torno al CPM. Lo anterior, con el fin de tener un panorama
investigativo en esta linea. Para esto, se hizo necesario identificar las relaciones entre la EM y
EPM, para ubicar el CPM.

Luego de una revision preliminar de literatura especializada en el area se encontraron dos
posturas al respecto: el desarrollo profesional del profesor de Matematicas (donde se incluye el
CPM) como uno de los intereses de la EM (Cardefioso, Azcarate y Flores, 2001) y la EPM como
un campo de investigacion, que si bien esta conectado con la EM, su objeto de estudio difiere

del de la EM propiamente dicha (Guacaneme y Mora, 2012).

Guacaneme y Mora (2012) plantean que, atendiendo a que la EM centra sus objetos de estudio
en el sistema didactico cuya base es el triangulo saber matematico, estudiante y profesor, la
EPM trasciende esta mirada. El sistema didactico que proponen estos autores para la EPM esta
conformado por la triada: formador de profesores, conocimiento del profesor de Matematicas y

estudiante (futuro profesor o profesor en ejercicio).

Al respecto de lo anterior, el grupo RE-MATE propone que la EPM se centre en el estudio de i)
los sistemas didacticos estudiados por la EM, ii) el conocimiento del profesor de Matematicas,
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iii) los sistemas didacticos de formacién de profesores y iv) el conocimiento del formador de

profesores de Matematicas®.

En concordancia con el propoésito descrito, se indago sobre bibliografia que reportard avances o
intereses de la comunidad académica en la EPM, en cualquiera de las dos posturas presentadas
antes, y alli ubicar estudios especificos sobre el CPM. Al respecto, Cardefioso (1991) presenta
cuatro grupos de interés en la investigacion sobre el desarrollo del profesor de Matematicas’, en
el tercero de estos, formacion didactica matematica de los profesores, se incluyen
investigaciones sobre el conocimiento profesional del profesor de Matematicas, su estructura y
evolucion. Asimismo, Guacaneme y Mora (2012) referencian nueve objetos de investigacion en
el campo de la EPM, el cuarto hace alusion al CPM vy en este se pone de manifiesto un
componente denominado Pedagogical Content Knowledge [PCK] que es de interés para esta

investigacion.

A continuacion, se describen algunos antecedentes asociados al CPM, los cuales, se agrupan en
dos sentidos: estudios referidos a la caracterizacion o ampliacion del(los) modelo(s) del CPM e

investigaciones relativas al CPM en formacién o en el ejercicio de su practica profesional.

2.1.1 ELABORACION O REFINAMIENTO DE UN MODELO SOBRE EL CPM

Algunas de las investigaciones halladas tienen como proposito el planteamiento 0 mejoramiento
de un modelo del CPM o del Conocimiento del Profesor en general. Las mas representativas
son:

e Grossman, Wilson y Shulman (1989). Teachers of substance: Subject matter knowledge
for teaching. Knowledge base for the beginning teacher. Interesados por el desarrollo
del conocimiento profesional de maestros en formacion o préactica y por la forma en que
ellos transforman el saber para ser llevado al aula de clase, los autores, elaboraron un

marco teérico que permitié en su momento una descripcion del conocimiento base para

& para mayor informacion sugerimos revisar Guacaneme & Mora (2014)
" Cardefioso (1991) no hace referencia a la Formacion de profesores de Matematicas, en su lugar habla de Desarrollo
profesional del profesor de Mateméticas.
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la ensefianza. Para esto el equipo propuso una categorizacion del conocimiento del
profesor. Su propuesta inscribe siete componentes: Conocimiento de la materia,
Conocimiento pedagdgico general, Conocimiento curricular, Conocimiento sobre los
alumnos, Conocimiento de los contextos educativos, Conocimiento de los fines y los
valores educativos y Conocimiento didactico del contenido. Estos se convierten en el
primer modelo para la formacion de profesores de cualquier area, el cual a su vez es

precursor de otros mas especificos.

Ball, Hill y Bass (2005). Knowing mathematics for teaching: Who knows mathematics
well enough to teach third grade, and how can we decide? Esta propuesta a diferencia
de la presentada por Shulman et al., esta centrada en el CPM. Fue elaborada por un grupo
de investigadores liderados por Deborah Ball y vinculados a la Universidad de Michigan,
quienes desarrollaron un Modelo del Conocimiento Matematico para la Ensefianza que

surge de su interés por:

(...) el estudio de la naturaleza del conocimiento matematico necesario para ensefiar, el
desarrollo de medidas que hacen posible el analisis de relaciones entre el Conocimiento
Matematico para la Ensefianza y la Calidad de su Ensefianza, y el rendimiento de los
estudiantes (Rojas 2010, p. 9).

A partir de lo anterior, y mediante el andlisis de los datos recolectados a través de la
observacion de la practica profesional, pruebas y entrevistas a diferentes maestros de
Matematicas, el grupo de investigadores clasifican el Conocimiento Matematico para la
Ensefianza en seis subdominios: Conocimiento del contenido y Conocimiento
pedagdgico del contenido, el primero incluye el Conocimiento Comun del Contenido
[CCK], el Conocimiento Especializado del Contenido [SCK], y Conocimiento en el
Horizonte Matematico [HCK]; el segundo, Conocimiento del Contenido y los
Estudiantes [KCS], Conocimiento del Contenido y la Ensefianza [KCT] y Conocimiento

del Curriculo.

Pinto (2010). Conocimiento didactico del contenido sobre la representacion de datos

estadisticos: estudios de casos con profesores de Estadistica en carreras de Psicologia
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y Educacion. En el afio 2010, Jesus Enrique Pinto dio a conocer su tesis doctoral, que
busco:

(...) describir las concepciones que tienen los profesores sobre la Estadistica, su
ensefianza y aprendizaje y, mas concretamente, sobre la representacion grafica, asi como
el conocimiento que tienen del topico, de las estrategias y representaciones
instruccionales y del conocimiento del estudiante sobre la representacion gréafica en
Estadistica. (Pinto, 2010. p. 148).

Para alcanzar dicho fin, el autor contrasta los datos recolectados en entrevistas y
observaciones de la practica profesional de dos maestros universitarios de diferentes
carreras, con un conjunto de dimensiones e indicadores del CDC elaborado por él que
surge a partir de una recopilacién y analisis de diferentes modelos del Conocimiento del
profesor de Matematicas. La propuesta de Pinto establece tres componentes:
conocimiento del contenido a ensefiar, conocimiento de las estrategias y
representaciones instruccionales y Conocimiento del proceso de aprendizaje del
estudiante del topico especifico. Las dos primeras contienen 6 dimensiones mientras que
la tercera 4. Esta propuesta se caracteriza por su especificidad en cada dimension pues a

diferencia de las anteriores, presenta un conjunto de indicadores para cada dimension.

e Carrillo, Flores, Climent, Contreras, Aguilar, Escudero y Montes (2013). Investigacion
sobre el profesor de matemaéticas en la Universidad de Huelva (Espafia) y Montes,
Contreras y Carrillo (2013). Conocimiento del profesor de matematicas: enfoques del
MKT y del MTSK. La propuesta elaborada por los autores, surge a partir de la reflexion
sobre el carécter especializado del conocimiento del profesor y de los resultados hallados
al implementar el modelo MKT en diferentes contextos. A partir de esto, los
investigadores plantean un modelo del Conocimiento Especializado del profesor de
Matematicas® [MTSK] el cual, “pretende avanzar en el andlisis y la conceptualizacion

del conocimiento especifico que el profesor posee o podria poseer para la ensefianza de

8 EI modelo se compone de dos (2) dominios, conocimiento mateméatico (MK) y conocimiento didactico matematico
(PCK); estos a su vez se dividen en 3 subdominios: Conocimiento de los Temas (KoT), Conocimiento de la
estructura matematica (KSM), Conocimiento de la practica mateméatica (KPM) para el primero y Conocimiento
de la Ensefianza de las Mateméticas (KMT), conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las
Matematicas (KFLM) y Conocimiento de los estdndares de Aprendizaje de las Matematicas (KMLS) para el
segundo.
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la matematica” (Aguilar, 2013, p. 1). En dicho modelo el conocimiento especializado
afecta a todos los subdominios, no exclusivamente a uno de ellos, como es el caso del

modelo de Ball, et al.

En relacion a las ideas trabajadas en este apartado, es necesario aclarar que en el tercer capitulo
de este documento se reportardn con mayor detalle algunos de los modelos descritos
anteriormente y otros que fueron de interés para la investigacion. Este primer acercamiento se
realizd con el fin de identificar el interés de la comunidad por investigaciones referidas al

conocimiento del profesor de Matematicas.

2.1.2 CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS EN FORMACION
O DURANTE SU PRACTICA PROFESIONAL

Dado que esta investigacion pretende realizar un estudio del CPM en relacion con las ET, se
realiz6 la basqueda de documentos que, aungue no abordaron el mismo objeto matematico,
dieron luces del trabajo realizado por diferentes equipos con intereses similares al nuestro. Para
ello se acudio a, i) la plataforma de recursos Dialnet, en la cual, al hacer la busqueda de
documentos bajo la frase “conocimiento del profesor de Matematicas”, se hallaron cuatrocientos
cincuenta y dos (452) documentos y i1) la busqueda en la web bajo la frase “conocimiento del
profesor de Matematicas” + “investigaciones”. De estas dos indagaciones se tomaron en total
11 documentos con acceso a texto completo reportados durante el periodo de 2010 al 2016, de
estos se identificaron los elementos que permiten caracterizar sus objetos de estudio y el
tratamiento de los mismos. A continuacion, se reportan dichos documentos del mas reciente al

mas antiguo:

e Rodriguez, Picado, Espinoza, Rojas y Flores (2016). Conocimiento comun del contenido
gue manifiesta un profesor al ensefiar los conceptos basicos de funciones: un estudio de
caso. Interesados por caracterizar el Conocimiento Comun del Contenido (CCC) que
manifiesta un profesor de Matematicas cuando ensefia funciones, el grupo de autores
realizd grabaciones de audio y video a un maestro de un colegio académico diurno de

educacion secundaria de Costa Rica, mientras dirigia su clase sobre conceptos basicos
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de funciones a estudiantes de 16-17 afios. La informacion recolectada, en contraste con
una adaptacion realizada por los autores al conjunto de Categorias para el CCC
elaboradas por Rojas-Flores y Ramos (2013), les permitio: i) Describir el proceso de
ensefianza del maestro al abordar las funciones, ii) identificar a partir de unidades de
andlisis los campos del CCC que manifiesta el profesor al ensefiar temas basicos de
funciones y iii) Determinar qué elementos del CCC son caracteristicos de un profesor de

Matematicas al abordar en su aula de clase conceptos basicos de funciones.

e Gutierrez, Gomez y Rico, (2016). Conocimiento matematico sobre numeros y
operaciones de los estudiantes de Magisterio. Es una investigacion cualitativa cuyo
objetivo principal fue la caracterizacion del conocimiento matematico de 1093 futuros
maestros de primaria en Espafia a partir de las respuestas entregadas por estos en un

cuestionario propuesto en el marco del estudio TEDS-M?® (2008).

Los autores de esta investigacion buscaron identificar los conocimientos que poseen los
maestros para resolver correctamente dichas preguntas. Las preguntas fueron
clasificadas segun el blogue conceptual al que pertenecian seleccionando aquellas
relacionadas con los nimeros y sus operaciones; a estas les fue asignada posteriormente
un componente del blogue cognitivo: razonamiento, aplicacion y conocimiento, y
finalmente fueron categorizadas segun nivel curricular del contenido matematico. Las
respuestas acertadas fueron asociadas a la presencia de ciertos conocimientos y las
incorrectas a la ausencia o dificultad de otros. Los resultados obtenidos por los
investigadores, ademas de evidenciar deficiencias en el conocimiento de los maestros
sobre Matematicas avanzadas, buscaron ser de utilidad para los programas de formacion
de Maestros de Primaria de Espafa. Esta investigacion a diferencia de las expuestas en
este apartado, no hace uso de algin modelo del conocimiento del profesor de

Matematicas.

® Teacher Education and Development Study in Mathematics, Estudio Internacional comparativo que abordo la
formacion inicial de profesores de Matematicas y los resultados que se obtienen en su formacion en 18 paises.




e Dinazar, Avila, Flores, Climent, Contreras y Montes (2015). El conocimiento
especializado del profesor de matematicas detectado en la resolucion del problema de
cuerdas. Los autores analizaron las afirmaciones hechas por Omar, un maestro
colombiano de Matematicas de educacion secundaria que hace parte de un curso virtual
de formacion de profesores, al cuestionarlo sobre la posibilidad de encontrar el nimero
de cuerdas que pueden trazarse conociendo un numero n de puntos sobre una
circunferencia. Las conclusiones del documento se enfocan en describir el conocimiento
matematico especializado que pone de manifiesto el maestro al solucionar la situacion
propuesta, y en indicar como el modelo MKTS y sus correspondientes subdominios
permiten analizar en profundidad el conocimiento profesional del profesor de

Matematicas.

e Sosa, Flores-Medrano y Carrillo (2015). Conocimiento del profesor acerca de las
caracteristicas del aprendizaje del algebra en bachillerato. Mediante una investigacion
de corte interpretativo, en la que se usaron métodos cualitativos, los autores realizan un
estudio de caso con dos maestras de bachillerato. El objetivo principal fue la
categorizacion del conocimiento del aprendizaje de las Matematicas'® [KFLM] luego de
la ensefianza del Algebra. Para esto, los autores realizaron una revision documental de
diferentes modelos del conocimiento del profesor de Matematicas, que en contraste con
la informacion recolectada mediante cuestionarios aplicados, grabaciones de clase y
entrevistas hechas a las maestras permitid la elaboracién de una tabla a dos columnas en

la cual se describié un conjunto de categorias e indicadores para el KFLM.

e Vasquez, (2015). Evaluacion de los conocimientos didactico- mateméticos para la
ensefianza de la probabilidad de los profesores de educacion primaria en activo. La
tesis doctoral tuvo como principal interrogante: ¢Qué conocimiento didactico—
matematico para la ensefianza de la probabilidad poseen los profesores de Educacion
Primaria en activo? (Vasquez, 2015, p. 255). Para esto, la autora aplico un cuestionario

10 Este conocimiento hace parte del CDC y se define como el “conocimiento que tiene el profesor acerca del
contenido matematico como objeto de aprendizaje; en lugar de poner en el centro el conocimiento sobre el
estudiante se pone el proceso de aprendizaje normado por el contenido matematico” (p. 175).




el cual se fundament6 en: i) un estudio histdrico-epistemoldgico sobre la probabilidad,
ii) recoleccion y analisis de investigaciones con intereses similares al suyo, iii) un
estudio sobre orientaciones curriculares nacionales e internacionales sobre el tema en
cuestion, iv) el Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico de Godino (2009). En
particular, en el cuestionario se indagd sobre el conocimiento comun del contenido,
conocimiento ampliado del contenido y conocimiento especializado del contenido para
la ensefianza de la probabilidad de noventa y tres (93) profesores de primaria en
ejercicio. Los resultados obtenidos, ademas de mostrar un nivel bajo en todos los tipos
de conocimiento analizados, sirve de orientacion para los programas de formacion y

actualizacion de maestros de primaria.

e Montes, Contreras, Lifidn, Mufioz, Climent y Carrillo (2015). Conocimiento de la
Aritmética de Futuros maestros. Debilidades y fortalezas. Interesados por identificar
fortalezas y debilidades del Conocimiento Matematico Especializado que posee un
grupo de Estudiantes para Maestros (EPM) sobre fracciones, decimales y porcentajes,
los autores realizaron una revision bibliogréafica sobre los modelos del conocimiento del
profesor de Matematicas!!, articulos e investigaciones sobre los tres temas matematicos
en cuestion. Luego, implementaron a setecientos treinta y siete (737) EPM un

cuestionario compuesto por diecisiete (17) preguntas,

El analisis de la informacion obtenida se realiz6 inicialmente con un estudio de
frecuencias al que siguid una interpretacion, relativa a cinco categorias del conocimiento
del tema fracciones, decimales y porcentajes: fendmenos y aplicaciones, significados y
definiciones (incluyendo imagenes de los conceptos), propiedades y su fundamentacion,
representaciones y procedimientos. (Carrillo, 2015, p. 43)

El documento finaliza con una reflexion en relacion con los saberes matematicos que
deberian ser dominio de EPM que inician la formacién universitaria, pues los resultados
muestran un nivel deficiente en este aspecto. Ademas, el grupo de investigadores
aconsejo que los resultados de dicha investigacion sean usados para la planeacion de los

programas de Formacion de EPM.

11| a investigacion centra su interés en el modelo MKTS y en el subdominio KOT. En apartados anteriores ya se
hizo referencia a este modelo.




e Torres (2015). EI conocimiento del profesor de Matematicas en la practica: La
ensefianza de la proporcionalidad. Mediante una investigacion cualitativa e interesada
por: “investigar los conocimientos de Matematicas que el profesor moviliza en la
practica docente en lo que concierne a la tematica especifica de la proporcionalidad en
sexto curso de Primaria y en el primer curso de Secundaria” (Torres, 2015, p. 17), la
autora hizo un estudio de caso con dos maestros, uno de primaria y otro de secundaria.
Para lograr el objetivo, realiz6 grabaciones durante dos afios a las sesiones de clase de
cada maestro, y haciendo uso del modelo Knowledge Quartet'? [KQ], disefio un
instrumento compuesto por 39 indicadores con los cuales clasifico los episodios de
referidos al conocimiento del contenido matemético de los dos maestros sobre la
proporcionalidad. Este estudio permitio: i) la elaboracion de un instrumento para el
analisis de la actividad docente ii) un analisis en relacion con los objetivos del profesor
al ensefiar proporcionalidad y iii) un estudio de caso sobre el aprendizaje de la

proporcionalidad de una alumna.

e Contreras, Lifian y Montes (2015). Conocimiento sobre la recta de una maestra de
Tercer ciclo de educacion primaria. Con el interés de caracterizar el Conocimiento
Matematico Especializado de una maestra de tercero de Primaria al abordar en su clase
los conceptos no explicitos de recta, semirrecta y segmento, y en particular el concepto
de infinito, los investigadores elaboraron un instrumento de analisis basado en el modelo
MTSK, el cual permitié categorizar un conjunto de datos resultado de la informacion
recolectada, mediante la observacion a tres sesiones de clase de la maestra y una
entrevista semiestructurada. Los resultados de la investigacion se centran en tres
elementos: i) la tipologia del conocimiento especializado de la maestra en relacion al
concepto de infinito, ii) el conjunto de errores conceptuales, de conexiones y de

procedimientos matematicos que posee el libro de texto y sobre los cuales la maestra no

12 Modelo desarrollado por Rowland T. y otros, corresponde a una teoria que se compone de cuatro dimensiones
Fundamentacion, Transformacion, Conexidon y Contingencia es empleada para describir el conocimiento
matematico del contenido del maestro durante la ensefianza de las Matematicas en el aula. EI marco conceptual
gue desarrolla este autor le permite analizar episodios de clase sobre todo en términos del Subject Matter
Knowledge [SMK] y el Pedagogical Content Knowledge [PCK].

19



reflexiona y iii) los aspectos que permiten pensar en la necesidad de conocer a
profundidad la matematica escolar, “(...) no solo en términos de conocer “mds”, sino

de conocer “mejor”” (Montes, 2014, p. 341).

e Pino-Fan, Godino, Font (2011). Conocimiento Didactico-Matematico sobre la
ensefianza y el aprendizaje de la derivada. Luego de una revision bibliogréfica sobre: i)
trabajos investigativos en el campo de la Didactica sobre la nocion de Derivada, ii)
modelos del conocimiento del profesor de Matematicas, en particular el modelo
conocimiento didactico-matematico propuesto por Godino, y iii) reconstruccion del
significado epistémico global de la derivada, los autores, interesados por el conocimiento
didactico matematico que debe poseer el profesor de Matematicas en relacion con la
ensefianza y aprendizaje de la derivada implementaron en 53 estudiantes de la
Licenciatura en Ensefianza de las Matematicas un cuestionario centrado en 3 tipos de
tareas, referentes a: 1) Conocimiento comun del Contenido, 2)Conocimiento ampliado
del contenido y 3)Conocimiento especializado del contenido. Los resultados de la
investigacién aluden a las dificultades en relacién con el conocimiento especializado y
amplio de la derivada y una evidente desconexion entre las distintas representaciones de

la derivada.

e Mochon y Morales (2010). En qué consiste el “conocimiento matematico para la
ensefianza” de un profesor y como fomentar su desarrollo: un estudio en la escuela
primaria. Interesados por ‘“diagnosticar” el Conocimiento matematico para la
ensefianza®® y el Conocimiento pedagogico* de un grupo de profesores de primaria y
por proponer métodos que propicien su desarrollo, los autores realizaron i) la grabacién
de las clases de dichos profesores antes y después de que estos participaran en talleres,
entrevistas, cuestionarios y tareas elaboradas por el equipo investigador, y ii) el registro
en matrices de informacion de las observaciones y datos registrados. A partir de esto se

reflexiond y describio el nivel de mejoramiento de cada profesor en relacion al

13Este conocimiento es abordado desde tres dimensiones: conocimiento matematico especializado, conocimiento
para la instruccion y Conocimiento de los estudiantes.

14 | os autores reportan haber hecho uso de los en los tres niveles de Cooper para la descripcion de este tipo de
conocimiento.
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conocimiento matematico para la ensefianza y el Conocimiento pedagdgico antes y

después de las actividades desarrolladas.

e Garcia-Oropeza (2009). Un estudio sobre el Conocimiento Didéactico del Contenido de
profesores que ensefian calculo diferencial a estudiantes de carreras de ciencias
econdmicas. En esta tesis doctoral, la autora interesada en el profesor de Matematicas
que ensefia célculo a estudiantes de ciencias econdémicas en nivel universitario y la
ensefianza basada en problemas [EBP] como estrategia didactica en Matematicas, se
cuestiono por ¢ Cual es el conocimiento didactico del contenido [CDC] de los profesores
de Matematicas para las carreras de ciencias econdmicas? Con este fin, centrandose el
objeto matematico derivada y aludiendo a diferente literatura sobre el conocimiento del
profesor de Matematicas, en particular el modelo de An, et al. (2004), la autora elabor6
un conjunto de instrumentos que le permitié indagar, interpretar y reflexionar sobre: i)
el conocimiento del contenido matematico y econdémico siendo este el mayor aporte de
la investigacidn, ii) el conocimiento sobre el aprendizaje, iii) el conocimiento sobre la

ensefianza y iv) el conocimiento del curriculo, de este tipo de profesores.

La investigacion presenta dos tipos de conclusiones metodologicas y didacticas. En la
primera se reflexiond sobre a la pertinencia de los diferentes métodos e instrumentos
empleados, la segunda se centra en el CDC de los profesores participantes, el poco
aprovechamiento de los problemas con contexto en el aula y el reconocimiento pero no
tratamiento de las dificultades de los estudiantes respecto a los diferentes temas tratados

en el curso.

Las investigaciones reportadas permitieron: i) visualizar el panorama investigativo en el campo,
ii) reconocer el interés de los distintos investigadores por diagnosticar, analizar o categorizar el
CPM en formacién o en ejercicio, iii) identificar distintos métodos (fases 0 momentos para la
recoleccion de informacion), técnicas (entrevistas semiestructuradas, observaciones de la
practica profesional, analisis documental), instrumentos (notas de campo, cuestionarios, pruebas
escritas, grabaciones de audio y video) y metodologias (en su mayoria en un enfoque cualitativo
de paradigma interpretativo) empleadas para la recoleccién y analisis de la informacion y iv)

reconocer como una fase comin en las distintas investigaciones la elaboracion de uno o mas
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instrumentos para la recoleccion de informacién que se fundamentan en la categorizacion
planteada en un Modelo del Conocimiento del profesor de Matemaéticas especifico. Todo lo
anterior contribuyo a generar ideas sobre las distintas decisiones tomadas para la realizacién de

la investigacion que se reporta en este documento.

2.2 ALGUNOS ANTECEDENTES INVESTIGATIVOS DE LA RELACION HM- EM

En este apartado se realiza una aproximacion al estado del arte de la relacion HM-EM,
considerando algunas reconstrucciones hechas en: i) un documento desarrollado a proposito de
un trabajo de grado de Maestria en Docencia de la Matematica de la Universidad Pedagdgica
Nacional, inscrito al grupo RE-MATE, ii) algunos articulos publicados e iii) informes de grupos

de investigacion.

En el primer caso, se recurre al documento realizado por Guacaneme y Gémez (2013) donde se
describe un panorama de la actividad académica en el ultimo quinquenio comprendido hasta la
elaboracion del documento, referida particularmente a eventos, libros y articulos que abordan
tal relacion. En el segundo caso, se retoman los contenidos presentados por History and
Pedagogy of Mathematics [HPM] en especial al equipo TSG 25, quienes prepararon un survey,
a propésito del ICME 13, cuyo objetivo fue establecer un panorama actual sobre el rol de la HM
en la EM, tomando el periodo posterior al afio 2000; en este, se plantearon cuestiones tedricas e
investigaciones empiricas. Finalmente, se reportan los asuntos que se incluyeron en History in
Mathematics Education: el estudio ICMI, editado por J. Fauvel y J. van-Maanen (Kluwer,
2000). Todo lo anterior para procurar la construccion de una sintesis en la cual se evidencien

los principales focos de investigacion en relacion al tema de este apartado.

La consideracion de la relacion HM-EM ha tenido mayor acogida en las Gltimas décadas en las
investigaciones internacionales. Ha sido tema de discusion en eventos de EM vy se le han
atribuido espacios en articulos y publicaciones de distintas revistas, tanto de EM como de
Matematicas. Se reconocen al menos siete (7) elementos claves en la relacion HM-EM: i). HM
en la ensefianza de las Matematicas, ii) HM en su relacion con la ciencia, la tecnologia y el arte,

iii). HM en su relacion con la Cultura y las Matematicas, iv) Cuestiones historicas, filosoficas y
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epistemoldgicas en la EM, v) Matematicas en las culturas americanas, vi) Historia de laEM y
vii) HM en su relacion con la formacién de profesores. Para ejemplificar estas lineas se muestran
a continuacion los elementos encontrados en los documentos revisados. No obstante, el énfasis
de este apartado esta en la revision con mayor grado de profundidad de los antecedentes
investigativos que se destacan de los elementos iii) y vii), en los cuales la relacion HM-EM se
encuentra determinada por cuestiones que estan asociadas al interés investigativo de este trabajo.

En la Anexo 1 se muestra de forma sintética y esquematica los asuntos reportados por las tres

(3) fuentes citadas antes para cada uno de los elementos indicados [i) a vii)].

La revision anterior, permitio identificar un panorama en la relacion HM—EM, y los asuntos que
han sido objeto de investigacion en esta relacion, mostrando que existe una tendencia actual en
investigaciones interesadas, con mayor frecuencia, en tratar asuntos referidos al uso o la
incorporacion de la HM en la ensefianza, es decir en el grupo i), ya sea que la HM sea presentada
como una alusién para motivar, una integracion con el objeto de aprender Matematicas 0 como
una determinacion para organizar el curriculo. Los intereses referidos a los otros 6 asuntos no
presentan las mismas frecuencias en lo reportado por las fuentes, aunque si se han desarrollado
investigaciones en torno a estos elementos. Por ejemplo, existe el interés por investigar

cuestiones filosoficas, histdricas y epistemolégicas y sus efectos o relaciones sobre la EM.

La investigacion ha orientado asuntos interesantes y relevantes en cada uno de los siete (7)
grupos; sin embargo, se tomaran en cuenta aquellos que se refieren al CDC o a la FPM, como
ya se menciond, para esto es necesario ahondar en algunas de estas investigaciones que por
medio de la clasificacion hecha en la tabla anterior pertenecen a los enfoques: iii) HM con la
Cultura y las Matematicas y vii) HM en su relacion con la formacion de profesores. Con el
propdsito de identificar los focos de investigacion particulares, que sirven como antecedentes

para este trabajo.

A continuacidn, se relacionan los titulos de cinco (5) investigaciones y una breve descripcion

de los objetivos en cada una de ellas. Estas investigaciones pertenecen a los elementos
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organizados en la tabla, es decir son investigaciones que se reportan bien sea en el documento

de Guacaneme y Gémez (2013), en el informe HPM o en el estudio ICMI.

Clark, (2012). History of mathematics: illuminating understanding of school
mathematics concepts for prospective mathematics teachers. Con el fin de alcanzar una
caracterizacion de lo que los futuros profesores de Mateméticas conocen sobre las
Matematicas escolares, los investigadores analizaron durante cuatro semestres un
componente historico en la formacion de dichos profesores. En particular se trabajo la
solucidn de ecuaciones cuadréticas, a partir del estudio de los métodos de Al-Khwarizmi.
A partir de los resultados se discutieron importantes consideraciones para los programas
de formacidn de profesores en relacion con el conocimiento matematico y pedagogico y
la capacidad de los futuros profesores para participar en una perspectiva historica que

les permitiera mejorar sus comprensiones sobre los objetos matematicos.

Arboleda, Guacaneme y Torres, (2014). La Historia de las Matematicas en la formacion
de profesores de Matematicas. El articulo trata en particular asuntos en torno a la
relacion HM—EPM (Educacion del Profesor de Matemaéticas) en el contexto colombiano.
En el documento se argumenta que el conocimiento de la HM debe ser predominante en
la formacidn de profesores, lo cual conlleva a sugerir una comunidad de préctica que
desde la EM y la didactica de la HM tenga como objeto asumir la investigacion de dicha

relacion de forma dialéctica junto con su ensefianza.

Smestad, (2011). Teachers' conceptions of history of mathematics. Mediante un estudio
fenomenologico el autor se interes6 en reconocer cuales son las concepciones de cuatro
docentes de Noruega, acerca de la HM y sus usos, teniendo en cuenta que este aspecto
es un asunto relevante en el curriculo de dicho pais desde 1997. La investigacion muestra
las diferencias existentes entre las consideraciones sobre la HM que reportan los
profesores y los objetivos de la inclusion de la HM en el curriculo. Asi mismo muestra
diferentes opiniones de cdmo incluir dicho componente en distintos cursos y en distintos
grados, coinvirtiéndose en una investigacion que aporta luces de cémo incluir el

elemento historico en el curriculo y como involucrar a los profesores en este sentido.
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Jankvist, et al. (2012). Mathematical knowledge for teaching in relation to history in
mathematics education. En el trabajo se describen dos experiencias de inclusién de la
HM en la ensefianza. La primera de ellas referida a los nimeros negativos; y la segunda
los sistemas de numeracion. Los autores propusieron dos posturas en relacion al uso de
la HM en la FPM, como herramienta y como fin, mostrando las implicaciones de la HM

en el CPM, para analizar este aspecto tomaron como referente el modelo del MKT.

Goodwin, et al. (2014). Exploring the relationship between teachers’ images of
mathematics and their mathematics history knowledge. Esta investigacion tiene un
componente cuantitativo ya que mide los desempefios de profesores de Matematicas a
quienes se aplicd una encuesta en relacion con el conocimiento que poseen sobre la HM.
Los resultados los relacionan con las creencias y concepciones de los profesores acerca
de las Matemaéticas concluyendo que quienes tuvieron mejores desempefios en el
cuestionario tienden a creer que investigar es un componente importante en relacién con
conocer los hechos de las Matematicas, asi como la percepcion de que las Matematicas
se encuentran en constante evolucion y que estas permiten evidenciar multiculturalidad,
mientras que aquellos quienes obtuvieron menores desempefios, asumen que las

Matematicas son una estructura inconexa de hechos normas y habilidades.

Con la revision de estas investigaciones se asume que existen dos perspectivas en relaciéon HM-
EM particularmente para la FPM, estas son: i) Acciones y experimentos de ensefianza para PM
en los cuales se ha utilizado la HM vy ii) Analisis de creencias y concepciones de PM sobre las

Matematicas haciendo uso de la HM.

En relacion con el primer foco, la HM se muestra como una herramienta en la ensefianza de
objetos especificos de las Matematicas, permitiendo escenarios estructurados en los salones de
clase, es decir con un fin orientador. En el segundo foco se pone de manifiesto que el papel de

la historia es importante en tanto afecta las concepciones de los profesores de Matematicas.
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2.3 ALGUNOS ANTECEDENTES REFERIDOS A LA TRIGONOMETRIA Y LAS
ET

La educacién en Trigonometria es uno de los asuntos de investigacion de la Educacion
Matematica al que poco se le ha prestado atencidn. La revision de la literatura y algunas bases
de datos (p. e., EBSCO, Dialnet, entre otras) bajo criterios como “educacion + Trigonometria”
o “Trigonometria” (p. e., Figura 1 y Figura 2) muestran que no existe un conceso en las lineas
de investigacion referidas a este asunto y que los estudios publicados y en curso han centrado
su interés en diversos focos de trabajo como: i) el disefio de materiales didacticos para la
ensefianza de temas especificos de Trigonometria, con especial énfasis en el uso de las TIC, ii)
estrategias de ensefianza y procesos de aprendizaje de la Trigonometria, iii) avances de tipo
matematico relacionados con la Trigonometria (p. e., aplicaciones de identidades
trigonométricas en otras ciencias, solucion de problemas trigonométricos, analisis de
propiedades de algunos objetos de la Trigonometria, etc.), y iv) comprension del proceso de

evaluacion en el campo de la Trigonometria.
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Al respecto, Dabiri (2003)™ en su tesis doctoral manifiesta que la investigacion en el campo de
la Trigonometria se ha centrado en los impactos de los métodos de ensefianza, el rendimiento
de los estudiantes en pruebas trigonométricas y el desarrollo de habilidades en este campo,
relativas en la mayor parte de los casos a temas como la medicion de regiones angulares en
radianes, las razones, funciones e identidades trigonométricas, el circulo unitario y algunas

situaciones problema especificas.

No obstante, el caso es mas critico si se piensa en el conocimiento del profesor de Matematicas

en esta area o en un contenido particular de la Trigonometria, como por ejemplo las ET, que son

15 Research on trigonometry at the college and high school levels has focused on the relative impacts of methods
of teaching trigonometry: right triangle (geometric in focus), unit-circle or wrapping function, transformational,
and vector approaches to teaching trigonometry on students’ achievement on trigonometric tests. The studies have
all found that the different pedagogical approaches to teaching trigonometry do not produce significant differences
in students’ performance on tests that address trigonometry concepts and skills (Burch, 1981; Evanovich, 1974;
Palmer, 1980; Huber, 1977). (p. 13 — 14).
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dos de los objetos de esta investigacion. Para el primer caso, el nimero de estudios es casi nulo.

Asi se evidencia, por ejemplo, en una revision a la base de datos ERIC, en la que no aparecen

reportes, conferencias, articulos de revistas, comunicaciones que aludan de forma especifica al

conocimiento matematico de la Trigonometria y del contenido pedagogico de los maestros de

Matemaéticas (Dabiri, 2003, p. 15). Incluso en el informe de preparacion matemaética de los

maestros de Matematicas de todos los niveles de la Conference Board of the Mathematical

Sciences (CBMS) del 2001, apenas se cubria el tema de Trigonometria de forma breve. Lo

anterior, ademas de constituir una razon que hace pertinente esta investigacion llevé a realizar

una busqueda exhaustiva en relacion con el tema y retomar algunos trabajos que brinden

elementos para esta investigacion, como los siguientes:

Dabiri, (2003). Preservice secondary school mathematics teacher’s knowledge of
trigonometry: subject matter content knowledge, pedagogical content knowledge and
envisioned pedagogy. Partiendo de la premisa de que el conocimiento del profesor de
Matematicas es un elemento primordial para una ensefianza eficaz, el autor de esta tesis
doctoral, realiza un estudio con el fin de evaluar el conocimiento del contenido y
didactico del contenido de los futuros profesores de Matematicas de secundaria en el
area de Trigonometria, con el fin de prever un panorama de su préactica. Los datos se
recolectaron en dos fases, en la primera, se aplico una prueba que media el conocimiento
de Trigonometria; se realizaron cuatro actividades, dos de clasificacion de tarjetas y dos
mapas conceptuales, a través de las cuales se evidencio el conocimiento didactico del
contenido con respecto a la Trigonometria de 14 futuros profesores de Matematicas de
secundaria que habian completado al menos dos cursos de métodos en la ensefianza de
Matematicas y un curso de practica. Cinco estudios de casos sirvieron de base para la
segunda fase del estudio, bajo el criterio de futuros profesores con alta y baja puntuacién

en el conocimiento del contenido.

Cada participante del estudio de caso fue entrevistado dos veces con el fin de profundizar
en los conocimientos trigonométricos y caracterizar su ensefianza en la practica. Las
respuestas a las entrevistas semiestructurdas fueron transcritas y analizadas usando

métodos cualitativos de constante comparacion y andlisis de contenido.
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Las tarjetas de clasificacion de las actividades y los mapas conceptuales, también fueron
analizados utilizando métodos cualitativos. La prueba de conocimientos mediante
puntuaciones cuantitativas. Los resultados indican que estos profesores de Matematicas
en formacion no poseen una comprension clara de asuntos como: medida de arco de
angulos, funciones trigonométricas inversas, funciones inversas, periodicidad y co-
funciones. Ademas, la tarea de secuenciacion revel6 que estos profesores en el momento
de planeacion de las clases, muy rara vez tienen en cuenta las habilidades previas
necesarias para la ensefianza. Cabe resaltar que, muchas de las puntuaciones en la prueba
de conocimientos de Trigonometria estaban por debajo del nivel correcto, es decir, del
50%.

Finalmente, el autor afirma que®®: “Los resultados encontrados se corresponden con los
de investigaciones previas, en las que se concluye que el conocimiento de los futuros
profesores en las diferentes areas de la matematica escolar es débil y por debajo de lo

que normalmente se espera”. (Dabiri, 2003, p. V).

En relacion con el objetivo de la investigacion a realizar, ademas de lo anterior, son dos los
aportes que brinda este estudio: i) en los antecedentes de la tesis doctoral de Dabiri (2003) se
especifica la relevancia que poseen algunos elementos vitales en el conocimiento del profesor
de Matematicas en formacidon como: los aspectos historicos de Trigonometria y la pedagogia de
la Trigonometria en la escuela secundaria, la solucion de ecuaciones trigonométricas de un
caracter sencillo y el uso de uso de logaritmos; y ii) la pregunta 15 del cuestionario aplicado
evalud la capacidad de los participantes del estudio para resolver ET; su analisis concluye que
son pocos los maestros que logran resolver las ET presentadas y entre las respuestas acertadas
se evidencia la aplicacion de siguientes conceptos trigonométricos: comportamiento de las seis

funciones trigonométricas basicas en los cuadrantes, la periodicidad de las seis funciones

16 These findings agree with prior research findings that preservice teachers' knowledge of many areas of school
mathematics is weak and considerably below what is usually expected. The preservice teachers' concept maps of
trigonometric ideas generally focused on either right triangles or notions of function. The sequencing task revealed
that these preservice teachers seldom considered prerequisite skills in planning lessons. (Dabiri, 2003, p. V)
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trigonométricas, angulos co-terminales y el dominio positivos de las seis funciones

trigonométricas.

Jacome y Montiel, (2014). Significado Trigonométrico en el Profesor. Los autores de
este articulo reportan un andlisis de una experiencia realizada con un grupo de 42
profesores del nivel medio superior en Meéxico que hacen parte del sistema de
Telebachillerato y quienes trabajaron alrededor de un problema de calculo de distancias
inaccesibles. Estos profesores cuentan con un perfil en el area de Matemaéticas y se

hallaban en el contexto de un programa de actualizacion docente.

Con el fin de identificar de angulo y la distancia en los profesores y entender por qué se
presenta este hecho, la experiencia se nutrié del analisis de dos fuentes de datos, la
primera, los 42 reportes de solucion a la situacion-problema intencionalmente disefiada
para hacer emerger el uso de la proporcionalidad o de la razdn trigonomeétrica tangente
(RTT). Cabe mencionar que, para resolver el problema, los profesores se organizaron en
pequefios equipos de 3 0 4 integrantes y posteriormente entregaron un reporte individual.

La segunda fuente de datos la constituyd el Programa de Estudios y algunos libros de
texto, avalados por la Secretaria de Educacion Publica (SEP) de México, en donde se
aborda el tema de las razones trigonométricas y que estaban vigentes en el periodo en
que se llevo a cabo la experiencia docente. Para el analisis de esta fuente se realizo una
revision de la organizacion didactica que proponen y el tipo de actividades que pide al
estudiante, asi como el contexto en el que las pide y el objetivo de hacerlas. En otras
palabras, se busco responder a preguntas como el qué hace y por qué hace, para entender

los significados inmersos en las actividades didacticas a desarrollar.

Asi, teniendo en cuenta el marco conceptual que articula elementos cognitivos,
didacticos y de construccion social del conocimiento trigonometrico, se realizd un
analisis de los datos recolectados encontrando que: i) en el discurso trigonométrico
escolar la semejanza resulta ser una condicion inicial para la solucion de este tipo de

situaciones, ii) las construcciones geometricas son estrategias innecesarias, pues en la
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mayor parte de los casos la actividad matematica se concentra en la operacion aritmética
para la obtencion de un valor faltante, que sumado a la falta de atencion o reconocimiento
de lo que es trigonométrico en la relacion angulo-lado de un tridngulo se puede definir
como el fendmeno de la aritmetizacion trigonométrica; iii) el significado de lo
trigonomeétrico esta en las razones trigonométricas, en la técnica para calcular un valor;
y iv) se asume la razon trigonométrica, como herramienta, para la solucion de situaciones
— problemas como las planteadas, pero esto no asegura un pensamiento trigonométrico
ante el manejo del tridngulo, sus elementos y las relaciones entre estos, razon por la cual
se debe centrar la atencién en la practica que demanda modelar una realidad con los

elementos trigonométricos.

Por ultimo, los autores concluyen que

(...) no podemos declarar que el profesor no domina los conceptos o tiene concepciones
erréneas, sino que hay significados de lo trigonométrico que subyacen a su quehacer:
significado lineal, significado como divisidn de longitudes, significado como técnica
para obtener un valor; porgue subyacen también a la Trigonometria escolar y en
consecuencia a todo aquello que la transmite con intencionalidad didactica. (Jacome
y Montiel, 2014, p. 1214) [Negrita propia]

Lo resaltado en la conclusion, evidencia que el significado trigonométrico, por ejemplo, de las
ET, es un asunto inherente al quehacer del maestro de Matematicas y por tanto es un factor
determinante en sus intencionalidades didacticas y practicas de ensefianza relacionadas con el

tema.

e Montiel (2005). Estudio Socioepistemolégico de la Funcion Trigonométrica. La autora
de esta tesis de doctorado centrd su atencion en un fenémeno didactico relacionado con
el tratamiento escolar de la funcion trigonométrica. Para lograr el objetivo, primero
realizo una revision documental con el fin de resefiar investigaciones relacionadas con
el tema en cuestion. Asi, reportdo estudios de naturaleza cognitiva, didactica y
epistemoldgica que abordan el concepto de funcién en general y luego demostré que
solo las primeras investigaciones de corte socio-epistemoldgico son las que dan un

tratamiento a la funcion trigonometrica. Ademas, se caracterizaron algunos fenémenos
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didacticos ligados a la construccién de la idea de funcion trigonométrica; entre ellos se
analiza de forma critica los programas de estudio de nivel medio superior, los libros de
texto y las concepciones de los estudiantes y el respectivo tratamiento algebraico que se

da a este tema.

Posterior a ello, se presentd una secuencia de momentos historico — epistemoldgicos que
describen el surgimiento de la funcion trigonometrica hasta su constitucion en series.
Alli, se destaca las practicas de referencia y las practicas sociales asociadas a la
constitucién de la funcion trigonométrica, como elementos de construccion social que
aporta este trabajo, pues: “(...) la aproximacion socio-epistemoldgica y a través de sus
resultados tedricos y evidencia empirica, busca construir el discurso matematico

escolar con base en la construccion social del conocimiento matemdtico.” (Montiel,

2005, p. 21).

Esto Gltimo, permitio la construccion de un conjunto de reflexiones acerca de como
hacer una construccion social de la funcion trigonométrica y sus aportes al discurso
matematico escolar. En este sentido, la autora propone la incorporacién de una practica
social en el aula; en otras palabras, la construccion de la funcion trigonométrica en
escenarios que articulen la actividad del estudiante con practicas de referencia
especificas y realistas reguladas por tres practicas sociales 0 momentos, como se

presenta en la Figura 3.

Practica Social
Anticipacion Prediccién Formalizacion
Practica de Matematizacion Matematizacion Matematizacion de la
Referencia ) s .
de la Astronomia de la Fisica Transferencia del Calor
Contexto
Natural . . . - A R . _—
Estatico = Proporcional Dinamico = Periddico Estacionario = Analitico
Objeto
Matemaético . . ) . ) - R .
Asociado Razon Trigonometrica Funcion Trigonomeétrica Serie Trigonométrica
send senx sent
Variables en 8 angulo (grados) x tiempo (radian-real) ¢ tiempo (real)
juego
send longitud SENX distancia sen t temperatura
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Figura 3. Principios basicos para la construccion Social de la Funcién Trigonométrica
Fuente: Montiel (2005, p. 115).

Cabe resaltar, que del registro historico resultan los momentos descritos en la propuesta,
el de anticipacion, que estd asociado a la matematizacion de la astronomia antes del
surgimiento del algebra como lenguaje simbdlico; el de prediccién o matematizacion de
la fisica o del movimiento y cambio y surge con los trabajos de Euler; y el de
formalizacion, o matematizacion de la transferencia de calor, que surge como préctica
de los siglos XVIII y XIX, que contempla la consolidacion de la teoria analitica de las

funciones.

Por altimo, algunas conclusiones reportadas en el estudio son: i) la secuencia tematica
Trigonometria, circulo trigonométrico y funcion trigonométrica domina las propuestas o
innovaciones de ensefianza y aprendizaje de estos conceptos, ii) la forma de abordar en
la escuela la funcién trigonométrica corresponde a una extension de las razones y la
Unica explicacion de la unidad de medida radica en la equivalencia entre los grados y
radianes en el circulo trigonométrico, perdiéndose el vinculo con algunas précticas de
referencia como el estudio del movimiento circular propio de la fisica; iii) la dimension
social incorporada por el estudio afectd los componentes cognitivo, didactico y
epistemoldgica de la ensefianza y aprendizaje de la funcion trigonométrica modificando
su relacion sistémica para explicar los fendmenos de sus construccion en escenarios
escolares; iv) no hay recursos didacticos que permitan al profesor el transito
constructivo: triangulo rectangulo a circulo trigonométrico a funcion trigonométrica; y

iv)

(...) el tratamiento escolar tradicional que hay en el nivel Medio Superior del concepto

de Funcidn Trigonométrica es una extension de la Trigonometria Clasica, que encuentra
en el circulo trigonométrico y explicacion necesaria y suficiente para dejar claro: el
dominio de la funcién en todos los reales, el significado de angulo negativo, la
conversion de la unidad de medida: grados-radianes, la equivalencia entre reales y
radianes, la periodicidad y el acotamiento de la funcion. (Montiel, 2005, p. 54 — 55)
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El estudio presentado, es un punto de referencia para esta investigacion en tanto: i) proporciona

un abordaje histdrico de la Trigonometria que sirve de insumo para indagar por el surgimiento

y tratamiento de las ET; argumenta con hechos la forma clasica en la que se tratan algunos

conceptos trigonometricos en el aula, como la funcidn trigonométrica, las unidades de medida

de &ngulos (grados y radianes), entre otros; este panorama no es ajeno a lo que sucede con las

ET; y iii) justifica con la misma propuesta de la précticas sociales de la funcion trigonométrica

como la HM proporciona elementos al maestros para tratar las matematicas escolares.

En relacién con el segundo asunto polémico, las ET, desde la perspectiva didactica y del CPM,

no existe hallazgo alguno. Asi lo afirman Araya y Parraguez (2014) cuando mencionan que

(...) revisamos investigaciones en Matematica Educativa para detectar qué se ha hecho en
relacion a nuestro objeto de estudio [ET]. En la mayoria de ellas no encontramos indicios sobre
estudios en ecuaciones trigonométricas propiamente tales, aunque si existen estudios de la
Trigonometria en general y de las funciones trigonométricas en particular. (p. 58).

Asi, se retoman los siguientes trabajos que brindan algunos elementos en relacion con uno de

los objetos de esta investigacion.

Araya y Parraguez (2014). Construcciones y mecanismos mentales asociados a las
ecuaciones trigonométricas del tipo ab = 0. En este reporte de investigacion, los autores
presentan las construcciones y mecanismos mentales asociados a la solucion de ET de
angulos simples y del tipo ab = 0 usando la propiedad Hankeliana que dice que si ab =
0, entonces a = 0 0 b = 0. A partir de un analisis cognitivo basado en la teoria APOE
(acciones, procesos, objetos y esquemas) de Dubinsky (1996), se model6 el como los
estudiantes de secundaria construyen y aprenden el concepto solucion este tipo de ET y
se buscé responder a dos preguntas: ;Qué conexiones realizan los estudiantes en la
aplicacion de la propiedad hankeliana para resolver ecuaciones trigonométricas de
angulos simples del tipo ab = 0? y ¢Entre qué matematica o conceptos matematicos
transitan los estudiantes cuando resuelven ecuaciones trigonométricas de angulos

simples del tipo ab = 0, aplicando la propiedad hankeliana?
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La metodologia de estudio se realizd en tres ciclos. El primero, de analisis tedrico o
descomposicion genética, que consistié en entender los fundamentos conceptuales sobre
que es comprender el concepto de ET con la condicion ab = 0, con el fin de determinar
un camino viable en la construccion del concepto, modelando la epistemologia y la
cognicion de éste. La segunda fase o de disefio y aplicacion de instrumentos de dos tipos:
un cuestionario diagnéstico de cuatro preguntas que se aplicé a la totalidad de
participantes del estudio, 8 estudiantes voluntarios, asistentes al curso Funciones y
Procesos Infinitos de un establecimiento de la comuna de Ovalle y que se encontraban
en el cuarto afio de ensefianza media. El instrumento tenia como objetivo de determinar
los conocimientos previos en relacion con el concepto a partir de las respuestas dadas a
este instrumento. Se seleccionaron de forma aleatoria 6 estudiantes a los cuales se les
aplico una entrevista semiestructurada para indagar de manera profunda algunos

aspectos hallados en las respuestas al cuestionario.

En el Gltimo ciclo o de andlisis y verificacion de datos, se compararén las respuestas de
los estudiantes con el fin de detectar qué comprendieron del concepto y qué no, este
andlisis buscd encontrar la explicacién al porqué de las diferencias en estos estudiantes
en términos de construcciones de acciones, procesos y objetos. Este andlisis se realiza
descomponiendo en esquemas las respuestas de los estudiantes y explicitando las
relaciones de generalizacion, encapsulacion, des-encapsulacion y coordinacion del

objeto y procesos en cuestion.

De la experiencia se concluye que los conceptos que surgen o se deben potenciar
alrededor del objeto cognitivo son: cuerpo de los numeros reales, propiedad hankeliana
de los reales, resolucién de ecuaciones del tipo ab=0, funciones trigonométricas, nocion
de ET del tipo ab = 0, raices de las funciones trigonométricas en intervalo [0, 2n] y
conjunto solucién de la ET de angulos simples del tipo ab=0. Ademas, las evidencias
muestran que los estudiantes necesitan transitar por las funciones trigonométricas para
resolver las ET. Al no verificar antes de explicitar el conjunto solucién, algunos
estudiantes olvidan descartar las soluciones que no verifican la igualdad y que estan

incluidas en la solucion general, y
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(...) un estudiante para esta concepcion es capaz de generalizar las ecuaciones de la forma
ab = 0y la propiedad hankeliana a ecuaciones trigonométricas de angulos simples del tipo
ab = 0; pero al intentar coordinar los procesos funciones trigonométricas y ecuaciones
trigonométricas de angulos simples del tipo ab=0, presenta dificultades tales como:
transformacién de grados a radianes, determinacion de alguna solucion particular de una
ecuacion trigonométrica y reflexion en el error cuando se verifica una solucién particular.
(Araya y Parraguez, 2014, p. 76)

Este trabajo muestra la necesidad de que los maestros de Matematicas al momento de ensefiar
ET, tengan en cuenta elementos como el domino, la naturaleza de la solucion y de la incégnita
(la medida del angulo en grados o radianes), los procesos matematicos asociados y dar mayor
importancia en términos de los autores al estudio de las funciones trigonométricas inversas,

incluso cuando haya un trabajo con calculadora.

En conclusion, como se ha mostrado a lo largo de los articulos resefiados, el estudio del
conocimiento del profesor sobre las ET es un asunto pertinente por el poco abordaje que se ha

hecho desde la investigacion en EM.
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3. MARCO REFERENCIAL

La informacion expuesta en este capitulo se registra con el fin de aludir a dos fines: i) generar
un referente documental sobre las ET en la HM y en el contexto educativo nacional vy ii) ser el
referente tedrico para la elaboracion de las unidades de anélisis y las sesiones de intervencion.
Para ello, en el primer apartado se presenta una revision historica que llevo a la consolidacion
de algunos momentos de la HM, en los cuales se identificaron usos, métodos y contextos de
solucidon de las ET. En el segundo apartado se precisan los modelos del CPM reportados por
Shulman y Grossman (1986), Ball, et al (2008), Schoenfeld y Kilpatrick (2008) y Pinto (2010),
entre otros. Finalmente, se presenta un apartado cuyo objeto es describir la evolucion de la

Trigonometria y en particular de las ET en el curriculo escolar colombiano.

3.1 LASETEN LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS

En este apartado, se describen algunos momentos registrados en la HM que se relacionan con
las ET; para cada uno se presenta el contexto histérico — cultural, el procedimiento utilizado
para su solucién y sus principales usos. Estos momentos se ubican cronoldgicamente,
presentando la(s) cultura(s) involucrada(s) o algunos personajes que aportaron al desarrollo de
la Trigonometria centrado en el tema de interés, las ET. Cabe resaltar que, muchas de las fuentes
documentales consultadas ponen, sin duda, en evidencia que los avances de tipo matematico
referidos a la Trigonometria obedecen a diferentes necesidades sociales, econémicas y

culturales de los pueblos y las civilizaciones que han existido a lo largo de los afios.

En este sentido, primero se retoma la obra de Ptolomeo en la cultura griega, luego se hace
alusion a los trabajos de Al-Kashi y Ulugh-Beg en la cultura arabe, algunos escritos generados
por matematicos indios, los aportes del persa Omar Jayam y las obras de Francois Viete en el
periodo de la Europa Renacentista. Ademas, se incluyen los trabajos realizados por el profesor

estadounidense William Chauvenet y el Ingeniero y Arquitecto Mexicano Manuel Torres Torija.

A continuacion se describen un conjunto de trabajos referidos a las ET e interpretados segun la

por los autores de esta investigacion:
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3.1.1 EL APORTE DE CLAUDIO PTOLOMEO: CONSTRUCCION DE LA TABLA
DE CUERDAS

Sobre el afio 332 a.C., Egipto recibi6 al griego Alejandro Magno como su nuevo gobernante,
esto, luego de que venciera al rey persa Dario Il quien hasta el momento dominaba esta region.
Los habitantes de Egipto en su mayoria griegos, recibieron a Alejandro, como su libertador, el
hombre que daba fin al sometimiento persa. Alejandro fue coronado Faradn y hacia el afio 330

a.C. cerca del delta del Nilo, fundo la ciudad de Alejandria.

Alejandria, una ciudad estratégicamente ubicada, se convirtié en la cuna de la cultura griega,
con la financiacién de la dinastia Ptolomeos. Alli se construy6 el museo de Alejandria, un lugar
para el arte y la ciencia, en el cual los sabios de la época estudiaban, investigaban y trasmitian
sus saberes. A personajes como Euclides, Hiparco de Nicea, Aristarco de Samos, Eratdstenes,
Apolonio y Claudio Ptolomeo, que hacian parte del grupo de sabios del museo de Alejandria,
se les atribuye el gran avance gue tuvo para dicha época la Astronomia, Geografia, Astrologia,
Geometria y las Matematicas. Parte de los estudios de estos sabios respondian a necesidades
propias del pueblo griego, como la construccién de calendarios, que les permitia predecir el
clima en diferentes épocas del afio, los primeros mapas que facilitaban el trabajo de los
navegadores, la elaboracion de férmulas y métodos matematicos para calcular areas; esto Gltimo
en tanto que anualmente se producian inundaciones y con ello se perdian los limites de los

terrenos.

Algunos de los trabajos desarrollados por este grupo de sabios, basaron sus resultados en el uso
y estudio de la Trigonometria. Tal es el caso del trabajo desarrollado por Claudio Ptolomeo (85-

165 d.C.), matematico y astronomo griego precursor del trabajo de Hiparco de Nicea.

En el campo de la Geografia, Ptolomeo desarrollé un sistema para construir mapas y elaborar
globos terraqueos inspirandose en la obra de Eratdstenes, resultados que reunié en su texto la
Geografia que fueron de gran uso por marinos y viajeros en general. Ademas, a este matematico
se atribuye la idea de usar meridianos, paralelos, latitudes y longitudes en la ubicacion de lugares
sobre la Tierra.
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Por otro lado, en el campo de la Astronomia Ptolomeo escribié El Almagesto!’, un modelo
matematico del comportamiento de los astros celestes; en este escrito se encuentra una tabla de
cuerdas util para la resolucion de triangulos en célculos astronomicos, la cual, desde una
interpretacion actual, se asemeja a una tabla de senos (Martin, 2010). Particularmente, el trabajo

de Ptolomeo se baso en la Trigonometria, como lo expone Brotton (2014):

(...) Ptolomeo catalogd 1.022 estrellas ordenadas en 48 constelaciones; explico como hacer un
globo celeste y utilizé la Trigonometria (y especialmente las cuerdas) para entender y predecir
con exactitud los eclipses, la declinacion solar y desde lo que desde una perspectiva geocéntrica
parecia ser el movimiento irregular o retrogrado de los planetas y estrellas. (p. 16)

La tabla de cuerdas (Figura 4) consistia en un registro de las longitudes de cuerdas subtendidas
por arcos de (%2)° desde 0° hasta 180°, en una circunferencia de 360 partes cuyo didmetro estaba
dividido en 120 partes (Dorse, 2006 citado por Mateus, 2013). EI método empleado por
Ptolomeo, que otorga luces a esta investigacion sobre una forma geométrica para hallar la
solucién a la ET sin(0) = x, siendo x el valor desconocido y #dado, se baso en la inscripcion de
poligonos regulares en un circulo, a partir de ello determiné la longitud de ciertas cuerdas
reduciendo los poligonos a tridngulos rectangulos y empleando algunas identidades

trigonométricas establecidas en su mayoria por Euclides.

17 Tratado tedrico de astronomia, del siglo 11 D.C. que se encuentra dividido en trece libros. En este documento
Ptolomeo utiliza un modelo geocéntrico en el cual la Tierra, es esférica y estacionaria, para Ptolomeo, el universo
esférico realiza una revolucion diaria en torno a la Tierra girando de Este a Oeste. Una descripcion detallada de
este documento en espafiol, se puede ver en https://es.wikisource.org/wiki/Almagesto o Ptolemy's Table of Chords
Trigonometry in the Second Century en http://hypertextbook.com/eworld/chords.shtml#equivalence
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Figura 4. Apartado de la tabla de cuerdas de Ptolomeo
Fuente: Montiel (2005)

La construccion geométrica y valor para algunas de las cuerdas se muestran a continuacion:

Para la cuerda de 36° o crd(36°), Se construye un semicirculo ABG con centro en D y didmetro
AG (Figura 5) dividido en 120 partes. Luego, se traza el segmento DB perpendicular al didmetro
por el punto D y se halla el punto medio E del segmento DG. Enseguida, se traza el segmento

EB, posteriormente se ubica el punto Z, tal que el segmento EZ sea congruente al segmento EB.

A :IZ 1
‘Lado de un ;
Decagéno | :
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Figura 5. Construccion geométrica para la crd(36°)

Fuente propia.

Por Gltimo, se construye el segmento ZD que corresponde al lado de un decagono regular, como

se puede comprobar en una construccién similar hecha en el Software Cabri:

Archlva Edicion Opciones Sesion Ventana Ayuda _lslx
Of A E =] A

Propuesta de Ptolomeo T
60 Partes

', Comprobacion;

\\\\ :Es Z'D’Congruente con ZD‘?\

i ]
i 2,29 cm
\Z

‘Lado de un
‘Decagono

v

Figura 6. Comprobacion de construccidn de Ptolomeo para la crd(36°) y el valor del lado de un decagono
regular.

Fuente propia.

De la construccion descrita antes, se tienen los siguientes datos:

— AG es un didmetro de la circunferencia con centro en D dividido en 120 partes
— DG y DB son radios de la circunferencia con centro D

— DG y DB miden 60 partes® por ser radios de la circunferencia con centro D

— Ees el punto medio de DG

— BE es congruente con EZ por construccion

Ahora, aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo ADEB se obtiene que:

18 Al trabajar con esta division del radio, Ptolomeo evita el calculo de valores con fraccionarios, pues a la época
era dispendioso este trabajo numérico (Martin, 1942). Otra razén de esta division, obedece a la influencia babildnica
del sistema sexagesimal.
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DE? + DB? = BE? como BE=EZ
DE? + DB? = EZ? como E es punto medio entonces DE mide 30 partes

(30 partes)? + (60 partes)? = EZ?
4500 partes = EZ?

67,082 partes = EZ
Pero, como: ZD = EZ — DE entonces

ZD = 67,082 partes — 30 partes = 37,08203932 partes

Por tanto, la longitud de esta cuerda que corresponde a la longitud del lado de un decagono
regular que subtiende un angulo de 36° se puede expresar como: crd(36°) = 37,08203932, que
en la notacién de Ptolomeo es crd(36°) = 37;4,5 lo cual significa que la cuerda de 36° es
equivalente a 37 unidades sexagesimales del radio + 4/60 + 55/3600.

De manera similar, el lado BZ corresponde al lado de un pentagono regular como se muestra en

la siguiente figura:

-@Hmc Edicion Opciones Sesion Ventana Ayuda

| B x] =] [A II—TI

= (O]

Propuesta de| Ptolomeo Comprobacion,’

60 Partes L
5 G Es B"Z'Congruente con BZ

Pentagd
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Figura 7. Comprobacion de construccion de Ptolomeo para la crd(72°) y el valor del lado de un pentagono
regular.

Fuente propia.

Este lado, se corresponde con la cuerda subtendida por el arco de &ngulo 72° Asi, aplicando
Teorema de Pitagoras al triangulo AZDB (Figura 8) se obtiene que:

1
1
1
1

1

1

A \Z Lado de uP

\ Pentagono J

Figura 8. Construccién geométrica para la crd(72°).

Fuente propia.

BZ? =7D?+ DB?
como ZD = 37,08203932 partes

BZ ? = (37,08203932 partes) ? + (60 partes) ?
BZ?% = 4975,07764 partes
BZ = 70,53423027 partes

Entonces, la crd(72°) = BZ =70,53423027 partes 0 aproximadamente 70; 32, 3

El célculo del valor de la crd(90°), se bas6 en la inscripcién de un cuadrado en un circulo de
radio 60 partes. Para ello, se construye el circulo con centro en D y didmetro AC (Figura 9)

dividido en 120 partes. Luego, se inscribe el cuadrado ABCE y se trazan sus diagonales, es
decir, los segmentos AC y BE, los cuales se intersecan formando angulos de 90°.




E

Figura 9. Construccién geométrica para la crd(90°)

Fuente propia.

El valor del lado BC corresponde al valor de la cuerda subtendida por el arco de angulo de 90°.

Asi, aplicando Teorema de Pitagoras al triangulo ADBC se obtiene que,

BC? = DB? + DC?

como DB = DC = 60 partes por ser radios de la circunferencia:

BC? = 2DB? = 2(60 partes) 2
BC? = 7200 partes
BC = 84,85281374 partes

De esto se concluye que la crd(90°) = 84,85281374 partes 0 aproximadamente 84; 51, 10.

Para la crd(60°) el valor correspondiente es 60 partes, esto por ser un radio de la circunferencia.

No obstante, Ptolomeo, para continuar con los calculos, hizo uso de uno de sus teoremas
relacionados con el suplemento de cuerdas, que decia: el cuadrado de una cuerda maés el
cuadrado de su suplemento equivale al cuadrado del didmetro, con este calcul6 otros valores

de cuerdas, por ejemplo para la crd(120°) cuyo suplemento es la crd(60°) se tiene que:
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[crd (60°)]? +[crd (120°)]? = [120 partes]?

[60 partes]? + crd (120°)? = [120 partes]?

crd (120°)? = [120 partes]? — [60 partes]?
crd (120°)? = 10800 partes

crd (120°) = 103,9230485 partes o0 103; 55, 22

Conocidas las longitudes de cuerdas de 36°, 72°, 90°, 60° sus respectivos suplementos y con
teoremas'® geométricos sobre adicion, sustraccion y division de cuerdas, Ptolomeo establece el
valor para cuerdas de arcos que subtienden angulos de 30°, 15°, 7.5°, 45°, 144°, entre otros. Sin
embargo, para el caso de la crd (1°), pone en juego un nuevo elemento al proceso desarrollado,
en tanto ninguno de sus teoremas le permite llegar a este célculo, pues hallar el valor de esta
cuerda le implicaba la necesidad de solucionar ecuaciones cubicas. Asi, por un método de
proporcion logra estimar a dos sexagesimales correctos que crd (1°) = 1,04722 o 1; 02, 50,
advirtiendo que el procedimiento no es exacto por no ser la proporcion entre cuerdas igual a la
proporcién entre arcos, pero admitiendo la pequefiez del error cometido (Ausejo, 1983; Martin,
2003).

En resumen, Ptolomeo busca resolver la ecuacion crd(a) = x, donde a es un angulo conocido
entre 0° y 180°, en intervalos de (¥2)° y x un valor desconocido, mediante un método geométrico.
Asi, al analizar esta ecuacion y la expresion matematica sin(8) se encuentra una relacion con lo

que hoy se conoce como una ET, como se evidencia en la siguiente mostracion:

CONDICIONES GEOMETRICAS

Figura 10. Datos para la mostracion de la relacion entre ET y la expresion de Ptolomeo

Fuente propia.

19 El estudio de Ptolomeo establece Teoremas para cuerdas medias, y suma y diferencia de dos cuerdas, que se
corresponden con los teoremas de suma, resta y &ngulo medio en Trigonometria.
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1. Circulo unitario con centro O y r
dividido en 60 partes

2. Sea a el angulo central de la cuerda

PR
3. O—Q_; bisectriz del #4POR
4. 0Q’ mediatriz del PR
5. PQ'=QR
6. £Q0P = %a

7. Q'P =rsin (g)

De los datos dados, como Q'P = rsin (g) y PR = Q'P + Q'R por la condicion 5 se obtiene que
PR = 2rsin (%) Ademas, crd(a) = PR por lo que se puede concluir que crd(a) = PR Yy
crd(a) = 2rsin (%) Como el radio de la circunferencia esta dividido en 60 partes entonces la

expresion dada queda crd(a) = 2(60)sin (g) = 120sin (g) que genera la ET:

on(5) - 7

Ahora, si se toma a = 26 y se sustituye este hecho en la expresion anterior, se obtiene la

siguiente ET que implicitamente resuelve Ptolomeo en sus planteamientos:

n(6) = crd(26)
sin = 120
Al hacer uso de la tabla de cuerdas de Ptolomeo, con la relacion %((2)9) para 0° < 8 < 90°, es

posible resolver cualquier ET de la forma sin(68) = x,?° retomando los ejemplos presentados en

parrafos anteriores se puede comprobar esta ET:

20 Es importante aclarar que esta ET, es resultado de una interpretacion hecha por los investigadores, para efectos
de este estudio, de las diferentes fuentes de consulta revisadas sobre el tema. Ademas, la ET no necesariamente se
presenta de forma explicita en el planteamiento original de Ptolomeo.

46



Tabla 1. Ejemplos de la equivalencia entre relacion resultante de Ptolomeo y sen(6)

valor en una Valor obtenido con la relacion resultante de
Ptolomeo:
d 0 =a/2 | actual tabla de
* “ (a) senos?!: L(ZG)
’ 120
crd(2+18%) _crd(36°) _ 37,08203932
36° | 37,08203932 | 18° | 0309016994 120 120 120
— 0,309016994
720 | 7053423027 | 36° | os877eszsy | AU 7053423027 oo ocs,
120 120
o0 | 8485281374 | 450 | 0707106781 | 40007 8485281374 . . e
120 120
60° 60 30° 05 erd(607) _ 60 _ s
120 120
120° | 103,9230485 | 60° | 0,866025403 ”dl(;so ) _ 103'9122%0485 — 0.866025403

3.1.2 EL PROBLEMA DE LA EXACTITUD EN LA CULTURA ARABE

Los arabes fueron una cultura que habitd principalmente en el Proximo Oriente y Africa del
norte, originarios de la Peninsula Arabiga, para quienes, segun lo reportan algunas fuentes
documentales (Mora, 2001; Villuendas, 1979; Usén & Ramirez, 2002; Ruiz, 2002), el interés
en la astronomia los llevé a hacer diversos aportes a la Trigonometria. Algunas de las practicas
en las que los arabes usaron ese campo de las Matematicas se relacionan con el célculo de
distancias astronémicas, la elaboracion de mapas celestes como mecanismo para el disefio de

rutas maritimas y la resolucion de triangulos esféricos para conocer la direccién de la Meca.

No obstante, estas practicas exigian el uso de otras herramientas Matematicas, como por ejemplo
de las tablas trigonométricas de Ptolomeo y la tabla de senos de los &ngulos comprendidos entre
3°y 90° elaborada por el hindu Aryhabatiya (Malet & Paradasi, 1984). De ahi que en Arabia se
conocieran dos tipos de Trigonometria; una, la geometria de las cuerdas griegas referidas al

Almagesto y la otra basada en las tablas del seno de los hindes que aparecen en el Sindhind??;

21 os valores presentados se hallaron mediante una calculadora.
22Se reconocen dos versiones de este tratado astrondmico, una la obra mejorada de al-Khwarizmi y la otra hinda,
es un documento que contiene tablas con calendarios, célculos reales sobre las posiciones del Sol, la Luna y los
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esta Gltima con mayor acogida por los arabes, ya que la mayor parte de sus avances en
Trigonometria se basaron en la funcion seno (Mora, 2001). En esta obra se reconoce el trabajo
realizado por el matematico hindu Aryhabatiya (489-499) quien proporciona la tabla de valores
del seno de angulos comprendidos entre 3°45° y 90°, variando en % de cuadrante (3°45°), o lo

que es equivalente a &ngulos entre 3,775° y 90° con valores calculados cada 3,75°.

Al asumir el trabajo realizado por otros pueblos en su intento por mejorar la precision en los
calculos, los arabes obtuvieron grandes avancen en el campo de la Trigonometria. Por destacar
algunos trabajos se puede aludir por ejemplo a Abul Wefa (940-998) quien calculé la medida
del seno de un angulo de 30°, es decir de 0,5°, con este resultado y el uso de los corolarios que
ya conocia de antemano desarrollados por Ptolomeo, obtiene la tabla de senos que va de 15” en
15°, en otras palabras una tabla de senos que va de cuarto de grado en cuarto de grado.
Posteriormente, otro arabe quien se disputa con Abul- Wefa la invencién del teorema del seno,
Nasir al Din Tusi (1201-1274) desliga la Trigonometria de la Astronomia.

Sin embargo, no solo Abul Wefa asumid la tarea de dar precision y mejorar las tablas
astrondmicas. Junto a él se pueden mencionar algunos otros arabes que contribuyeron en este
perfeccionamiento como al Hasib, al Biruni, al Kashi y Ulugh-Beg, este tltimo ocupaba un lugar
politico importante ademas de dedicar sus recursos a los estudios de la Astronomia (Springer,
2007).

En el libro Els Origens I L’Ensenyanment De L’Algebra Simbdlica, en el apartado La
Trigonometria. Una Motivacié per al Desenvolupament de 1’Algebra (Malet & Paradasi, 1984),
se presentan referencias acerca del trabajo realizado por los arabes, con el cual dan solucién a
maultiples problemas relacionados con la Astronomia. Se exhibe por ejemplo como calcular el
valor de sen(1°) usando identidades trigonométricas y procesos algebraicos. Alli aparecen

algunas ET y el método utilizado para su solucion.

planetas, tablas de senos y tangentes, elementos de astronomia esférica, asi como informacion sobre eclipses y
visibilidad de la Luna.
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Este método, consiste en hallar, a través de la aplicacion de la identidad de diferencia de angulos,
el valor del Zsin(3°), para luego, con este resultado hallar el sin(1°). Aqui se muestran dos
soluciones a este problema, abordadas por al-Kashi y Ulugh-Beg. Los trabajos comparten el
mismo punto de partida, resolver la ecuacion sin(3°) = 3x — 4x3, donde x = sin(1°) usando
métodos numericos. Cabe resaltar que, los arabes no abordaron facilmente el problema de
solucidn a ecuaciones cubicas pues no contaban con las herramientas de solucion que afios mas

tarde proponen Cardano y Tartaglia.

Antes de exponer en detalle los métodos, incluimos una reconstruccion de la ecuacién que
parecia ser tan trivial para estos matematicos. Esta se realiza teniendo en cuenta las relaciones
trigonometricas de Ptolomeo para suma y diferencia de &ngulos. Asi, como los arabes conocian

sin(3°), pero no sin(1°), partieron de:

sin(3°) = sin(2° + 1°)
sin(3°) = sin(2°) cos(1°) + sin(1°) cos(2°)
sin(3°) = sin(1° + 1°) cos(1°) + sin( 1°) cos(1° + 1°)
sin(3°) = [sin(1°) cos( 1°) +sin( 1°) cos( 1°)] cos( 1°) + sin( 1°) [cos(1°) cos( 1°) — sin(1°) sin( 1°)]
sin(3°) = 2sin(1°) cos?(1°) + sin(1°) cos?( 1°) — sin®( 1°)

Aplicando la identidad pitagérica fundamental sin?(1°) + cos?(1°) = 1, también conocida por

los arabes, como cos?(1°) = 1 — sin?( 1°), en la expresion resulta:

sin(3°) = 2sin(1°) [1 — sin?(1°)] + sin(1°)[1 — sin*(1°)] — sin3 1°
sin(3°) = 2sin(1°) — 2sin3(1°) + sin( 1°) — sin®( 1°) — sin3(1°)
Asi, al sustituir sin( 1°) = x y reducir los términos semejantes, se obtiene:

sin(3°) = 2x — 2x3 +x —x3 —x3

23 En el Anexo 12 se presenta una reconstruccion del calculo de sin3°, utilizando identidades y métodos algebraicos.
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sin(3°) = 3x — 4x3

Razén por la cual su interés estaba en resolver esta ecuacion cubica.

3.1.2.1 Método de Ulugh-Beg

El matematico Ulugh-Beg, hallé una solucion aproximada a la ecuacion sin(3°) = 3x —
4x3 (1), con un método que consistia en buscar aproximaciones cada vez mas cercanas al valor

real de x, procediendo de la siguiente manera:

Para una solucién muy cercana a cero, el término x3, resulta despreciable, por tanto, la primera

sin3°/4 .
3/4 '

aproximacion para el valor de x considerada fue x = x=sin3°/3, Este valor se encuentra

mediante division, un cociente Q y un residuo R de tal manera que:

X =Q + Y (2) para la siguiente aproximacion y este valor Y se calcula de manera analitica, pero

utilizando célculos algebraicos, como sigue:

sin3°
3

De (1) obtenemos x = + %3 (3) y como sin3°/3= Q+R/3 se reemplaza este resultado y la

expresion (2) en (3);

R 4(Q+Y)3
+Y=Q0+-+—7—
Q Q+3 3
Al solucionar el cubo y eliminando las potencias de Y, ya que se pueden despreciar al ser valores

muy cercanos a 0, se simplifica la expresion para dar una aproximacion del valor de Y;

4Q3+R
3

Y =

Luego se reitera este procedimiento.

Aunque se reconoce una base de procedimientos algebraicos, es evidente el caracter analitico
del método aqui propuesto lo cual es considerado un hecho importante y de destacar en los
aportes que esta cultura imprime en la evolucion de las Matematicas y en particular a la

trigonometria.
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3.1.2.2 Meétodo iterativo de al- Kashi

El método de al-Kashi como ya se menciond, es un método numérico que se reconoce como
método de iteracion. En este usa calculos en base 60, para generar mayor comprension en este

trabajo los calculos seran desarrollados en base 60 y también en base 10.

Para describir el método de este matematico primero se debe aclarar que la funcion seno de un
arco A, usado en la Astronomia Islamica y que sera dentada como SinA (S mayuscula) no es
mas que el valor que corresponde a 1.0sinA, que corresponden a los mismos valores con
decimales corridos una posicion a la derecha. Es decir, SinA es la longitud media de la cuerda

de un arco 2A, en una circunferencia con radior = 0,1 .

Como ya se menciond el método parte de la identidad escrita en base 10:
sin 3° = 3sind — 4sin34
O lo que corresponde en sistema sexagesimal a:
Sin 3° = 3Sind — 0; 0,4sin34
Especifico para el caso de A=1°
Sin 3° = 3Sin1° — 0; 0,4sin31°
Como el Sin 3° se puede determinar mediante las identidades ya conocidas para diferencia de

angulos, el problema se reduce a resolver la siguiente ecuacién cubica:
Sin3° = 3x — 0; 0,4x3
Despejando x y multiplicando la ecuacion por 15,0 tenemos que:

3 x3 + 15,0Sin3°
x= 45,0

Sustituyendo para el valor del sin3°=3;8,24,33,59,34,28,15. Con un error en la quinta cifra
sexagesimal que corresponde a 32 en lugar de 34, tenemos que:
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x3+47,6;8,29,53,37,3,45

X = (1)

45,0

Con una simple inspeccion podemos afirmar que x puede ser menos que 1,0, si suponemos de
forma poco rigurosa, mediante division que Sinl° es aproximadamente 1;2, ..., con lo cual
podemos decir que tiene un aspecto como sigue: x=ai; az, as, ...por el hecho de que x debe

satisfacer la ecuacion (1) podemos determinar las a’s de la sucesion.

as; .2 +47,6; ..
45,0

ag; ... =

Sin embargo, el valor del valor de ai, considerando que ay; ...3 que es aproximadamente 1y lo

ag;..3

vamos a dividir entre 45,0, podemos despreciar en la fraccion 4150

, con lo cual obtenemos:

_ 47,6; ...
az; .. = 250

Cuya division genera un cociente 1 y un residuo ri= 2,6,8,29, ... Por tanto, a;=1 por tanto ahora

tenemos:
1;a,,..34+47,6;8, ...
1; as .. =
45,0
O al restar az se tiene:
1;a,,..3+2,6;8,29, ...
0; as .. =

45,0

Realizando un analisis como el anterior tendriamos que 1; a,, ...2 puede ser reemplazado por 13

lo cual nos permite reescribir la expresion como:

O lo que corresponde a:
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0 278
;Ao e = 25.0

Esta division da un cociente 0;2 y un segundo residuo r2=37; 8, 29, ... por lo que a,=2, al volver
sobre los mismos pasos encontraremos 1;2, as, ... con lo cual se llega al resultado sinl°=

1;2,49,43,11. Reiterando el procedimiento hasta la cuarta sucesion de a’s.

3.1.3 OMAR JAYYAM Y LA SOLUCION GEOMETRICA DE ECUACIONES
CUBICAS

La época medieval, en el campo matematico se caracterizd por los aportes de los arabes y los
persas quienes continuaron con el desarrollo de la matemética de los griegos. Por ejemplo, Omar
Jayyam o al-Khayyam un poeta, matematico, filosofo y astronomo persa que nacié a mediados
del siglo XI en Nishapur, la capital de la provincia persa de Corasan, retomo el trabajo hecho
por Menecmo sobre ecuaciones cubicas y sus estudios le permitieron proporcionar un método
generalizado de resolucion a estas ecuaciones usando intersecciones entre conicas, en otras

palabras, formulo la primera teoria geométrica de ecuaciones (Espinosa, 2014).

Hacia el afio 1074 d.C. al-Khayyam (Moreno, 2002) escribié su famoso Tratado sobre
demostraciones de problemas de algebra, que contiene una completa clasificacion de catorce
ecuaciones algebraicas de grado tres resueltas geométricamente. Se dedica a estas ecuaciones,
pues este persa reconoce la existencia de otras ecuaciones de grado menor o igual que tres
resueltas por otros matematicos. En particular, en este texto se presenta un opusculo sobre la
division de un cuarto de circulo que corresponde a una construccién geométrica que conlleva a

una ecuacion cubica y en la que al-Khayyam utiliza una ET para su solucion.

El problema consiste en: “Si para cada punto P de un circulo consideramos las proyecciones
CA y CB sobre dos diametros perpendiculares se trata de encontrar el punto para el que se
cumple PC/AC = BC/BE” (Moreno, 2002), como se muestra en la Figura 11.
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D

Figura 11. Construccién geométrica del opusculo de al-Khayyam
Fuente: Moreno (2002)

En otros términos, el problema equivale a resolver la ET:

1 sinf

cosf - 1 — sinf

Para su demostracién se supone el problema resuelto y se construye una recta tangente a la
circunferencia de centro C por el punto P (Figura 12), la cual corta al diametro BC en el punto
l.

54



P
B
C A
D

Figura 12. Construcciones auxiliares del opusculo de al-Khayyam
Fuente: Moreno (2002)

Aplicando los teoremas y hechos de los Elementos de Euclides, relativos a la media geométrica,

para el ACPI y AEPD se concluye respectivamente que:
PB? = BC-BIyPB? = BD-BE

Por propiedades de la igualdad queda que:

BD _ BI
BC BE

Por propiedades de las razones se obtiene que:

BD —BC BI—BE

BC BE
PC _EI
BC BE

PC _ AC. .. .
Ahora, como BC - BE implica que AC = El y en consecuencia:
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PC+AC=CE+EI=CI

Lo anterior, significa que P es conocido cuando lo es BI. Por tanto, el ejercicio se trata de
construir un triangulo rectangulo del que se conoce la longitud de un cateto y que esta longitud
mas la altura es igual al valor de la hipotenusa. Asi, si se asume que el cateto conocido, PC,
mide la unidad por ser radio de la circunferencia y la longitud del cateto Pl es x se llega a la

ecuacion cubica:

x3 4 2x =2x%+2

Ecuacion que en términos de al-Khayyam al cubo de la cosa mas cosa igual cuadrado de la
cosa mas namero, la cual se resuelve cortando una circunferencia con una hipérbola equilatera

como se muestra en su tratado.

3.1.4 VIETE SOLUCIONA LA ECUACION CUBICA A TRAVES DE ET

Durante los siglos XV y XVI Europa atravesdé por algunos cambios en ideas politicas
econdmicas y sociales. El saber es mucho mas rapido accesible gracias a la invencién de la
imprenta. Esto llevo a que los estudiosos aceptaran que el saber cientifico antiguo, aunque
importante se quedaba corto para su realidad e intereses, muchas de las ciencias atraviesan

grandes cambios.

De este tipo de cambios no son ajenas las Matematicas. Estas en particular encontraron dos
enfoques: la matematica préctica (enfocada en la utilidad) la cual perdi6 fuerza y la matematica
formal dominada por un lenguaje cada vez mas sincopado. Paralelo a este cambio la
Trigonometria se convirtié en una ciencia independiente, se alejo de situaciones propias de

Astronomia, Geografia entre otras y se consolidé como una disciplina matematica.

Uno de los grandes matematicos representante de la matematica Renacentista fue el matematico

frances Francois Viete (1540-1603) quien segin Boyer (1986) observé gran conexion entre la
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Trigonometria y la resolucion de ecuaciones cubicas. En 1591 publicé la obra In artem
Analiticem isagoge, donde hace uso de simbolos para representar cantidades conocidas e
incdgnitas. El autor no solo dejo en claro las ventajas de este tipo de representaciones, sino que
expone su propio método de resolucion de ecuaciones, el cual describe a través de tres procesos:

zetética, poristica y exegética. Segun Massa (2001):

Viéte resolvia las ecuaciones creando un lazo con la geometria a través de la teoria de
proporciones de Euclides; identificaba ecuacion con proporcion y conectaba el algebra con la
geometria mediante construcciones de las soluciones de las ecuaciones. (p. 707)

En Supplementum Geometriae, uno de los capitulos de In artem Analiticem isagoge, se presenta
la proposicion XVI, en la cual Viéte expone un desarrollo geométrico que le permite llegar a la

ecuacion x3 = 3a%x + a?b. Todo a partir de la siguiente construccion:

ltaque tefolata analogia, cabus ex AC minustriplo (olido fab AC & quadtatoeex AB,
2qualsef olido fub CE & quadratoexAB. Quod erat oftendendum,

F p

H

Figura 13. Proposicion XVI del texto de Viete
Fuente: Viéte (1970)

El texto mostrado afirma que: asi resulta la analogia, el cubo de AC menos tres veces el
cuadrado de AC por AB es igual al cuadrado CE por AB. Lo anterior, corresponde a una
ecuacion cubica irreducible. Viéte haciendo uso de razones trigonométricas, establece un
método que le permite hallar las tres soluciones de dicha ecuacion. Lo cual para este trabajo

resulta de interés.
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El procedimiento consiste en hallar las soluciones de la ecuacion x3 = 3a2x + a?b a través de
la sustitucién x = kcos8. A continuacion, se describe detalladamente el algoritmo establecido

por el francés:

El interés se centra en hallar las soluciones de la ecuacion x3 + px +q =0 (1), donde
p = —3a? y q = —a?b, con ello Viéte verifica que el determinante de Cardano es negativo, es

. g2 p3 : . .
decir: % + 2—7 < 0, esto garantiza que la ecuacion tiene tres soluciones reales®* .

Viéte inicia sustituyendo x = kcos@ en x3 + px + q = 0, de lo cual obtiene:
k3cos30 + pkcos + q = 0 (2)
- .. 4 L
Al multiplicar la ecuacion (2) por 5 se obtiene:

4 4
4cos30 + k—fcos@ + k_z =0(3)

Al comparar la ecuacion anterior con la identidad trigonométrica 4cos36 — 3cos8 — cos36 =
0.

Se COﬂCluye que:
4p 4q
k = —?yCOS39 ___F(4)

Viéte halla un valor k y 6 tal que la igualdad sea cierta. Suponemos que para la época Viéte
consultaba dicho valor en tablas trigonométricas que él calcul6 y compilé en el Canon

Mathematicus. Luego, a partir de dicho valor se deducen dos angulos mas que igualmente

24E| discriminante de Cardano para una ecuacion clbica esta dado por la expresion

3 3

=

q* | |q*
__+ —_
2T 2"

N
~

De este se concluye:
. 2 3 " .
e Si0 > % + 2—7, la ecuacion posee tres raices reales.

. 2 p3 L, . .
e Si0= % + 2—7, la ecuacion posee tres raices reales, donde al menos 2 son iguales.

. 2 p3 . . .
e Si0 < % + 2—7 , la ecuacion posee una solucion real y dos complejas.
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cumplan la condicién. Con esto se establecen los tres valores diferentes 8,, 8,, 85. Asi, las

soluciones de la ecuacion seran: x; = kcos6;, x, = kcos8, y x; = kcos6s

3.1.5 HISTORIA DE LAS MATEMATICAS PARA LA ENSENANZA

En la busqueda de los momentos historicos que contribuyeron en el desarrollo de las ET, como
se ha mostrado hasta ahora aparece el aporte que realizaron culturas o grandes matematicos al
crecimiento de la ciencia misma. Pero no solo se ha de revisar este tipo de Historia ya que
subyacen momentos importantes para las ET en otros tipos de historia, o que llamaremos la

Historia de las Matematicas para la ensefianza.

En este apartado se describen dos momentos de la Historia de las Matematicas para la ensefianza.
El primero expone los métodos desarrollados por William Chauvenet, Profesor de Matematicas
y otras ciencias en la academia naval de Estados Unidos y la Universidad de Washington en el
siglo X1X, Mientras que en México el Ingeniero y Arquitecto Manuel Torres Torija a finales del
mismo siglo, quien es miembro de la Sociedad de Ingenieros y Arquitectos de México, profesor
de Matemaéticas y Dibujo de la Escuela Nacional preparatoria, plantea métodos analiticos para
resolver Ecuaciones Trigonométricas este los compilo en un libro dedicado a la ensefianza

universitaria.

3.1.5.1 La obra de Chauvenet: tablas de logaritmo, aparicién del término y soluciones

generales de ET

Como se puede evidenciar en los apartados anteriores, muchas de las fuentes documentales
histdricas, sin duda, ponen en evidencia cdmo los avances de tipo matematico referidos a la
Trigonometria obedecen a diferentes necesidades politicas, sociales, econoémicas y culturales de
los pueblos y las civilizaciones que han existido a lo largo de los afios. La palabra Trigonometria
entendida comunmente como el estudio de los trigonos o triangulos, desde su aparicion en 1595
en el libro Trigonometria: sive de solutione triangulorum tractatus brevis et perspicuus escrito
por B. Pitiscus e inclusive en trabajos mas antiguos como los escritos de Hiparco de Bitinia en

el afo 140 AC sobre las cuerdas de una circunferencia, se ha relacionado directamente con el
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campo de la astronomia intentando modelar y brindar explicaciones a diversos fendmenos

celestes y meteoroldgicos.

Sin ser una excepcion, las ET como parte de la Trigonometria tampoco han sido ajenas a esta
relacion. Aunque se desconoce la fecha exacta de su origen, el termino ecuacion trigonométrica
es visto por primera vez en 1855 como titulo de uno de los capitulos del libro A treatise on plane
and spherical trigonometry (Merlet, 2004) escrito por el profesor de Matematicas, astronomia
y navegacion de la Academia Naval de los Estados Unidos y de la Universidad de Washington,
William Chauvenet (1820 — 1870), quien afirma que solucionar problemas en los cuales las
cantidades desconocidas son angulos, no se puede reducir solo al plano algebraico (Chauvenet,
1875), es decir, a simples transformaciones y sustituciones, sino que a menudo estas soluciones
dependen de las funciones asociadas a esos angulos — tal vez refiriéndose a la idea de

periodicidad —

En el capitulo 10 del libro A Treatise on Plane and Spherical Trigonometry (1875), el autor,
selecciona algunas ecuaciones trigonométricas simples, de entre las que considera se relacionan

con mayor frecuencia al campo de la astronomia e intenta luego describir su método de solucion.
Propone por ejemplo encontrar z en la siguiente ecuacion:
sin(< +z) = msinz (1)
En la que o'y m estan dados.
En general se tiene que el seno de la suma de dos angulos cumple que:
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) (2)

Aplicando la relacion (2) para el caso de 'y z y multiplicando a ambos lados de la igualdad por

sin(x) sin(y)

1, escrito a la derecha como = -
sin(x) sin(y)

queda que

sin(x +z) = [sin(a) sin(z)](cot(z) + cot(a)) (3)

Sustituyendo (3) en la igualdad (1) se tiene:
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[sin(a) sin(z)](cot(z) + cot(a)) = msinz (4)
Y si sin(z) # 0 se puede cancelar ambos términos de la igualdad (4)
sin « (cot(z) + cot(a)) = m (5)
De donde se obtiene que la solucion general de la ecuacion (1) para z es
m
cot(z) = prmonie cot(a) (6)

Entonces la ecuacion (1) tendrd un numero indefinido de soluciones, esto es, para todos los

angulos z + nm con n € Z pues tienen el mismo valor para cotangente.

De acuerdo con esto, se determina por ejemplo el conjunto solucién para w en la siguiente

ecuacion

sin(30° + w) = 3sinw
Como a=30°y m = 3 aplicando la formula para la solucion general de este tipo de ecuaciones
se obtiene:

3
cot(w) = 30 cot(30) = 6 — 3

Este procedimiento aplica para todos los casos en los que el angulo esta determinado por una
sola funcion trigonométrica. Ahora si el problema se convierte en encontrar los valores para dos
funciones de cierto angulo, entonces la solucion es enteramente determinada bajo 360, ya que

no puede haber dos angulos diferentes de menos de 360 que tienen el mismo seno y el coseno

sin(a+z)+ sinz _ m+1 (7)
sin(a+z)- sinz m-1

Se tiene la siguiente relacion entre el cociente de la suma y resta de dos angulos:

1
sinx+ siny __ tan;(x+y)

sinx— siny tan%(x—y)

(8)

Aplicando la anterior relacion (8) parax = ¢+ z y y = z se obtiene

1
sin(a+z)+ sinz tan(z+5a)

= 1 (9)

sin(a+2z)—- sinz tanza
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Sustituyendo (9) en (7) queda:

tan (z +%a) = Z—jtan%a (20)

Y con esto se puede determinar z + %a, donde z se encuentra restando %a. No obstante, los
calculos en esta ecuacion se facilitan en la mayoria de los casos introduciendo un &ngulo
auxiliar, de tal manera que si se supone que tanf = m, pues mientras el angulo varia de 0° a
90° la tangente varia de 0 a infinito, de manera que siempre es posible encontrar el valor del

angulo 6 si se conoce el valor de su tangente. Partiendo de este hecho,

mAl _ Lm0l _ cot( — 45°) (11)

m-1_ tanf-1

Y con (11) la solucién de la ecuacién (10) se convierte en:
1 1
tan (z +3 a) = cot(6 — 45°) tan-a (12)

El anterior proceso también se puede aplicar para determinar la solucién logaritmica de (1) en

donde si tan® = m entonces tan (z + %a) = cot(8 — 45°) tan%a (13)

Los métodos anteriores permiten deducir las expresiones generales para la solucién de las

ecuaciones que se muestran a continuacion:
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EquarTions.

SoLuTIoNS.

gin (a=2) sinz
cos (a« = 2) cosz
gin (a = 2z) cos 2

-

=

P = N R O

—

—

m
m
m

cos (2 F=2) sinz = m
sin (2 4=2) = msin 2
€08 (a2 d=2) = m cos 2
. sin (2 =2) = m cos 2

8. cos (2 *=2) = msin 2z

9. tan (q,:t:z) tanz — m
10. tan (« d=z) = m tanz

tan ¢ =m,
tang == m,
tan ¢ = m,
tan (456° —
tan ¢ = m,
tan ¢ = m,
| tan ¢ = m,

cos (2=22) =cosa-p2m
cos(a=22) =2m-—coza
sin (= 22) =2m —sina
sin (a F=22) = sina 3=2m
tan (z = fa) = cot (5= 46°) tan J a
©tan (jatz) = tan (45° — ¢) cot § «

Jaop2) = tan (45° —¢) tan (45° 4 } «)

tan (46° — § a oz z) = tan (46° o= ¢) tan (§ 2 —45°)

cos (2 = 2 2) = tan (45° = ¢) cos 2
sin (2 2 == a) = cot (¢ o= 45°) sin «

Figura 14. Soluciones generales de algunas ecuaciones trigonométricas
Fuente: Chauvenet (1875, p. 88)

Cabe resaltar que:

e Las soluciones de las ecuaciones que implican cosenos se pueden obtener a partir las

relativas a senos, mediante el intercambio de z por 90 + z, 0 a por 90 + a.

e En las soluciones numeéricas los signos de los angulos y sus funciones deben ser

observados cuidadosamente; los signos de las funciones deben ir precedidos de sus

logaritmos.

e El &ngulo auxiliar © puede ser menor a 90° en todos los casos, pero positivo 0 negativo

de acuerdo al signo de su tangente.

Por ejemplo, encontrar z en la ecuacion tan(a + z) tanz = m si o = 65°y m = 1,5196154. La

solucion general de este tipo de ecuacion es:

Por otra parte, suponiendo tanf = m, aplicando logaritmo a ambos lados de la igualdad y

tan(45° — B)cosa = cos(a + 2z) (14)

reemplazando el valor de m, queda:

logtanf = logm = log 1,5196154 (15)
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Por propiedades de los logaritmos se tiene que

15196154
10000000

log1,51196154 = log ) = log 15196154 — log 10000000 (16)

Quedando asi el expresado el logaritmo como:
log 1,5196154 =log 15196154 — 7,00000 (17)

Ahora se calcula el logaritmo de 15196154 con ayuda de las tablas de logaritmos halladas en el
libro de Bremiker (1852). Primero, se observa que el nimero dado esta entre 15196 y 15197,
por lo que se ubican las cifras de sus respectivos logaritmos en la tabla como se muestra a

continuacion:

17 6091 | 6120 6149 | 6178 6207 6136 6265 61294 6323 ! 6352

o1 6381 | 6410 | 6439 | 6467 | 6 83 6612 6641
o2 6270 m' 13|675" 67 x4p6g43 637: 6901 | 6930
03 6959 -ox~I'046 7075 | 7103 | 7132 | 7161 | 7390 7219
o 7:4«2 7277.7306 34 263 7392 | 7421 ,453 '4;3:"508
17 7536 | 7565 | 7 33 | 7052 | 7081 | 7710 7738, 7 77

oz g ,354 7333 7911 | 7940 | 7 "‘)‘~)8 8027 8056|80§6
gg 8n3 8142 | 8171 8:wo,8::.9 8257 | 8 820 g“

318 l
o9

8401 | 8430 | 8459 | 8488 ; 8517 | 8545
8689 | 8518 | 8747 | 8776 8304 83 8362 8891 189x9!8948
1510 17 8977 | 9006 | 9034 | 9963 | 9092 | 9121 | 9149 | 9178 | 9207 | 9236
11| 92649293 | 9322 | 9351 | 9379 | 9408 | 9437 | 9466 | 9494 | 9523 | 129
12 9552 | 9581 gét;z 9238 9667 5 (9724 {9753 | 9782 ggw .
13 39 | ob68 895 9925 | 9954 | 9982 | Co11 | Sogo | 3069 | Sog7 | 7| 22
14 18 o116 | o155 | 0183 [ 0212 | 0241 o:.gB 27 | 0385 2884 3 §°7
1 1822;30441 04700429017 ggs 13 | 0bg2 71 4116
I 0728 | 0756 | 0785 14 71 | 0900 | 0928 | 0957 5 14.5

I °986I 1014 | 1043 | 1071 | 1100 | 1129 1186 | 1215 | 1243 6“/-4

X u7z_1_;§o 1329 | 1358 | 1286 | 141 1501 | 1529 | 7;3°-3

19 1558 [ 1586 | 1615 | 1644 | 1672 | 1701 | 1729 1758 | 1786 | 1315 Z’-
TTRAT AT = i 9.2

Figura 15. Apartado de la tabla de logaritmos para N = 1510
Fuente propia.

Las cifras respectivas son 181729 y 181758. La diferencia entre estas cantidades es 29 y se
observa en la parte derecha de la tabla se encuentra este valor, el cual, permitira el calculo

proporcional de las cifras que faltan del valor original del logaritmo, es decir, paral, 5y 4.
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Para 0,1 el valor que le corresponde segun la tabla del 29 es 2,9, para 0,05 es de 1,45 y para

0,004 es 0,116. Sumando estos valores queda:

0,1 2,9

0,05 1,45

0,004 0,116
Sumando 0,154 4,466

Como esta parte es proporcional a la mantisa, entonces sumamos 4 a 181729 obteniendo el
resultado exacto de la mantisa del logaritmo 0 181733. Sin embargo, el proceso no ha terminado.
Para determinar la caracteristica del logaritmo restamos 1 a la cantidad de cifras que tenga el
namero, al cual se le esta calculando el logaritmo, en este caso, como el numero original tiene

8 cifras, su caracteristica sera 7 y por tanto el valor real del logaritmo es:

log 15196154 =7, 181733

Sustituyendo este resultado en la igualdad (17), se obtiene

log 1,5196154 = 7,181733 — 7,00000
log1,5196154 = 0,181733

Con esto, la igualdad (15) queda reescrita como:
logtan6 = 0,181733

Utilizando las tablas de logaritmos de las funciones trigonométricas también contenidas en la

obra de Bremiker (1852), se puede determinar el valor del a&ngulo 6
6 = 56°399"

Volviendo a la ecuacion (14) al aplicar logaritmo a ambos lados de la igualdad, esta se

transforma en:

log tan(45° — 6)cosa = log cos(a + 2z) (18)
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Se sustituyen los valores conocidos y encontrados hasta el momento en la parte izquierda de la
igualdad:

log[tan(45° — ) cosa] = log[tan(45° — 56°39°9")c0s65°] (19)

Reduciendo queda

log[tan(45° — ) cosa] = log[tan(—11°39"9")cos65°] (20)

Con ayuda de las tablas de Bremiker (1852), se puede determinar el valor del
logtan(—11°39°9") y log cos65°. Para el primer caso, se ubica el angulo, pero rapidamente se
puede notar que los valores de la tabla en los minutos van de 10 en 10 por lo que se sobreentiende
que 9” esta entre 0” y 10” y la diferencia en sus logaritmos da como resultado 106. Ubicando
en la sub-tabla de la derecha la cifra 9 se obtiene el valor que hay que sumar al logaritmo de la

tangente que corresponde al angulo de 11°39°0” para obtener el logaritmo que se queria:

logtan(11°39°0") = 9,314247
Ahora,

logtan(11°39°9") =9,314247 + 0,0000954 = 9,3143424
Pero como el angulo original es negativo el valor del logaritmo también es negativo:

log tan(—11°39°9") = — 9,3143424 (21)
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’ " Sin d Tang |d.c.| Cotg Cos I ” ’
30 | o | 9299655 | ;o | 9:308463 | ., | ©.691537 | 9.991193 .so 30
10 | 9.299759 g.308 -;ro 0.691430 | 9.991188 o
o | gasskes | 03 | st | 10} | ceonizs [ poounks | 40
40 | 9.300069 | 193 | g.308893 | I 0.691107 | 9.991176 | 20

| 50 1 9.300172 :gi _9:309001 :33 0. 6()01)(]9 9.991171 Lo
31 o | 9.300276 9.309109 | “o. f.uqo‘Sq: 9.991167 o 29
10 [9:300379 | |3 | 9.309216 | '° | 0.b690784 9-99!163 50
20 | 9300482 | 173 | 9.309324 et 0-290623 9.991158 | 40
30 | 9.300 9-300432 0.0905 9.991154 | 30
40 | 3300889 103 | 9309539 | 157 | 0690461 | 9.991150 | 30
50 | 9.300792 | 93 | 9.309647 | ? 0.690353 | 9.991146 | 10 —l
= == =25 == I = R o
39 |[o jlo30527 1oz |-2:374247 .2 0.685753 | 9.990960 | o | 21
10 | 9.30 : : 0. ggsﬁﬂ 9-99°955 | 50
20 | 9.30541X | =% 0.bo5540 | 9.990951 | 40
30 | 9-305513 | % 106 | 9685434 | 9.990947 | 30
an 1 aanchre ar1ab7e o hBcaa N ansnas -

(2]

O 0l OWA R W B

I:a&!
10.

21.2
31.8

o
36
42

;4.3

95-4

Para el caso de log cos65°, se procede de la misma forma que en el caso anterior a diferencia

Figura 16. Apartado de la tabla de logaritmos para 11°

Fuente propia.

que en este caso, como el angulo tiene 0"y 0” el valor del logaritmo del coseno se ubica con mas

facilidad en las tablas:
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10 | 9.625180 | * | 9.667737 | 22 | 0332263 | 9.957442 | * | 50 9lers4
20 | 9.625225 |45 | 9.667792 | 55 0.33:103 9.957433 :g io
30| 9.625270 12, 9:667847 | 33 | 0332153 | 9.957423 | 10| 30
40| 9625316 | T | 9667903 3o | 0332097 | 9-957413 | 1° | 30
so | 9625361 | 22 | 9.66795 gg _©:332042 | 9.957403 | 2| 10
58 | o | 9:625406 | 9.668013 e 0-331987 | 9.957393 ol © 2 ‘4:1 S
10| 9.625451 9.668063 0.331932 | 9.957384 50
20 | 9.625496 |43 | 9.668123 | 55 | 0331877 | 9.957374 | 1| 4o 2 90
30 9615541 4% 1 9.668178 | 55 | 0.331822 | 9.957364 b B 3'3-5
40| 9625587 45 9668=§.§ 33 | 0331767 | 9.957354 | 1° | 30 b4 g
s0 | 9:625632 :g 9.6682 gg ©.331712 | 9.957344 | 0 | 10 z,}-g
59 | o | 9:625677 | . | 9:668343 | C | 0331657 § 9.957335 | ‘1o | 1 31.§
10| 9.625722 46 qﬁ68398 s 0.331602 | 9.95732§ o | 5° 335,5
20 9625363 s | 9-6684 53 sg 0.331547 | 9.957315 | "7 | 40 9leo.s
30| 9.625 g 1‘5 96635 o5 | ©331492 | 9.957305 | T2} 30
40 | 9.62585 Pt 668263 5 0.331437 9.957222 20 ,
50| 9.625903 > | 9.66861 JJ | 0.331332 | 9.9§72 9110
60 | o || 9625948 | 77 | 9.668673 | 77 | 0.331327 | 9.957276 [
N Cos |d | Cotg Tang Sin
63°

Figura 17. Apartado de la tabla de logaritmos para 65°

Fuente propia.

log cos65° = +9,625948 (22)
Aplicando propiedades de las operaciones entre logaritmos se obtiene que:
logtan(—11°39°9") =log cos65° = —8,9402909

De donde se puede concluir que o + 2z puede tomar valores como 95°, 265°, 455° 0 625° y como
o = 65° entonces 2z es 30°, 200°, 390° 0 560° y por tanto z es 15°, 100°, 195° 0 280°, concluyendo

la solucion de la ET.

3.1.5.2 El texto de Torija: métodos de solucion a ecuaciones trascendentes

En 1894 el Ingeniero y Arquitecto Manuel Torres Torija (1872-1921) miembro de la Sociedad
de Ingenieros y Arquitectos de México, profesor de Matematicas y Dibujo de la Escuela
Nacional preparatoria, publica el texto académico Nociones de Algebra superior y elementos
fundamentales de Calculo Diferencial e Integral. El objetivo de este libro fue satisfacer los

programas profesionales de Matematicas superiores y con esto fortalecer las demandas de los
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curriculos y las carreras universitarias y con esto contribuir a la ensefianza de la época. El texto
estd dividido en tres partes: en la primera de ellas, aclara algunos conceptos generales que
permiten entender el libro, esta parte fue identificada como algebra intermedia. La segunda parte
esta referida al algebra superior y comprende la teoria de las ecuaciones. Por Gltimo, la tercera
parte es denominada por el autor como adiciones suplementarias: el célculo de las diferencias,

la interpolacidn, las ecuaciones trascendentes, etc.

Torres en el capitulo 16 de su libro hace referencia a la resolucion numérica y algebraica de
ecuaciones. La primera de ellas es empleada en la solucion de ecuaciones de cualquier grado,
mientras que la resolucién algebraica usada en ecuaciones cuyo maximo grado maximo era
cuatro. En dicho capitulo, el autor centra su trabajo en dos procedimientos usados en la
resolucion algebraica de ecuaciones: procedimientos algebraicos y métodos trigonométricos.
Este Gltimo procedimiento es de nuestro interés en tanto se identifica el uso de la Trigonometria

como medio para la resolucion de ecuaciones.

3.1.5.2.1 Solucion de ecuaciones de segundo grado mediante métodos trigonomeétricos.

Segln Torres (1894), el método general para la resolucién algebraica de las ecuaciones consiste
en:
(...) traer laresolucion de la propuesta a la de otra de menor grado llamada reducida o resolvente
de la propuesta con ayuda de transformaciones, artificios o sustituciones adecuadas. Conocidas

las raices de la reducida, la funcién que las liga con las de la propuesta, da a conocer las raices
de esta ultima” (p. 540).

Para dar una interpretacion a lo anterior, a continuacion, se describe el método trigonométrico

para la solucién de ecuaciones de segundo grado.

Sea la ecuacion de segundo grado x2 + px + g = 0, esta ecuacion puede tener solo una de las
siguientes formas de solucion: i) Raices reales desiguales y de signos iguales, ii) Raices reales
desiguales y de signos diferentes, iii) Raices reales iguales y de signos iguales, iv) Raices

imaginarias. Torres (1894) propone, segun el tipo de solucion, emplear un método
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trigonométrico especifico. Para esto se realiza un andlisis de la discriminante de la ecuacién de

tal forma que establece las condiciones para p y g que lleven a cada uno de los tipos de solucion.

Se tiene que para la ecuacion x? + px + g = 0, el discriminante de la ecuacion es:

Este altimo resultado permite inferir que

I.  La ecuacidén cuadratica tendra raices reales, desiguales y de signos iguales si g > 0y

pZ

T_

q>0
Il.  Laecuacion cuadratica tendra raices reales desiguales de signos diferentes si

pZ
q<0y 74> 0
2
I1l.  Laecuacién tendré raices reales iguales de signos iguales sig > 0y % —q=0

2
IV.  Laecuacién tendra raices imaginariassig > 0y % —-qg<0

3.1.5.2.2 Meétodo trigonométrico para una ecuacién de grado dos con raices reales,
desiguales y de signos iguales.

Sea la ecuacion x2 + px + g = 0,talque: g >0y 1 > :—Z . Se asumiré para efectos del método

que:
sen?qp = q
pZ
4q
seng = |—
pZ

5

seng =
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Sustituyendo la expresién anterior en (1):

X = —g(l + 1—sen2(p) = —g(li- cosch) = —g(liCOS(p).

Asi las dos raices de la ecuacion de segundo, estaran dadas por:

X, = —g(l — cosp) = —psen? g

Xy = —g(l + cosp) = —pcoszg.

3.1.5.2.3 Meétodo trigonométrico para una ecuacion de segundo grado con raices reales,
desiguales y de signos diferentes.

Sea la ecuacion x? + px + q = 0, en la cual se cumple: g <0y —:—Z > (0 ademas:

4
tan?p = X

p2

Sustituyendo en (1):

4
2

p 3 p (cosp —1\ p(1—cospy Dpsen’®
n =5 (1-VTtante) =5 (= ) =5 (s ) =

cosQ cosQ cosgp

NS

2

p p (cosgo + 1) P (1 - cosgo) _ pcos?

=—=(1 1 2 ) =—=
Xz 2( + + tan go) 2\ cosp cosQ cosQ

3.1.5.2.4 Meétodo trigonométrico para una ecuacion de segundo grado con raices reales
iguales de signos iguales.

2
Sea la ecuacion x% + px + g = 0, en la cual se cumple que g >0y % — q =0, razdn por la

<

cual el radical de (1) se anula y las raices de la ecuacion cuadratica seran: x; = — g Yy Xp— <.
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3.1.5.2.5 Método trigonometrico para una ecuacion de segundo grado con raices
Imaginarias.

2
Sea la ecuacion x2 + px + q = 0, enlacual se cumple g > 0, p: —-q<0yl> :—Z. Por efectos
del método se supondra que:

4

sec?p = 1
P2

Por lo tanto, utilizando (1), se tendra que

X, = —g(l—\/l—seczga) = —g(l—tany\/—_l)

X; = — g (1 + tanyv-1)

3.1.5.2.6 Solucion de ecuaciones de tercer grado mediante métodos trigonométricos.

El empleo de la Trigonometria como medio para la solucion de ecuaciones de tercer grado, ha
estado estrechamente relacionado con el caso de la ecuacion irreducible. Los métodos
empleados para dar solucion a este tipo de ecuaciones, requieren de sustituciones en las cuales
se emplean razones trigonométricas y un analisis sobre el discriminante de Cardano (un analisis
sobre el tipo de raiz cuadratica determinada por dicho discriminante). A continuacion, se
describe el método de resolucion de ecuaciones de tercer grado, expuesto en Torres (1874):

Sea la ecuacion x3 + px + g =0, en esta el discriminante de Cardano estd dado por la

expresion:

A partir de este Gltimo se estableceran cuatro posibles casos que conlleven a la solucion de la

ecuacion de tercer grado.
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2
I Q

Caso + < 0
— 2
Sustituyendo®: a = ——2 —p= L4+ &
2 4 27
Se obtiene:

e @ : Y
-——x [—+ 7= ai—b\/—_lz(ai—b\/—_l) 3

Al analizar la forma trigonométrica de la anterior cantidad imaginaria, asumiendo que p y ¢ son

a -b . .
el modulo, y argumento y que cosgp = o Seng =-—=se tiene:
1/3
(pcoscp T psencp\/—l)
1 3
p 3(cos<p T sencp\/—l)
3 @ =
\/E(cos 3 + sen 3 1)

Ya que ¢ < 180° y no produce ningln cambio en su valor tomando cualquiera de los dos

signos. Al hacer uso de las tres soluciones de una ecuacién cubica se obtiene:

= Y7 (cos -+ sen 2V7T) 5 (cos 2 sen471)

@
x =25 =
pcosg

xzzﬂ__l%(cos +Sen(p\/_) += \/—\/_\/E(cos Sen(p\/_)

2

-1 o 1 Q V3vV— <p V3vV—
3
o — I _Z V=1 Lz
p<2c033 2sen3 + > 0053 >

se n%V—l) +

% El discriminante de Cardano para una ecuacion cUbica esta dado por la expresion
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3= (-1 o, 1 ¢ —7 V3-1 ¢  V3/-1 [N P
\/E(?cos;+zsen;\/ — cosT+—— sen3\/ 1)—

-2\/—( cos NI sen(p)

x, = —23%/p cos (60 —g)

X3 = —_1_\?/__1 VP (cos% + sengxf—_l) +—_1+\f\/__1 Vp (cos% - sen%x/—_l) =
—2%<%cos§—§sen§> —-23 pcos(g+§)=
x3 = 23/p cos (120 —g)
Ahora bien, inicialmente se utiliz6 la sustitucion a = ¢ _p= @

p3 .
+ —, lo que en términos
4 27
trigonomeétricos equivale a:

—Q Q* P?
— 5 = PCosp -t = —p?sen®yp

Al elevar al cuadrado la primera cantidad y de este resultado restar la segunda cantidad se
obtiene:

2 2
QT a +ﬁ—p 2(cos?@ + sen?p) =p

Ademas, el modulo p del angulo:

Por lo tanto, las raices de la ecuacion x, x, y x5 seran:

o P ?
X = 3COS3




X, = —ZECOS (60 —g)
X3 = 2\/2005 (120 —g)

El Gnico valor aun desconocido en estas tres raices es ¢, sin embargo, este argumento se halla

mediante la formula:

N|Q

Q
cosQp = — =
I
27 27
Si dicha expresién conduce a un valor ¢ negativo, se buscara el angulo suplementario ¢’ cuyo
coseno es igual y de signo contrario a ¢. Para hallar el valor ¢ 0 ¢’, es necesario utilizar tablas

trigonomeétricas.

En conclusion, los hechos histdricos descritos en este apartado, marcaron hitos importantes en
el desarrollo de la idea de ET y se pueden resumir en la siguiente tabla que destaca aspectos

relevantes para la investigacion (p. e., actividades asociadas, contextos, entre otros):
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Tabla 2. Resumen de hitos de la historia de las ET

Meétodo de solucién

propuestas  por  los
griegos por lo que usaron
las ET para tal fin.

Hito Personaje Fin o uso ET que se soluciona Tipo de o -
. Breve descripcién del procedimiento
procedimiento
La ET como . . .
. Se realizan construcciones de poligonos
herramienta ;
., ., . regulares, con el fin de encontrar
de solucion a Construccion de tablas Geométrico . .
L longitudes de cuerda subtendidas por
problemas de cuerdas usadas en los ] crd(20) (construccion y . .
e Ptolomeo , L sin(@) = xconx = ——= ..~ | algunos arcos. También, se aplican los
matematicos calculos astronémicos y 120 argumentacion )
. L Y teoremas y resultados relativos a
relacionados la elaboracion de mapas. geométrica) .
operaciones entre cuerdas propuestos por
con asuntos
Ptolomeo
culturales
Célculo de distancias El método iterativo consiste en resolver la
astronomicas, la expresion  Sin3° = 3x — 0; 0,4x3
elaboracién de mapas
celestes como escrita en base 60, para el cual se
.| mecanismo  para el in(1° Numerico - ¥ i
al-Kashi _ p sin(1°) = x Analiti establece una sucesion de cocientes en
L2 ET esun disefio de rutas nafitco _ )
_ maritimas y Ia resolucion la que se desprecian cantidades
Mecanismo de triangulos esféricos Aas de | id
para resolver Sterice pequeiias de los residuos.
los para conocer la direccion
roblemas de de la Meca. Ademas, la — - —
p : cultura &rabe estaba muy Utiliza un método reiterativo, en el que
la exactitud . . - . .
interesada en mejorar la encuentra divisiones entre polinomios
Ulugh-Be precision de las tablas | in(3°) = 3x — 4x2, donde Numérico — | con cociente Q y residuo R, de lo que
9n-Beg | trigonométricas x = sin(1°) analitico

resulta expresiones como Q +Y =Q +

R | 4(Q+Y)3 ; i
5+ % y se desprecia las potencias




de Y por ser cantidades pequefias

(cercanas a cero).

Las construcciones geométricas de
1 sinf . triangulos  rectangulos  semejantes
Omar = - Geométrico — . .
LaET es una cos@ 1 —sinf L permiten el uso de propiedades entre las
Jayyam analitico valenci i dentidad
estrategia Se usan las ET para razones ,(eguwa encias e identidades
usada para resolver ecuaciones trigonométricas)
solucionar algebraicas (usos de tipo Utiliza la sustitucion x = kcos8 para
ecuaciones matematico) encontrar la solucién a la ecuacion x3 =
algebraicas Viéte 4c0s%0 — 3cos8 — cos36 = 0 Analitico 3a%x + a%b a partir del analisis del
discriminante aplicando propiedades
algebraicas.
Se formalizan algunas 1, ¢in (a=2) sinz = m
estrategias de solucion y 2. cos (2 =2) cosz = m
usos de las ET con el fin 3. sin (4 A= 2) cos 7z = m Generaliza la solucién de las 10 ET,
de ser ensefiadas a los 4. €08 (2 F=2) sinz = m usando identidades y equivalencias
: b. sin (2 3=2) = msin 2 . -
estudiantes de  los . trigonométricas expuestas en apartados
. - 6. cos («E=2) = m cos 2 Numerico — .
Chauvenet | escenarios de educacion . . anteriores del texto, luego establece un
La ET como ) X 7. sin (2 ==2) == m cos 2 analitico , .
objeto superior, pues estan parametro tanf = m, utiliza tablas y
matematico tienen bastantes 8. cos (2t 2) = msin z propiedades de _!os logaritmos  para
~ aplicaciones en otras encontrar la solucion.
de ensefianza .
ciencias  como la 9. tan (x 2= 2) tanz = m
navegacion, astronomia, 10. tan (2 Z=2) = m tanz
arquitectura, entre otras, Aplica sustituciones trigonométricas y
Torres | ademas hace parte de los Varias Analitico | Propiedades de solucién a ecuaciones
Torija | contenidos matematicos, algebraicas, en especial las que propone

curriculares de la época.
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3.2 MODELOS DEL CONOCIMIENTO DEL PROFESOR DE MATEMATICAS
(CPM)

Considerar que el conocimiento del Profesor de Matematicas en relacion a un objeto matematico
debe estar constituido por dos elementos, uno de ellos disciplinar y el otro didactico, y que el
adecuado dominio de ambos le permite consolidar un saber que se corresponde con las amplias
experiencias de su profesion, afrontandolas con pertinencia, eficacia o cualquier sinénimo de
profesionalismo, fue una de las visiones iniciales sobre la estructura del CPM. Sin embargo, el
interés por analizar este ha ampliado estas dos visiones a otros elementos més complejos, lo que
compromete a los formadores de profesores y los centros de formacion de profesores con la
tarea de buscar todo tipo de fuentes que enriquezcan esos dominios, junto con los elementos
disciplinar y didactico. Esferas tales como la Epistemologia, la Filosofia y la Historia son
escenarios que deben ser, y han sido considerados, en la formacion de profesores de
Matematicas para tal fin.

Con lo anterior y a propésito de esta investigacion, el escenario particular que se quiere analizar
es la HM. Por tanto, se pretende identificar como o de qué formas influye esta en el
conocimiento del profesor, ya sea que lo amplie, refute, complemente o soporte, lo cual plantea
de inmediato tres tareas: i) determinar los elementos de la HM que son utiles para tal fin, ii)
identificar cémo dichos aspectos contribuyen en la FPM vy iii) determinar cuél es el
conocimiento del profesor que se ve enriquecido por estos asuntos. Lo anterior hace necesario

asumir una postura acerca de lo que se reconoce como el CPM.

En este apartado se precisa sobre la tercera tarea, clarificar qué se reconoce en esta investigacion
como el CPM. Para ello en el Anexo 2 se presenta una breve descripcidn de algunos modelos
del conocimiento del profesor que se han generado en investigacion, como los son el propuesto
por Shulman (1987), una propuesta general sobre los dominios del profesor para cualquier area
y otros especificos del profesor de Matematicas como los desarrollados por Ball (2005) y
Godino (2007), mientras que a continuacion se presenta el modelo de Pinto (2010) el cual sera

referido para efectos de este trabajo.
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Una vez terminada la descripcion de los modelos se presenta las consideraciones acerca de su
pertinencia en relacion a los fines practicos de esta investigacion, es decir aquellos que se ajusten
a las caracteristicas particulares que la conforman, para finalmente establecer la postura que se

asume en este trabajo.

3.2.1 EL CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO [CDC]

En el marco del trabajo Doctoral “Conocimiento didactico del contenido sobre la
representacion de datos estadisticos: estudios de casos con profesores de estadistica en
carreras de psicologia y educacion” Pinto (2010), plantea una reformulacion teérica del CDC,
el cual, como lo define el autor es una perspectiva tedrica que surge a partir del modelo de

Shulman, que a la luz del conocimiento de un contenido especifico favorece el estudio del CPM.

La propuesta esta conformada por tres (3) elementos o componentes fundamentales que se
mantienen invariables en las distintas reformulaciones del CDC. Estas son: i) el conocimiento
del contenido a ensefar, el cual se reconoce como la integracion de cuatro (4) aspectos: a) el
rol e importancia del topico en Matematicas y en el curriculo matematico, b) investigacion y
marco tedrico sobre el aprendizaje, ¢) conocimiento y comprensién de conceptos matematicos
en general y, en particular, del tépico especifico, e d) investigacién y marco teorico sobre el
conocimiento de la materia y el rol del profesor en la ensefianza. En segundo lugar ii) el
conocimiento de las estrategias y representaciones instruccionales referido al conocimiento
sobre como ensefiar ese contenido de forma efectiva; es decir, conocer lo que parece ser mas
facil o dificil para los estudiantes, sobre la organizacion, la secuencia para presentarlo y
finalmente iii) el conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante sobre el contenido
aensefiar, el cual se centra en el conocimiento particularizado de los estudiantes, cuéles son sus
errores frecuentes, sus habilidades y destrezas, entre otros. Adicional a esto, la propuesta de
Pinto integra y describe un conjunto de categorias para cada uno de estos elementos. Esta
integracion es a lo que se denomina el sistema de dimensiones e indicadores del CDC como se

puede evidenciar en la siguiente tabla:

Tabla 3. Dimensiones e Indicadores de los componentes del CDC (Pinto, 2010)
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Categoria: Conocimiento del Contenido Matemaético a Ensefiar (p. 23)

Dimensiones

Indicadores / breve descripcion

Conocimientos
sobre la actividad
matematica
general

conocimiento de la historia de la disciplina, evolucién, principales problemas y
cambios en las nociones o conceptos, la naturaleza de las explicaciones, de la
heuristica y de los valores historico-filoséficos.

conocimiento de las diferentes posturas o escuelas filoséficas en relacion a cémo
se crea y se construye el saber cientifico basico.

comprension de aquellos conceptos, principios, hechos y teorias principales de
la disciplina en cuestion, asi como las posibles interrelaciones que pueden
establecerse entre los mismos.

conocimiento del conjunto de procedimientos que sirven de base para que el
conocimiento de los mismos progrese y avance, principales perspectivas o
escuelas en el campo, cémo el campo se ha desarrollado a través del tiempo y
quiénes han contribuido a ese desarrollo.

conocimiento de la disciplina para ensefiar a otras personas, desde una
perspectiva sociocultural, de las diferentes materias que componen el curriculo
escolar.

conocimientos de la ética y valores morales y estéticos del contenido a ensefiar,
acerca de la cultura matemética y sociedad.

Conocimientos
por tépico
especifico

matematico

caracteristicas esenciales (correspondencia entre idea mental y concepto
matematico, imagen del concepto, atributos criticos del concepto, ejemplos
prototipos, distincién entre ejemplos concretos y no-ejemplos, actualizacion del
cambio en el concepto).

diferentes representaciones (comprender los conceptos en diferentes
representaciones, trasladar y formar conexiones entre éstos),

formas alternativas de aproximacion (familiarizacion con las principales
alternativas de aproximacion del concepto, sus usos en las diferentes ramas de la
matematica, en otras disciplinas y en la vida diaria, asi como el estudio de las
posibles adecuaciones de estas aproximaciones a ciertas situaciones).

la fuerza del concepto (huevas oportunidades que originan nuevos conceptos,
caracteristicas Unicas y propiedades relevantes del concepto, relacién con otros
conceptos, sub-tdpicos o subcomponentes, visto desde una manera
multidireccional e integral).

repertorio basico (conocer y tener facil acceso a familias de ejemplos especificos,
ejemplos potentes que ilustran principios importantes, propiedades, teoremas,
etc., aspectos practicos en la escuela que se incluyen en el curriculo).
conocimiento 'y comprension del concepto, (conocimiento conceptual y
procedimental del concepto, y las relaciones de éstos).

conocimiento acerca de las Matematicas (conocimiento acerca de la naturaleza
de las Matematicas, formas del significado y procesos).

Conocimientos
sobre el curriculo
matematico

conocimiento de los propésitos de la instruccion matematica en general, para
referirse principalmente a tres aspectos: la importancia de las Matematicas en la
escuela, el significado de aprenderla y el valor de cada uno de los contenidos
dentro del &mbito escolar.

conocimiento de las justificaciones para aprender un tépico dado, que consiste
en conocer y utilizar una variedad de formas especificas para la materia, para
justificar los topicos especificos y con ello motivar a los estudiantes para
aprender.

conocimiento de las ideas importantes para ensefiar un tépico dado, que son
aquellas que los alumnos necesitan aprender acerca de estos topicos, como son
los procesos, conceptos del curriculo, la capacidad y esfuerzo del estudiante,
formas intuitivas de representacion y otros.

conocimiento de los prerrequisitos de conocimiento para un topico dado, en los
diferentes momentos del ciclo didactico y estudio del topico (gj. topico dentro del
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mismo curriculo, tdpico y herramientas conceptuales y procedimentales previas,
experiencia en el manejo del tdpico o concepto y experiencia en procesos de
pensamiento similares).

conocimiento de los problemas tipicos de la “escuela matematica”, que muestre
una familiaridad con problemas tipicamente encontrados en la instruccién
matematica.

Categoria: Conocimiento de las Estrategias y Representaciones Instruccionales de las

Matematicas (p. 30)

Dimensiones

Indicadores / breve descripcion

Conocimientos
sobre las
representaciones
instruccionales

comprender el contenido especifico que subyace en las representaciones, las
relaciones con otras representaciones o conceptos de la misma disciplina y con
otros campos de conocimiento, conocer el origen y fundamento de las
representaciones, asi como las relaciones que subyacen y los procedimientos de
verificacion y su relacion con el conocimiento del proceso de aprendizaje del
alumno.

criterios para desarrollar, evaluar, seleccionar y usar apropiadas
representaciones instruccionales; que implica el conocimiento de los estandares
de calidad que evallan las adecuaciones de las representaciones de la materia en
cuestion.

amplio repertorio de representaciones de la materia que ensefian; que incluye, el
estudio de la relacion entre las representaciones y recursos instruccionales
especificos para la disciplina; asi como de analogias, ilustraciones, modelos,
metaforas, ejemplos, explicaciones, demostraciones, dibujos, preguntas,
actividades, discusiones, exposiciones verbales, diagramas, simulaciones,
dramatizaciones y analisis de contenido, asi como representaciones verbales,
simbdlicas, graficas o concretas, etc.

conocimiento sobre las rutinas instruccionales, que implica, estrategias, métodos
0 técnicas especificas al contenido matemético vinculado con los materiales de
instruccion y el conocimiento de las caracteristicas de las interacciones
didacticas, asi como de las dificultades cognitivas que implica para su ensefianza
y aprendizaje y las alternativas para afrontarlas.

Conocimientos
los materiales
curriculares

de los materiales para la instruccion del contenido matemético o para una
determinacién nocion, sus caracteristicas, los textos y materiales bésicos y
alternativos, software, calculadoras, programas especificos, problemas,
gjercicios, guias, proyectos, ilustraciones, casos, materiales visuales, peliculas de
y sobre conceptos o tdépicos, demostraciones en laboratorios, programas o
simuladores on-line, recursos en Internet, etc., y de los materiales curriculares
que los estudiantes tienen en otras materias.

del tratamiento y evaluacién de los textos y materiales de la materia en cuestién,
su organizacién razonada de topicos, las actividades y problemas que presentan,
sus efectos en el aprendizaje del estudiante, de la relacién con el contenido y las
estrategias instruccionales que proponen y sobre los criterios de uso, seleccion y
adecuacion para la ensefianza o aprendizaje de un tépico matematico.

Conocimiento
sobre el curriculo
matematico

conocimiento sobre la planificacion de la ensefianza del contenido matemético,
que incluye el conocimiento del disefio, evaluacién y modificacion del programa
escolar, de las caracteristicas del curriculo matematico (segun el grado y nivel de
ensefianza), de las relaciones con otros contenidos matemdticos y de las
tendencias curriculares especificas de la educacion matematica.

conocimiento del curriculo de otras disciplinas escolares, que incluye la revision
de programas, textos, materiales y recursos con el objeto de establecer con éstas
una mayor vinculacién con la matematica y el topico especifico que se trate.

del disefio e implementacidn de nuevos materiales de la materia en cuestion, que
implica el conocimiento tedrico y practico del estudio del disefio y evaluacion de
materiales curriculares de contenido matematico.
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Categoria: Conocimiento de los Procesos de Aprendizaje del Estudiante sobre el contenido

matematico (p. 35)

Dimensiones

Indicadores / breve descripcion

Conocimiento del

proceso cognitivo

del estudiante en
Matematicas

conocer las necesidades y conocimientos particulares de los estudiantes, a partir
del estudio y observacion de su desarrollo (edad, experiencia, antecedentes y
escolaridad) y desempefio en el aula, sobre el contenido matematico que aprende,
y reconocer la importancia del estudio de las concepciones y dificultades del
estudiante como parte inherente e indispensable para la ensefianza y aprendizaje
de las Matematicas; conocer sus intereses, motivaciones y expectativas
relacionados con las Matematicas y con los diferentes topicos especificos.
conocer los procesos de aprendizaje de los estudiantes en Matematicas,
enfatizando los procesos de comprension del concepto y las formas de
justificacién, partiendo de objetos concretos que representen ideas Matematicas,
conociendo las diferencias individuales que puede haber en la forma de aprender
de los alumnos, el conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje de topicos
concretos (m&s y menos comunes) y segun niveles cognitivos de desarrollo
(procesal o conceptual), las formas de conectar las ideas concretas con las
abstractas de las Matematicas y de las formas de ir de lo simple a lo complejo;
del conocimiento de las intuiciones y heuristicas de los estudiantes; formas de
conectar unas ideas con otras; formas en que la mayoria comprende un tdpico
dado; es decir, algunos aplicados a las Matematicas en general (gj. terminologia),
a los topicos y procedimientos especificos de la Matematicas (ej. simplificar), y
otros a su concepcién o forma de aprender (ej. memorizar reglas sin
comprenderlas) y el porqué de estos aspectos; los fundamentos de razonamiento
del estudiante.

conocer las creencias y concepciones inadecuadas comunes de los estudiantes,
asi como sus interpretaciones, dificultades (o facilidades), obstaculos y errores de
los estudiantes del contenido matematico o del t6pico especifico, como son, por
ejemplo, la falta de juicio para utilizar un procedimiento en una situacion y que
es diferente para otra (especialmente cuando parecen similares); y conocer las
atribuciones o causas de éstas.

Conocimiento del
diagnostico del
proceso cognitivo
del estudiante

conocimiento de técnicas para medir y diagnosticar sus concepciones
inadecuadas, que incluye, el andlisis de los criterios de seleccién, uso y
adecuacion de instrumentos o materiales (genéricos o especificos de la didactica
de las Matematicas) para el diagnostico de las necesidades, formas de aprender,
creencias, errores y dificultades en el aprendizaje del tdpico matematico.

Conocimiento de
estrategias
instruccionales

conocer las estrategias instruccionales especificas para corregir las creencias y
concepciones inadecuadas, errores y dificultades, asi como conocer las
estrategias instruccionales especificas que pueden ser usadas para permitir que
los estudiantes conecten lo que ellos aprenden al conocimiento que ellos ya
poseen.

conocer las estrategias de aprendizaje de los estudiantes para promover la
adquisicion, organizacion y almacenamiento del contenido matematico, que
implica, conocer estrategias para promover el recuerdo, la memorizacion y la
comprension; y conocer los contextos significativos de aprendizaje de los
estudiantes, desde los méas primitivos hasta los mas sofisticados.

conocer los materiales curriculares, utilizados como parte de las estrategias
instruccionales para corregir las dificultades y concepciones inadecuadas de los
estudiantes.
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Por tanto, a partir de la revision realizada sobre los modelos, se concluye que el CDC es propicio
y se ajusta a esta investigacion ya que: i) reconoce un contenido especifico, en el caso de esta
investigacion el contenido especifico son las ET, a partir del cual se puede hacer un estudio
sobre el avance del CDC de los maestros en formacion avanzada, ii) el sistema de indicadores
propuesto por Pinto nos proporciona ejemplos de indicadores en torno a un tépico especifico y
en relacion con los conocimientos del PM, iii) uno de los principios rectores del trabajo doctoral
de Pinto (2010):

(...) aunque los estudios sobre el CDC en educacion matematica acentllan sus resultados y
conclusiones sobre el topico matematico que investigan, éstas sirven como referente tedrico y
metodoldgico en el momento de generar una nueva investigacion sobre el profesor en topicos
diferente. (p.99)

brinda un espacio que permite ampliar la teoria en relacion al CDC sobre las ET. Como concluye

Godino (2009) en relacion a los modelos descritos

(...) Desde nuestro punto de vista, los modelos de “conocimiento matematico para la ensefianza”
elaborados desde las investigaciones en educacion matematica, incluyen categorias muy
generales. Consideramos que seria atil disponer de modelos que permitan un analisis mas
detallado de cada uno de los tipos de conocimientos que se ponen en juego en una ensefianza
efectiva (proficiente, eficaz, idénea) de las Matematicas. Ello permitiria orientar el disefio de
acciones formativas y la elaboracion de instrumentos de evaluacion de los conocimientos del
profesor de matematica (p.7).

3.3 ETENEL CURRICULO ESCOLAR DE MATEMATICAS

3.3.1 UNA REVISION NORMATIVA DE LAS ET EN EL CURRICULO DE
MATEMATICAS

En el siguiente apartado se presenta un estudio sobre la presencia de la Trigonometria y en
particular de las ET en el Curriculo Escolar Colombiano desde los afios cincuenta hasta la fecha.
Para esto se retoman los documentos elaborados por Gomez (2013-2014), MEN (1998), MEN
(2006), MEN (2015), en conjunto con planes de estudio y decretos que han hecho parte de la

historia de la Educacién Basica y Media colombiana en el area de Matematicas. El apartado
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finaliza con una presentacion del tratamiento de las ET en algunas fuentes de consulta con las

cuales cuentan los Maestros de Matematicas.

Atendiendo al intervalo histdrico en el que se centra este apartado, el primer referente data del
17 de enero de 1951 fecha en la que se adopté el plan de estudios para la ensefianza secundaria
del pais mediante el Decreto 051. El articulo primero registra la cultura minima obligatoria®
para cada una de las areas del saber, (p. e., Sociales, Biologia, entre otras). Asi para el caso de
Matematicas, en el primer y segundo afio se debia ensefiar Aritmética, en el tercero Algebra, en
el cuarto Algebra y Geometria, mientras que en los dos ultimos afios no se ensefiaba
Mateméticas. En este primer documento no se evidencia la presencia del estudio de la
Trigonometria; ademas, debido a que no se ha hallado un plan de estudio con contenidos
especificos de dicho momento no es posible afirmar sin en algunos de dichos cursos se

ensefiaban ET.

El Decreto 051 fue derogado por el Decreto 045 del 25 de enero de 1962, esto luego de: i) la
participacion de Colombia en la Conferencia Regional de Punta del Este donde se sefialo el
atraso educativo en América Latina. ii) La realizacion del Primer Seminario sobre Problemas
del Bachillerato realizado en Tunja en 1961; en este se propuso implementar cursos Matematicas
en los dos ultimos afios de escolaridad en particular, en el ultimo se deberia ensefiar analisis
matematico iii) El desarrollo de la Primera Conferencia Interamericana de Educacion
Matematica, de la cual emand el propésito de plantear cambios en la ensefianza de las
Mateméticas en el nivel secundario en America Latina (Gémez, 2014). La asignacion de
materias por cursos para la asignatura de Matematicas fue: Aritmética y nociones de Geometria
para los dos primeros (de bachillerato o primaria), Algebra y Geometria en el tercero y cuarto,
el quinto Trigonometria y elementos de Geometria Analitica, mientras que el ultimo incluyé

una iniciativa al analisis matematico.

Aunque para el desarrollo de este investigacion no fue posible el hallazgo de un documento
elaborado por el Ministerio de Educacion Nacional [MEN] contemporaneo a dicho decreto que

% |_istado de areas de conocimiento e intensidad horaria semanal obligatorio para cada afio de escolaridad.
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hiciera explicitos los contenidos de dichas asignaturas, Gémez (2014) expone que uno de los
libros empleados para la ensefianza durante la vigencia de este decreto, fue La Trigonometria
Rectilinea de Agustin Anfossi. Al realizar la revision de este texto se encuentra que en la pagina
64 se hace alusion a ET, razén por la cual aunque no se haga explicito en los documentos
curriculares, se asume que en los salones de clase los maestros dedicaban tiempo a la ensefianza

de este asunto.

Sin embargo, el decreto 045 de 1962 desconocio los “avances” que a nivel mundial el curriculo
escolar atravesaba, la implementacion de la ensefianza de la mateméatica moderna, Gémez
(2014) afirma:

Volviendo nuevamente al decreto 045 de 1962, se insiste que este no atendidé las
recomendaciones de la inclusion de la mateméatica moderna sino las recomendaciones
del Seminario de Tunja, ya que Colombia envido como delegado a Arturo Ramirez
Montufar a la conferencia de Budapest (Sangiorgi, 1962), y alli lo que present6 fue un
informe con las conclusiones de Tunja (p. 7)

El decreto 080 de 1974 deroga el 045 y reestructura el plan de estudios de bachillerato. Mediante
la denominada diversificacion del bachillerato, se ofrecierén alternativas para la formacion
cientifica, técnica y humanistica. No obstante, este Gltimo no dejaba de lado inconsistencias
presentes en anteriores decretos entre ellas la falta de continuidad en los planes de estudio de

primaria y bachillerato.

Asi, en 1975 mediante la Resolucion 277 el MEN autorizé la ensefianza de la matemaética
moderna en nuestro pais. El programa de Matematicas adoptado por dicha resolucién presenta
objetivos especificos y contenidos para los 6 cursos que componen la Educacion Bésica y
Media. En particular, para el objeto de esta investigacion, es de resaltar lo estipulado por dicho
plan de estudios en el curso V Geometria Analitica y Trigonometria en la Unidad N° 7, en la
que se plantea el estudio de Ecuaciones Trigonométricas sencillas (Figura 18), convirtiéndose
en el primer hallazgo curricular, que contempla de forma explicita el estudio de las ET; aunque

no se especifica el caracter de sencillas que se da a estas ecuaciones.
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Figura 18. Aparte de la Resolucidn 277 de 1975, unidad 7 del curso V

Fuente propia

Los programas curriculares estructurados en la matematica moderna, presentaron grandes
dificultades algunas de ellas asociadas a la falta de preparacion de los profesores responsables
de su ensefianza, la carencia de conceptos previos de los estudiantes, que les permitiera avanzar
en los distintos cursos, la desconexién entre los contenidos de los programas, entre otros. Lo
anterior, generd la elaboracion de un nuevo plan de estudios, el cual fue dado a conocer por el

gobierno nacional mediante el Decreto 1002 de 1984 segiin Gomez (2014):

Con este decreto, la ensefianza de la matematica moderna se fue extinguiendo,
orientandose primero hacia la ensefianza de la matematica bajo el enfoque de sistemas,
y luego como alternativa una segunda direccion hacia el movimiento de lo bésico, donde
se retomaba la matematica tradicional insertando la teoria de conjuntos como un tema
suntuoso y no fundamental, reduciendo la l6gica se redujo al minimo con el predominio

de las tablas de verdad (p. 165)

Durante la vigencia del Decreto 1002 de 1984 se redacto la nueva Carta Constitucional de 1991
y a partir de este expidio la ley 115 de 1994 conocida como Ley General de Educacién. En esta
se estipuld la autonomia escolar, la regulacién del curriculo mediante lineamientos generales
para cada area de estudio disefiados por el Ministerio de Educacion Nacional y la elaboracion

del plan de estudios de acuerdo con el Proyecto Educativo Institucional. En particular los
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Lineamientos del area de Matematicas?’ se publicaron en 1998 y en mayo del 2006 los EBC en
Lenguaje, Matematicas, Ciencias y Ciudadanas. Estos se convirtieron en la guia que
instituciones de educacidn primaria, basica y media que hicieron uso de ellos para determinar
las competencias minimas de sus estudiantes. En relacion con las ET no se encontré evidencia
alguna de su abordaje en el plan propuesto, aunque se asume podrian estar implicitamente en
uno de los estandares propuestos al finalizar el grado once (11): “Describo y modelo fendmenos

periodicos del mundo real usando relaciones y funciones trigonométricas” (MEN, 2006, p. 88).

Finalmente, en el afio 2015 el MEN public6 los DBA un conjunto de saberes y habilidades
fundamentales que han de aprender los estudiantes en cada uno de los grados de educacién
escolar, de primero a once, y en las areas de Lenguaje y Matematicas (p. 3). En particular, es en
los DBA estipulados para grado once (11) donde nuevamente se encuentra alusion explicita a
las ET acompafiadas del adjetivo simples dando un ejemplo de ellas, la siguiente imagen muestra

la anterior afirmacion.

Conoce los funciones trigonométricas  inversas  (arcoseno, |
arcocoseno y arcotangente) junto con sus graficas, dominio y
rango. Comprende que poro definir las funciones figonométicos
inversos 23 necesaio restingir & dominic de los  funciones
figonomaticas Asi mismo, conoce o ssleccion de dominio y rongo
utlizoda mundicimente. Uilizo esta comprensicn paro encontrar otros
angulos con el mismo seno, coseno o fongente oparte del valor que
da la calculadona

Soluciona ecuaciones trigonométricas simples en un infervalo
dado (uilizando colculodoras, los graficos relocionodas, o &l ciculo

unitario). Por glemplo, soluciona lo ecuocion cosla) =- 0,78

1

W+ ye=1
ZLB7E Hay infinitas soluciones:
i \ cosla) =-078
. 3 R a=cost (-078)
a7 |7 ' = 14178 e b
J . ‘ i [+ ﬂmsl e ke

-

La ] El-&. ?J' et seshucitn

Figura 19. Aparte de los Derechos Bésicos de Aprendizaje (DBA) grado once (11°)
Fuente propia.

27 Documento curricular colombiano mediante el cual el MEN orienta a las instituciones educativas para la
elaboracion de planes y programas de estudio.
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La basqueda del termino ET en los diferentes documentos referenciados en este apartado
permitié al grupo de investigadores observar como este concepto matematico aparece por
primera vez como Ecuaciones Trigonométricas sencillas en la reforma curricular que emana de
la denominada matematica moderna. Suponemos, por la revision de diferentes textos, que el
estudio fue constante en las aula a nivel de secundaria, aun cuando en documentos curriculares
esto no se hace explicito hasta la publicacion en el 2015 de los Derechos Bésicos de Aprendizaje
para grado once, en donde nuevamente se hacen presentes, pero esta vez como Ecuaciones
Trigonométricas simples. La revision realizada no ha dado justificacion a los dos adjetivos que
han acompafiado el término ni al porqué de su presencia en la educacion secundaria de nuestro

pais.

Por dltimo, aunque este apartado estd encaminado a identificar la presencia de las ET en la
normativa educativa colombiana, con el fin de indagar sobre su presencia en algunas fuentes de
consulta con las que cuenta el maestro de Matematicas, a continuacion, se presenta una
recopilacion del tratamiento que se da en estas fuentes a las ET, ya que, de alguna manera,

reflejan lo que puede estar dandose en las aulas escolares.

3.3.2 REVISION DE ALGUNAS FUENTES DE CONSULTA CON LAS QUE
CUENTA EL PROFESOR DE MATEMATICAS ACERCA DEL
TRATAMIENTO QUE SE DA A LASET#

El profesor de Matematicas en su quehacer diario de planeacién y ejecucion de clase requiere
de fuentes de consulta que le permitan validar, ampliar, gestionar, indagar y recordar diversos
aspectos relacionados con un determinado tema matematico. Entre las muchas fuentes de
consulta existentes, las mas usuales y disponibles como primeros recursos de consulta del
profesor de Matematicas, son a libros de texto escolares, libros empleados en su propia
formacion profesional y paginas web. En cualquier caso, el profesor de Matematicas recurre a
lo que conoce del objeto, procedimiento o teoria matematica a estudiar para ampliar, validar o

cuestionar (algunas veces) lo que estas fuentes dicen.

2 Se incluye un analisis mas detallado de esta seccion en el Anexo 3
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Los autores de este documento consideran, desde su experiencia, que con frecuencia el profesor
de Matemaéticas promedio colombiano, si esta dentro de su plan de estudios la ensefianza de las
ET, lo primero que hace es revisar el libro guia escolar de grado décimo para consultar cémo se
aborda la solucion de ET para posteriormente ensefiar. Esta accion permite plantear posibles
situaciones que se relacionan con el CPM; entre ellas, que el profesor: a) aprenda los métodos
de solucion mostrados en el libro ya que no conoce alguno; b) interprete lo planteado en el texto
e incorpore lo que sabe para enriquecer la propuesta; c) esté en desacuerdo con lo planteado y
vaya a otras fuentes; En otras palabras, el profesor de Matematicas acude al libro de texto escolar
0 portador de saberes institucionalizados para ser ensefiados y aprendidos, muchas veces, como

un recurso de aprendizaje.

Lo anterior, pone en evidencia la necesidad de hacer una revision a este tipo de fuentes de
consulta, ya que son aquellas con las que cuenta el profesor de Matematicas y la informacion
alli encontrada influye directamente en sus conocimientos. A continuacién, se hace una breve
presentacion sobre el tratamiento que se da a las ET en diferentes fuentes de consulta vigentes,
con el proposito de brindar un panorama sobre el estado de este objeto matematico en las fuentes
y como primera evidencia del asunto problema a investigar. En cada uno de los casos, se
presenta la definicion y el abordaje que se da a la ET, y los aspectos de tipo metodoldgico y

matematico que destacan cada una de las fuentes consultadas.

3.3.2.1 Fuentes documentales: libros de texto escolar

En la consulta y analisis de este tipo de materiales se seleccionaron cuatro libros de texto escolar
de grado décimo?® de alta circulacion pertenecientes a las editoriales SM, Santillana, Libros &
Libros y Norma, los cuales son utilizados como recurso en la practica docente. En ellos se

identifico que, el abordaje que se da a las ET se caracteriza en general por:

29 |os libros consultados fueron Matematicas 10, (Alcaide et al, 2010), Glifos 10. Procesos Matematicos (Arévalo
et al, 2008), Los caminos del Saber Matematicas 10 (Buitrago et al, 2013) y Nuevo Alfa 10 (Moreno & Restrepo,
2002)




Asociar las ET a ecuaciones algebraicas donde la incégnita es una funcion o una razén
trigonométrica.

Para solucionar una ET es necesario conocer el dominio y la periodicidad de las funciones
trigonométricas involucradas en la ecuacion.

Relacionar identidades trigonométricas y ET; en ocasiones, las primeras como caso
particular de las segundas 0 como herramienta para solucionar ET mas complejas.

Los procedimientos para resolver ET son similares a los utilizados en la solucion de
ecuaciones algebraicas.

Asumir que la solucién de una ET es una tarea invariante consistente en encontrar un valor
faltante que puede ser un angulo (p. e., senx = 0.5), un nimero real (p. e., sen 120° = x)

0 un conjunto de valores que satisfacen la ecuacion (p. e., sen?x + 3senx + 2 = 0).

No obstante, se evidencia una ruta metodologica que en algunos casos omite pasos 0 los

desarrolla con poco grado de profundidad, como sigue:

N a s~ WD

Presentacion de una situacion problema inicial, (p. e., calculos de distancias al sol, alturas

de edificios, problemas de escaleras inclinadas, situaciones de Topografia, entre otras).

Solucién de la situacion y analisis de los resultados.

Definicién de ET y algunas caracteristicas.

Ejemplos de resolucion de una ET.

Ejercicios de resolucién de ET.

ET con una incdgnita y con una funcion trigonométrica: lineal, cuadratica y racional.

ET con mas de una funcion trigonométrica:

a) Caracteristicas de la ecuacion y métodos de solucion.
b) Condiciones del conjunto solucién.
c) Ejemplos de resolucion.

d) Ejercicios y problemas de aplicacion.

3.3.2.2 Fuentes documentales: libros empleados en formacion profesional de Maestros de

Matematicas:
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Se realizd la revision de cuatro libros*® generalmente empleados en las practicas formativas de
los docentes de Matematica. En estos se analizd el tratamiento que dan a las ET, aspecto
diferente a lo estudiado con los textos escolares (abordaje de las ET y secuencia metodologica);
esto, en tanto los autores de esta investigacion identifican que las dos fuentes de consulta estan
dirigidas a poblaciones diferentes y por ende la presentacion de un contenido matematico arraiga
unas caracteristicas especiales. Asi en esta segunda fuente de consulta, el interés se centrd en
evidenciar los métodos propuestos para la solucion de ET; de esto se concluyo que estos se rigen

por “reglas basicas” que se exponen a continuacion:

e Caso 1: Aislar la funcidén trigonomeétrica en un lado de la igualdad y hallar la solucion a la
ecuacion en el intervalo de [0, 27| para el caso del seno y coseno y de [— % g] en el caso de

la tangente. Con lo anterior, el resultado general de la ecuacion se expresa a + np 0 b + np
donde p corresponde al periodo de la funcion trigonométrica involucrada. Cabe notar que
las ecuaciones a las cuales se remiten los textos solo consideran una funcién trigonométrica.
e Caso 2: Si el texto se remite a ecuaciones gque involucran dos funciones trigonomeétricas para
hallar su solucion se sugiere dividir aambos lados de la ecuacion por alguna de las funciones
trigonométricas, luego de esto se espera que la solucién de la ecuacién se remita al caso 1.
e Caso 3: En las situaciones en las cuales el caso 2 no remita al caso 1, los autores sugieren
hacer uso de las identidades trigonométricas y reglas de factorizacion. En algunos ejemplos
se identifica una asociacion clara entre el algoritmo de solucion de una ET y una ecuacién

cuadrética.

Aunque en los textos los autores utilizan como parte de la solucién de ET las identidades
trigonométricas, esta herramienta solo es un paso previo al uso de reglas algebraicas que llevan
al conjunto solucién de la ecuacién. Por otra parte, la periodicidad de las funciones
trigonométricas es la unica propiedad utilizada de forma recurrente para dar solucién a una ET;
esta es empleada como una forma de establecer en conjunto solucion y no como una herramienta

de analisis en las respuestas.

30 Geometria Plana y del Espacio y Trigonometria (Baldor, 2004), Precalculo. Matematicas para el calculo
(Stewart, Redlin & Watson, 2007), Trigonometry Fourth, fully solved problems (Moyer y Ayers, 1991) y
Precélculo (Sullivan, 1997).
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3.3.2.3 Fuentes internet: sitios web especializados en Matematicas.

Se revisaron cinco sitios web®! que reportan definiciones acerca de las ET y se analizaron los

aspectos que destaca en dicha definicion; de esto se concluyd que:

e Las definiciones encontradas en sitios web mostraron menos rigor en relacion con los
otros dos tipos de documentos consultados; todas ellas se corresponden a definiciones
simplificadas del término ET.

e En cuanto a lo que se puede deducir de los métodos de solucion se encuentra una gran
influencia de los métodos algebraicos para solucionar dichas ecuaciones; ninguna de
ellas hace alusion a métodos diferentes.

e Algunas péaginas aclaran que primero debe hacerse un tratamiento con identidades
trigonomeétricas para luego proceder de manera algebraica. Esta afirmacion es explicita
en dos de las definiciones; solo una definicidn enfatiza en el hecho de que las ET son
distintas a las identidades trigonomeétricas.

e Se advierte que para dar solucion a una ET es necesario tener en cuenta el dominio y la
amplitud del intervalo del periodo de las funciones trigonométricas involucradas en la

ecuacion sin dar mayor justificacion sobre ello.

Lo anterior significa que se hace uso de procedimientos algebraicos para determinar los valores
que satisfacen este tipo de igualdades no se evidencian otros tipos de solucion. Estas revisiones
permiten afirmar que definitivamente el estudio que se hace de las ET esta referido
principalmente a un tratamiento algebraico, centrado en el terreno algoritmico y sin ahondar
sobre la naturaleza de estas ecuaciones, las caracteristicas de la incognita y su posible potencial

formativo en la educacion secundaria colombiana.

31 Los sitios web revisados fueron: Campus de Educacion Virtual de la Universidad Nacional
(http://www.virtual.unal.edu.co/cursos/sedes/fundamentacion/uv00009/lecciones _html/cap5/trigol12.html), Sector
Matematica (http://www.sectormatematica.cl/proyectos/ecuaciones.htm), Descartes
(http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales _didacticos/razones_trigonometricas_bcnt/ecua2.htm),
Vitutor (http://www.vitutor.com/al/trigo/trigo 4.html) y campus de educacién virtual de la Universidad de
Antioquia — Colombia (http://aprendeenlinea.udea.edu.co/Ims/moodle/mod/resource/view.php?id=87555)
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Las evidencias sobre el codmo se conciben y tratan las ET en la escuela, revelan que en las
Matematicas escolares ain se desconoce el verdadero potencial formativo de algunos objetos
que se tratan de forma rutinaria y sin sentido. En particular, el estudio de las ET desde otras
perspectivas, como la histérica o la curricular, posibilita un abordaje diferente de estas en aula,
pues se dejan de tratar como polinomios y emplear solo herramientas propias del algebra para
su solucion. Todo lo anterior, permite reflexionar en relacion a como estas fuentes de consulta
aportan al CPM sobre el tema ET y si son suficientes para enriquecer el quehacer profesional

de los maestros de Matematicas.
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4. METODOLOGIA

En este capitulo se describe la metodologia empleada en el desarrollo de la investigacion que se
reporta en este documento y se incluyen diferentes argumentos que permiten al lector aclarar el
porqué de las decisiones tomadas por los autores en relacion con la recoleccion y andlisis de los
datos. Los temas abordados en este capitulo son: paradigma de investigacion en el que se
encuentra inscrito el trabajo, tipo de investigacion, escenario especifico, rol del investigador, rol
de los participantes, momentos de recoleccion de informacion y se finaliza con la descripcién

de la herramienta analitica empleada para el anélisis de los datos.

4.1 PERSPECTIVA INVESTIGATIVA

Atendiendo al objetivo de esta investigacion y reconociendo que la comprension del objeto de
estudio en cuestion (los aportes de la historia de las ET al conocimiento de un grupo de maestros
en formacion avanzada) se alcanza a partir de la interpretacion y caracterizacion de las diferentes
ideas, saberes o creencias que los maestros en formacion avanzada exponen de forma verbal o
escrita a diferentes cuestionamientos, reflexiones y afirmaciones sobre ET, los autores de este

documento inscriben esta investigacidn en un enfoque cualitativo hermenéutico — interpretativo.

El paradigma interpretativo (naturalista) pretende, como su nombre lo indica, la interpretacion,
comprension y comparacion de signos o fenémenos; estos son analizados a la luz de referentes
tedricos previos o que se construyen de forma paralela a la investigacion. Centra su objeto de
estudio en los saberes de uno o un grupo de individuos; sus resultados no pretenden ser
generalizables, procuran la comprension dentro del contexto en el que se realiza el estudio y
busca un contraste entre la accion y la practica. Esta idea se incorpora en la investigacion por
medio de cuatro elementos preponderantes y diferenciadores: i) La investigacion se centra en el
analisis de signos que estan presentes en afirmaciones orales o escritas de un grupo de maestros
sobre ET. ii) El centro de la investigacion es el individuo y sus saberes; es decir, el objeto de
investigacion son los saberes de los individuos (profesores en formacion avanzada) iii) Se
concibe el conocimiento humano mediado por un contexto especifico; no se busca

generalizaciones al respecto, de otros contextos 0 campos, Sino una comprension situada en el
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contexto de la poblacion. iv) La comprensidn de signos se realiza a partir un marco de referencia
previo que se ajusta a la situacion; para este caso, se establecio a partir de un estudio histérico
sobre ET y los componentes del conocimiento del profesor recopilados por Pinto (2010); de este

ultimo se apropiaron y ajustaron los indicares requeridos para esta investigacion.

De otro lado, el estudio de las ideas expuestas por Sampieri (2010) y Pinto (2010), permiten
identificar elementos en esta investigacion que la enmarcan en el enfoque cualitativo. A

continuacion, se describen:

e La recoleccion de datos pretende obtener los saberes y significados de un grupo de
maestros sobre ET a través del lenguaje escrito o verbal, numérico y no numeérico.

e Los métodos de recoleccion de informacion no son estandarizados ni totalmente
predeterminados; fueron creados a partir de la observacion de los investigadores al grupo
poblacion y segun las necesidades del estudio.

e La investigacion produce datos en forma de notas extensas, que llevan a descripciones
detalladas sobre el conocimiento del profesor de Matematicas generado por sus saberes
y experiencia (practica docente y el estudio historico de las Matematicas en conjunto
con, sus saberes previos, su formacién en general e incluso sus creencias sobre la HM).

e No se efectta un registro numérico de datos, fue necesaria la clasificacion y asociacién
por medio de unidades de analisis establecidas con anterioridad o emergentes.

e Las preguntas que hacen parte de los diferentes instrumentos para la recoleccion de
informacion no corresponden a cuestiones cerradas. En los cuestionarios, por ejemplo,
se dio lugar a que los maestros en formacidn avanzada registraran sus ideas y saberes
sobre diferentes aspectos relacionados con las ET sin poner restricciones para este tipo
de respuestas. En las plenarias, los maestros expusieron sus percepciones sobre
diferentes aspectos en donde expresaron sus ideas y creencias.

e Pretende una caracterizacién y reflexion sobre una poblacion particular (estudiantes del
seminario de Historia y Epistemologia de las Matematicas) nominados en este
documento como maestros en formacion avanzada; no la generalizacion de resultados
gue puedan ser aplicables a otro tipo de poblacion; sin embargo, se reconoce el aporte

reflexivo sobre el conocimiento del profesor de Matematicas.
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¢ No se pretende la generacion de teorias y los resultados de la investigacion no pretenden

ser ajustados a una teoria previa.

Al ser esta investigacion cualitativa, inscrita en la perspectiva interpretativa y atendiendo al
objetivo de la misma, se utilizaron algunos elementos de la metodologia de estudio de
concepciones. Esta decision se tomd porque: i) el estudio de concepciones permite comprender
lo que dicen, creen, piensan o saben los maestros en relacion con las ET; ii) se propuso un marco
de referencia previo; iii) se realiz una caracterizacion del conocimiento sobre ET que posee un
grupo de maestros en formacion avanzada; esto se asocia a una clasificacion de saberes y

concepciones.

Sin embargo, la metodologia utilizada en este trabajo se define como una metodologia propia
en tanto pretendid la observacion de posibles modificaciones al conocimiento que posee el
profesor de Matematicas en formacidn avanzada luego de un acercamiento histérico a las ET,
en contraposicion al estudio de concepciones el cual usualmente no pretende el analisis de
transformaciones, por lo cual solo se tomaron algunos elementos de esta metodologia. Otro
argumento para considerar esta metodologia como propia, es que los participantes del estudio
no se encontraban en su ambiente natural, (p. €., en su practica docente); la participacion se dio
en el desarrollo de un seminario de postgrado de la Universidad Pedag6gica Nacional [UPN] en
el marco del programa de Maestria en Docencia de la Matematica [MDM)]. Vale la pena aclarar
que las técnicas empleadas buscaron la mayor comprension de las ideas expuestas por los
maestros, reflejado en su discurso y en las respuestas dadas a un cuestionario. De igual forma,
se pretendié una integracion de informacion que permitiera una mirada holistica de la realidad

estudiada.

4.2 ESCENARIO ESPECIFICO

El escenario en el cual se desarrolld esta investigacion fue el Seminario de Historia y
Epistemologia de las Matematicas (electivo) ofertado en el segundo semestre del 2015 en la
MDM de la Universidad Pedagdgica Nacional. Este espacio académico conto6 con un total de 12

sesiones de clase presenciales, cada una con una intensidad de tres (3) horas semanales, de las
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cuales se utilizaron tres (3) sesiones para realizar la investigacion que aqui se reporta (para

ampliar la informacion del curso ver Anexo 3).

El objetivo principal del seminario fue:

(...) contribuir a la constitucion del conocimiento de los profesores de Matematicas e
investigadores en Educacion Matematica, incorporando en este una reflexion historico-
epistemoldgica de sus creencias y concepciones sobre las Matematicas, y promoviendo una
conciencia sobre el uso y las implicaciones de la Historia y la Filosofia de las Matematicas en el
gjercicio docente e investigativo. (DMA-UPN, 2015, p. 2).

Con dicho fin y retomando ideas y perspectivas de disciplinas como la Historia y la Filosofia de
las Matematicas, el seminario abarco tres tematicas principales: la historia de la demostracion,
la historia de la proporcionalidad y la historia de la Trigonometria. Fue durante el estudio de
esta Gltima tematica donde se realizaron las intervenciones pedagdgicas asociadas a esta

investigacion y la recoleccion de la informacion.

El equipo de participantes de esta investigacion fue el conformado por los siete (7)
estudiantes inscritos en el seminario, todos profesores de Matemaéticas de la Educacion Baésica,
Media o Superior (denominados aqui maestros en formacién avanzada). Los estudiantes que
participaron del Seminario tenian un rol activo dentro de la investigacion, pues realizaban cada
una de las actividades propuestas por el equipo de investigadores y sus participaciones y
reflexiones escritas u orales se constituyeron en las fuentes de informacion. De antemano se
reconoce que los participantes otorgan un papel relevante a la Historia de las Matematicas en su
formacion, pues se registraron al Seminario de manera voluntaria, por intereses personales o

profesionales.

Por su parte, el grupo de investigadores, lo conformaron tres profesores de Matematicas, con
titulo de Licenciado en Matematicas, estudiantes del mismo programa de postgrado y del
seminario que los participantes, con experiencia como profesores de grado décimo (ciclo V de
Educacion Media). Su rol durante todo el proceso investigativo fue activo, ya que fueron quienes
disefiaron el cuestionario, las actividades y las secuencias de intervencion, registraron y

analizaron los datos recolectados; y asumieron el papel de docentes en dos sesiones de seis (6)

97



horas cada una, en las cuales, se abordaron aspectos referidos a la historia de la Trigonometria
y las ET.

4.3 FASES DE INVESTIGACION

El desarrollo de la investigacion se realizd en distintas fases; estas permitieron obtener la
informacidn necesaria para estructurar las intervenciones de clase, recolectar informacion y

realizar un proceso de analisis.

4.3.1 FASE 1. CREACION DE UNIDADES DE ANALISIS PRIMARIAS

Atendiendo a la necesidad de i) orientar correctamente la construccion de los instrumentos para
la recoleccidn de informacion vy ii) tipificar las concepciones, creencias, saberes o ideas sobre
ET de los maestros en formacion avanzada, se hizo necesario la elaboracion de un marco de
referencia que permitiera alcanzar estos dos objetivos. Para ello se realiz6 el contraste entre los
elementos hallados en la historia de las ET y la recopilacion de los componentes del CDC
realizada por Pinto (2010). Asi, se apropian como unidades de andlisis las tres categorias del

CPM descritas en esta propuesta:

i.  Conocimiento de las estrategias y representaciones instruccionales de las Matematicas.
ii.  Conocimiento del contenido matematico a ensefar.
iii.  Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante sobre el contenido

matematico.

para cada una de estas, se establecen sub-unidades de andlisis, tomadas de las dimensiones
definidas por el autor para cada categoria (ver Tabla 3 del apartado 3.2.1), e indicadores que
corresponden a una adecuacion realizada por los investigadores, de los indicadores®
presentados en la propuesta del CDC de Pinto (2010), particularizando en la historia de la

Trigonometria y las ET, como se muestra en la siguiente tabla:

32 Pinto (2010) utiliza tres categorias para analizar el CDC las cuales agrupa en un Sistema que denomina Sistema
de Dimensiones e Indicadores.
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Tabla 4 Unidades de analisis primarias, sub-unidades e indicadores relacionados con la Trigonometria y las ET

UNIDAD DE
ANALISIS

SUB UNIDAD DE
ANALISIS

INDICADOR

Conocimiento de las
estrategias y
representaciones
instruccionales de las
Matematicas

Conocimientos sobre las
representaciones
instruccionales

Identifica algunos hechos que originan y fundamentan las
representaciones empleadas para las ecuaciones (sin 36°),
desde diferentes procedimientos, geométricos y
simbdlicos, encuentra la solucion de ecuaciones
reconociendo esta como una posibilidad de potenciar el
aprendizaje de sus estudiantes.

Aporta a las traducciones entre representaciones que
realiza el estudiante

Conecta y relaciona aspectos de la historia (métodos de
solucién-pensamientos) de las Matematicas con la
propuesta de los estandares nacionales en cuanto al
desarrollo de pensamientos y los métodos de solucién.

El repertorio que otorga la historia de la ET son los
métodos de solucion de Ecuaciones, lo que significa una
comprension en las distintas maneras de abordar
problemas matematicos.

Reconoce en la historia un orden de aparicion de los
conceptos los cuales se pueden relacionar con el
desarrollo del proceso de aprendizaje del estudiante, asi
como las posibles dificultades que se producen en el
mismo, posibilitando un plan de contingencia y
generacion de alternativas para afrontarlas.

Conocimiento de los
materiales curriculares

La consulta en la historia proporciona elementos vy
recursos para abordar las ET en la practica docente.

La consulta en la historia proporciona un contexto
interdisciplinar que conecta otras ciencias con las
Mateméticas.

La consulta en la historia proporciona criterios para el uso,
seleccion y adecuacién para la ensefianza o aprendizaje de
las ET.

Conocimiento sobre el
curriculo matematico

La historia reflexiones sobre el desarrollo de los
contenidos en relacion con el curriculo actual de
Matematicas.

La historia permite crear nexos entre las Matematicas y
otras disciplinas en este caso la fisica (astronomia) alli
puede encontrar un escenario para materiales y recursos o
la aplicacion de las ET.

La historia de las Matematicas presenta una vision de
contenido que puede enriquecer el curriculo escolar de
Matematicas.

Se relacionan la Trigonometria con la astronomia para
realizar calculos de distancias entre cuerpos celestes y asi
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Conocimiento del
contenido
matematico a ensefar

Conocimientos sobre la
actividad matematica
general

realizar célculos en ubicaciones maritimas y cartas de
navegacion.

Actividad matematica: mejorar la aproximacion de tablas
de cuerdas, medir.

La evolucion en los métodos para dar solucion a algunas
ET: geométricos, numéricos y analiticos.

Los cambios en las formas de las ET que se resuelven en
los periodos historicos identificados.

En la cultura arabe se evidencia el interés en mejorar los
calculos astronémicos asociados a sus creencias
filosoficas.

Las culturas representativas asociadas al tratamiento de
las ET: griega, arabe, hindu.

La blsqueda de la rigurosidad en la precision de las
aproximaciones (Valor estético del contenido a ensefiar).

Cocimiento por tépico
especifico matematico

La ET sinl® = x, sin18° =y y sin36° = z son ejemplos
prototipos de Ecuacion

Las ecuaciones trigonométricas estan relacionadas con la
solucidn de ecuaciones cubicas algebraicas.

Una forma de resolver algunas ET consiste en utilizar
métodos numéricos, uso de logaritmos y geometria
euclidiana.

El uso de identidades en la resolucion de ET de la forma
sin(a) = x, con a conocido.

Se reconocen tipos de ecuacién y como evoluciona
sina=x, sinx=a de la mismay los métodos de solucion.

Conocimiento sobre el
curriculo matematico

Existe una correspondencia secuencial entre los hallazgos
encontrados en la Historias de las ET y la estructura
tematica del curriculo de Trigonometria

Permite entender fenémenos que se han modelado con las
ecuaciones trigonométricas, relacionado al estandar
“Describo y modelo fenomeno periodicos del mundo real
usando relaciones y funciones trigonométricas”

Para solucionar ecuaciones trigonométricas en la escuela
se usan identidades trigonométricas en correspondencia
con algunos de los métodos encontrados en la escuela, se
cuestiona el por qué no se incluyen esos otros métodos en
la escuela.

Conocimiento de los
de aprendizaje del
estudiante sobre el

contenido
matematico

Conocimiento del
proceso cognitivo del
estudiante en
Matematicas

Reconocer contextos desde la historia que pueden ser
afines a los interese, motivaciones y expectativas de los
estudiantes (contextos de astronomia, topografia,
arquitectura, fisica, entre otros).

Conocimiento de
estrategias
instruccionales

La historia aporta estrategias instruccionales que permiten
cambiar las creencias y concepciones inadecuadas errores
y dificultades (los distintos métodos, para que no caigan
en la creencia de Unico uso de las identidades para dar
solucion a ecuaciones).
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Cabe resaltar, que los indicadores son prefigurados, es decir, no emergen del analisis de los
datos, sino que se definen a partir de la integracion de los elementos conceptuales reportados en
el marco de referencia (hitos de las ET, las ET en el curriculo y el modelo del CDC). Se definen

como:

Caracteristicas distintivas del fenémeno objeto de estudio (CDC), las cuales son susceptibles de
segmentarse y codificarse en un plano global y especifico del CDC, a partir de las cuales se
obtienen los datos y fenémenos en forma de ideas y conceptos definidos como necesarios para
el estudio del CDC. (Flick, 2004 citado por Pinto, 2010, p. 69)

4.3.2 FASE 2. DISENO Y APLICACION DE CUESTIONARIO

Atendiendo al enfogue de esta investigacion, se reconoce la importancia y la preponderancia de
las técnicas e instrumentos que fueron parte de la investigacion; es asi como se concerto entre
los tipos de instrumentos, su papel en cada momento de la investigacién y como estos

facilitarian, o no, la basqueda de los datos.

Puesto que las principales técnicas para la busqueda de datos cualitativos que se consolidaron
como parte importante en la investigacion fueron la observacion, la entrevista, la recoleccién de
documentos y materiales (Sampieri, 2012), fue preciso generar instrumentos que permitieran la
puesta en accion de esas técnicas. Ademas, dado que el proceso de recoleccién no fue lineal,
sino que se produjo de forma simultanea con el analisis, se plantearon técnicas que permitieran
esas acciones de forma paralela. Asi, se opt6 por dos técnicas de recoleccion de informacion: la
observacion de sesiones grupales y el cuestionario (Sampieri, 2012); para ello se aplicaron dos

instrumentos:

El registro documental previo sobre la historia de las ET, presentado en el marco de referencia
y la definicion de los indicadores para cada uno de las tres unidades de analisis permitieron
estructurar un cuestionario encaminado a reconocer en el grupo de maestros en formacion
avanzada sus conocimientos sobre algunos aspectos matematicos de las ET, su ensefianza,
aprendizaje y la importancia que le otorgan en el curriculo. El cuestionario mixto estuvo

compuesto por diez (10) preguntas unas de seleccion multiple y otras de respuesta abierta cada
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una enmarcada en uno o mas indicadores del CPM. Esto, en tanto los hitos, reportados en el

marco de referencia, permitieron establecer algunos aspectos (indicadores) del conocimiento de

la Trigonometria y las ET que deberian ser de dominio del profesor de matematicas, los cuales

se constituyeron en un insumo para la construccion de las preguntas del cuestionario, como se

describe de forma breve en la siguiente tabla:

Tabla 5 Relacidn entre preguntas del cuestionario, hitos historicos de las ET y evidencias de indicadores

PREGUNTA DEL
CUESTIONARIO

ASPECTO RELACIONADO CON LOS
HITOS

INTENCION

La historia aporta  representaciones
simbélicas de ET.

Identificar la representacion simbolica
que asocian los maestros cuando se habla
de ET.

La historia aporta una transformacion en la
concepcion de ET, por ejemplo, en un primer
momento se tratd como una expresion
numeérica (indios y arabes), como un recurso
geomeétrico (griegos) y como una expresion
simbélica (edad media)

Reconocer las definiciones de ET que
poseen los profesores segun sus saberes
previos a un curso de HM.

La historia aporta métodos para dar solucién
a esta ET mediante series, aproximaciones y
métodos geométricos.

Identificar estrategias de solucién (previas
a la intervencion de la Historia) que utiliza
el maestro para resolver estas ET.

La HM aporta a que los maestros
contextualicen las ET para el trabajo que
desarrollan en el aula.

Reconocer usos y contextos matematicos
que los maestros atribuyen a las ET sin
haber recurrido a la HM.

Contrastar los usos de las ET en la HM
con los usos reconocidos por los maestros.
Identificar si los maestros identifican que
la HM permite contextualizar este
contenido para el aula.

La HM aporta elementos que amplian la
consideracion y la pertinencia del tema en la
Matematica  Escolar  (Contextos  de
aplicacion), por ejemplo, su vinculo con el
calculo diferencial.

Reconocer la coherencia con que
relaciona al curriculo con los contextos
donde se puede aplicar el tema especifico.
Ademas, caracterizar las razones con las
que argumenta la pertinencia o no del
contenido en el curriculo.

La HM justifica el desarrollo didactico de las
ET en el aula.

Contrastar el desarrollo histérico de lasET
con el trabajo que desarrollan los maestros
en el aula de clase al abordar este tipo de
conceptos.
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Identificar si los maestros reconocen la
intencién y diferencia entre este tipo de
ecuaciones y el como abordarlas en el
aula, esto sin haber tenido un
acercamiento con la Historia de las ET

La HM aporta al maestro en la construccion
de secuencias didacticas para ensefiar ET.

Identificar las relaciones entre conceptos
que un maestro considera relevantes para
el desarrollo de ET en el aula de clase y
los que desde la Historia de las ET. se han
empleado.

Considerar si  los  procedimientos
empleados por los maestros en el aula en
la solucion de ET responden a diferentes
procesos, numéricos, algebraicos,
geométricos.

En la HM se puede evidenciar como en el uso
de las ET en cada hito historico identificado
era necesario que quien la utilizaba contara
con unos saberes matematicos previos
(conocimientos geométricos como cuerdas,
operar logaritmos, conocer identidades, entre
otras).

Identificar la secuencia metodoldgica que
utiliza el profesor de matematicas para
abordar el tema de ET.

Identificar la dependencia o no de otros
temas de trigonometria para ensefiar ET en
el aula (saberes previos que al criterio del
docente debe poseer un estudiante).

10

En las evidencias histéricas la naturaleza de
la solucién de una ET se asocia aspectos de la
periodicidad, valores angulares y mediciones
de cuerdas, pero no sélo a nimeros reales que
cumplen la condicién de la igualdad en la
ecuacion.

Identificar si el maestro considera las ET
una extension de las ecuaciones
algebraicas o son dos tipos de ecuaciones
diferentes.

Identificar para el maestro que naturaleza
tiene la solucién de una ET

El cuestionario se someti6 a una prueba piloto y a la revision y analisis por parte de expertos.
En el primer caso se aplico a cuatro (4) docentes de Matematicas, con distintas experiencias de
formacion profesional, con el fin de identificar variables tales como: tiempo empleado para dar
solucidn, anticipar posibles respuestas, y la comprension de los items e instrucciones del
cuestionario. En el segundo caso, se pidié a dos expertos la revision de los objetivos, la
pertinencia de las preguntas a la luz de las intenciones en relacién con las unidades de analisis

preliminares y las expectativas de datos que se esperaban reconocer.

Cabe destacar que los expertos seleccionados son profesores universitarios formadores de
profesores, el primero de ellos es candidato a Doctor y su trabajo académico ha girado en torno
al campo de la EPM vy la Historia de las Matematicas, fue ademaés el docente encargado del
seminario de Historia y Epistemologia donde se desarrolld la investigacion. El otro experto es
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Doctora en Didactica de las Matematicas con un amplio recorrido académico, con grandes
reconocimientos en el campo educativo, siendo un referente nacional en el campo de la
Educacién Matematica. El cuestionario en su primera version se puede ver en el Anexo 5. Las
sugerencias de expertos, las observaciones sobre las variables identificadas en los cuatro (4)
docentes al dar solucién al instrumento piloto y algunas consideraciones de los investigadores
al revisar las respuestas dadas por los docentes, contribuyeron al refinamiento del cuestionario
(la version final del cuestionario se puede ver en el Anexo 6) y posteriormente fue implementado

con los maestros en formacion avanzada en una sesion de dos (2) horas.

433 FASE 3. REVISION PRELIMINAR DE LAS RESPUESTAS AL
CUESTIONARIO

Posterior a la fase anterior, los investigadores realizaron un andlisis a las respuestas dadas por
los maestros en formacion avanzada al cuestionario; esto con el objetivo de identificar elementos
que permitieran estructurar las actividades siguientes, refinar las unidades de analisis y
caracterizar los saberes, creencias o concepciones que estos maestros tenian antes de llevarse a

cabo un trabajo predeterminado acerca de la historia de las ET.

4.3.4 FASE 4. DISENO Y EJECUCION DE INTERVENCIONES

Basados en los resultados de la fase anterior, se planearon e implementaron dos secuencias de
intervencion en el seminario Historia y Epistemologia de las Matematicas. Estas pretendian
relacionar la Historia de las ET con las preguntas propuestas en el cuestionario. Por la
flexibilidad de la metodologia de esta investigacién, se asumieron otros instrumentos para la
recoleccion de informacion que no estaban previamente establecidos, sino que surgieron como
necesidades de apoyo en las sesiones de trabajo. Asi para las intervenciones (ver Anexo 7 y
Anexo 8) cada maestro en formacion avanzada generé documentos escritos denominados tarea
(ver Anexo 9). Para realizar el registro de las intervenciones se emplearon grabaciones de audio
y video, mientras que para la informacion escrita se tomo como referente las tareas escritas por

los maestros en formacion avanzada.
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A continuacion, se muestran apartes de dos de las actividades propuestas, la primera

corresponde a la intervencion estructurada 1 y la segunda a la tarea originada como

complemento a la misma:

Intervencidén estructurada 1:

7. MOMENTOS: A continuacion, se describe los momentos de la sesion:
Momento 1. Lectura del documento de trabajo

Previo a la sesion presencial los estudiantes deberan realizar la lectura de Smith (1952), con esto
se busca contextualizar a los participantes del seminario en el desarrollo histérico de la
Trigonometria. La socializacion del documento se realizara de forma grupal, con el fin de
identificar hechos histéricos que han permitido el cambio de concepcidn en el desarrollo de la
Trigonometria.

Momento 2. Introduccion

Se entrega a cada estudiante tres tiras de papel y un marcador y se pide que escriban en cada tira
un hecho, avance o idea que considera fue importante en el recorrido histérico que presenta
Smith (1925) en relacion con la trigonometria. Luego, debe pasar al tablero e intentar ubicarlo
en la linea cronologica que presenta el docente y mencionar el porqué de esta ubicacion.

El momento 2 buscé alcanzar el primer objetivo propuesto en la secuencia de intervencion,

reconocer los principales elementos y hechos que originaron a lo largo de la Historia un cambio

Figura 20. Aparte de la Intervencion estructurada 1.

Fuente propia

de concepcidn en la idea de Trigonometria (hitos).

Tarea:

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTADDECIENCIAY TECNOLOGIA
NACIONAL DEPARTAMENTODEMATEMATICAS
G b . . - Maestria en Docencia de la Matematica — 2015-11
Edwcadora de edwcadores S " » P
Historia v l de las M

HITOS EN LA HISTORIA DE LA TRIGONOMETRIA

El considerar como una ciencia analitica a la trigonometria y ser reconocida con dicho nombre; se
puede situar tal acontecimiento en el siglo XVII, después del desarrollo del simbolismo
algebraico. Sin embargo, en momentos y autores anteriores se pueden evidenciar indicios del
estudio y cimientos de la trigonometria, es por ello. que a continuacion se hace una breve alusion
de algunos de esos momentos y autores que fueron significativos para el surgimiento de la

trigonometria tal y como es conocida hoy en dia.

Figura 21. Aparte de la tarea emergente 1. Hitos de la Historia de la Trigonometria.
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Fuente propia

Esta tarea busco puntualizar sobre los aspectos que los maestros en formacion consideraron

relevantes en el estudio del documento previamente propuesto.

El disefio de las intervenciones se fundamento en el andlisis de las respuestas al cuestionario
preliminar y atendiendo a la unidad primaria de analisis e indicadores que se habian elaborado.
Estas se desarrollaron con el proposito de identificar los conocimientos de los profesores sobre
las ET; luego de un acercamiento a documentos que trataban sobre historia de la Trigonometria
y las ET, buscando signos que permitieran reconocer indicadores sobre el CDC y los aportes de
la HM. De alli la necesidad de implementar en las secuencias intervencion, grabaciones en video
que capturaran en tiempo real fragmentos en los cuales se evidenciaran datos relevantes para el

analisis y permitieran describir el CPM referido a las ET.

435 FASE 5. REFINAMIENTO DE LAS UNIDADES DE ANALISIS Y
ELABORACION DE CODIGOS

Durante el desarrollo de la investigacion, surgieron algunas modificaciones a la estructura de
las unidades de andlisis primarias propuestas en la fase 2. Esto debido a que, en un analisis
preliminar de la informacién recolectada en las intervenciones y tareas, se evidenciaron otros
indicadores del CDC propuestos por Pinto (2010), que en un principio no fueron tomados en
cuenta por los autores de esta investigacion. Asi, en esta fase se consolida una propuesta final
constituida por tres unidades de andlisis, ocho sub-unidades de analisis y veintiin indicadores

como se muestra a continuacion:

Tabla 6 Unidades de analisis, sub-unidades e indicadores finales

UNIDAD DE SUB-UNIDAD DE

ANALISIS ANALISIS INDICADOR

106



Conocimiento del
contenido matematico a
ensefiar

Conocimiento sobre la
actividad matematica

general: Historia de la

Trigonometria y las ET

Contextos donde se desarroll6 la Trigonometria o las
ET (p. e., navegacion, Astronomia, entre otras.)
Principales actividades Matematicas asociadas a la
Trigonometria (p. e., mejorar la aproximacion de
tablas, hacer mediciones, entre otras.)

Evolucion en los métodos para dar solucién a algunas
ET (p. e., geométricos, numéricos y analiticos)
Cambios en las concepciones de la Trigonometria
(objetos y usos)

Influencia de los intereses culturales y creencias
filosoficas para mejorar calculos y procedimientos
trigonométricos

El tratamiento de las ET que se dio en las culturas o
civilizaciones mas representativas (p. e., griega,
arabe, hindq, etc.)

La busqueda de la rigurosidad en la precision de las
aproximaciones

Conocimiento por

tépico especifico

matematico: Ideas
Matematicas de las ET

Atributos de las ET (p. e., definicion, tipos de ET,
caracteristicas de las ET, etc.)

Ejemplos de prototipos de ET

Relaciones de las ET con otros conceptos
matematicos (p. e., funciones, periodicidad, etc.)
dadas sus relaciones Matematicas

Métodos y estrategias de solucién de ET

Diferentes representaciones de las ET (p. e,
numeérica en tablas de valores, algebraica o grafica)

Conocimiento sobre el
curriculo matematico:
pertinencia desde la
perspectiva matematica
delasET enel
curriculo

Conocimiento de las justificaciones para aprender ET
desde las Matemaéticas y su evolucién

Conceptos, nociones y procedimientos matematicos
necesarios para el estudio de las ET dadas sus
relaciones curriculares.

Conocimiento de las justificaciones Matematicas
para aprender ET desde los documentos normativos
curriculares (p. e., la relacién de las ET con los
procesos de estimacién, modelacion, fendmenos
periddicos, etc.)

Conocimiento de las
estrategias y
representaciones
instruccionales de las
Matematicas

Conocimiento sobre las
representaciones
instruccionales

Conocimientos de la secuencia metodolégica para
ensefiar ET

Conocimientos de los
materiales Curriculares

Conocimiento sobre el tratamiento de las ET en los
materiales curriculares (p. e., libros de texto)
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Conocimientos sobre el
curriculo matematico:
pertinencia desde la
perspectiva
didactica/instruccional
delasET enel
curriculo

Correspondencia secuencial entre los hallazgos
encontrados en la Historia de las ET vy la estructura
tematica del curriculo de Trigonometria

Conocimiento de las justificaciones curriculares de
ensefiar ET (p. e., razones del porqué las ET estan en
el curriculo y en el plan de estudios de grado décimo)

Conocimiento de los
procesos de aprendizaje
del estudiante sobre el
contenido matematico

Conocimiento del
proceso cognitivo del
estudiante en
Matematicas

Alusion a la necesidad de aprender ET basado en
caracteristicas  cognitivas de los estudiantes
(concepciones, intereses, expectativas)

Conocimiento de las
estrategias curriculares

Estrategias instruccionales basadas en el proceso de
aprendizaje que permiten cambiar las creencias y
concepciones inadecuadas, errores y dificultades.

Posterior a ello, se realiz6 una actividad de verificacion de los objetivos de cada instrumento
(Figura 22) que permitié establecer una posible correspondencia entre los indicadores
propuestos para cada sub-unidad de analisis y las preguntas del cuestionario (CI), los momentos
(M1, M2, ...) de cada intervencion (GS1, GS2) y el proposito de las tareas (T1, T2).

108



PREVIO HM

Cuestionario: este instrumento mixto compuesto por 10 preguntas (abiertas, de seleccion
multiple,entre otras), busco reconocer los saberes previos de los maestros en formacién

avanzada sobre las ET.

POSTERIOR HM

*Intervencion 1: el trabajo de esta sesion de 6 horas tuvo la intencion de los maestros en

formacion avanzada reconocieran los principales elementos y hechos que originaron a lo
largo de la historia un cambio de concepcion en la idea de trigonometria (hitos), estudio a
partir del estudio de documentos histécos como el de Smith (1925).

*Tarea Emergente: cada maestro en formacion avanzada realiz6 un escrito de una pagina en
el cual expuso y argumento cual(es) fue(ron) el(los) hecho(s) que considera marcaron hitos
en el cambio de concepcion de la idea de Trigonometria, a partir de lo trabajado en la
intervencion 1.

*Tarea 2: previo a la sesidn de trabajo 2 cada maestro en formacion avanzada hizo lectura de
un documento referido a un método de solucién de ET y realizd un escrito en donde did
respuesta a algunos interrogantes encaminados a caracterizar el contexto, la intencidn, el
proceso y algunos aspectos curriculares involucrados en el método asignado.

*Intervencién 2: la sesion de trabajo de 6 horas busco caracterizar algunos procedimientos
de solucion de ET hallados en la HM con el objetivo de que el maestro en formacion
avanzada reflexionara sobre: i) su quehacer pedagogico en el aula cuando ensefia ET, ii) sus

conocimientos sobre el tema, v iii) el aporte que hace la HM a su formacion profesional.

Figura 22. Breve descripcion de los objetivos de los instrumentos de investigacion

Fuente propia.

Un ejemplo de lo anterior, se muestra en la siguiente figura (ver la tabla completa en el Anexo
10):
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HM INTERVENCION 1 INTERVENCION 2
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Conocimiento del matematica general: ex‘p].lca.cwues de la tablas, hacer
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Figura 23. Ejemplo de Unidad de Anélisis vs. Instrumentos.

Fuente propia.

Por ultimo, se cre6 la nomenclatura de codificacion para las unidades, sub-unidades e

indicadores como se muestra en el Anexo 11.

4.3.6 FASE 6. SELECCION DE LA INFORMACION Y CONSTITUCION DE LOS
DATOS

Esta fase consisti6 en la sistematizacion de la informacién acopiada por los distintos
instrumentos aplicados (cuestionario, documentos escritos (tareas), videograbaciones), la
constitucion, codificacion y andlisis de datos. Inicialmente en el software Atlas.ti se
incorporaron los instrumentos de recoleccion de informacion; es decir, los cuestionarios
resueltos por cada maestro en formacion avanzada, las videograbaciones de cada intervencion
y los documentos escritos (tareas) emergentes de las intervenciones. Posteriormente, se
seleccionaron fragmentos de informacion que al juicio de los autores daban evidencia de los
indicadores propuestos y constituyen el conjunto de datos de la investigacion, estos se

codificaron para luego crear los mapas de relaciones semanticas en el software.
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Cabe resaltar que, en esta investigacién, un codigo corresponde a la union de tres nomenclaturas:
la asignada a la unidad de andlisis, a la sub-unidad y al indicador. En el software se resume solo
con la nomenclatura este ultimo (Figura 24), por el proceso de anidacion que en el programa se

realiza.

Unidad de Analisis
Conocimiento del
Contenido Matematico a
Ensefiar

Sub-unidad de analisis
Conecimisnto sobre la
actividad matematica general:
Historia de 1a Trigonometria v

las ET
ConAcMatG
Indicador
Contextos donde se desarrollo la
Trigonometria o las ET (p. e,
navegacidn, Astronomia, entre otras.)
CitxTriET
Cadigo:

— ConAcMatG — CtxTriET

En el software Atlas.ti el codigo se resume:
CtxTriET

Figura 24. Ejemplo de codificacion

Fuente propia.

Al iniciar el proceso de codificacion se hizo necesario hacer una extension de algunos
indicadores; esto con el fin de describir algunas caracteristicas particulares que se hallaron en
los fragmentos de informacion. Por ejemplo, para el indicador [AcTri] principales actividades
Matematicas asociadas a la Trigonometria (p. e., mejorar la aproximacion de tablas, hacer
mediciones, entre otras.), se crearon los siguientes sub-codigos que especifican las actividades
Matematicas referidas por los maestros en formacion avanzada como: medir angulos [Med —

angulo], medir longitudes [Med- Long], entre otros:
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] Code Manager [HU: CuestionariosFinal] = =

Codes Edit Miscellanecus  Output  View

B e Qo V1IN O, 3 [

Mame

¥ AcTri {0-3}

%% AcTri-Constru {2-1}

2% AcTri-Med {0-3}

¥ AcTri-Med-angulo {3-1}

€% AcTri-Med-Long {2-1}
-“

Figura 25. Ejemplo de sub-cddigos para el codigo ActTri.

Fuente propia.

Para la seleccion de la informacion se asociaron codigos y sub-codigos a fragmentos en los
cuales se identificaban uno o més indicadores de las unidades de andlisis. Luego, el software
permitio la elaboracion de una red semantica en la cual se presentan los fragmentos codificados
y las conexiones entre unidades, sub-unidades e indicadores. Para algunos de los indicadores se
construyeron dos redes semanticas. La primera, incluye los fragmentos codificados del
cuestionario en el momento previo al trabajo con la HM (PrevioHM). En la segunda, se
codificaron las tareas y videograbaciones de las sesiones de clase, que se ha denominado como
momento posterior al trabajo con la HM (PosteriorHM). Adicional a ello, se realizo un registro
de frecuencia porcentual para cada uno de los codigos y sub-cddigos que se utilizé como insumo

para realizar un andlisis comparativo entre los dos momentos de la investigacion.

A continuacion, se muestra un ejemplo de la codificacion realizada en uno de los cuestionarios
incorporados en el software y de la red para el indicador Contextos donde se desarrollé la
Trigonometria o las ET [CtXTriET]:
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Figura 26. Ejemplo de codificacion de un cuestionario.
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Figura 27. Ejemplo de una red semantica para el indicador CtxTriET.

Fuente propia.

Cabe resaltar que, la red semantica permitié de forma detallada analizar aspectos o hechos

vinculados con la pregunta de investigacion. Finalmente, estos microanalisis se cruzaron en la

herramienta analitica para cada sub-unidad y con ello se elaboraron las respectivas conclusiones.
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4.3.7 FASE 7. ANALISIS DE DATOS

El analisis de datos se realiz6 en tres momentos. El primero de ellos, busco generar conclusiones
para los distintos indicadores asociados a los fragmentos tomados de los cuestionarios; estos
resultados sirvieron de fundamento para el analisis del CPM previo a las intervenciones

realizadas sobre historia de la Trigonometria y de las ET.

El segundo momento permitié generar conclusiones en relacion al CPM posterior a las
intervenciones sobre la historia de la Trigonometria y las ET, y se tuvo en cuenta la aparicion
de indicadores que no hicieron parte del primer momento de esta fase. En el tercer momento se
realizd una comparacion entre los resultados de los dos momentos anteriores, en busca de
posibles transformaciones o ampliaciones del CPM que se dieron a través del estudio de la HM
acorde con el objetivo de esta investigacion. En el capitulo de andlisis de datos se describe en

detalle los resultados de esta fase.

44 HERRAMIENTA ANALITICA

Para establecer una herramienta analitica que permitiera el analisis de los datos recolectados en
esta investigacion se considero tres factores predominantes. En primer lugar, el reconocimiento
de la investigacion con matices de estudio de concepciones, razon por la cual esta investigacion
se baso en un marco de referencia previo relacionado con la categorizacién del CDC expuesta
por Pinto (2010) para el CPM y por un estudio histérico sobre ET realizado por los
investigadores. En segundo lugar, se determind la relevancia del marco de referencia en la
construccién de las unidades de analisis en torno a los conocimientos del profesor de
Matematicas sobre ET. Y finalmente, se asume que las intervenciones hechas en clase buscan
un contraste entre los conocimientos de los maestros en formacion avanzada antes y después de

que el CPM fuese permeado por el estudio historico explicito sobre las ET.

Estos tres elementos, conllevaron a generar cuestionamientos en torno a ¢Qué tipo de

herramienta analitica permitiria el analisis de los datos recolectados a través de las diferentes
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técnicas e instrumentos y el contraste de esta informacion con el marco de referencia
preestablecido? Asi pues, atendiendo a las anteriores premisas se optd por establecer como

herramienta analitica, una tabla de contraste para cada una de las sub-unidades de analisis.

En cada tabla de forma horizontal se ubicd la unidad, la sub-unidad a analizar y los momentos
previo y posterior al estudio de la historia de la Trigonometria las ET para cada indicador, como

se muestra a continuacion:

Tabla 7 Herramienta Analitica

CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO MATEMATICO A

Unidad — \
nida ENSENAR [CoMatEns]

Conocimiento sobre la actividad matematica general: Historia de la
Sub-unidad— Trigonometria y las ET [ConAcMatG]

Indicador | PREVIO HM POSTERIOR HM

CtxTriET

ActTri

EvMetET

CamCpTri

InfCultCreF

CulTraET

RiguApx

Conocimiento por Tépico Especifico Matematico [ConTopEsp]

Sub-unidad—

Indicador | PREVIO HM POSTERIOR HM

AtriET

ProtET

RelConcep

MetSolET

RepET

Conocimiento sobre el Curriculo Matematico [ConCuMatDM]

Sub-unidad—

Indicador | PREVIO HM POSTERIOR HM

JustApzETEvMat

PrgETRelCu
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JustMatCuApzET

Unidad—

Sub-unidad—

CONOCIMIENTO DE LAS ESTRATEGIAS Y
REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES DE LAS
MATEMATICAS [CoEstReplnst]

Conocimiento sobre las Representaciones Instruccionales [ConReplnst]

Indicador |
SecMetgET

PREVIO HM POSTERIOR HM

Sub-unidad—

Conocimiento de los materiales curriculares [ConMtrCu]

Indicador |

PREVIO HM POSTERIOR HM

TratETMtrCu

Sub-unidad—

Conocimiento sobre el Curriculo Matematico [ConCuMatDD]

Indicador | PREVIO HM POSTERIOR HM
JustInsEnsET
SecHCuTri
CONOCIMIENTO DE LOS PROCESOS DE APRENDIZAJE
Unidad —

DEL ESTUDIANTE SOBRE EL CONTENIDO
MATEMATICO [CoApzEConMat]

Sub-unidad—

Conocimiento del Proceso Cognitivo del Estudiante en Matematicas
[ConProCogEMat]

Indicador |

PREVIO HM POSTERIOR HM

NcsApzETcaractCogE

Sub-unidad—

Conocimiento de las estrategias curriculares [ConEstInst]

Indicador |

PREVIO HM POSTERIOR HM

EstInsProcApzCamCreCp

El registro vertical de informacion en esta tabla permitid el planteamiento de conclusiones en

términos de los saberes, creencias y concepciones, que los maestros poseen antes y después de

su encuentro explicito con la historia de las ET.
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5. ANALISIS DE DATOS

En este capitulo se presentan los resultados del analisis realizado sobre los datos obtenidos de
los instrumentos implementados en esta investigacion, los cuales, como se mencioné en el
apartado de metodologia fueron organizados, agrupados y gestionados mediante el software
Atlas.ti, teniendo en cuenta las unidades de analisis o la modificacion de estas a partir de

indicadores emergentes.

Para algunos de los indicadores asociados a las unidades de anélisis del CPM se presentan una
o0 dos redes semanticas obtenidas del Software. La primera, corresponde a los elementos previos
— PrevioHM - sobre la Trigonometria y las ET que se pueden identificar en las expresiones
(escritas y orales) de los maestros en formacion avanzada antes de las intervenciones referidas
a la Historia de la Trigonometria y de las ET. En la segunda red se presentan aspectos del
conocimiento de estos maestros, posteriores a tales intervenciones — PosteriorHM — Adicional
aello, se realiz6 un registro de frecuencia porcentual para cada uno de los codigos y sub-cddigos
que permitio plantear algunas hipotesis sobre la modificacion en el CDC de los maestros en

formacion avanzada entre el momento previo y posterior al estudio de la Historia de las ET.

En este sentido, este capitulo se divide en tres apartados referidos a los conocimientos de los
maestros de formacion avanzada sobre las ET y la Trigonometria asociados a las unidades de
analisis: i) conocimiento del contenido matematico a ensefiar (CoMatEns); ii) conocimiento de
las estrategias y representaciones instruccionales de las Matematicas (CoEstReplnst); iii)
conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante sobre el contenido matematico
(CoApzEConMat). Para cada una de las sub-unidades que las conforman, se presenta al final la

matriz de la Herramienta Analitica diligenciada que resume los hallazgos encontrados.

Con el objetivo de orientar al lector en este capitulo, se retoma parte del esquema presentado en

la metodologia que incluye las unidades y sus respectivas sub-unidades:
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‘ Conocimiento Didactico del Contenido [CDC]

Conocun@_to Ll couiemdo Conocimiento de las estrategias v Conocimiento de los procesos de
matematico a ensefiar - . : P 2
representaciones instruccionales de aprendizaje del estudiante sobre
[CoMatEns] las matematicas &l contenido matematico
[CoEstReplnst] [CoApzEConMat]

Sobre la actividad Por topico especifico
matematica general: matemdtico: ideas

_ Historiadela matematicas de las ET Sobre las Sobre el curriculo
Trigonometria y las ET representaciones matemético: pertinencia Del proceso Delas
instruccionales desde la perspectiva cagaitivo del estrategias
didactica/instruccional de estudiants en curriculares
Sobre el curriculo matematico: De los fas ET en el curriculo ——
pertinencia desde la perspectiva materiales
matematicade las ET en el Curriculares
curriculo

Figura 28. Unidades y sub-unidades de analisis

Fuente propia

Al interior de cada uno de los apartados, se presenta una breve descripcion del significado de
los sub-codigos (especificaciones de los indicadores) que componen las redes semanticas y
luego el analisis respectivo. No obstante, para cada unidad de analisis, se relacionan los
elementos que se toman de Pinto (2010) y los hallazgos sobre la historia de la Trigonometria y
las ET.

5.1 UNIDAD: CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO MATEMATICO A ENSENAR
[CoMatEns]

Esta unidad recoge tres (3) sub-unidadess: ConAcMatG, ConTopEsp y ConCuMatDM, las
cuales, aluden al conocimiento matematico que debe poseer un maestro sobre un contenido
especifico; en otras palabras, el nivel de dominio del contenido que se propone a ensefiar. Este
no solo implica conocer matematicamente el objeto, sino incluye conocimientos de la naturaleza
de la actividad matematica, conocimiento de las diferentes posturas o escuelas filosoficas en
relacién a como se crea y se construye el saber matematico, las caracteristicas, representaciones,

ejemplos y relaciones de un concepto matematico especifico con otros conceptos, entre otros.

5.1.1 SUB-UNIDAD ConAcMatG
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Esta sub-unidad, Conocimiento sobre la Actividad Matematica General [ConAcMatG], incluye
conocimientos de la Historia y la Filosofia de las Matematicas, de la construccién del saber
matematico, de la historia de la Trigonometria y las ET, su evolucion, principales problemas y
cambios en las nociones y conceptos. Entonces, responde a siete (7) indicadores: CtxTriET,

AcTri, EVMetET, CamCpTri, InfCultCreF, RiguApx y CultTraET como se muestra en la Figura

29Figura 25:
Componentes del conocimiento del contenido )
Unidad matematico a ensefiar
[CoMatEns]
Conocimiento sobre la actividad matematica |
Sub-unidad general: Historia de la Trigonometria y las ET
[ConAcMatG]
| | _
Contextos Principales TRwaiisfem o . Influencia de ‘Bl tratamienf La busqueda de
- ! Cambios en las 12 ool
U somotstn | | motomitens | | %5205 || concoprionesde | | HEEET WaFH | | rmm
]:IldlcadOI Trigonometria o asociadas ala soplu:u’ma Tri la o creencias cul yio las
las ET Trigonometria algunas ET e filoséficas. civiflzaciongs aproximaciones
[CTrET] [AcTri) [EvMetET] [CamCpTri] MofCultcreF] | |, {CulTraET\ [RiguApx]

Figura 29. Esquema de indicadores de ConActMatG

Fuente propia

Cabe mencionar que, para el indicador Tratamiento de las ET que se dio en las culturas o
civilizaciones no se cuenta con informacién que permita hacer el respectivo analisis. Esto
obedece al hecho de que los maestros en formacion avanzada no reconocen de forma explicita
cuando una expresion corresponde a una ET y por tanto no realizaron afirmaciones que permitan
evidenciar el tratamiento de estas en diferentes culturas, es por ello que se ubic6 una equis (X)

sobre el esquema.

5.1.1.1 Contextos donde se desarrolld la Trigonometria o las ET [CIXTriET]

La siguiente tabla presenta una breve descripcién de los sub-codigos que permiten caracterizar
este indicador:

Tabla 8. Descripcion de sub-cédigos asociados a contextos de la Trigonometria y las ET [CtXTriET]

SUB-CODIGO DESCRIPCION
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CtxTriET-Arq
CtxTriET-Astr
CtxTriET-Cart
CtXTriET-Fis
CtXTriET-H
CtxTriET-Mat
CtxTriET-Nav

CtxTriET-NoConoc

Cada sub-cddigo hace referencia a los contextos que los maestros en
formacion avanzada reconocen como escenarios donde se desarrolld
la Trigonometria y las ET, por ejemplo, la Arquitectura (Arq), la
Astronomia (Astr), la Cartografia (Cart), la Fisica (Fis), la Historia
(H), la Matematica (Mat) y la navegacion (Nav).

Este sub-cddigo se refiere a las intervenciones o afirmaciones hechas
por los maestros en formacion avanzada sobre el desconocimiento de

contextos particulares donde se desarroll6 la Trigonometria y las ET.

A continuacion, se presenta las redes semanticas, la tabla de frecuencias y el anélisis

correspondiente:
Dm Dm:z D%n Dsz:a D‘“ DM Dm Dm
— zaoh|== 22 162 n LS . , ‘
D ‘D .‘ D ‘ D \ ,/ D 395 D 36 D s
“ i \ Ii ’-"," y P ‘,
\ )." } /‘/‘ D 524 D 27
A 17
I "D 44 D 5111
“ _ Azocwacjo con ” = -
D o D o Asociado c's"‘\q,‘ l Asociado c;w -_ D 102 D h
LY “*” - D 283 D 34:6]
161 L rcaind o e e m (S5 COTIET | <o oo con e em > {5 Fis i
D D ‘ *- wm w As0Ciado con "v ‘ ‘~~. . D -
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¥
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Figura 30. Red semantica PrevioHM — CtxTriET

Fuente propia
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Los fragmentos de informacidn recolectados y codificados corresponden a las preguntas 4 y 5
del cuestionario aplicado a los maestros en formacion avanzada. Con estas se indagd por los

contextos o usos en los que ellos consideran tienen sentido las ET y la Trigonometria.

4. Enuncia contextos o usos donde dar solucidn a las Ecuaciones Trigonométricas tenga sigmficado.

5. iCuiles de las sigmentes opciones, consideras que te penmitirian identificar contextos asociados a las
Ecuaciones Trigonométricas?

Matematicas puras Navegacion
Astronomia Fisica
Historia de las Matematicas Otro
Cartografia Cual?

Figura 31. Preguntas 4 y 5 del cuestionario aplicado a los maestros en formacion avanzada

Fuente propia

Al respecto se evidencia que:

I. La Fisica y la Astronomia son los contextos sefialados con mayor frecuencia. Esto
obedece a que en dichos contextos los maestros encuentran elementos relacionados con

el célculo de longitudes y de angulos. Evidencia de ello son los siguientes fragmentos:
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Los maestros reconocen que en la HM es posible encontrar contextos que dan sentido al

uso de ET:

62 P\)“'k'\ 290 C1pV A ‘Z_’A zc,",Q) ‘k(,cbg,ﬂ. ot (RS / Qidﬂ wpde 121
foncones,  €n )2 Wyt Othn fcspm()f\‘ 2 71\‘-7)u" plonlewv |

Aunqgue los maestros reconocen la existencia de contextos en los cuales la solucion de

las ET tiene sentido, desconocen situaciones especificas en ellos:
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Estas dos evidencias cobraron importancia para esta investigacion en tanto se considerd

que el trabajo posterior a las intervenciones histéricas podria aportar a profundizar en

tales ideas.

Uno de los contextos que mayor predomina en las respuestas es el matematico, esto tal

vez obedece a la formacion especifica de los participantes de esta investigacion.
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V. Finalmente, tres maestros en formacidén avanzada afirman no conocer contextos
especificos para las ET:
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La siguiente red semantica es el resultado de la codificacion de las afirmaciones hechas por los

maestros en formacién avanzada en relacion a los contextos, esto luego de un acercamiento a la
Historia de la Trigonometriay las ET:
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Figura 32. Red semantica PosteriorHM — CtxTriET
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Fuente propia

De la red seméantica se entrevé que la HM les permitié a los maestros en formacion avanzada
enriquecer su conocimiento en relacion con situaciones particulares en las cuales se hace uso de
la Trigonometria y las ET. Lo anterior, se puede evidenciar en las siguientes transcripciones de

las afirmaciones hechas por los maestros (obtenidas de las grabaciones de video):
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Fragmento 111:1 La tabla de acordes de Ptolomeo en ese sentido el contexto donde surgid el
procedimiento [refiriéndose al trabajo de Ptolomeao]... lo ubicamos como un hito histérico en el
segundo siglo después de Cristo y aparte decimos que el surgimiento de la tabla se debié al
célculo de longitudes entre astros con el fin de explicar fendmenos astronémicos como el
movimiento del Sol, la Luna y otros planetas

Fragmento 111:2 [Haciendo alusion al documento de Montiel]... hacen referencia como a unos
antecedentes que habian de Ptolomeo donde estaba Hiparco y lo que buscaban era como
encontrar distancias entre los astros, pero como que €l asumia la incidencia de los rayos del Sol
digamos en la Luna y empezaba a mirar la distancia que habia entre estos y de alguna manera
tenia una relacion que habia en el &ngulo.

Fragmento 111:22 [En relacion al documento sobre Omar Jayyam] Omar Jayyam gue es un
poeta matematico...si el contexto en el que se va a mover este método hace referencia justamente
a que dentro de su obra fundamental esta un Algebra que estaba constituida por 25 ecuaciones
gue eran o de grado 3 o de grado menor, de esas 25 ecuaciones ,14 no se podian resolver a
partir de la geometria euclidiana si y dentro de esas 14 ecuaciones esté la ecuacion de la que
se va a referir el método, él enuncia esa ecuacién como el cubo de la cosa més la cosa igual al
cuadrado de la cosa mas un nimero, entonces a partir de esa ecuacién es que va a girar todo
lo que se ha hecho de aqui para alld, ;jqué pasa con la expresion trigonométrica? ... [Continda
con la explicacion del método mediante la construccion geométrica que hace el autor]

Fragmento 58:15 Hay una parte de Her6n de Alejandria que habla de los pronésticos de las
funciones trigonométricas entonces por eso lo catalogué acé [sefialando a ubicacion de los hitos
que se trataron en la sesion 1]. El hizo uso de ciertas reglas expresadas en formulas para
encontrar el area de poligonos regulares dando en cada caso el producto del cuadrado de un
lado a un cierto numero y estas reglas permiten hacer un cierto pronéstico de las funciones
trigonométricas.

Fragmento 87:7 La relacion de la Trigonometria con la Astronomia, se dio en torno a la
realizacion de calendarios, el calculo del tiempo, y en la navegacion.

No obstante, al realizar un comparativo entre los fragmentos codificados en cada una de las

redes semanticas se obtuvo la siguiente tabla de frecuencias:
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Figura 33. Frecuencia porcentual y grafica de CtXTriET

Fuente propia

Como se observa en la tabla, predominan la Astronomia y las Matematicas como &mbitos donde
existen contextos para la Trigonometria y las ET. Esto posiblemente se debe a que, en el
recorrido historico estudiado, las ET surgen como respuesta en la mayor parte de los casos a
situaciones asociadas con el calculo de longitudes astrondmicas o problemas de tipo matematico
como solucidn de ecuaciones algebraicas. Ademas, después de la intervencion desaparecieron
afirmaciones en las cuales los maestros en formacion avanzada no reconocian contextos; la
frecuencia de aparicion del contexto de navegacion se mantiene, esto porque muchas situaciones

en este ambito estan directamente relacionadas con la Astronomia.

5.1.1.2 Actividades asociadas a la Trigonometria [AcTri]

La siguiente tabla presenta una breve descripcion de los sub-codigos que permiten caracterizar

este indicador:

Tabla 9. Descripcion de sub-codigos referidos a actividades asociadas a la Trigonometria [ActTri]

SUB-CODIGO DESCRIPCION

AcTri-Med-Ang Estos sub-codigos describen algunas actividades Matematicas

AcTri-Med-Long asociadas al desarrollo historico de la Trigonometria tales como:
AcTri-Tab medicion de angulos (Med-Ang), medicién de longitudes (Med-

Long), construccién de tablas (Tab) y construcciones asociadas

AcTri-Cons .
a la Geometria (Cons).

Las redes semanticas, la tabla de frecuencias y el analisis respectivo para este indicador se

presenta a continuacion:
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Figura 34. Red semantica PrevioHM- ActTri

Fuente propia

La informacion para el andlisis de este indicador se obtuvo de las respuestas dadas por los
maestros en formacion avanzada a la pregunta cuatro (4)*® del cuestionario. Aunque esta
pregunta indagaba por contextos, se evidencid que los maestros reportaron ideas de actividades
Matematicas asociadas a la Trigonometria. Asi, se reconoce que las principales actividades estan
relacionadas con la medicion de angulos o longitudes y construcciones geométricas. Como

ejemplo de lo anterior se muestran dos de los fragmentos codificados:

= 'é de4ﬁm1MC‘idﬂ de Ance Iy ~ /.9#\(;7{49/0‘1] dc
clements de fo resliohd.

33 La pregunta corresponde a: Enuncia contextos o usos donde dar solucién a las Ecuaciones Trigonométricas tenga
significado.
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No obstante, son pocos los maestros en formacion avanzada que reportan el conocimiento de
algun tipo de actividad. Esto se relaciona con el hecho de no reconocer con claridad situaciones

en los contextos como se menciond anteriormente, lo que no les permite asociar actividades

Matematicas especificas.

La siguiente red semantica es el resultado de la codificacion de las afirmaciones hechas por los

maestros en formacién avanzada en relacion a las actividades Matematicas asociadas a la

Trigonometria luego de un acercamiento a la HM:
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Fuente propia

La codificacion de las afirmaciones de los maestros en formacion avanzada permitid la

generacion de un nuevo codigo emergente alusivo a la creacion de tablas como una actividad
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asociada a la Trigonometria, esto de acuerdo a lo que se registra en los documentos estudiados

para las intervenciones de clase y como se muestra en los siguientes fragmentos:

Fragmento 87:4 Los babilonios poseian métodos que se acercan bastante a la semejanza de
triangulos, a la aproximacién de medidas de angulos y lados de los tridangulos rectangulos, lo
cual se vio reflejado en la tabla Plimpton con algunos triplos pitagoricos que al parecer
surgieron al solucionar problemas con el teorema de Pitagoras.

Fragmento 81:6 [En relacion a Ptolomeo] Los conocimientos de este astronomo y matematico
dieron origen al astrolabio e inclusive a los relojes de sol, ademés construyd las primeras tablas
trigonométricas, en las que aparecia las razones trigonométricas de angulos sexagesimales,
todo ello basado en el libro viii de Euclides.

Fragmento 58:12 (...) El libro de Astronomia del Almagesto, en el cual, se encontraba una
tabla de cuerdas... y mostraban ejemplos de como utilizar esa tabla para calcular los elementos
desconocidos en un triangulo a partir de los conocidos (...)
De la red semantica se puede visualizar que: i) la actividad con mayor frecuencia es la medicién
de longitudes, seguida por la medicién de angulos y elaboracidn de tablas; y ii) las actividades
que habian sido reportadas en el estudio previo a la Historia de la Trigonometria y las ET
prevalecen; sin embargo, las afirmaciones de los maestros presentan mayor especificidad,
claridad e integran mas elementos historicos y conceptuales a su discurso, como lo muestran los

siguientes fragmentos clasificados por sub-codigos:

Referidos a la medicion de longitudes (MedLong):

Fragmento 87:7 (...) siguiendo con este recorrido [Luego de escribir otros elementos que
considera importantes para el desarrollo de la Trigonometria] se nota a Aristarco de Samos,
quien dio un paso importante en el desarrollo de la Trigonometria, puesto que encontrd las
distancias de la Tierra al Sol y la Luna, y también los diametros de estos cuerpos.

Fragmento 58:16 (..) Y el otro [haciendo referencia a un asunto o hito historico
Trigonométrico] fue el de la medida de la altura de una piramide, que fue el de Tales, mide la
altura de una piramide a través de su sombra, es una precision en el calculo de la altura y dice
gue la sombra proyectada por la piramide forma dos triangulos y la proporcion de las sombras
era igual a la altura de la piramide (...)

Referidos a la medicion de angulos (MedAng):

Fragmento 86:04 Teniendo en cuenta el hecho de que la Trigonometria ha sido usada en
diversas épocas y culturas se hace indispensable mencionar qué hitos han enmarcado su origen.
En Egipto la medicién de angulos en piramides, en Babilonia la medicion angular, aungue sin
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evidencia directa, dando indicios de lo que entendemos actualmente por Trigonometria. [La
redaccion de fragmento fue modificada, procurando no afectar la idea que queria presentar el
maestro en formacion avanzada]

Fragmento 81:1 Sin duda la medicion de los angulos ha representado un gran hito alrededor
de la historia de la Trigonometria.

Referido a construcciones geométricas (Cons):

Fragmento 58:31 (...) Y partimos de los egipcios, [El maestro en formacién avanzada pregunta
y responde] ahi ¢cudl era la necesidad?: La construccién de las pirdmides y ¢qué permitio
responder a esa necesidad? el manejo de triangulos (...)

Relacionado con la construccion de tablas (Tab):

Fragmento 111: 3 Las tablas de cuerdas elaboradas por Ptolomeo son equivalentes a una tabla
de seno, en el documento entregado por los compafieros [haciendo alusion al documento
histérico que le correspondid analizar] se puede observar cémo se halla la similitud entre estos
dos tipos de Tablas.

Por ultimo, al realizar un comparativo entre los fragmentos codificados en cada una de las redes

semanticas se obtuvo la siguiente tabla de frecuencias:
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Figura 36. Frecuencia porcentual y gréfica de ActTri

Fuente propia

Aunque el registro de frecuencias muestra que en el estudio posterior a la Historia de la
Trigonometriay las ET el porcentaje de participaciones de los maestros en formacion disminuye
para dos sub-codigos frente a lo reportado para el estudio previo, es importante resaltar que en

ambos momentos el nimero de fragmentos codificados es diferente. Teniendo en cuenta esta
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aclaracion, en la tabla de frecuencias es evidente el aumento de participaciones por parte de los
maestros en formacion; la informacion recolectada muestra un discurso acompafiado por
mejores argumentos y conocimiento de las actividades especificas que enmarcan el desarrollo
historico de la Trigonometria. La aparicion de una nueva actividad es muestra del aporte de la
HM al CPM.

5.1.1.3 Evolucidn en los métodos para dar solucion a algunas ET [EVMetET]
Este indicador permitié describir si los maestros en formacion avanzada luego de realizar un

estudio historico sobre los métodos de solucién a las ET reconocen alguna evolucion en las

estrategias y procedimientos usados, por lo cual no se cuenta con la red semantica previa.

1
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Figura 37 Red seméntica PosteriorHM — EVMetET

Fuente propia

Aunque las intervenciones son pocas, las discusiones muestran las reflexiones hechas por los
maestros en formacion avanzada en relacion con la evolucion de los métodos de solucion de las
ET, los cuales, estdn mediados por el contexto, los elementos matematicos con los que se
contaba en esa época y los diferentes aspectos historicos estudiados en la intervencion a partir
de las fuentes documentales historicas. Estas discusiones se ven permeadas por las concepciones

de los maestros sobre ET, como se muestra en el siguiente fragmento:

Fragmento 109:7 (...) [el maestro en formacion avanzada A pasa al tablero] si estoy hablandoles
a ustedes y digo f(x) = i , YO estoy construyendo esta funcion, yo no sé cuales son los valores
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gue toma pero yo le puedo dar valores a esto [sefiala x de la expresion escrita en el tablero] hasta
que me dé, pero esto no es una ecuacion y no es Trigonometria, si yo estoy construyendo sin1°,
no sé que esté asociada al circulo unitario, pues no estoy haciendo un procedimiento que
requiera pasos estructurados para encontrar el valor, sino que es encontrar cuanto vale esa
funciény ya.

[Interviene el maestro en formacion avanzada B en relacion con lo que menciond A] pero creo
gue a eso va lo que ella habla [refiriéendose a una intervencién hecha por uno de los
investigadores] , es que ahorita lo vemos asi y ahorita se puede hacer facilmente porque tenemos
un trabajo anterior [refiriéndose al valor de senl°® a través de calculadoras], pero lo que ella nos
decia eray ¢cuéndo no se tenia todo ese trabajo y lo que queria era hallarse el sin1° para ser
exacto?, ahi si era una ET porgue no tenian ninguno de los elementos que tenemos
ahorita.(...)

5.1.1.4 Cambios en las concepciones de la Trigonometria [CamCpTri]

Posterior al estudio de la Historia de la Trigonometria (intervencion 1) se determinaron algunas
concepciones de los maestros en formacion avanzada asociadas a la categorizacién inicial que
se muestra en la intervencién 1 (Anexo 7). A partir de esto se pretende reconocer en los
argumentos de los maestros elementos asociados a los hitos histéricos que marcaron un cambio
de concepcion en el desarrollo de la Trigonometria. Por tanto, no se presenta la red semantica
previa que brinde informacion sobre este asunto. A continuacion, se describe los sub-codigos

de este indicador.

Tabla 10. Descripcién de sub-cédigos asociados a cambios en las concepciones de la Trigonometria
[CamCpTri]

SUB-CODIGO DESCRIPCION
CamCpTri-HerrCult Estos sub-codigos se refieren a los cambios de concepcién de
CamCpTri-CienAnalt la Trigonometria que se identifican en las intervenciones
CamCpTri-DiscProp hechas por los maestros en formacion avanzada. La

Trigonometria vista como: una herramienta cultural para el

) ) calculo de longitudes (HerrCult), como ciencia analitica
CamCpTri-HerrOtraCien ) ) ) )

(CienAnalt), como un discurso propio (DiscProp) y como

herramienta para otras ciencias (HerrOtraCien).
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En la siguiente red semantica se presenta la organizacién de los fragmentos codificados que
hacen alusion a este indicador acomparfiada del registro estadistico y el analisis respectivo:
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CamCpTri POSTERIOR HM
Sub-Cédigo fi %
HerrCult 14 25,0
CienAnalt 13 23,2
DiscProp 21 37,5
HerrOtraCien 8 14,3
Total 56 100,0

Figura 39. Frecuencia porcentual y grafica de CamCpTri

Fuente propia

Se evidencia que para este indicador los maestros en formacion avanzada reconocen en la HM
distintos momentos en los que se dio un cambio de concepcion de la Trigonometria. Estos,

fueron clasificados previamente por los investigadores en los cuatro sub-cddigos que se
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muestran en la Tabla 10. Cabe mencionar que, en la primera intervencién surgié una clasificacion
de cambios de concepcion de la Trigonometria de acuerdo a la organizacion propuesta por los
maestros en formacion avanzada a los hechos que cada uno identificé en los documentos
estudiados, lo cual, se corresponde en gran parte con la clasificacion previa hecha por los
investigadores. De los datos presentados en la red semantica se puede concluir para cada una

las concepciones lo siguiente:

i) Herramienta para otra ciencia: Se refiere al papel practico o util que tiene la Trigonometria,
pero no en si misma, sino como medio por el cual otras ciencias logran avances, como se muestra

en los siguientes fragmentos:

Fragmento 81:10 (...) por ultimo el trabajo de los triangulos esféricos similares a los
trabajados por Euclides en el plano, constituidos por Menelao en Spherics constituye uno de los
hitos en la historia de la Trigonometria en la demostracién de teoremas sobre triangulos
esféricos y sus aportes a la Astronomia.

Fragmento 58:2 (...) las personas que estaban estudiando Trigonometria como Ptolomeo
intentaban encontrar una aplicabilidad a la Astronomia y hacia la navegacion, entonces
digamos, los grados los dividian porque habia una serie de constelaciones y realizaban una
correspondencia entre el zodiaco y muchas creencias astronomicas a la Trigonometria y eso lo
aplicaron también como forma de navegacion entonces habia una frase que yo encontré que
decia que la construccion de mapas celestes proporcioné la base técnica para las grandes
navegaciones, mas delante servian para estimular ulteriores descubrimientos de nuevos
recursos matematicos (...)

ii) Ciencia analitica: en los fragmentos referidos a esta concepcion los maestros en formacion
avanzada caracterizan asuntos relacionados con el uso de simbolismos, formulas, teoremas e

identidades en la Trigonometria, tal como se evidencia en:

Fragmento 111:29 (...) Ciencia analitica, porque ya es una Trigonometria de formulas y
teoremas (...)

Fragmento 87:11 (...) En la evolucion de la Trigonometria no se puede dejar de lado a los
arabes, quienes a partir del siglo VIII continGan los trabajos de las civilizaciones griegas e
india, adoptando el concepto de la funcién seno; tuvieron avances significativos en tanto que en
el siglo X completaron la funcion seno y las otras cinco razones trigonométricas (...)

Fragmento 82: 4 Hiparco por su parte estaba involucrado en la solucidn gréafica de triangulos
esféricos y las formulas para las formulas de suma y resta de angulos de seno y coseno junto
con esto se piensa que el triangulo de Hiparco se inscribe en un circulo y el junto con Tolomeo
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conocian la relacidn que se expresa con la ecuacion sin2 A + cos 2A = i. Es por esto que (Smith,
sf) afirma que la ciencia de la Trigonometria comienza con Hiparco.

iii) Disciplina propia: el énfasis esta en reconocer la Trigonometria como un escenario que
posee un discurso propio y que a diferencia de las concepciones anteriores busca la evolucion
de si misma, con objetos de estudio propios y problemas que se resuelven dentro de sus

dominios. Al respecto, los maestros en formacion avanzada manifiestan que:

Fragmento 58:14 (..) Yo lei del texto de Smith, entonces marqué tres, [hitos de la
Trigonometria, solo se reporta uno de los hitos que resalto el maestro en formacion avanzada]
que es i) el trabajo de Hiparco pues porque, es como el inicio a la Trigonometria, ya que antes
se hablaba de medicion de angulos y aqui ya hablan digamos de un enfoque méas de la
Trigonometria, [Esto refiere a que concibe la Trigonometria como una disciplina propia] en los
trabajos de Hiparco se hace referencia a la solucion grafica de triangulos esféricos, el calculo
de algunos angulos y también se le atribuyen las formulas de seno y coseno de la sumay la
diferencia de dngulos (...)

Fragmento 58:5 (...) pues la primera obra en la que la Trigonometria plana aparece como
ciencia entonces lo ubico aqui en la parte relacionada con escritos (...)

Fragmento 58:33 (...) es que podria ser enfocado hacia dos partes, porque no estamos
hablando de que sea una ciencia como tal formal, pero si ahi surgieron algunos escritos que la
presentaron como una ciencia.

iv) Herramienta cultural para el calculo de longitudes: en esta concepcion se recopilan las ideas
de los maestros en formacion avanzada referidas al uso de la Trigonometria para el célculo de
longitudes medibles y no medibles (estimacion) en diferentes escenarios culturales, es decir, la
Trigonometria brinda los elementos para dar solucién a problemas asociados con la medicién
de distancias astrondmicas, calculo de longitudes de diametros, entre otros, como se evidencia

en:

Fragmento 86:2 La relacion de la Trigonometria con la Astronomia, se dio en torno a la
realizacion de calendarios, el calculo del tiempo, y en la navegacion. Siguiendo con este
recorrido se nota a Aristarco de Samos, quien dio un paso importante en el desarrollo de la
Trigonometria, puesto que encontrd las distancias de la tierra al sol y la luna, y también los
diametros de estos cuerpos.

Fragmento 111:10 (...) El hito yo lo ubiqué como cdlculo de longitudes puesto que no adquiere
todavia el rigor de disciplina (...)
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5.1.1.5 Influencia de los intereses culturales y creencias filoséficas para mejorar calculos y

procedimientos trigonométricos [InfCultCreF]

En esta red semantica se pretende mostrar las percepciones de los maestros en formacion
avanzada acerca de como la cultura y las creencias filoséficas se relacionan e influyen sobre la
Trigonometria y las ET. Estas percepciones se dan a partir del estudio de la HM en relacion con
el tema. Dado que la mayoria de los maestros reportaron no haber tomado seminarios de HM y

en particular el estudio de las ET ha sido abordado desde una perspectiva cultural, no se cuenta
con la primera red seméntica.
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Figura 40. Red semantica PosteriorHM — InfCultCreF

Fuente propia

La revision de los datos asociados a este indicador muestran que los maestros en formacion
avanzada reconocen: i) algunas actividades culturales que son fundamentales para promover la
generacion de nuevos y mejores desarrollos en torno a la Trigonometria y las ET (actividades
econdmicas, predicciones sobre los astros, construcciones arquitecténicas, entre otros) y ii)
desarrollos desde las Matematicas mismas, en los cuales el rigor y la exactitud son aspectos
fundamentales para promover avances en el campo.
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Para ejemplificar estas afirmaciones se presentan los siguientes fragmentos:

Fragmento 83:5 (...) Los egipcios se aproximaron bastante al concepto de area circular, con
su sistema de division de angulos denominado en su época como decagono, cuyo uso principal
era determinar las horas de la noche y las estaciones del afio (...)

Fragmento 85:2 (...) La observacién y curiosidad por las fases de la Luna, las salidas y puestas
del Sol, las constelaciones, los eclipses y algunos fenémenos celestes fueron esenciales en la
Construccion de cdlculos astronomicos (...).

Fragmento 87:1 En este escrito se notan los hitos mas importantes que influyeron en el
desarrollo de la Trigonometria, los cuales se toman del documento de Smith; asi se comienza
sefialando que en Babilonia se usaba para realizar medidas en la agricultura y en Egipto se
utilizé para la construccion de piramides (...)

Fragmento 111:26 (...) El contexto donde surgio este procedimiento es siglo XVI, algo
caracteristico que me llamé la atencion es que Viéte no era un matematico profesional, sino que
era un abogado y solamente en sus tiempos libres era que €l se dedicaba como pasatiempo a
realizar (...) Matemdaticas y su solucion no respondia a una necesidad como tal si no a algo
matematico (...)

Fragmento 109:14 Maestro en formacion A: (...) Bueno esa pregunta me hizo pensar en lo que
nos hablaba el profesor y lo que dijo mi compafiero porque ahi lo que generé el método fue la
necesidad para la ensefianza de los militares lo que hace ese sefior Chauvenet es proponer
algo préctico: si usted tiene que hallar estas cosas [solucion de una ET] utilice esta férmula, si
usted quiere tal cosa utilice esta otra formula y eso es lo que él hace.

Yo me imagino que si hubiese sido un matematico [suponiendo otros escenarios donde pudieron
haber surgido las ET], las intenciones serian diferentes, como en el procedimiento que yo expuse
[método para la solucion de senl°] ahi como podriamos hacer para ser mas exactos para
aproximarnos vamos buscando otras identidades (...)

Maestro en formacion B: Pareciese que las otras [en relacion a los procesos expuestos por los
compafieros] también son de necesidades, pero necesidades mas Matemaéticas no tanto de
contexto (...) [trabajo de Chauvenet]

5.1.1.6 Labusqueda de la rigurosidad en la precision de las aproximaciones [RiguApx]

Este indicador surge a partir de la revision de los elementos que componen los distintos métodos
de solucion a las ET. Asi, se indag6 por el papel que tiene la rigurosidad y la aproximacion en
dichos métodos y en general en las actividades propias de la Trigonometria; razon por la cual,
no se cuenta con una red previa puesto que solo después del acercamiento a la Historia de la

Trigonometria y las ET es posible identificar esto.
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Figura 41. Red semantica PosteriorHM — RiguApx
Fuente propia

En los argumentos de los maestros en formacién avanzada se reconocen las intenciones por las
cuales se dio origen a las soluciones de ET. Entre ellas, se destaca el rigor y la aproximacion,
ya sea para elaborar tablas o hacer calculos especificos. Ademas, la linea de hechos historicos
abordada no solo les permite a los maestros hablar de la continuidad de los trabajos
trigonométricos realizados por varios personajes o culturas, sino también de la necesidad que
histéricamente se dio por mejorarlos; en otras palabras, por alcanzar una mayor exactitud en los

resultados. A continuacion, se muestran fragmentos que hacen alusion a este hecho:

Fragmento 81:7 A partir de las tablas de Ptolomeo se realiza el Aryabhatiya de Aryabhata
guien a partir de su Surya Siddhanta genera una tabla de cuerdas- medias, remplazando de esta
forma las antiguas tablas griegas.

Fragmento 111:16 (...) pues hablaban de otros aportes que habia hecho al Kashi (...) él queria
conocer la longitud de una circunferencia, entonces decia la circunferencia de un circulo debe
ser expresada en funcion del didmetro con una precision tal que el error sobre la longitud de
la circunferencia de un circulo cuyo diametro sea igual a 600000 veces el de la Tierra no
sobrepase el espesor de un cabello, es decir que la fiabilidad de los calculos que él tenga no
sobrepase el espesor de un cabello.

Fragmento 111:17 [Haciendo referencia a Alkashi] ...Hace también parte de los arabes y se
basa en la Astronomia, lo que ellos querian era hallar también el Senl° entonces lo que
hablaban ahorita, ellos ya tenian las tablas de Ptolomeo y de Abul- Wefa (...) si, pero entonces
ellos querian hacerla mas exacta, mas exacta (...)
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El conocimiento de los maestros en formacion avanzada en relacién con la actividad matematica

general se puede resumir en la siguiente matriz:

Tabla 11. Herramienta Analitica de la sub-unidad ConAcMatG

Unidad —

CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO MATEMATICO A
ENSENAR [CoMatEns]

Sub-unidad—

Conocimiento sobre la actividad matematica general: Historia de la
Trigonometriay las ET [ConAcMatG]

El estudio histérico realizado amplia el conocimiento del maestro en
formacion avanzada en relacion con: i) la identificacion de ciertas
actividades Matematicas y culturales que aportan al desarrollo y avance de
la Trigonometria y las ET; ii) el reconocimiento de ambitos y posibles
contextos donde la actividad trigonométrica tiene sentido; iii) la
identificacion de ciertos hitos en el desarrollo de la Trigonometria y
cambios de concepciones en los mismos; iv) la evolucion de algunos
métodos de solucion de ET y v) la influencia de la rigurosidad, precision y
aproximacion en los avances que tuvo cada cultura en el campo de la
Trigonometria y en particular en el surgimiento de las ET.

Indicador |

PREVIO HM

POSTERIOR HM

Los maestros, aungue aluden a
diferentes contextos no profundizan
o desconocen hechos concretos que

Las afirmaciones realizadas por
los maestros en formacion
avanzada se ven acompariadas por

CitXTriET les contribuya a nutrir su discurso | justificaciones que desde la
sobre escenarios donde la | historia describen situaciones un
Trigonometria y las ET tienen | poco mas especificas de contextos
sentido. de la Trigonometria y las ET.

.. . Ademéds de las actividades
Las actividades asociadas a la
. . reportadas por los maestros en el
Trigonometria que reconocen los ) .
, momento previo, el estudio de la
] maestros son: calculos de . .,
ActTri . i HM les permite hacer alusion a la
longitudes, construcciones .
) , .., construccion de tablas como otra
asociadas a la Geometria y medicion . .
, actividad asociada al desarrollo
de angulos. . .
de la Trigonometria.
. ., Los maestros reconocen una
No se cuenta con informacién para ., )
describir el conocimiento previo en evolucion —en  los — diferentes
EvMetET P métodos de solucion a las ET, los

relacién a este indicador en tanto que
es un elemento que surge luego del

cuales, estan influenciados por los
contextos de cada momento
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estudio historico sobre la

Trigonometria y las ET.

historico, las herramientas
Matematicas disponibles y las
intenciones culturales 0
Matematicas propias de una
época.

No se cuenta con informacion para
describir el conocimiento previo en
relacién a este indicador en tanto que

La historia de la Trigonometria y

las ET permiten al maestro
identificar cuatro hitos que
evidencian el cambio de

concepcién de la Trigonometria,
lo cual, contribuye a que realicen
una caracterizacion de los

CamCpTri e
es un elemento que surge luego del | elementos especificos (p. e,
estudio  histérico  sobre  la| objetos de estudio, necesidades e
Trigonometria 'y las ET. intenciones culturales 0
Matematicas, procesos y
actividades Matematicas, fines y
usos, entre otros) de cada uno de
estos.
El estudio de la historia de la
Trigonometriay las ET permiti6 a
. ., los maestros en formacion
No se cuenta con informacion para .
- . . avanzada reconocer: )
describir el conocimiento previo en . .
- - necesidades e interés culturales
relacion a este indicador en tanto que .
InfCultCreF que promovieron nuevos
es un elemento que surge luego del . .
. o desarrollos en la Trigonometria; y
estudio  historico  sobre la| ... . . :
. . i) situaciones relacionadas con la
Trigonometria y las ET. . .
exactitud 'y el rigor que
influenciaron el avance en las
mismas Matematicas.
No se cuenta con informacion para describir el conocimiento previo y
CulTragT . . -
posterior en relacion a este indicador.
Los maestros en formacion
No se cuenta con informacion para | avanzada identificaron: i) la
describir el conocimiento previo en | rigurosidad y la aproximacion
. relacion a este indicador en tanto que | como elementos fundamentales
RiguApx

es un elemento que surge luego del
estudio  historico  sobre la
Trigonometria y las ET.

en la construccién de tablas y
calculos trigonométricos; ii) la
intencion de las culturas o
personajes  por dejar un
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precedente del significado y valor
que tienen estos elementos; vy iii)
la evolucion de la idea de rigor en
los diferentes momentos de
historia de las ET.

5.1.2 SUB-UNIDAD: ConTopEsp

Esta sub-unidad de analisis, Conocimiento por Tépico Especifico Matematico [ConTopEsp],
corresponde al conocimiento de las ET desde la perspectiva matemaética; es decir, el
conocimiento de las caracteristicas, prototipos, representaciones, ejemplos estandar, métodos de
solucion de las ET, entre otros. Lo anterior, se agrupa en cinco (5) indicadores pre-establecidos

a saber: AtrET, ProtET, RelConcp, MetSolET y RepET como se muestra en la Figura 42:

Componentes del conocimiento del
contenido matematico a ensefiar

Unidad [CoMatEns]

Conocimiento por topico especifico

: matematico: Ideas matematicas de las ET
Sub-unidad
[ConTopEsp]
. Atributos de las ET . IHEETE
las. Rel de lasET : ) senta
Indicador (p-e. defniién, Ejemplos de o ohos condapto Mitodosy [t
Eg;,s $ EI“{ las profotipes de ET matematicos dadas sus e.vitai_::ey:a; ;F:r tablas de valores
cara ETS, el:; e [ProtET] relaciones matematicas scfil\];:g:ﬂET] algebraica o grafica)
[RelConcp] [RepET]

[AtET]

Figura 42. Esquema de indicadores de ConTopEsp
Fuente propia

5.1.2.1 Atributos de las ET (AtrET)

Este indicador agrupa tres (3) sub-cddigos que se refieren a atributos especificos de las ET:
caracteristicas [C], Definiciones [D] y Tipos [T], los cuales, a su vez presentan algunas

extensiones como se muestra en la siguiente tabla:
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Tabla 12. Descripcion de sub-codigos asociados a atributos de las ET [AtrET]

SUB-CODIGO

DESCRIPCION

AtrET-C-Perio
AtrET-C-Proc
AtrET-C- Alge
AtrET-C- USol
AtrET-C- InfiSol
AtrET-C- ExSol
AtrET-C- Nold
AtrET-C- Id
AtrET-C- Hallx
AtrET-C- HallAng

AtrET-C- ExpTri

AtrET-T-Trix=V
AtrET-T-ComTri

AtrET-D-lg
AtrET-D-NoV

AtrET-D-NoJust

Estos sub-cddigos se refieren a elementos que los maestros en
formacion avanzada identifican como caracteristicas (C) de las
ET, entre las que se puede mencionar: la periodicidad (Perio), uso
de procedimientos algebraicos para solucionarlas (Proc), el
numero de soluciones de la ET (Unica solucion (Usol) o infinitas
soluciones (InfiSol)), la existencia de la solucion (ExSol), la
correspondencia con las identidades trigonomeétricas (igual a una
identidad (Id) o una ET es diferente a una identidad (Nold)), la
naturaleza de la incégnita (un angulo (HallAng) o un valor
numeérico asociado a una longitud (Hallx)) y la necesidad de que
la ET esté conformada por funciones o expresiones

trigonométricas (ExpTri).

Estos sub-cddigos se refieren a los tipos (T) de representaciones
simbdlicas que los maestros en formacion avanzada reconocen
como ET; es decir, una ET es una expresion que: establece una
igualdad entre una funcion trigonométrica y un valor (Trix=V) o

combina funciones trigonométricas (ComTri).

Estos sub-codigos se refieren a las definiciones (D) dadas por los
maestros en formacion avanzada sobre las ET. En el primer caso,
la terminacion Ig hace referencia a que la expresion debe ser una
igualdad, mientras que en el segundo la terminacion NoV se
refiere a una igualdad entre una expresion trigonométrica y un

valor desconocido x.

Este sub-codigo hace alusion a que el maestro en formacion
avanzada identifica cuando una ecuacién es 0 no trigonométrica

pero no cuenta con justificacion alguna para su argumentacion.
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A continuacién, se presenta las redes semaénticas, la tabla de frecuencias y el anélisis

correspondiente:
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Figura 43. Red semantica PrevioHM — AtrET
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Fuente propia

De la red semantica referida al indicador de atributos de las ET, se puede evidenciar que gran
parte de los maestros en formacion avanzada caracterizan una ET como una ecuacion que
relaciona una o varias funciones trigonométricas para una misma incognita igualada a un
namero real (constante); es decir, las ET son expresiones de la forma FunTri(x) = k o FunTri(x)
+ ... + FunTri(x) = k donde k € R, en las cuales la idea es encontrar el valor de un angulo o un
valor numérico asociado a una longitud, sin hacer en muchos casos, la distincion del conjunto
al que pertenece el valor a hallar (p. e., si x es nimero real o x es un valor en grados o radianes).

Lo anterior sustenta el hecho de que al parecer los maestros en formacion avanzada solo
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reconocen formas de representacion simbdlica de las ET que tienen el orden: funcidn(es)
trigonométrica(s) de una incdgnita, igual y constante, tal y como se evidencia en los sub-c6digos
T-Trix=Vy T-ComTri=V.

1. Marca una X en el recuadro frente a aquellas expresiones que consideres corresponde(n) a una Ecuacién
Trigonométrica:

e. 2tanx—3cotx—1=0 sPor qué?_Yodemos Wollas Hodos los valxes goia os caales

Te Schisface (@ fgualda

d. sinx=1/2 (| éPor qué? {o necesond onconkany  eA umﬁ.u‘io w0 Seno sees V2.

h, sinx=3 ¥ | ¢Por qué?_x Lo 2 ¥. L QUC R [ AT

2. Escribe una posible definicién de Ecuacién Trigonométrica, presenta ejemplos y no ejemplos.

Definicién [
flnd \na 2(ua o Jc:\c;o(\'ome{l- (@ es
Pcoaton en (2 oAl % besca e\
e del 7nGelo pard Qoo )t C to

N AL -

Dos aspectos a destacar en este punto son: i) no hay claridad en la naturaleza de la expresion
que acompafa la incognita; por ejemplo, para sinx la expresion “sin” puede ser funcioén o razén
y i) una expresion que tiene la forma descrita en el parrafo anterior es ET si es posible encontrar

con algin “procedimiento” el valor de x, como ejemplo:

1. Marca una X en el recuadro frente a aquellas expresiones que consideres corresponde(n) a una Ecuacién
Trigonométrica:

\ \ \ e e s de To\en [ de: oo

d. sinx=1/2 |\., ] (Por qué? 5~ poede Aeiian \e  jacoeark

h. sinx=3 X (Por qué? puedo determinar X=—sen"'3 auvvee o -}z:y?c)y)
e v g ¥ SOt

En ambos casos se propone que las ET presentadas corresponden a ET si se puede hallar el valor

de x ya sea usando identidades o funciones inversas.

d. sinx=172 | ¢Por qué?
e. 2tanx—3cotx—1=0 | X | /Por qué? 5. y Lo, 47 recasai / S s
Kol
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2. Escribe una posible definicién de Ecuacién Trigonométrica, presenta ejemplos y no ejemplos.

Definicién
o esution rigonomeliics &5 na e wuabocke
& (ha constante. 0 fade < foshle onfiae” wn,
Vadoc pra e incdgnida:

Ejemplos ,tan = = I No ejemplos fw;tw N
Senqo’= x Sl = tpsx +13
Definicién
B ud eiesion 9o ©ntene (Gorg {ngoromé{n(ou € mﬁrﬁq
senx=1 | 4 -COV K= PN

Los fragmentos muestran que la expresion que acompafia la incdgnita en algunos casos es vista

como razén o como funcién.

No obstante, otro grupo de maestros consideran que expresiones de la forma FunTri(k) = X,

corresponden a una solucidn particular de una ET, por ejemplo:

1. Marca una X en el recuadro frente a aquellas expresiones que consideres corresponde(n) a una Ecuacién
Trigonométrica:

b. sinl8°=x JPor qué?_NQ es lﬁo\.g’-\a(* [@MVs) Y(Aﬂ*\qdb A(»\»(‘O CCUTCITN COMC %((

En general, los maestros en formacion avanzada presentan dificultades para definir y
caracterizar una ET. Usan los términos ecuacién, identidad, funcidn y expresion trigonomeétrica,

para definir unos con otros, como se evidencia en el siguiente fragmento:
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2. Escribe una posible definicién de Ecuacién Trigonométrica, presenta ejemplos y no ejemplos.

Definicién
VNG ecuad§n ¢ SCane}fftn 5 una dncisn donde se buscan los

Valotes' gue sodisfacey la eaacion , g en estq estan involscadics
los identidades i gonomedicas -

Ejemplos 3 Senx — CsSCx — - LNo ejemplos q =23%x46

Por ultimo y con menor frecuencia en la red se puede concluir que:

Las identidades trigonométricas no corresponden a ET, pues la(s) incognita(s)
relacionada(s) en la identidad pueden tomar cualquier valor real. Sin embargo, los
maestros en formacion avanzada no presentan un argumento valido del porqué no podria

ser ET:

1

Marca una X en el recuadro frente a aquellas expresiones que consideres corresponde(n) a una Ecuacién
Trigonométrica:

a. sin’x+cosx=1 (_} (Por qué? €5 J{’w‘p(qﬂ()( ‘{:UA(jaMaJa /
LL 1 1

d.

y £ "
[/ / .
. 2 2 . ; / / / /
simx+cosx=1 I ;Por que? & LR 11,92 n0 et ri

Si la expresién posee dos incégnitas (x e y) entonces es una funcién y no una ET.

Toda ET se puede resolver como ecuacion algebraica; esto es aplicando estrategias
algebraicas para encontrar el valor de la(s) incognita(s). Cabe mencionar que muchos de
los participantes no tienen argumentos suficientes para decidir si una ET es una ecuacion

algebraica. Por ejemplo,

10. Argumente si las siguientes afirmaciones son verdaderas V o falsas F:

________AFIRMACION VI]F JUSTIFICACION
Toda ecuacion trigonométrica es una ecuacién i 9e 9}0()0 (Q 50\_\}0( Cme o0
algebraica. &onCior  AlgeaCh,

145



WA 2 | 1)

Toda ecuacién trigonométrica es una ecuacion , ! _ :
algebraica, NO HBnG0 & \OnQGmenic  PYUNaene,

- El aspecto de la periodicidad no es determinante al momento de caracterizar una ET.
- Para que una expresion corresponda a una ET, ademéas de relacionar funciones

trigonométricas, incognitas y constantes se debe garantizar la existencia de la solucion.

1. Marca una X en el recuadro frente a aquellas expresiones que consideres corresponde(n) a una Ecuacién
Trigonométrica:

h. lsinx=3 '_‘ JPor qué? O~ V:u‘g‘ ()% u(_j;_\g"_r;*.)e SHofage, ¥~

i

h. sinx=3 ¢Por qué? A0 &5 eunGln \Lu a § el Seny Ao wn dnalo A
J

- ’I
h. sinx=3 (Por qué?_~. [ phnilea

- Un maestro en formacién avanzada presenté el siguiente argumento en el cual da una

521

razon del porqué una igualdad numérica podria ser una ET. Sin embargo, recuerda que
una de las condiciones que tiene la ET es que debe existir una incégnita. Lo anterior,
suscita la discusion de pensar si x° acompariada de las expresiones que presenta el

maestro podria dar lugar a una ET

1. Marca una X en el recuadro frente a aquellas expresiones que consideres corresponde(n) a una Ecuacién
Trigonométrica:

jo\2=1+1 E gPor qué? 1O € fhede er @sO + (qu;, e < R4S O
g TGt o desge] (K

-

A partir de los datos y fragmentos presentados en la red semantica, se puede concluir que los
maestros en formacién avanzada describen caracteristicas que permiten decidir cuando una
expresion es 0 no una ET, pero en muy pocos casos presentan argumentos fundamentados o una
definicion precisa de lo que es una ET. No obstante, luego de un acercamiento a la Historia de

la Trigonometria y las ET, resulta la siguiente red semantica para este indicador:

146



[Ejm:za
1035 1091 92 E g 11
T / b/ ? y

; ] \ \ |
i I e\ \ / i |
PR e 2 : -

A e . =0 f,
! “..“"A. .'\\\ ,’a \;(", '--—,—’ !

- ~ 7 "‘o ‘\“-."——
noname En .p'alt <ular En particular Eg_part cular -\\
/ / - " particula
¢ ! - ~, ” -
* f ~ . ’ -
-

! ~ ~ LA Oty ™
109:9 ; ERY et
/ = L= ™
. !
[Ej 1 T ) ™~
- ) \\.‘
>
e - s
10z:6)y 47 S Aaed
! En particular
! T

WY
~
- T .
1---Amcmdoa ---p e 2506010 3 ---*4 En particular ""
v

-
-

En particul a‘r
-

J -

”

.

———
S
@

Figura 44. Red semantica PosteriorHM — AtrET

Fuente propia

Al analizar la red seméntica del momento posterior a la HM se puede identificar que solo un
maestro en formacion avanzada hace alusion a lo que considera un tipo de ET, asociandola a

una expresion simbdlica de la forma FunTri(x) = k, como se muestra en el fragmento,

Fragmento 111: 15 (...) para hallar el valor de x para solucionar esta ecuacién [escribiendo y
sefialando la ecuacion sinx = 0] las soluciones son de la forma y+2x, pues porque el periodo
es 2m, mientras que cuando uno estd hallando sinl=x no le veo esta misma dimension [haciendo
alusion a la idea de periodicidad] entonces no le veo que sea una ET.

Por otra parte, en relacion a las caracteristicas que los maestros en formacion avanzada atribuyen

a las ET se pueden enumerar:

i) la solucion de una ET consiste en hallar un valor desconocido x que hace parte de una
expresion trigonométrica asociada en la mayor parte de los casos a una longitud, como se puede

Ver en:

Fragmento 92:1 Es una ET porque ahi [sefialando una de las expresiones trigonométricas
presentes en el documento referente a Viéte] si se busca mirar los x que satisfacen esa condicion
[los valores para los cuales x = 2cos6, donde 6 es conocido]
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ii) en tres afirmaciones, los maestros en formacion avanzada argumentan que en este tipo de
ecuaciones la periodicidad es un aspecto inherente en la solucién a diferencia de otras

expresiones que no presentan este atributo:

Fragmento 111: 15 (...) para hallar el valor de x para solucionar esta ecuaciéon [escribiendo
y sefialando la ecuacion sinx = 0] las soluciones son de la forma y+2nr, pues porque el periodo
es 2z, mientras que cuando uno esta hallando sinl=x no le veo esta misma dimensién [haciendo
referencia a la idea de periodicidad] entonces no le veo que sea una ET.

iii) existe una disyuncion entre una identidad y una ET, ya que en la primera expresion la
incognita puede tomar cualquier valor del conjunto de los nimeros reales; es decir, se cumple
para todo nimero real, mientras que, en la segunda el valor de la incdgnita es un subconjunto

de numeros reales. Un ejemplo de lo anterior se evidencia en la siguiente afirmacion:

Fragmento 92:2 [Sefialando la expresion trigonométrica cos3 8 =3/4 cos  +1/4 cos 36], esta
no es una ET porque simplemente se busca una igualdad numérica mientras que esta si es
[sefialando la expresion x = 2cos@] porque se busca cudles son esos valores que me satisfacen
el x.

iv) un maestro afirma que una de las caracteristicas de las ET es la unicidad de su solucion;
parece entonces desconocer los elementos que han expuesto los demas maestros sobre la idea

intrinseca de periodicidad, como se muestra en la trascripcion:

Fragmento 109:5 Investigador: ¢;qué caracter adicional debe tener una ET?, Maestro en
Formacion avanzada: Es que por ejemplo la identidad sin? x + cos?x = 1 se va a cumplir
para todos los valores, mientras que ahi [sefialando la expresion sinx=0,5] se necesita un solo
valor.

En relacion con esta caracteristica, la discusion sobre el numero de soluciones de una ET
conlleva a que algunos maestros en formacion avanzada se cuestionen sobre la naturaleza de la
incognita. Algunos de ellos responden que debe ser el angulo que acomparia la expresion
trigonomeétrica; en consecuencia, una posible definicion de ET descarta aquellas expresiones en
la cuales la incognita no es el angulo puesto que esto acarrearia que la expresion fuera el

resultado de una operacion, es decir un valor. Esto se evidencia en los siguientes fragmentos:
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Fragmento 109:8 (...) para mi el valor desconocido debe estar en el argumento de la funcién
[haciendo referencia en que en una ET el valor desconocido debe corresponder al angulo] eso de
sinl1° me parece que es mas bien una operacion es como decir que es cuadrado sabiendo que x
es 3, es efectuar un célculo

Fragmento 109:9 Para mi una ET esta fundamentada en que su incognita debe ser un angulo,
para mi sin90 =x no es una ET, porque yo puedo determinar el sin90 y sé que es un valor.

A continuacién, se presenta la tabla de frecuencias y el grafico que relaciona el nimero de
intervenciones con sus respectivos sub-cédigos, para los momentos previo y posterior a la HM

para el indicador AtrET.

AtrET | PREVIDHM |POSTERIOR HM| | NPREVIOHM mPOSTERIOR HM
Sbodge | | % | = 350 |
Perio 1 11 3 143
Proc 7 B0 0 00 00 |
Usol 2 23 1 48
Infisol 2 23 0 0o - 5.0 4
o _Bsol 7 80 0 00 ‘.:
Nold 10 | 1a] 3 143 T 00
id 3 | 34 | o 0,0 £
Hallx 2% | 295 | 2 95 £ 150
HallAng 2 23 5 233
ExpTri 8 | 91 1 48 10,0 4
Trix=V 8 91 1 48
T - 50 1
ComTri 3 34 0 0.0
NoV 6 | 68 | & | 190 o0 | I J || I LL 1l
NoJust 3 34 1 4.8 Peric Proc Usol InfiSal BXSol Nold Hallx HallAng ExpTri | Trix=V ComTri NoV MNolust
Total | 88 |1000] 21 | 1000 C T
Atributos de las ET

Figura 45. Frecuencia porcentual y gréafica de AtrET

Fuente propia

En relacién a la figura anterior, se ve que el nimero de participaciones en el momento posterior
a la HM disminuy6. Esto puede obedecer a que no hubo una tarea propuesta de manera
predeterminada que estuviera orientada a encontrar, en las afirmaciones de los maestros,
atributos de las ET. Esta cuestion si se ubicé en el cuestionario de manera explicita. Ademas de
la situacion anterior, los maestros expresan el desconocimiento de muchos de los aspectos
relacionados con este tipo de ecuaciones; razén por la cual se cohiben al momento de

caracterizarlas.
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Enrelacion con los Tipos de ET, los maestros en formacion avanzada se mantienen en su postura
frente a que expresiones de la forma FunTri(x) = k son ET. No incluyen combinaciones de
expresiones trigonométricas dentro de sus afirmaciones; esto, tal vez producto de que los
documentos estudiados en la intervencion no abordaron ese tipo de ecuaciones, lo cual dejé a

los maestros en formacion avanzada sin argumentos para referirse a ellas.

En las afirmaciones realizadas por los maestros, sobre las caracteristicas de las ET, se mantienen
invariantes aquellas en las cuales se alude a que estas: i) presentan Unica solucion ii) su solucion
corresponde a un conjunto infinito de valores esto asociado a la periodicidad de la expresion
trigonométrica involucrada iii) la incognita es el angulo que acompafia la expresion
trigonométrica o un valor asociado a una longitud y iv) Una ET no es una ldentidad
Trigonomeétrica. Es de resaltar que los maestros en formacion no alcanzaron algin consenso
frente a estas caracteristicas. Finalmente, las definiciones dadas sobre ET muestran
desconocimiento por parte de los maestros en relacion al tema; sin embargo, algunos de ellos
aluden a que expresiones en la cuales el valor desconocido no corresponde al angulo de una
funcién trigonométrica no son ET. Ademas, los maestros en formacidn avanzada presentan una
postura reflexiva en relacién a este asunto, dejando de lado afirmaciones que carezcan de

fundamento.

5.1.2.2 Ejemplos prototipos de ET [ProtET]

A continuacion, se presenta la primera red seméantica (PrevioHM) para el indicador ProtET, en
este se busco identificar cudles de los ejemplos de expresiones trigonométricas propuestas por
los investigadores son reconocidas por los maestros en Formacién avanzada como ET. En

particular, el interés se centrd en aquellas que fueron halladas durante la revision historica.
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Figura 46. Red semantica PrevioHM — ProtET

Fuente propia

Analizando los fragmentos se halla que las expresiones que los maestros reconocen como ET
son aquellas a las cuales asocian un método o forma de solucion. En particular, de las dos ET
tomadas de la revision historica, y que fueron propuestas en la pregunta 1 del cuestionario, solo
4 de las respuestas de los maestros las reconocen e intentan justificar el porqué de su eleccidn.

En dos fragmentos, los maestros solo las reconocen y no justifican. Lo anterior se muestra en
los siguientes fragmentos:

sinl§=x '}( ;Por qué?M@aﬂ be --':.c:-’u_n:""_aiﬁ:f_ff/{ (edor <o X

siml&=x T ¢ Por que'?vCQn \j\ .;\UPZSO :I\Stv ;N}o&b Scili (uu/?*'a sile 4

sinl8®=x T\K GFor qué?_ o — 2!%{).

Cos3a = :k‘.’s_‘? % (Por quéTR.edo

5in]8°=x | ¢Por qué?

Para este indicador no se presenta la red seméantica del momento posterior, puesto que, con la
intencion de no sesgar la investigacion y evitar influir en el uso del término ET, el término fue

reemplazado en las intervenciones por “expresion trigonométrica”, 10 que conllevé a que los
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maestros en formacion avanzada se apropiaran de dicho vocablo y no permiti6 evidenciar si en

sus afirmaciones hacian referencia a ET o a cualquier otro tipo de expresion trigonométrica.

5.1.2.3 Relaciones de las ET con otros conceptos [RelConcp]

Mediante este codigo se registraron los fragmentos que se refirieron a la relacion existente entre
las ET y algunas areas de las Matematicas, entre ellas: Algebra, Aritmética, Geometria, etc.
Ademas, con conceptos como ecuacion, funcion inversa, identidades, periodicidad,
proporcionalidad y variacién, entre otros, de ahi los sub-c6digos que se presentan en la siguiente
tabla:

Tabla 13. Descripcion de sub-codigos asociados a las relaciones entre las ET y otros conceptos
Matematicos [RelConcp]

SUB-CODIGO DESCRIPCION

RelConcp-Alge
RelConcp-Arrit

Estos sub codigos se refieren a las relaciones que los maestros en
RelConcp-Ec

formacion avanzada reconocen entre las ET y otros conceptos

RelConcp-Funinv . o o o
(ecuacion, funcion inversa, identidades, procesos variacionales y
RelConcp-Geo
RelConcp-Id

RelConcp-Perio

periodicidad) y areas de las Matematicas (Algebra, Aritmética y

Geometria).

RelConcp-ProcVaria

En la siguiente red se presenta el esquema de los fragmentos codificados para este indicador,

previo a la intervencion de la HM.
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Figura 47. Red seméntica PrevioHM — RelConcp

Fuente propia

Para indagar sobre este asunto, en la pregunta nimero uno del cuestionario se mostrd un
conjunto de once expresiones frente a las cuales se pidié al maestro en formacion avanzada
argumentar si eran o no ET. Las respuestas entregadas permitieron al grupo de investigadores
realizar una clasificacion en tres aspectos matematicos: Geometria (Geo), Funciones Inversas
(Funinv) e Identidades (Id). Como algunos lo argumentan, dichos aspectos aparecen puesto que

son los elementos que les permitirian dar solucién o hallar el valor de la incégnita en las ET

Las siguientes imagenes corresponden a respuestas dadas por los maestros en formacion

avanzada, donde se evidencian los aspectos matematicos que relacionan con las ET.

sinz=3 X | dorau? puedo determing xzsen”3 pe o T
Al : : Sl
[l e o | I ey ol

C053u=:§ x_ iPor quéTR.eddo F‘K{Jfﬂ:ﬁ.’ ¥ como oS {' &R‘%")

inxt7i=3 v o’ Roedo cxorgar X f'n--’c*-rmm:\ de sen (3%
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sinx=1/72 .v/

¢Por qué? e -fj‘. fmg!ju o0 500 s V2,

Yar-deotr-120 [+ | Porquéd s gaecle depint 1o rncogide o gl e 1E

.2 i P
sin'x+ cosx = | m {Por qué? 1

y=tosx | Por que? Cn ol

La red que se presenta a continuacion corresponde a los fragmentos que se obtuvieron de las

afirmaciones dadas por los maestros en la intervencion 2, que se corresponden con este
indicador:

- 'S
= . ’ Aseciado a E -
A Asociado a \\ ’ —— 111:16
.y -hq..“ \ ',"_—
" ¥ RelConcp
. " A % “"-.____
. A5_oziadn a rd LY ‘,;.— o
|§ 111:30 A - ’f \\ socia og“h
: f’l AN T 111:15
y N (T Pena) + £
s b
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Figura 48. Red semantica PosteriorHM — RelConcp

Fuente propia

Se resalta la aparicion de nuevos aspectos, campos, conceptos o asuntos de las Matematicas que
los maestros en formacion avanzada relacionan con las ET, a partir del estudio realizado a los
métodos de solucion propuestos en los distintos documentos abordados. Para ampliar estas ideas

se presentan a continuacion fragmentos de transcripciones hechas en la intervencion 2, en la
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cual los maestros en formacion avanzada explican métodos para solucionar ET y reflexiones

generadas en la misma sesion, en las cuales emergen las relaciones entre conceptos o disciplinas.

Los fragmentos que se presentan a continuacion se clasifican en dos grupos. Los primeros son
afirmaciones en las que los maestros en formacion avanzada identifican de manera explicita
relaciones entre las ET y otras disciplinas o conceptos. Los segundos se refieren a afirmaciones

donde esta informacion se da de manera implicita.

Afirmaciones explicitas por parte de los maestros en formacion avanzada:

Fragmento 111:30 (...) Y los conocimientos previos que considero se deben tener es pues
algebra bésica, despejar ecuaciones, reemplazar ecuaciones y conocer la funcién coseno y
arco coseno porque él [Viete] plantea esa solucion en términos de esa ecuacion.

Fragmento 110:2 [Maestro en formacion avanzada hablando del tipo de pensamiento
matematico en el que se involucran las ET, haciendo referencia a la distribucion propuesta por
los estadndares nacional] el variacional ;jno? [Aparecen otras intervenciones]...esta en el
variacional, en los estandares esta en el variacional.

Fragmento 111:6 (...) entonces en lo que se requiere nosotros observamos que el trabajo de
Ptolomeo esta basado en los elementos, pues en los conceptos y axiomas que se requieren en
los elementos de Euclides.

Afirmaciones implicitas por parte de los maestros en formacion avanzada:

Fragmento 111:20 (...) [explicando el método desarrollado por los arabes] El senl5°y el
sen18° digamos que empieza el problema del seno de 3° entonces ellos ya empiezan a conocer
algunas identidades, para ellos el sen3° es igual al seno de algo mas algo es decir 1+2 y tienen
la identidad de que sen(A+B) es igual (...) y ya ahi después (...) utilizaban identidades para
realizar el procedimiento reiterativo (...)

Fragmento 111:26 (...) el procedimiento que él se propone [aludiendo al trabajo desarrollado
por Viete] es encontrar las soluciones de la ecuacién cubica (...)

Fragmento 111:5 (...) Si pues toca hallar el valor de x, pues son del tipo y+2x (...) [otros
maestros intervienen] ... La idea de periodicidad... exacto y acd yo no la veo tanto por eso no
es una ET, o eso es para mi (...)
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Las relaciones que se evidencian en el analisis posterior se dan con: periodicidad, identidades,
funciones inversas, ecuaciones y procesos variaciones, asi mismo se mantienen las relaciones
con Algebra, Geometria y Aritmética. En el siguiente registro de frecuencias se muestra el

numero de intervenciones o fragmentos de los momentos previo y posterior, asociados a estos

sub-codigos.
RelConcp| erevionm | posremion sm 0o
Sub-Codigo fi % fi 9% 50,0
Alge 0 0,0 4 19,0 _ a0p
Arit 0 | oo | 3 14,3 e
Ec o oo | 2 | 33 g oo
Funinv 15 35,6 3 14,3 . 20,0
Geo 9 33,3 2 23,8
Id 3 11| 2 95 o2 I I l -
Perio 0 0.0 1 48 e ige Adk Ec Fusilin Geo u Peliu- an\:
ProcVaria 0 0,0 1 48 Relacién de las ET con olros conceptos
Total 1 100,0 A 100,0 HPREVIOHM  ® POSTERIOR HM

Figura 49. Frecuencia porcentual y gréafica de RelConcp

Fuente propia

En el andlisis de las redes semanticas podemos encontrar cuatro asuntos relevantes. En primer
lugar, la aparicion de nuevos sub-codigos (Alge, Arit, Ec, Perio, ProcVaria) una vez que los
maestros en formacion han participado en la intervencion histérica, los cuales estan asociados a
las caracteristicas de los métodos estudiados en los diferentes documentos. Un segundo asunto
se refiere a la disminucion de las participaciones que se presentan en la segunda red
(PosteriorHM) respecto a la primera (PrevioHM), con argumentos mas rigurosos que muestran

un dominio matematico mas amplio por parte de los maestros.

El tercer asunto, tiene que ver con la primerared y las relaciones que se dan con otros conceptos;
esto es con la posibilidad de implementarlos en la solucion, mientras que en la segunda red
semantica los fragmentos de audio registran relaciones entre conceptos u otros elementos de las
Matematicas, en la solucion, pero de forma implicita especificando como esta dada la relacion
y qué aporta dicho concepto en la solucién. Por ejemplo, la funcién inversa tiene dos
perspectivas: i) como método directo para solucionar la ET y ii) como un elemento dentro de

todo el proceso para encontrar la solucion.
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5.1.2.4 Métodos de solucion de las ET [MetSolET]

Este indicador pretende identificar afirmaciones en las cuales los maestros en formacion
avanzada aluden a caracteristicas particulares que se pueden organizar como métodos para

solucionar ET. En la siguiente tabla se relacionan los sub-codigos pertenecientes a este

indicador:

Tabla 14. Descripcion de sub-cddigos asociados a métodos de solucion de las ET [MetSolET]

SUB-CODIGO

DESCRIPCION

MetSolET-PersAna
MetSolET-MetNum
MetSolET- Alge
MetSolET- GeoTria
MetSolET- Geo
MetSolET- AproxGraf
MetSolET-Calc
MetSolET- InvCalc
MetSolET- Id

Estos sub cddigos se refieren a los métodos de solucién que
los maestros en formacion avanzada identifican para
resolver ET los cuales se clasifican en: analiticos, (PersAna)
numéricos (MetNum), algebraicos (Alge), geométricos
(Geo), gréficos (AproxGraf), por calculadora (Calc) y
trabajo con identidades (ld) entre otros.

La red que se muestra a continuacion presenta el registro de las respuestas dadas por los

maestros en formacion avanzada al cuestionario en relacién con este indicador.
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Figura 50. Red semantica PrevioHM — MetSolET

Fuente propia

Previo a un estudio de la Historia de las ET los maestros en formacion avanzada proponen

estrategias para dar solucion a dos ecuaciones que se plantean en la pregunta tres (3) del
cuestionario:

3. Describe dos estrategias distintas para hallar el valor de x en las siguientes igualdades:

sinl® =x sinx =031

S1 conoces otras estrategias, enincialas

Figura 51. Pregunta nimero 3 del cuestionario aplicado a los maestros en formacién avanzada

Fuente propia
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Se evidencia que la estrategia a la que se remiten es al calculo de valores mediante calculadora.
En el primer ejercicio, hacen un célculo directo; para el segundo ejercicio manifiestan el uso de

la funcion inversa del seno para luego poder hallar la solucion nuevamente con la calculadora.

Para el primer ejercicio uno de los maestros en formacion avanzada remite a la conversion de

grados a radianes para luego hacer uso de la calculadora.

sirgl® = x

El método de aproximacion grafica es otra de las estrategias que presenta mayor nimero de

alusiones, como se muestra en el siguiente fragmento:

=

3. Describe dos estrategias distintas para hallar el valor de x en las siguientes igualdades:

sinl®=x sinx=0,31
o can—=1 T
— Uti\lwndo vna cakkoladora . Sin~? 0,21 = x
_ Realigr lq afica y obwwandy — < lcoladoa .
e\ valos aproaimado, deprndo "S‘d"”*"-{m do., Usando
wtmdo w Software. ofdwace.

Aunque el enunciado solicita una descripcion de los métodos, las respuestas solo hacen alusion
a las estrategias y no permiten ahondar en el paso a paso de la solucion. En esta misma pregunta
se registraron respuestas que hacen referencia a métodos geométricos; sin embargo, solo se hace
mencion del uso del triangulo sin mostrar procedimiento alguno; pero si se remiten a la

definicion de la razon seno en un triangulo rectangulo.
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En relacidn a las intervenciones se tomaron fragmentos que corresponden a este indicador los

cuales se muestran en la siguiente red semantica:
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Figura 52. Red semantica PosteriorHM — MetSolET
Fuente propia

Posterior al estudio de documentos histdricos que presentan algunos métodos de solucion a las

ET, en la segunda intervencion los maestros en formacion avanzada socializan estos métodos.

Sus respuestas determinan dos corrientes: la primera, agrupa la mayoria de fragmentos; estos

solo describen en detalle el método; la segunda, incluye los fragmentos que describen el método

e intentan clasificarlo teniendo en cuenta la naturaleza de los procesos matematicos usados en

cada caso; ademas, presentan argumentos del porqué de esta clasificacion, como se evidencia
en los siguientes fragmentos:
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Fragmento 109:11 Maestro en formacion avanzada A: [Hablando del trabajo realizado por
Chauvenet] El determina unas soluciones y ¢cdmo halla esas soluciones? a partir de funciones
trigonomeétricas de identidades trigonométricas y de logaritmos...

Investigador —I-: ¢ listo entonces como le llamaria al método?

A: De logaritmos y funciones, [aparecen otras intervenciones y retoma el maestro en formacion
avanzada A] Método logaritmico [Aludiendo a un método numérico].

Fragmento 109:12: (...) En el del maestro en formacion avanzada A, [Aludiendo al método de
Viete que expuso el maestro A] me parece que hay una especie de regula falsa porque él asume
que hay una respuesta, trabaja con esa respuesta y luego sustituye...

Profesor director del seminario: pero no seria ese sino mas bien el nombre adecuado no seria
ese sino una perspectiva analitica (...) suponer que existe luego encontrarlo y luego usarlo.

Fragmento 109:13 [Aludiendo al método de Ptolomeo] (...) estabamos aqui discutiendo que ;si
era geométrico 0 no? pues porque yo consideraria que si es geométrico en cuanto lo que decia
mi compafiero, trabajamos razones entre segmentos y aparte las mismas longitudes de las
cuerdas (...)

A continuacion, se presenta un registro porcentual y grafico de los aportes codificados en

relacion al indicador MetSolET:

MetSolET|  erevionm POSTERIOR HM :::
Sub-Cédigo fi % fi % s
PersAna 0 0,0 1 g3 _ 3p
MetNum 3 6,3 4 33,3 L
Alge 0 0,0 0 0,0 £
GeoTria 4 8,3 1 83 é i:’ﬂ
Geo 0 0,0 S 41,7 “;:
AproxGraf 16 33,3 0 0,0
Calc 15 | a3 | 1 8,3 “ I .
InvCalc 10 20,8 0 0,0 . PersAna  MetMum  Alge  GeoTria  Geo  ApromGeal  Cakc InvCak "
|d D llﬂ G U‘,U Métodas de soluciin de ET
Total 48 100,0 12 100,0 NPREVIOHM  mPOSTERIDR HM

De la tabla y las redes semanticas anteriores, se puede evidenciar que los métodos de solucion
expuestos por los maestros en formacidn avanzada en el momento previo a la HM, son empiricos

(p. e., el uso de calculadora), mientras que posterior a la HM se cuestionan sobre la clasificacion

Fuente propia

Figura 53. Frecuencia porcentual y grafica de MetSolET
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de los métodos formales que estudiaron y amplian su panorama conceptual en relacién a los

métodos que se pueden usar para dar solucion a las ET.

Cabe resaltar, que luego de la segunda intervencion aparecen dos ideas nuevas: la perspectiva
analitica de los métodos, cuando se usa, por ejemplo, la regula falsa como estrategia de solucion
alas ET y los métodos numéricos que incluyen procesos reiterativos, calculo de logaritmos, uso

de tablas, entre otros.

5.1.2.5 Representaciones de las ET [RepET]

Este indicador alude a las asociaciones hechas por los maestros en formacion avanzada en
relacién con las representaciones de las ET. Sin embargo, no se cuenta con una red semantica
previa pues en las preguntas propuestas en el cuestionario las ET se presentaron de forma
simbdlica y no se indago por otro tipo de representaciones. Para el momento posterior se cuenta

con la siguiente red semantica:

€% ConTopEsp

&

1

|
Asocif;do a

¥

.

v

Ej 110:4

Figura 54. Red semantica PosteriorHM — RepET

Fuente propia

Como se puede evidenciar en esta red, son pocos los fragmentos asociados a este indicador, tal
vez porque las tareas propuestas a los maestros en formacion avanzada no incluian de forma
explicita algun tipo de pregunta referida a este aspecto y en la mayor parte de los documentos
histéricos abordados las representaciones de la ET que mas se evidenciaron fueron la

representacion simbolica y la numérica (tabular). Sin embargo, se gener6 reflexidn acerca de
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los aportes que hace la HM en torno a las representaciones de los objetos matematicos y cémo

estas enriquecen el conocimiento del maestro en relacion con el mismo objeto; esto se muestra

en la siguiente transcripcion:

Fragmento 110:4 (...) y es que estos ejercicios nos dan muchas representaciones de un mismo
objeto como lo que ella decia [En referencia a uno de los investigadores], nosotros solamente
los representamos de una forma aritmética, algebraica pero no vemos tampoco la parte
geométrica y tampoco vamos mas alla a ver su estructura, la parte concreta del objeto, entonces
si es interesante como vemos diferentes representaciones y estas representaciones nos permiten
una comprension real del objeto (...).

El conocimiento de los maestros en formacion avanzada en relacion con las ET desde la

perspectiva matematica, se puede resumir en la siguiente matriz:

Tabla 15. Herramienta Analitica de la sub-unidad ConTopEsp

Unidad —

CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO MATEMATICO A
ENSENAR [CoMatEns]

Sub-unidad—

Conocimiento por Topico Especifico Matematico [ConTopEsp]

La Historia de la Trigonometria y las ET permitié a los maestros en
formacion avanzada: i) reflexionar sobre los aspectos matematicos de las
ET que daban por hecho o consideraban ‘“naturales”; por ejemplo, la
naturaleza de la incognita o el significado de “sin” en la expresion sin (x) =
k, ii) caracterizar algunos métodos de solucion a las ET y de dejar de lado
la idea del uso de calculadora como Unica estrategia de solucién para ET de
la forma FunTri(x) = k y iii) ampliar las relaciones conceptuales que se
pueden establecer entre las ET y otros elementos matematicos.

Indicador |

PREVIO HM

POSTERIOR HM

AtriET

Una ET se define como una
expresion de la forma FunTri(x) = k
o FunTri(x) + ... + FunTri(x) = k
donde k € R; la idea es encontrar el
valor de un éangulo o un valor
numérico asociado a una longitud.

Ademas, se caracteriza porque: i) es
posible hallar el valor de x mediante
un procedimiento, i) no
corresponde a una identidad, iii) no

Prevalece la idea de que unaET es
de la forma FunTri(x) = k con
ke Ro una combinacion de
expresiones trigonomeétricas y de
que una ET no es identidad
trigonométrica y viceversa.

El estudio historico permitié al
maestro reflexionar sobre la
periodicidad como un aspecto
inherente a la solucion de estas
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posee dos 0 mas incdgnitas, pues en
estos casos se alude a una funcién
trigonométrica; iv) es posible
resolverla como una ecuacion
algebraica; v)  existe  la(s)
solucion(es) y dependen de la
periodicidad de la(s) expresion(es)
trigonométrica(s) involucrada(s).

Por ultimo, las expresiones de la
forma FunTri (k) = x, corresponden
a una solucion particular de una ET
(es un caélculo).

ecuaciones y la naturaleza de la
incdgnita (angulo o longitud).

Los maestros reconocen sin18°=x
como un ejemplo prototipo de ET, lo
cual, resulta contradictorio con el

No se cuenta con informacién
para describir el conocimiento
posterior en relacibn a este
indicador en tanto que en la
intervencion 2 el uso del término
expresion trigonomeétrica en lugar

ProtET . . ,
indicador anterior pues argumentan | de ET, conllevd6 a que los
que este tipo de expresiones | maestros en formacion avanzada
corresponden a un calculo. se apropiaran de dicho vocablo y
no permitié evidenciar si en sus
afirmaciones hacian referencia a
estas ecuaciones.
Las relaciones conceptuales de las | Se amplian las relaciones
ET propuestas por los maestros en | conceptuales de las ET y se
formacion avanzada corresponden a | asocian  aspectos como: la
conceptos y procesos implicados en | periodicidad, las operaciones y
RelConcep o . .
la solucion de este tipo de | procesos de la aritmética y el
ecuaciones; como por ejemplo | algebra; los procesos
funciones inversas, aplicacion de | variacionales y la solucion de
identidades trigonométricas, etc. ecuaciones algebraicas.
Las estrategias que reconocen como
. . Desaparece el uso de calculadora
métodos de solucion son: uso de . -
. . - como “método de solucion” a una
calculadora, aproximacion grafica y ,
L . ET y aparecen  métodos
MetSolET aplicacion de funciones - o
. e ., numéricos, analiticos (p. e., la
trigonométricas inversas, en ningdn [
. ) requla falsa), geométricos vy
caso se describe un método

particular de solucion.

algebraicos.
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Se reconoce otro tipo de
representacion de las ET, la
numeérica (tabular) y se gener6
reflexion acerca de los aportes
que hace la HM en torno a las
representaciones de los objetos
matematicos y cOmo  estas
enriquecen el conocimiento del
maestro en relacion con el mismo
objeto.

No se cuenta con informacion para
describir el conocimiento previo en
RepET relacion con este indicador, en tanto
que en el cuestionario no se aludio a
este asunto.

5.1.3 SUB-UNIDAD: ConCuMatDM

La sub-unidad Conocimiento sobre el Curriculo Mateméatico [ConCuMatDM] busca
caracterizar la pertinencia de las ET en el curriculo desde la perspectiva matematica; en otras
palabras, reconocer las justificaciones Matematicas de para qué y por qué es relevante aprender
ET, las ideas mas importantes para ensefiarlas y los prerrequisitos necesarios para abordar este
objeto. Todo ello se agrupa en tres indicadores pre-establecidos (JustApzETEvMat,
PrgETRelCu y JustMatCuApzET) como se muestra en la Figura 55.

Matematico a ensefiar
[CoMatEns]

Unidad

[ Componentes del Conocimiento del contenido ]

desde la perspectiva matematica de las ET en el curriculo

Sub-unidad [ConCuMatDM]

[ Conocimiento sobre el curriculo Matematico: pertinencia ]

-

- Conceptos, nociones y ~ _ Conocimiento delas _ »
_]us'uﬁcc;:?gncgsmp?r;o ai;é;sder ET procedimientos matematicos jusEﬁczcimes matﬁnzigcas’pata
e bR e B &1 necesarios para el estudio de las aprefiier ET gestle los
Ill dica dOl‘ e ET dadas sus relaciones documente¥Bogmativos
(s TExMat] curriculares . ~cflirricularess -
Eih [PrqETRelCu] _ = [JustMatCuApzET] ~«

Figura 55. Esquema de indicadores de ConCuMatDM

Fuente propia
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Para el primer indicador no se presenta un analisis del momento previo, pues el interés era
indagar por las razones que tienen los maestros en formacion avanzada para aprender ET, a
partir del estudio de la historia de la Trigonometria y las ET. El segundo de ellos cuenta con un
analisis previo y posterior, mientras que, para el Ultimo indicador no se cuenta con datos que
permitan realizar algun tipo de analisis debido a que en las sesiones no se analizaron en detalle

los documentos curriculares.

5.1.3.1 Justificaciones para el aprender ET desde de las Matematicas y su evolucion
[JustApzETEvMat]

Este indicador se refiere a las razones que los maestros en formacién avanzada dan como
argumento para el aprendizaje de las ET desde la perspectiva matematica y la evolucion del
propio concepto. En relacién con lo anterior y debido a que la mayoria de los maestros afirman
no haber hecho un estudio histérico previo de las ET, no se presenta la primera red semantica;
el andlisis de este indicador inicia con red semantica posterior a HM como se muestra en la

figura:

% ConCuMatDM

i

1

1
Asociado a

1

¥

4

'

Ej 109:18

Figura 56. Red semantica PosteriorHM — JustApzETEvMat

Fuente propia

Luego del estudio histérico de las ET, la discusion sobre el tema llevo a un consenso por parte
de los maestros en formacion sobre el hecho de que aprender ET desde su historia permite

adquirir una vision amplia y holistica del objeto matematico brindando méas herramientas para
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tratarlo; ademas, se reconoce la historia como un eje articulador del proceso de aprendizaje. Ello

se evidencia en el siguiente fragmento:

Fragmento 109:18 [Aludiendo a la desconexion de las ET en los programas curriculares] (...),
yo pienso que la desconexion estd mas en como lo plantea uno (...) y como uno lo trabaja, porque
por ejemplo en el de Omar Jayyam, que estabamos mirando, él dice, bueno ya lo solucioné (la
ecuacion que esté ahi una de esas 14 ecuaciones) de una manera, pero también se soluciona si
se corta una circunferencia con una hipérbola. Entonces, si uno tuviera la manera de conectar
ese tipo de cosas y que se trabajara la Trigonometria de una forma diferente de pronto
enlazando todo eso que esta ahi [sefialando todo lo expuesto por los maestros en formacion
avanzada] muy seguramente se veria la conexion, pero como uno se rige a ciertas cosas [da
ejemplos de su afirmacién] pero no me voy a la Historia de [algun objeto especifico], es por
eso que guedan como desconectadas.

5.1.3.2 Conceptos, nociones y procedimientos necesarios para el estudio de las ET dadas

sus relaciones curriculares [PrqETRelCu]

En este indicador se recogen las afirmaciones que aluden a cuestiones curriculares relacionadas
con el estudio de las ET desde la HM. Estas se clasificaron en tres aspectos: conceptos (Concp),
nociones (Noc) y procedimientos (Proc), que a su vez estdn acompafiados de un conjunto de
sub-codigos tal como se muestra en la Tabla 16. Descripcion de sub-codigos asociados a los

prerrequisitos para el trabajo con las ET [PrqgETRelCu]Tabla 16

Tabla 16. Descripcion de sub-codigos asociados a los prerrequisitos para el trabajo con las ET
[PrgETRelCu]

SUB-CODIGO DESCRIPCION
PrgETRelCu-Concp-Ec
PrgeTRelCu-Concp-Funinv
PrgETRelCu-Concp-FunTri
PrgETRelCu-Concp-Semj
PrgETRelCu-Concp-Ang
PrqETRelCu-Concp-Raz
PrqETRelCu-Concp-DefCal
PrgETRelCu-Concp-Id

Estos sub cddigos se refieren a los conceptos que los
maestros en formacion avanzada consideran son los

prerrequisitos para el tratamiento de las ET.
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PrgETRelCu-Noc-RepGraf Estos sub cddigos se refieren a las nociones que los
PrgETRelCu-Noc-HTri maestros en formacion avanzada consideran deben ser
PrgeTRelCu-Noc-SolEc prerrequisitos para el tratamiento de las ET.

PrgETRelCu-Proc-UsoCal

PrgETRelCu-Proc-Arit Estos sub codigos se refieren a los procedimientos que
PrgeETRelCu-Proc-Alge los maestros en formacion avanzada consideran deben ser
PrgETRelCu-Proc-Graf prerrequisitos para el tratamiento de las ET.

PrqETRelCu-Proc-1d

En la siguiente imagen se muestra la red semantica que recopila el registro de las afirmaciones

realizadas por los maestros en formacion avanzada en relacion a este indicador:

DM:A DM:S D 356

epm 7YY e
355 403 534 nz v * 1 i H o
- - o s T4 ~Solec £ ~Reptrat T X ‘ m o

3 /
En particula En particular ‘n particular
Saf== 13 22 * / ) D D
= EN b b oot @)
: : 53
] 3416 B 34.1 E

I ¥ . .
4 . * En pavllcuar , ” \
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A;ociacjo con

En palt cular

- s o),
e n particular
’(“ ~ \ .—’ *\‘ - i} E( — 231 113
49) 210 53 En particular ! 1 A‘““”ﬂ“ Aucladaccn \ & paltcuar
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1 % ProETReICU Enparticular 407 zw
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3419 Freeid Pprcr | * Enm%m \ ..m JD
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Figura 57. Red semantica PrevioHM- PrqETRelCu

Fuente propia

Los fragmentos que fueron seleccionados para el anélisis de este indicador corresponden a las
respuestas dadas por los maestros a las preguntas siete y ocho del cuestionario (Figura 58). En

estas, se indago por los conceptos, nociones y procedimientos necesarios para el estudio de las
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ET. Es de resaltar, que dentro de la investigacién no se dio definicion alguna sobre estos tres

elementos lo cual permitio identificar cuales son las consideraciones que tienen los maestros en

relacion a estos términos.

en la parte de Justificacién el porqué de tu decision.

7. Dadas las expresiones sink =x y sinx =k para las cuales k es un valor conocido v x un wvalor
desconocido, escribe una posible y breve secuencia para ensefiarlas en la escuela. Si consideras que ambas
expresiones se pueden ensefiar usando una misma secuencia completa s6lo una de las columnas y argumenta

sink = x

sinx=k

Justificacion:

Ecuacion Trigonométrica.

8. Lista los conceptos, nociones y procedimientos que, a tu juicio, necesita un estudiante para resolver una

CONCEPTOS NOCIONES PROCEDIMIENTOS
(Definiciones, teorias) (Ideas intuitivas, pre-saberes) (Técnicas, estrategias de solucion a algin
problema)

Figura 58. Preguntas 7 y 8 del cuestionario aplicado a los maestros en formacién avanzada

Una de las principales caracteristicas encontradas en la red, es el hallazgo de un mayor nimero
de conceptos que de nociones o procedimientos para el estudio de las ET. En relacion a este
primer elemento, los maestros escriben un listado de contenidos (p. e., angulos, razones
trigonométricas, funciones, funciones trigonométricas, funciones inversas,
definiciones de Calculo y ecuaciones) que se corresponden con los presentados en los libros de
texto que se usan para la ensefianza de la Trigonometria en grado décimo (10°). Sin embargo,
los maestros no describen los elementos especificos que se deben tratar de cada concepto.

La siguiente imagen corresponde a cuatro fragmentos de las respuestas dadas a la pregunta siete

(7):

Respuesta 1 Respuesta 2

Fuente propia

Respuesta 3 Respuesta 4

identidades,
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CONCEPTOS

(Definiciones, 1eorias)

CONCEPTOS

(Definiciones, 1eorias)
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En orden de aparicion, el segundo aspecto al que los maestros en formacion avanzada atribuyen
mayor numero de prerrequisitos son los procedimientos, entre los que se encuentran:
procedimientos algebraicos, uso de calculadora, despeje y uso de métodos graficos en la

solucidn de ecuaciones. En particular, es de notar que el uso de calculadora tiene igual relevancia

que el despeje de ecuaciones y el uso de métodos graficos.

Los siguientes fragmentos corresponden a algunas respuestas dadas por los maestros en
formacion avanzada a las preguntas 7 y 8 respectivamente. En ellas, se evidencian los

procedimientos que consideran pre-requisitos para el estudio de las ET:
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| PROCEDIMIENTOS PROCEDIMIENTOS PROCEDIMIENTOS | PROCEDIMIENTOS
(Técnicas, estrategias de solucién a algin (Técnicas, cstrategias de solucion a algin (Técnicas, estrategias de solucién a algin l (Técnicas, estrategias de solucién a algin
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|« Procecdimiertes alycbrqicas

Finalmente, son pocos los maestros que hacen alusion a las nociones que deben ser prerrequisito
para la ensefianza de las ET. Esto puede ser causa de porque los maestros en formacion

avanzada: i) consideran que no es necesario tener nociones para el aprendizaje de las ET o ii)

no conocen las nociones que son pre-requisito para el estudio de las ET.
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La imagen a continuacion muestra las respuestas dadas por cuatro (4) maestros en formacion
avanzada en relacion a este sub-codigo, en estas se evidencian las afirmaciones anteriores:

Respuesta 1 Respuesta 2 Respuesta 3 Respuesta 4
NOCIONES NOCIONES | NOCIONES |  NOCIONES
(Ideas intuitivas, pre-saberes) (Ideas intuitivas, pre-saberes) (Ideas intuitivas, pre-saberes) (Ideas intuitivas, pre-saberes)

A rgon 8¢\ 100 ]

l -/J__De:pf)e:)c Ae

| ¥ Reprosenia 3 14 | Scolsciores. hZan en e
|
e X SV ,:.La inversa <= b \\r\‘xf\%d\g’) ‘
[+ aan O ;JFkﬁuct:hC$ basiay,

El registro de los fragmentos asociados al indicador luego del acercamiento a la Historia de las

ET se muestra en la red semantica:
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Figura 59. PosteriorHM — Red semantica PrqETRelCu

Fuente propia

Como se evidencia en la red semantica posterior a HM algunos maestros en formacién avanzada
consideran importante que existan algunos prerrequisitos antes de abordar el estudio de las ET.
En particular, estos se asocian a conceptos propios de la geometria (p. e., la semejanza de

triangulos, angulos, entre otros), del algebra (p. e., ecuacion, identidades, entre otros) y del
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calculo (p. e., funcién, razén, entre otros). Ejemplo de lo anterior, se presenta en los siguientes

fragmentos:

Fragmento 111:30 (...) y los conocimientos previos que considero se deben tener [para
comprender el método de solucién de Viete] es: algebra basica, despejar reemplazar y conocer
la funcion arco seno y arco coseno porque él [Viete] plantea la solucién [de una ET] en
términos de esa funcidn, la arco-coseno.

Fragmento 110:3 [Este fragmento corresponde a la respuesta de un maestro en formacion
avanzada en relacion a la pregunta: ;Cudles serian los requisitos necesarios para el estudio de
las ET?] Establecer bien las razones trigonométricas y luego mostrar que son funciones, una
vez tenga las funciones trigonométricas, ahi si vendrian las ET y después las identidades.

Fragmento 110:1 Todo esto [en alusion a identidades, razones, funciones trigonométricas,
ecuaciones] son los preconceptos para que ellos [estudiantes] entiendan en la universidad las
ET, porque alla es donde realmente lo van a aplicar (...)

Cabe resaltar que, en algunos fragmentos codificados, aunque no existen afirmaciones de los

maestros en formacién avanzada entorno a los prerrequisitos, en la exposicion que hacen del

método asignado se entrevé el uso de nociones (p. €., historia de la Trigonometria y solucion a

ecuaciones) y procedimientos (p. e., despejar ecuaciones, entre otras) necesarios para la solucion
de una ET.

Por otra parte, al comparar la frecuencia de aparicién de cada sub-c6digo de este indicador en

los dos momentos, resulta la tabla de frecuencias que se muestra a continuacion:

PrgETRelCu|  pREVIO HM POSTERIOR HM 5 PREVIO HM = POSTERIOR HI
Sub-Cadigo fi % fi %
18,0
Ec 2 3,9 2 10,5
Funiny 3 59 1 5,3 16,0
FunTri 4 15,7 3 15,8
- 14,0
a Semj 0 0,0 1 5,3
S Ang 4 7.8 2 10,5 £ 12,0
L
Raz 6 11,8 3 15,8 2 100
DefCal 5 9.8 1 5,3 g
1d 2 3,9 3 15,8 g 80
RepGraf 1 2,0 0 0,0 6,0
2 Htri 1 2,0 1 5,3
SolEc 1 2,0 1 5,3 40
UsoCalc 8 15,7 0 0,0 20 -
Arit 0 0,0 0 0,0
8 0,0 |
2| Alge 2 | 39| 1 | 53 ¢ z E F ? 8 5 |3 F £|% £ 8 3 =
Gaf | 8 | 157 | o | 00 §§3<=§ 2:3§<<¢
Id ] 0,0 0 0,0 . 2 3
Total 51 | wopo | 19 100,0 Concp Noc Proc
Prerequisitos del estudio de las ET

Figura 60. Frecuencia porcentual y grafica de PrqETRelCu

Fuente propia




Se puede concluir que: i) no hay variacion significativa en los conceptos previos que los
maestros en formacidn avanzada consideran necesarios para el estudio de las ET, pues, aunque
el nimero de fragmentos disminuye, se mantienen las ideas iniciales en relacion a este aspecto;
ii) son pocos los fragmentos codificados con el sub-codigo de nociones por lo cual no es posible
concluir algo contundente al respecto; sin embargo, se puede notar que la nocion de
representacion grafica de las ET desaparece, lo cual obedece a que los métodos abordados en la
intervencion no hacen referencia alguna a este asunto y iii) luego del trabajo con la historia de
las ET el uso de la calculadora y grafica como procedimientos de solucion a las ET desaparece
y se mantiene el uso de estrategias algebraicas. Es de resaltar que en el momento posterior a la
HM disminuye el nimero de fragmentos codificados pues los maestros en formacion avanzada
se ocuparon de exponer el método asignado y los conceptos asociados a este, sin aludir a las

nociones y procedimientos necesarios para dar solucion a las ET.

El conocimiento de los maestros en formacién avanzada en relacion con la pertinencia de las

ET en el curriculo desde la perspectiva matematica, se puede resumir en la siguiente matriz:

Tabla 17. Herramienta Analitica de la sub-unidad ConCuMatDM

CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO MATEMATICO A

Unidad — ENSENAR [CoMatEns]

Conocimiento sobre el Curriculo Matematico [ConCuMatDM]

El estudio de los métodos de solucion a las ET contribuyé: i) al
reconocimiento del potencial de la HM en el proceso de aprendizaje, ii) a
Sub-unidad— ampliar la vision matematica del objeto (ET), iii) a reconocer un conjunto
de prerrequisitos no necesariamente producto de la organizacion
curricular de las Matematicas escolares ni los impuestos por los libros de
texto.

Indicador | PREVIO HM POSTERIOR HM

No se cuenta con informacion para | El aprendizaje de las ET desde su
describir el conocimiento previo | historia permite adquirir una
en relacion a este indicador en | vision amplia y holistica del
tanto que es un elemento que surge | objeto matematico brindandole
luego del estudio historico sobre la | mas herramientas para tratarlo.

Trigonometria y las ET.

JustApzETEvMat
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La HM adquiere valor como un
eje articulador del proceso de
aprendizaje.

Los conceptos que se asocian
como prerrequisitos para abordar
las ET, corresponden a un listado
de contenidos (p. e., angulos,

razones trigonometricas, | Los métodos de solucién de ET
funciones, funciones | abordados desde la historia,
trigonomeétricas, funciones | aportan algunos prerrequisitos

inversas, identidades, definiciones
de Calculo y ecuaciones) muy
similar al conjunto de temas

que se pueden agrupar en:
conceptos propios de la geometria
(p. e., la semejanza de triangulos,

PrqETRelCu presentados en los libros de texto | &ngulos, entre otros), del &lgebra
que se usan para la ensefianzade la | (p. e., ecuacion, identidades, entre
Trigonometria en grado décimo | otros) y del célculo (p. e., funcién,
(10°). razén, entre otros); nociones

como hitos de la Trigonometria y
Los procedimientos que se | procedimientos como despeje de
reconocen CcOmoO previos estan | ecuaciones.
asociados con las estrategias de
solucion a las ET, ellos son:
procedimientos algebraicos, uso
de calculadora, despeje y uso de
métodos graficos.
JustMatCuApZET No se cuenta con informacion para describir el conocimiento previo y

posterior en relacion a este indicador.

5.2 UNIDAD: CONOCIMIENTO DE LAS ESTRATEGIAS Y REPRESENTACIONES
INSTRUCCIONALES DE LAS MATEMATICAS [CoEstReplnst]

Esta unidad estd relacionada con: i) la forma en que los maestros ensefian un contenido
matematico de manera efectiva, ii) el conocimiento de la didactica especifica, es decir, los
métodos de ensefianza y aprendizaje de un contenido matematico particular, iii) cbmo organizar,
secuenciar y presentar el contenido matematico a los estudiantes, iv) como promover el interés
y potenciar las habilidades Matematicas del estudiante, v) los elementos (materiales y

representaciones instruccionales) usados por el profesor para ayudar a la generacion del
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conocimiento de los estudiantes, entre otros. Ello se agrupa en cuatro indicadores pre-
establecidos a saber: ConRetlnst, ConMtrCu y ConCuMaTDD

5.2.1 SUB-UNIDAD: ConReplnst

El Conocimiento sobre las Representaciones Instruccionales [ConReplnst] hace referencia al
conocimiento de las rutinas instruccionales; esto es, de las estrategias, métodos o técnicas
especificas de ensefianza de un contenido matematico vinculado con los materiales de

instruccion. Asi, a este sub-unidad se asocia un solo indicador como lo muestra la figura:

de las matematicas

Unidad [ [CoEstReplInst]

Componentes del Conocimiento del conteido de las estrategias y representaciones instruccionales ]

. Conocimiento sobre las representaciones instruccionales
Sub-unidad [ConRepInst]
Conocimientos de la secuencia
Indicador metodologica para ensefiar ET
[SecMetgET]

Figura 61. Esquema de indicadores de ConReplnst

Fuente propia

5.2.1.1 Conocimientos de la Secuencia metodoldgica para ensefiar ET [SecMetgET]

El indicador SecMetgET recopila las secuencias metodoldgicas que los maestros en formacion
avanzada reportan para la ensefianza de las ET, las cuales se describen con los siguientes sub-

cddigos:

Tabla 18. Descripcion de sub-cédigos asociados a la posible secuencia metodologia para ensefiar ET
[SecMetgET]

SUB-CODIGO DESCRIPCION
SecMetgET-Alge Estos sub-cddigos aluden a secuencias metodol6gicas que
SecMetgET-CirRazFun los maestros en formacion avanzada sugieren para el
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SecMetgET-FunUso
SecMetgET-Graf
SecMetgET-MetSol
SecMetgET-RazFun
SecMetgET-TriTri

SecMetgET-RefPracDoc

SecMetgET-NoSec

estudio de las ET en el aula; por ejemplo, trabajar aspectos
varios del algebra y luego ET (Alge), abordar la nocion de
circulo unitario, razones y funciones trigonométricas y

posterior ET (CirRazFun), entre otras.

Este sub-cadigo se refiere a reflexiones realizadas por los
maestros que aluden a la complejidad de la ensefianza de
las ET.

Este sub-codigo se refiere al desconocimiento de los
maestros en formacién avanzada, de secuencias

metodoldgicas para abordar las ET.

La Figura 62 muestra el registro de los fragmentos asociados a este indicador en el momento

previo al estudio de la Historia de la Trigonometria y las ET:
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Figura 62. Red seméantica PrevioHM — SecMetgET

Fuente propia
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Las preguntas siete (7) y nueve (9) del cuestionario permitieron indagar por la secuencia

metodoldgica/tematica que los maestros en formacion avanzada consideran como ruta para el

abordaje de las ET en el aula de clase. En la primera pregunta, se presenta un ejemplo de ET y

se pide al maestro describir una secuencia para ensefiar a solucionarla (ver Figura 58):

En la segunda pregunta se lista un conjunto de temas de la Trigonometria que se abordan en

grado décimo y se solicita al maestro organizar estos contenidos de acuerdo a la secuencia

metodoldgica que usa o usaria de forma previa para ensefiar ET:

lo escribas.

9. A) Organiza los siguientes temas en la columna de la derecha de acuerdo a la secuencia metodologica previa
que usas (o usarias) para ensefiar Ecuaciones Trigonométricas, en caso de no abordar alguno de los temas no

TEMAS

SECUENCIA

. Razones trigonométricas
Funciones trigonométricas.

Factorizacion.

. Ejemplos, problemas y contextos de uso de las
ecuaciones trigonométricas
Ideas sobre solucién de
algebraicas (solucion de ecuaciones de primer
y segundo grado).

F. Operaciones numéricas con expresiones

trigonométricas (p. e., sinl® + cos30° - 2).

G. Identidades trigonométricas.

vowp

=

ecuaciones

(Cual?

B) ;Abordas algiin otro tema que no se considerd en la lista? 51 [ No [J

Figura 63. Preguntas 9 del cuestionario aplicado a los maestros en formacién avanzada

Fuente propia

De la red se puede evidenciar que la secuencia previa que mas describen los maestros en

formacion avanzada para ensefiar ET es abordar primero el estudio de las razones

trigonometricas y luego las funciones trigonométricas, como se evidencia en los siguientes

fragmentos:

TEMAS

SECUENCIA

. Razones trigonométricas

. Funciones trigonométricas.

. Factorizacién.

. Ejemplos, problemas y contextos de uso de las

ecuaciones trigonométricas

AE. Ideas sobre solucién de ecuaciones
algebraicas (solucién de ecuaciones de primer
y segundo grado).

& F. Operaciones numeéricas con  expresiones
trigonométricas (p. e., sinl°+ cos30°—2).

S G. Identidades trigonométricas.

COw»

A. I3eas sobre =solocids de |
Ecoac oSS @B&bf&ife_vsx
T . T':)c,—;'om &Jqéo. 2
C-FRezones tvigonome Trica,
D. FonCionas Frigonomstricas.

- OpErCIonss con expPres oas
#._gorome"/‘nq-os.
. E—\e""P’°5/ P‘/Ob/ﬁ"‘ku yc‘m/(’)ﬂ&j

EA T Aen—+tiTdadss —+r gorome friey
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[ TEMAS SECUENCIA

_A-"Razones trigonométricas ’

_Br"Funciones trigonométricas,

27 Factorizacion,

27 Ejemplos, problemas y contextos de uso de las
ecuaciones trigonométricas

© ldeas sobre solucién de  ecuaciones

algebraicas (solucidn de ecuaciones de primer
v segundo grado).

¥ Operaciones numéricas con expresiones
trigonométricas (p. e., sinl® + cos30° - 2).

4. Identidades trigonométricas.

Qeaoermo

Con menos frecuencia que la secuencia anterior, los maestros presentan dos formas de abordaje
previo al estudio y solucion de las ET, basadas en: i) la representacion grafica de las funciones
trigonométricas y el uso de la calculadora; y ii) el conocimiento de las funciones trigonométricas

inversas y estrategias numeéricas como el uso de tablas de valores. Lo anterior se puede visualizar

en los siguientes fragmentos:

sink =x

Uso de funcion inversa eos—

Uso de calculadora ec——

1. Grifica de las funciones trigonomeétricas 1. Funcién Trigonométrica
2. Uso de calculadora 2. Funcion Trigonométrica Inversa

0 3. Uso de calculador30

sink=x sinx=k
B nucups el eludlor @7 Ung ved reconoada lu
wc;@oncl-.m\{ en L @n \o Puncod Pmudf\ semd o oth =S

%}WO; C\@f 5¢€ pvﬁée C«Wxiwi PO-/ E‘O-‘ﬂb‘e Yo [‘ o la whs%ﬂfcc\w
dt— (e f—u'nuo@\ inerdSth Y
d*’ verloyes

o Conr ca'[c,U(G-c(U"ol cholr\- Ca.(oufb\d/f»(c‘(

medo de EJ“*?;W ded a Rurcion
3200,

Cabe resaltar que los resultados descritos antes, guardan estrecha relacion con los pre-requisitos
gue los maestros consideran deben poseer los estudiantes para solucionar ET. De alli que cada

uno proponga un orden particular, lo cual, evidencia una falta de consenso en relacién con la
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secuencia previa que se deberia usar para abordar las ET. No obstante, posterior al estudio de la

HM resulta la red semantica que se muestra a continuacion:

[E:j 105:1
Ewgns Ejms-:w ?Ejmans Ejms:z
" L
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Figura 64. Red semantica PosteriorHM — SecMetgET

Fuente propia

De la red se evidencia la inexistencia de fragmentos que aludan a la descripcion de una secuencia
previa para abordar las ET. Ademas, los maestros en formacion avanzada presentan reflexiones
que aluden a la dificultad de proponer una secuencia especifica, pues los elementos estudiados
en la historia de las ET les generan cuestionamientos sobre el tratamiento y las potencialidades

de este concepto en el aula, asi como se muestra en los siguientes fragmentos:

Fragmento 105:2 [Respuesta de un maestro en formacion avanzada frente a la pregunta ;qué
secuencia metodologica emplearia para abordar las ET en el aula] (...) Yo no me atreveria a dar
una respuesta inmediata como lo hice en el cuestionario si no que tendria que indagar, estudiar
y profundizar més.

Fragmento 105:2 [Respuesta de un maestro en formacion avanzada frente a la pregunta ;qué
secuencia metodoldgica emplearia para abordar las ET en el aula] yo tengo un gran vacio frente
a todo esto [Luego del acercamiento a la Historia de las ET] y lo que me corresponde ahora es
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ir a estudiar y después de estudiar ahi si podria responder, lo que me dejo el estudio de las ET

gue se hizo en el curso fue muchas preguntas.

Por ultimo, el contraste de aparicidn de cada sub-cddigos en el momento previo y posterior al

estudio de la HM se muestra en la siguiente tabla de frecuencias:

SecMetgET

PREVIO HM

POSTERIOR HM

Sub-Cédigo

fi %

%

Alge

12,5

0,0

CirRazFun

6,3

0,0

FunUso

15,6

0,0

Graf

15,6

0,0

MetSol

15,6

0,0

RazFun

25,0

0,0

TriTri

6,3

0,0

RefPracDoc

0,0

100,0

NoSec

= o r | |v|w ] |s

3,1

0,0

Total

w
L]

100

nlo(vw|lolaejla|lale|a|a

100,0

100,0

Porcentaje (%)
w
=]
[=]

20,0

o . '. '. .. . =
I I R R & ¢

T & N 3 & § & S &
o&’" & & @ * v:g@" ®
*

= PREVIO HM

u POSTERIOR HM Secuencia Metodoldgica para abordar las ET

Figura 65. Frecuencia porcentual y grafica de SecMetgET

Fuente propia

Es evidente que el estudio de la historia de las ET, permite al maestro en formacion avanzada

reflexionar sobre cual seria la secuencia previa para abordar las ET, causa de porque el nimero

de fragmentos codificados disminuye notoriamente como se evidencia en la tabla de frecuencias.

El conocimiento de los maestros en formacion avanzada en relacién con las representaciones

instruccionales de las ET, se puede resumir en la siguiente matriz:

Tabla 19. Herramienta Analitica de la sub-unidad ConReplnst

Unidad —

CONOCIMIENTO DE LAS ESTRATEGIAS Y

REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES DE LAS

MATEMATICAS [CoEstReplnst]

Sub-unidad—

Conocimiento sobre las Representaciones Instruccionales

[ConReplnst]
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La Historia de la Trigonometria y las ET permitio al maestro en formacion
avanzada reflexionar sobre algunos aspectos relacionados con la ensefianza
de las ET y con la forma en que usualmente ellos abordan este tema en clase
(reflexiobn de su practica docente), en otras palabras, adquirid
conocimientos sobre: ;Como del estudio histérico de las ET aporta
elementos que permitan secuenciar este tema en el aula de Matematicas?

Indicador | PREVIO HM POSTERIOR HM

Las secuencias metodoldgicas | Ya no se presenta un listado
reportadas se caracterizan por: i) | tematico como secuencia
abordar en orden el estudio de| metodologica para el estudio de
razones trigonometricas, funciones | las ET, sino que se generan
trigonométricas, identidades y luego | algunas reflexiones en torno a la
SecMetgET ET, ii) el listado temético secuencial | complejidad del concepto y la
corresponde a un a conjunto de | necesidad de ahondar méas en su
prerrequisitos para el estudio de las | definicion y caracteristicas desde
ET vy iii) el uso de calculadora se | la HM, con el objetivo de
reporta como un paso previo al | estructurar una ruta de abordaje
estudio de las ET. enel aula.

5.2.2 SUB-UNIDAD: ConMtrCu

Este sub-unidad se refiere al Conocimiento de los Materiales Curriculares [ConMtrCu] usados
para la instruccion de determinado contenido matematico; para este caso, solo se establece un
indicador (Figura 66) que alude al conocimiento del maestro en formacion avanzada de los
materiales que se pueden usar para ensefiar ET, por ejemplo, el conocimiento y evaluacién de

los libros de texto utilizados en grado décimo para abordar las ET.

matematicas

. Componentes del Conocimiento de las estrategias y representaciones instruccionales de las
Unidad P b
[CoEstRepInst]

Sub-unidad

Conocimientos de los materiales curriculares
[ConMtrCu]

Indicador

las ET en [o$'magecigles tarriculares

Tonocimiento sobre el tratamignto-de™
-~~~ [TratETMtrCu] ™~ =~ _

Figura 66. Esquema de indicadores de ConMtrCu
Fuente propia
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Al no contar en el cuestionario con una pregunta que permitiera recolectar informacion sobre

este indicador y al no discutir en la sesion posterior al estudio de la Historia de Trigonometria y

las ET sobre aspectos relacionados con los materiales curriculares y de ensefianza, no se cuenta

con fragmentos para el analisis de este indicador.

5.2.3 SUB-UNIDAD: ConCuMaTDD

La sub-unidad del Conocimiento sobre el Curriculo Matematico [ConCuMatDD], busca indagar

por la pertinencia de las ET en el curriculo desde la perspectiva didactica/instruccional, en

particular, por el conocimiento sobre la planificacion de la ensefianza de las ET. Asi, para esta

sub-unidad se establecen dos indicadores (SecHCuTri y JustinsEnsET), tal como se muestra en

el siguiente esquema:

i Matematicas
Unidad [CoEstReplInst]

Componentes del Conocimiento de las estrategias y representaciones instruccionales de las

|

Sub-unidad [ [ConCuMatDD]

Conocimientos sobre el curriculo matematico: pertinencia desde la
perspectiva didactica/instruccional de las ET en el curriculo

|

ofrespondencia secuencial entre los hallazges
encontrados en la Historia dg lasET y la

- [SecHCuTri] S

Conocimiento de las

Indicador estructura temétjl:a def czurricu]o de jusﬁﬁcac-gii%;mﬁ_[‘iculares de
- - Afigonometria =~~~ _ o
e T~ [JustInsEnsET]

Figura 67. Esquema de indicadores de ConCuMatDD

Fuente propia

Cabe aclarar que, para el indicador SecHCuTri no se cuenta con informacidn que permita hacer

un analisis. Se esperaba que los maestros en formacion avanzada relacionaran aspectos

abordados de la Historia de la Trigonometria y las ET con la estructura curricular propuesta para

el area de Trigonometria, lo cual no se evidencio en las intervenciones.

182



5.2.3.1 Justificaciones curriculares de ensefiar ET fJustInsEnsET]

Este indicador permitio identificar las justificaciones que dan los maestros en formacion
avanzada en relacion con la inclusion de las ET en el curriculo de Matematicas y en el plan de
estudios de grado décimo. Al respecto, la pregunta seis del cuestionario (Figura 68) da cuenta

de este asunto:

6. (Es importante incluir Ecuaciones Trigonométricas en el curriculo escolar? Si (I No O

(Por qué?

Figura 68. Preguntas 6 del cuestionario aplicado a los maestros en formacion avanzada

Fuente propia

Luego de la aplicacion del cuestionario y la codificacion de la informacién, resulta la siguiente

red semantica para el momento previo:

(%% ConCuMatDD {0-3} |

t

!
Asociado con
1

i
(Z% JustinsEnsET {6-1} |

5285 T "/,-"’ b \\ T [ 46110

D 10:11

v 4
36 32214 ) 110

Figura 69. Red seméntica PrevioHM — JustInsEnsET

Fuente propia
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En el analisis de las respuestas dadas por los maestros a esta pregunta (fragmentos codificados

en la red), se reconocen tres razones que justifican la presencia de las ET en el curriculo de

Matematicas:

i) son utiles para la modelacion de fendmenos de la cotidianidad, lo cual, facilita el desarrollo

de procesos matematicos en los estudiantes:

(Por qué? ‘
F= ona hermamarta Qe Locilta lh solcidh de s s
<ihociones d= Jo  <od :dtantaéc{ adkemas sSon v base

‘ﬂ‘—*"'j&""’[‘ ”747/ f)é)/d C’J“A/-?/’ R Soperroes, o /305 74‘/:\7('5,

iPor que?

Las 2plichcioney @ Rsplelss e en Condexdo s goe

no S MIrn Gr oamamenk ,

ii) favorece el desarrollo de competencias Matematicas Utiles para los estudios de nivel superior

(universitarios):

¢Por que? -
D Qoioe o destidos oficioy e \sloores egdiele  q
\_. “ \C 2 e T o ‘ ) Ql cw")b((._i (r Cg‘}:b(, \-‘(,“,(.\ (“"‘ ‘!.zé,/»»crg lef
PR 58 @51ulce i« J
( 7 y
4 \ )| A ;l ceepes > f'/ (i«[‘-ff\,k( J V) e \{C"!‘) (@2,
¢ Por qué?

== una hﬁrﬁmlﬁrﬁﬂ Qe fﬂ\c:){:ﬂa pf.} Solucisn de akyunas
::-r‘iumm'\:j' d= o -iii.l"'id'r‘-’?fi.‘-l.j": adtemas Son i 25

.}"m:brw-;f;f pare g-;,—A_/aﬁq_; Scperrares. 8 pos :r(ai".-n.ir':"’j“

iii) corresponde a una actividad matematica que posibilita la tarea de “hacer Matematicas” en

otras palabras, aporta al avance de las mismas Matematicas:
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¢Por qué?

o VN
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s
T

Luego del estudio de la Historia de la Trigonometria y las ET, se puede observar una reduccion
de las afirmaciones dadas por los maestros en formacidn avanzada para este indicador, como se

evidencia en el nimero de fragmentos codificados en la red semantica PosteriorHM (Figura 70).

£% ConCuMatDD

A
1
1

Asociado a
]
1

10918 * 10916

4

'

E:j 10917

Figura 70. Red semantica PosteriorHM — JustInsEnsET

Fuente propia

En los tres fragmentos presentados, se reconoce la importancia que los maestros otorgan a la
HM como escenario de busqueda de justificaciones curriculares para ensefiar ET. Entre las
razones que dan los maestros se encuentran: i) la Historia de la Trigonometria y las ET muestra
una secuencia que al ser usada por el maestro permite al estudiante observar una evolucion de
los objetos estudiados; en otros términos, se reafirma la idea de que las Matematicas no son un
producto terminado, sino que constituyen un proceso de continuo cambio; y ii) los métodos de
solucion de las ET reportados en la HM tienen inmerso el caracter de los pensamientos
matematicos que se definen en la organizacion del curriculo escolar de Matematicas de

Colombia, con lo cual se puede justificar la pertinencia de las ET en grado décimo y el potencial
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que tiene abordar cada método en pro del desarrollo del pensamiento, como lo afirma un maestro

en el siguiente fragmento:

Fragmento 109:17 (...) en lo personal, dentro del curriculo de Matematicas se habla de que el
procedimiento, el geométrico, va en todos los afios porgue es un ente paralelo que sostiene las
Matematicas. Yo lo veo involucrado en la parte de Ptolomeo, esto en el curriculo permitiria
mostrarle otra cara de la Trigonometria al alumno ¢si?, sujetandome también de lo geométrico.
Pero se ve desde la préactica que no se lleva asi, por un lado, esta lo geométrico, por otro lo
matematico y nunca se interrelacionan (...)

Por ultimo, para este indicador no se hace necesario realizar un registro estadistico comparativo,

en tanto el nimero de fragmentos codificados pasa de seis a tres y no se cuenta con sub-cadigos

asociados.

El conocimiento de los maestros en formacién avanzada en relacion con la pertinencia de las

ET en el curriculo desde la perspectiva didactica, se puede resumir en la siguiente matriz:

Tabla 20. Herramienta Analitica de la sub-unidad ConCuMatDD

Unidad —

CONOCIMIENTO DE LAS ESTRATEGIAS Y
REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES DE LAS
MATEMATICAS [CoEstReplnst]

Sub-unidad—

Conocimiento sobre el Curriculo Matematico [ConCuMatDD]

La Historia de la Trigonometria y las ET permite justificar la inclusién de
las ET en el curriculo de matematica pues: i) la historia reporta diversos
escenarios y actividades culturales que pueden ser Gtiles para desarrollar las
competencias Matematicas de los estudiantes y ii) los elementos histéricos
de las ET se relacionan con la organizacion del curriculo de Matematicas
(Pensamientos Matematicos).

Indicador |

PREVIO HM POSTERIOR HM

JustInsEnsET

La importancia de incluir las ET en | El estudio histérico de las ET:
el aula se debe a que: i) son utiles
para la modelacion de fendmenos de | i) le permite al maestro determinar
la cotidianidad, ii) favorece el | una secuencia metodologica en la
desarrollo de competencias | cual el estudiante aborde el estudio
Matematicas Utiles para los estudios | de este objeto desde su evolucion y
de nivel superior (universitarios) y | se convierta en un pretexto
iii) corresponde a una actividad | propicio para el desarrollo de sus
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matematica que posibilita la tarea de | habilidades Matematicas. La razon
“hacer Matematicas” en otras | aqui es de tipo historico — cultural,
palabras, aporta al avance de las | pues estudiar por ejemplo las
mismas Matematicas. estrategias de solucion a las ET
usadas por los arabes permite
abordar  procesos como la
aproximacion, la precision y la
reiteracion.

ii) los métodos de solucién de las
ET reportados en la HM tienen
inmerso el caracter de los
pensamientos matematicos
(geomeétrico, métrico y numérico)
que se definen en la organizacion
del curriculo  escolar  de
Matemaéticas de Colombia.

No se cuenta con informacion para describir el conocimiento previo y

SecHCuTTi . L L
posterior en relacion a este indicador.

5.3 UNIDAD: CONOCIMIENTO DE LOS PROCESOS DE APRENDIZAJE DEL
ESTUDIANTE SOBRE EL CONTENIDO MATEMATICO [CoApzEConMat]

Esta unidad agrupa dos sub-unidades: ConProcCogEMat y ConEstlnst, que se interesan por
conocer los procesos de aprendizaje de los estudiantes. Lo anterior, incluye el estudio de las
creencias y concepciones inadecuadas o errores conceptuales y su influencia sobre el
aprendizaje, los saberes previos e intereses de los estudiantes frente al contenido matematico, el
conocimiento de técnicas para medir la comprension de los estudiantes (evaluacion), el

conocimiento del proceso cognitivo del estudiante en Matematicas, entre otros aspectos.

5.3.1 SUB-UNIDAD: ConProcCogEMat

Esta sub-unidad se refiere al Conocimiento del Proceso Cognitivo del Estudiante en
Matematicas [ConProCogEMat]. Como se menciond en la descripcion de las unidades de
analisis, hace alusion al conocimiento de las necesidades y saberes particulares de los

estudiantes, a partir del estudio y observacion de su desarrollo (edad, experiencia, antecedentes
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y escolaridad) y desempefio en el aula. También se refiere al contenido matematico que aprende,
y reconocer la importancia del estudio de las concepciones y dificultades del estudiante como
parte inherente e indispensable para la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas;
adicionalmente alude a conocer sus intereses, motivaciones y expectativas relacionados con las
Matemaéticas y con los diferentes topicos especificos. Lo anterior, se agrupo en el indicador
NcsApzETcaractCogE que se muestra en el siguiente esquema:

Matematico

. Componentes del Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante sobre el contenido
Unidad [ P pre. ? ! ]
[CoApzEConMat]

Matematicas
[ConProcCogEMat]

] Conocimiento del proceso cognitivo del estudiante en
Sub-unidad

Alusién a la necesidad de aprender ET basado en caracteristicas
; cognitivas de los estudiantes (concepciones, intereses,
Indicador expectativas

[NesApzETCaractCogE]

Figura 71. Esquema de indicadores de ConProcCogEMat

Fuente propia

5.3.1.1 Necesidad de aprender ET basadas en las caracteristicas cognitivas de los
estudiantes (NcsApzETcaractCogE)

No se cuenta con una red semantica previa para este indicador, aunque la pregunta seis (ver
Figura 68) del cuestionario pretendia que los maestros en formacion avanzada describieran
argumentos del por qué aprender ET basados en las caracteristicas cognitivas de los estudiantes
(concepciones, intereses, expectativas). Sin embargo, las justificaciones que presentaron se

relacionan con razones para ensefiar ET desde la perspectiva curricular.

Por otra parte, en el momento posterior al estudio de la Historia de la Trigonometria y las ET
un solo maestro en formacién avanzada hizo alusién a este indicador como se muestra en la

siguiente red semantica y su respectivo analisis:
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Figura 72. Red semantica PosteriorHM — NcsApzET CaractCogE

A

Fuente propia

El fragmento codificado fue:

Fragmento 110:1 (...) todo eso [en relacién a los métodos que los maestros en formacion
avanzada expusieron en la intervencién] pero no asi, todos los preconceptos para que ellos
entiendan realmente en la universidad porque es alla donde lo van a aplicar, en la carrera que
vayan a estudiar.

La frase subrayada del fragmento, permite evidenciar que para el maestro es importante abordar
las ET en el aula, pero no de la forma en que se presentd en las exposiciones. Esto, en tanto que
al reflexionar sobre las caracteristicas cognitivas de los estudiantes se podrian presentan
obstaculos y dificultades para entender el tema si se ensefia tal cual como se estudi6 en la
intervencion. Lo anterior, sugiere de forma implicita la necesidad de una trasposicion didactica

de los aspectos de las ET estudiados desde la HM.

El conocimiento de los maestros en formacidn avanzada en relacién con los procesos cognitivos

del estudiante en Matematicas, en especial con las ET, se puede resumir en la siguiente matriz:

Tabla 21. Herramienta Analitica de la sub-unidad ConProCogEMat

CONOCIMIENTO DE LOS PROCESOS DE APRENDIZAJE DEL
Unidad — ESTUDIANTE SOBRE EL CONTENIDO MATEMATICO
[CoApzEConMat]
Sub-unidad— Conocimiento del Proceso Cognitivo del Estudiante en Matematicas
[ConProCogEMat]
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No se cuenta con mucha informacion para describir el conocimiento del
maestro en formacion avanzada sobre este sub-unidad, sin embargo, se
rescata las reflexiones que realizé uno de ellos, en el momento posterior a
la HM sobre la complejidad de la ensefianza de las ET pensando en la forma
de abordarlas y las caracteristicas cognitivas de los estudiantes.

PREVIO HM POSTERIOR HM
La historia de las ET, evidencia la
complejidad de este objeto

Indicador |

No se cuenta con informacion para

describir el conocimiento previo en
relacion a este indicador en tanto que
es un elemento que surge luego del
estudio  historico  sobre la
Trigonometria y las ET.

NcsApzETcarac
tCogE

matematico, lo que conlleva al
maestro a reflexionar sobre el
cdmo abordar este tema en clase
teniendo en cuenta las
caracteristicas cognitivas de los

estudiantes.

5.3.2 SUB-UNIDAD: ConEstlnst

Esta sub-unidad se refiere al Conocimiento de las Estrategias Curriculares [ConEstinst]
especificas para corregir las creencias y concepciones inadecuadas, errores y dificultades,
ademaés de todas aquellas estrategias que permitan que los estudiantes conecten lo que ellos
aprenden al conocimiento que ya poseen. Lo anterior, se resume en un solo indicador como se

muestra en el siguiente esquema:

Componentes del conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante sobre el conteudo
Unidad matematico
[CoApzEConMat]
o Conocimiento de las estrategias curriculares
Sub-unidad
[ConEstInst]
Indjcador aprendizaje quepermiten cambiar s Treencias y

concepciones inadeceadas erreses y dificultades
**** [EstInsProcApzCamCreCp] Tt~

[E’sﬂ‘ategiaﬁ instruccionales basadas en el procese dB]

Figura 73. Esquema de indicadores de ConEstInst

Fuente propia

Al no contar en el cuestionario con una pregunta que permitiera recolectar informacién sobre

este indicador y al no discutir en la sesion posterior al estudio de la Historia de Trigonometria y
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las ET sobre aspectos relacionados con este asunto, no se cuenta con fragmentos para el analisis

de este indicador.

En sintesis, del analisis de los datos se puede concluir que:

Tabla 22. Sintesis del anélisis de datos

CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO MATEMATICO A ENSENAR

La historia de la Trigonometria y las ET aporto al conocimiento del maestro en formacion
avanzada en tanto le permitio reconocer otros campos Y situaciones donde solucionar una
ET tiene sentido, asi como las actividades matematicas que estdn asociadas a estas
soluciones, lo cual es un indicio de los posibles aprendizajes previos que deben poseer los
estudiantes al momento de abordar este tipo de ecuaciones.

La historia sirvié de insumo para reflexionar sobre el papel de la ET en la cultura, la
influencia de los interese culturales cémo modifica la nocién y método de solucién de las
ET, los diferentes cambios de concepciones de la Trigonometria tomando como criterio el
objetivo de los objetos trigonométricos y el papel de la rigurosidad y la precision que lleva
implicito la ET y permite pensar en razones del porqué es importante abordar la
periodicidad, los procesos variacionales, el calculo diferencial, las sucesiones y series y
los logaritmos.

El trabajo con la historia conllevo a que el maestro se cuestionara por la distincion entre
las herramientas trigonométricas: razén, identidad, ecuacion y funcion, sus caracteristicas
y posibles relaciones. Ademas, se identificaron algunos métodos de solucion a ET distintos
al tratamiento algebraico que usualmente se evidencia en los libros de texto y formacién
docente.
CONOCIMIENTO DE LAS ESTRATEGIAS Y REPRESENTACIONES
INSTRUCCIONALES DE LAS MATEMATICAS

La Historia de la Trigonometria y las ET permite justificar la inclusion de las ET en el
curriculo de matematica pues: i) la historia reporta diversos escenarios y actividades
culturales que pueden ser Utiles para desarrollar las competencias Matematicas de los
estudiantes y ii) los elementos histéricos de las ET se relacionan con la organizacion del
curriculo de Matematicas (Pensamientos Matematicos). Reflexiona sobre la forma
“trivial” de tratar este objeto en los libros de texto, pero que puede ser de un potencial
formativo para los estudiantes. El trabajo le aporta elementos que segun sus reflexiones le
permitiran estructurar mejor sus practicas de clase y aprovechar por ejemplo el trabajo con
los métodos de solucion a las ET.
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CONOCIMIENTO DE LOS PROCESOS DE APRENDIZAJE DEL
ESTUDIANTE SOBRE EL CONTENIDO MATEMATICO

El maestro luego del acercamiento con la historia de la Trigonometria y las ET, reflexiona
sobre la complejidad que tiene la ensefianza de este objeto matematico y por ende el
aprendizaje. Reflexiona sobre cuél es el proceso de aprendizaje de los estudiantes en
relacion a este objeto y coémo puede mejorarlo.
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6. CONCLUSIONES

El interés principal de este trabajo era identificar los componentes del CDC a los que se aporta
a partir del conocimiento historico de las ET. Para ello, se realizé en un primer momento una
revision documental en tres focos: i) una blasqueda de antecedentes investigativos, ii) un
acercamiento conceptual CPM, iii) un registro de elementos histdricos sobre las ET, y iv) una
descripcion desde la perspectiva curricular y normativa sobre las ET. Ello, llevo a elaborar una
serie de instrumentos (encuesta, intervenciones en aula y tareas) con los que, se realizd la
recoleccion de informacion y posteriormente se constituy6 el conjunto de datos que fueron
codificados y analizados, lo que gener6 una serie de resultados de los cuales se obtuvieron las

conclusiones de la investigacion.

A continuacion, se exponen las conclusiones referidas a los objetivos de la investigacion, al
aporte de la Historia de las ET al CDC y al proceso de investigacion y metodologia. Por ultimo,
se plantean algunas cuestiones abiertas que pueden servir como ideas para futuras
investigaciones o como punto de partida para la reflexion en los espacios de formacion sobre el

quehacer de los profesores de Matematicas.

6.1 CONCLUSIONES RELATIVAS A LOS OBJETIVOS PROPUESTOS

Para cumplir con el objetivo general presentado en la seccion 1.4 se plantearon cinco objetivos

especificos, estos se evaltan a continuacion:

e EI CPM es una estructura compleja que abarca multiples elementos, los cuales se pueden
intentar caracterizar a través de modelos tedricos, como los que se presentaron en esta
investigacion (Shulman (1987), Ball (2008), Pinto (2010) y Schonfeld y Kilpatrick (2008)).
Sin embargo, realizar la seleccion de un modelo que se corresponda con los propdsitos de
este estudio no fue una tarea sencilla. Asi, el modelo de Pinto (2010) result6 el mas acertado
en tanto la descripcion detallada mediante indicadores de cada una de las categorias y
componentes del CDC permitié definir las unidades de analisis de forma especifica. En otras

palabras, el modelo cont6 con una naturaleza descriptiva a tal detalle que fue posible
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establecer una conexidn entre los elementos Histdricos de la Trigonometria y las ET y cada
uno de los indicadores.

Aungue se contd con una poblacion relacionada con el objeto matematico de este estudio
(ET), bien sea porque han utilizado ET para hacer ciertos procedimientos matematicos,
porque han estudiado el concepto en su formacion inicial o porque han tenido que ensefiarlo
como profesores de grado décimo, disponer de la informacion acerca de lo que conocen fue
una tarea que requirio esfuerzos en tanto: i) aunque son maestros en formacion avanzada,
dar a conocer sus saberes les implico reconocer su desconocimiento y ii) expresar aquello

gue conocen de una manera organizada y cohesionada les costé dificultad.

Recolectar informacion mediante los instrumentos propuestos, permitio una clasificacion de
lo que conocen y no conocen los maestros en formacion avanzada sobre las ET; Aun cuando
se reconocen las dificultades para expresar o comunicar los conocimientos, 10s maestros
mostraron disponibilidad y apertura para este estudio, pues para ellos constituy6é un reto

académico.

La revision de fuentes secundarias o terciarias en algunos casos conllevo a ubicar un hilo
conductor hacia fuentes primarias en relacion con la Historia de la Trigonometria y las ET.
En estas se identifican hechos que posteriormente permiten establecer hitos histéricos que
trazaron el desarrollo de esta investigacion: i) la Trigonometria al servicio de los intereses
griegos en la astronomia y la navegacion: las ET en la construccion de tablas de cuerdas, ii)
la Trigonometria arabe e hindd como recurso para mejorar la exactitud de tablas
trigonométricas: Métodos iterativos y analiticos para solucionar ET iii) Las ET como
herramienta para solucionar ecuaciones algebraicas: los aportes de Jayyam y Viéte y iv) las

ET como objeto matematico de ensefianza: las ET en textos académicos.

Los hitos seleccionados de la Historia de las Matemaéticas en relacion con el tema, al ser
contrastados con los saberes de los maestros en formacion avanzada, permitieron determinar
cuéles son los aportes al CDC que el estudio de la HM hace al CPM; es decir, el estudio de

la Historia de la Trigonometria y las ET aportd elementos que contribuyen al Conocimiento
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del maestro en formacién avanzada en relacion con: i)métodos de solucién de las ET
(Geométricos y de perspectiva analitica), contextos de la Trigonometria (Matematicos,
Astronomia y Navegacion), actividades (elaboracion de tablas trigonométricas mediciones
de angulos y longitudes, construcciones geométricas), cambios en la concepcion de la
Trigonometria (Herramienta cultural para el calculo de longitudes, Ciencia independiente,
Ciencia analitica, Herramienta para otras ciencias) y los procesos de rigurosidad y
aproximacion que se desarrollaron en histéricamente en la Trigonometria y reflexiones sobre
su practica profesional, entre otros, los cuales se pueden agrupar en la categoria

Conocimiento Mateméatico a ensefiar.

6.2 CONCLUSIONES PROPIAS DEL ESTUDIO REALIZADO

En particular el estudio de la Historia de las Matematicas, sobre las ET aportd, ampli6 algunos
elementos del conocimiento de los maestros en relacién con las tres unidades del CDC,
Conocimiento del contenido matemético a ensefiar, Conocimiento de las Estrategias y
representaciones Instruccionales de las Matematicas y Conocimiento de los Procesos de

Aprendizaje del Estudiante sobre el contenido matematico, tal como se describe a continuacion:

Conocimiento del contenido matematico a ensefar:

o Enrelacion con los contextos donde se desarrolla la Trigonometria, se identifico
que a la luz de la Historia de las Matematicas se contribuy6 en: i) mayores
apropiaciones de los contextos matematicos, astronémicos y de navegacion; sin
embargo, las afirmaciones iniciales de los maestros contemplaron otros contextos ii)

alimentar y complementar el discurso en relacion a los contextos.

e Entorno a la Trigonometria y las ET, la Historia de las Matematicas permite
evidenciar actividades en las cuales se dieron desarrollos que aportan al avance del
tema especifico y; esto es, se reconoce que una actividad fundamental para el
progreso de la Trigonometria fue las construcciones de tablas trigonométricas que se

dieron por personajes en momentos distintos en culturas diferentes. Esto genero
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ampliaciones y reflexiones sobre las caracterizaciones que poseian los maestros
sobre ET.

e LaHM y su revision en relacion al tema de esta investigacion permitié que los
maestros en formacion avanzada identificaran cambios de concepcion en la
Trigonometria (Herramienta cultural para el célculo de longitudes, Ciencia
independiente, Ciencia analitica, Herramienta para otras ciencias), lo cual es

producto de lo planteado en la primera intervencion.

o Elrigor es un asunto reconocido por los Maestros en formacién avanzada como
un potenciador de los desarrollos dados en las Matematicas. Particularmente, en la
Trigonometria, este es un elemento que se reconocio a partir de las reflexiones

generadas al momento de estudiar la Historia de la Trigonometria y las ET.

o El estudio de la historia de las Matematicas enriquecio el conocimiento de los
profesores con mayor énfasis en la categoria del conocimiento del topico especifico.
En términos particulares de las ET, aportdé a prototipos, atributos, métodos de
solucidn, representaciones y relaciones de las ET con otros conceptos.

o En particular, en relacion con las representaciones de las ET, los maestros
afirman que el estudio de la HM enriquece este tipo aspectos para cualquier objeto
matematico, pero no se puntualiza en el tema matematico propio de esta

investigacion.

o Los métodos de solucion de las ET con métodos Geométricos y métodos
perspectiva analitica son una ampliacion al conocimiento del Profesor de
Matematicas, luego de realizar el estudio de la Historia de la Trigonometria y las
ET.

« Una vez terminadas las intervenciones y la revision histérica de este trabajo, no

se encontrd o generd un consenso en relacién a una definicion de ET. Sin embargo,
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la HM aportd elementos como caracteristicas y prototipos que pueden ayudar al

maestro en formacién avanzada a construir una idea mas estructurada de las ET.

Conocimiento de las Estrategias y representaciones Instruccionales de las Matematicas

o Las afirmaciones que permitian a los profesores definir ET eran aquellas que
aparecian en los libros de texto usados en sus practicas laborales los diferentes
estadios de los prototipos de ET que se presentaron en el estudio de la Historia les
permitié reflexionar y analizar de forma critica estas afirmaciones, por ejemplo, la
pertinencia de las secuencias de ensefianza, las estrategias de solucidn y los ejemplos

de ET presentados en estos.

o Los maestros en formacion avanzada reconocen que el objeto ET ha sufrido
transformaciones en sus caracteristicas a través de la Historia, por ejemplo, sin (30°)
= X actualmente reconocido como un valor, en otra época o periodo histérico

correspondio a una ET.

Conocimiento de los Procesos de Aprendizaje del Estudiante sobre el contenido

matematico

. El estudio realizado sobre la Historia de la Trigonometria y las ET, generd
reflexiones en los maestros en formacion avanzada en relacion con la
complejidad del objeto matematico (ET), la importancia y finalidad de su
abordaje en los cursos de bachillerato lo que conlleva al maestro a reflexionar
sobre el cdmo abordar este tema teniendo en cuenta las caracteristicas cognitivas

de sus estudiantes.

6.3 CONCLUSIONES DEL PROCESO DE INVESTIGACION Y METODOLOGIA
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Debido a las actividades académicas, laborales y personales de los Maestros en
formacion avanzada no se contempld, dentro de la metodologia, la realizacion de
entrevistas individuales. Sin embargo, los instrumentos y técnicas utilizados,
permitieron una ampliacion de la informacion desde una mirada integrada, nutriendo los

datos de esta investigacion.

Estructurar las intervenciones y plantear los instrumentos para la recoleccion de
informacién, no implico el reconocimiento de todos los escenarios y elementos
deseados, pues al disponer de una guia rudimentaria para el disefié del cuestionario, la
cual se prepard con base en los primeros hallazgos histoéricos, y de las intervenciones,
algunos indicadores no se pudieron evidenciar. Este es el caso NcsApzETCaractCogE,
referido al conocimiento de las caracteristicas cognitivas de los estudiantes, aun cuando
este se reconoce como un elemento fundamental del CDC que se pone en juego en las

practicas profesionales.

La aplicacién de un cuestionario final habria permitido identificar algunas relaciones
emergentes en el CDC de los maestros en formacion avanzada y los aportes de la HM
sobre ET, ya que algunos de los maestros no realizaron aportes de manera oral en las
intervenciones de las sesiones que se desarrollaron, posibilito la recoleccién de otro tipo
de informacion. Sin embargo, la creacion de un cuestionario de cierre no fue factible por
tres razones: i) dificultades para construir preguntas que condensaran toda la
informacién que se queria recolectar, a las luz de los elementos estudiados y los
indicadores planteados en las unidades de analisis, ii) la disponibilidad de tiempo para
implementar este otro instrumento en el seminario v iii) la recoleccién de informacién
procuro rastrear progresivamente las afirmaciones de los maestros, lo cual se facilité al

realizar un ejercicio en el cual primo la oralidad.

Estudiar HM puede llevar a aprender Matematicas. Sin embargo, desde la posicion
personal de los autores de este documento, esto es un proceso ciclico en tanto el estudio

de la HM no se puede dar sin un conocimiento de las Matematicas.
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El estudio de la Historia de la Trigonometria y las ET contribuy6 a que los autores de
esta investigacion generaran reflexion en torno a: i) su formacion académica inicial y las
matematicas escolares propias de su desempefio profesional ii) sobre diferentes objetos
matematicos y la forma en que son abordados en la escuela, entre ellos: ecuacion,
funcién, variable, incdgnita, razon y proporcion, y iii) las intenciones de la inclusion de
ciertos objetos matematicas en los documentos curriculares y normativos que atafien a

la educacion escolar colombiana.

El reconocimiento de diferentes fuentes de consulta (textos escolares, documentos
historicos, articulos, investigaciones publicadas, libros disefiados para cursos
universitarios, documentos curriculares, entre otros) permitié contrastar las diferentes
aproximaciones del concepto de ET que estdn disponibles para el maestro y sus

practicas.

Las evidencias sobre el cdmo se conciben y tratan las ET en la escuela, revelan que en
las matematicas escolares ain se desconoce el verdadero potencial formativo de algunos
objetos que se tratan porque si. El caracter especial de trascendente hace que la solucion
de estas ecuaciones pueda asociarse a herramientas diferentes a las empleadas en la
solucion de ecuaciones algebraicas; sin embargo, la insistencia en tratarlas como
polinomios y solucionarlas por métodos algebraicos en los que se tiene en cuenta el
dominio y el periodo de las funciones trigonométricas involucradas en estas expresiones,
las transforma en un tema méas del curriculo escolar colombiano connotado como

"ecuacion".

Estudiar HM nos llevé a aprender sobre Trigonometria y Ecuaciones Trigonométricas,
pues tanto para los maestros en formacion avanzada como para los investigadores, el
conocimiento matematico, curricular y didactico del tema es escaso. Como se evidencia
en el anélisis de los datos de investigacion, lo cual, pone de manifiesto que: “(...) el
conocimiento de los futuros profesores en las diferentes areas de la matematica escolar

es débil y por debajo de lo que normalmente se espera”. (Dabiri, 2003, p. V)
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Los resultados encontrados ponen de nuevo una alerta sobre la poca atencion
investigativa que se le ha dado al tema de la educacion en Trigonometria 'y las ET en el
campo de la EM. La no conciencia del profesor de matematicas sobre las potenciales de
la HM en relacidn con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas escolares; y la
necesidad de que en los programas de formacion de profesores de matemaéticas se
incluyan cursos de estudio matematico y didactico del tema y relacionados con este, por
ejemplo, cursos de HM y su aporte al aula, métodos numéricos, entre otros; lo cual,
sustenta la idea de Dabiri (2003) cuando menciona que: “Therefore, understanding
preservice secondary mathematics teachers’ understanding of trigonometry would
enable colleges of education and mathematics departments to better educate the future
cadre of secondary school mathematics teachers to be effective teachers of

mathematics. ” (p. 14).

En el desarrollo de la investigacion, el estudio de los documentos histéricos y la
construccion del cuestionario, nos retd a intentar construir una definicién de ET, sin
Ilegar a un consenso, por la complejidad de la naturaleza de los elementos implicados en
este tipo ecuaciones. Ademas, todo esto conllevo a cuestionarnos por otros objetos
matematicos escolares como la idea de ecuacion, funcion, variable, incognita, entre
otros, que estan presentes en esta definicion y que se “algebrizan” en el discurso de los
libros de texto y en muchos casos del propio profesor de matematicas cuando ensefia
ET.

La revision de los antecedentes relacionados con el curriculo escolar de matematicas,
denotan una “extrana” presencia de las ET y hasta de la misma Trigonometria en la
escuela, pues es una tierra de nadie, pues “Too often trigonometry is taught in school as
a collection of definitions and identities which are disjointed, are unmotivated except by
some simple-minded applications, and are all supposed to be equally important” (Wu,
2012, p. 26).

El abordaje que se da a las ecuaciones trigonometricas en libros de texto escolar

revisados se caracteriza en general por: asociar las ET a ecuaciones polinémicas donde
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la incognita es una funciéon o una razén trigonométrica; para solucionar una ET es
necesario conocer el dominio y la periodicidad de las funciones trigonométricas
involucradas en la ecuacion; relacionar identidades trigonométricas y ecuaciones
trigonométricas en ocasiones las primeras como caso particular de las segundas 0 como
herramienta para solucionar ecuaciones trigonométricas complejas; no se discrimina la
naturaleza de las soluciones de las ecuaciones trigonométricas. Es decir, no se sabe si el
conjunto solucion es un subconjunto de nameros reales, un conjunto determinado de

medidas angulares en grados o radianes, etc.

Los procedimientos para resolver ecuaciones trigonométricas son similares a los
utilizados en la solucién de ecuaciones algebraicas, donde se asume que la solucién de
una ET es una tarea invariante en la cual se ha de encontrar un valor faltante que puede
ser un angulo, un namero real o un conjunto de valores que satisfacen la ecuacion. No
obstante, se evidencia una ruta metodoldgica que en algunos casos omite pasos o los
desarrolla con poco grado de profundidad: i) presentacion de una situacion problema
inicial, ii) solucion de la situacion y anélisis de los resultados, iii) definicion de una ET
y algunas caracteristicas; iv) ejemplos de resolucion de una ET; v) ejercicios, vi) ET con
una incognita: lineal, cuadratica y racional con una funcion y trigonométrica y
ecuaciones con més de una funcion trigonométrica: caracteristicas de la ecuacion y
métodos de solucion, condiciones del conjunto solucidn, ejemplos de resolucion,

gjercicios y problemas de aplicacion.

6.4 CUESTIONES ABIERTAS

Como se evidencié en la investigacion, es valioso el aporte de la Historia de la
Trigonometria al conocimiento del profesor de matematicas. Ademas, hay nexos de esta
con el Célculo, el Algebra y la Geometria. En especial, seria interesante analizar por qué
“(...) the use of trigonometry in calculus sheds light on trigonometry itself. ” (Wu, 2012,
p. 26). Por ejemplo, se reconoce que el aporte se evidencia también en la ampliacion de
las visiones sobre el horizonte matematico del contenido que pueda poseer el profesor,
esto a su vez se involucra en la articulacion de las organizaciones de sus practicas

profesionales.
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Aunque se reconoce la relacion de las ET con fendmenos periddicos aln no se explota
este componente en el ambito escolar. Tal vez se esté dejando de lado potencialidades
implicitas del concepto de la periodicidad, que permiten enriquecer las practicas de aula.
Por ejemplo, los métodos numéricos o geométricos, podrian ser una razon de peso para

incluir en el curriculo el trabajo con ciertas ET.

Objetos matematicos de la Trigonometria, como las ET, acompafiados de adjetivos como
“simples” o “sencillas” prevalecen en el curriculo escolar de matematicas, sin
fundamento alguno y la revision preliminar normativa no brinda luces de su presencia
en los programas de grado décimo. Por lo tanto, un estudio curricular mas detallado que
fundamente la pertinencia de los objetos trigonométricos permitiria al profesor de

matematicas reflexionar con mas argumentos la ensefianza de estos temas escolares.
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Anexo 1. Fuentes documentales referidas a la relacion HM - EM y asuntos reportados en estas

INSTRUMENTOS ASUNTOS REPORTADOS (I 1 | B AV VI | VII

HPM 2008: integracion de la HM en EM, Culturas y

Matematicas, Matematicas de las Américas. X | X
ESU-6: marcos tedricos o conceptuales para integrar la

HM en la educacion. X
ESU3*: Historia y Epistemologia implementadas en la
EM: experimentos de clase y materiales de ensefianza,
Aproximacion a la considerados desde puntos de vista cognitivos o
relacion “Historia de | ) afectivos: estudios de curriculos y libros de texto;
las Matematicas — E fuentes primarias en el aula de clase y sus efectos
Educacién L educativos;  Historia 'y  Epistemologia como
Matematicas” en el é herramientas para una aproximacion interdisciplinaria

altimo quinquenio | v en la ensefianza y el aprendizaje de las ciencias

Guacaneme y Gomez |9 ICME 2012: Conversatorios sobre la HM en la escuela.
(2013) E ICME 2012: la Historia, aplicaciones y Filosofia de las

E Matemaéticas en Educacion Matematica T. Jankvist. X
ICME 2012: El Rol de la Historia de las Matematicas

en la Educacion Matematica. X
HPM 2012: marcos tedricos o conceptuales sobre la

integracion de la Historia en la EM. X

HPM 2012: Historia y epistemologia implementadas en
la educacion en Matematicas: experimentos de clase y
materiales de ensefianza; fuentes primarias en el aula de

34 Los EuropeanSummerUniversityonthe History and Epistemology in Mathematics Education, Encuentros académicos que se realizan desde el afio 1993 cada
tres afios, organizados por HPM exceptuando primero que fue organizado por IREM de Francia.




INSTRUMENTOS

ASUNTOS REPORTADOS

VI

Vil

clase y sus efectos educativos; Matematicas y sus
relaciones con la ciencia, la tecnologia y el arte: temas
historicos e implicaciones educacionales; Culturas y
Matematicas.

LIBROS

Recent Developments on Introducing a Historical
Dimension in Mathematics Education (Katz &
Tzanakis, 2011). Publicacion dedicada principalmente
a la relacion HM-EM y sobre HM para EM, presenta
documentos de investigacion en: uso de la HM en la
ensefianza de las Matematicas en varios niveles
educativos, perspectivas tedricas actuales en el uso de
la HM. Asi como HM para profesores; y las relaciones
entre HM y el conocimiento del profesor de
Matematicas.

Mathematical Time Capsules. Historical modules for
the mathematical classroom (Jardine & Gellasch, 2011).
Presenta articulos de distintos autores sobre el uso de la
HM en cursos de Matematicas presentados en el Joint
Mathematics Meeting organizado por los editores en el
2006, modulos para aplicar a la ensefianza en secundaria
y pregrado.

Crossroads in the History of Mathematics and
Mathematics Education (Sriraman, 2012). Presenta la
HM como recurso para fomentar la comprension de las
Matematicas. Da a conocer siete articulos sobre Historia
y Didéactica de las Matematicas que proporcionan
recursos histéricos para ser usados en la ensefianza del




INSTRUMENTOS

ASUNTOS REPORTADOS

VI

Vil

Célculo. En la segunda seccion se encuentran cuatro
documentos para el trabajo con la historia de la
Geometria y la Teoria de nameros. [i)]. En la tercera
seccion, cuatro documentos que buscan discutir y
justificar el papel de la HM en la EM.

ARTICULOS DE REVISTAS

For the learning of mathematics. (Fried, 2009) habla
sobre el significado de la igualdad y la semejanza en las
Matematicas griegas, Yy se discuten algunas
implicaciones en la de la HM en la EM, resefiando que
la HM no se debe usar simplemente como una estrategia
para atraer la atencion de los estudiantes sino, mas bien
deberia llevar a los estudiantes a tomar posiciones con
respecto al pasado. Otro documento presentado en tal
edicion (U. T. Jankvist, 2009) presenta la introduccion
de la HM en la EM en dos sentidos, como un objetivo y
como una herramienta.

Mathematics teacher. (2008,2009 & 2010) presentan
algunos documentos sobre la evolucién histérica de
algunos temas matematicos. Ademas, en la edicién
2010 se presentan algunas reflexiones historicas en la
ensefianza de la Trigonometria.

EducationalStudies in Mathematics. Presenta en su
mayoria asuntos relacionados con la ensefianza y el
aprendizaje mediados por el uso de la HM como
herramienta y en el volumen 81(1) se muestra como el
estudio de la HM contribuye al conocimiento




INSTRUMENTOS

ASUNTOS REPORTADOS

VI

Vil

matematico de un profesor de Matemaéticas (Clark,
2012).

The Montana Mathematics Enthusiast (TMME): (2008)
edicion que presenta como algunos autores han
planeado problemas y soluciones a la inclusion de la
HM en las clases de Matematicas y cOmo la perspectiva
semidtica de Saussurean puede aportar a la
problematica.

Sigma. (2008) muestra algunas razones para introducir
la HM en la educacion basica secundaria; desde el uso
de la HM como herramienta y concepciones filosoficas
y ontoldgicas acerca del conocimiento matematico.

International Journal of Science and Mathematics
Education. Estudio (Liu, 2009) la introduccion de la
HM en un curso de célculo de ayuda a cambiar las
concepciones epistemoldgicas de los estudiantes acerca
de las Matematicas.

HPM:(OT)-TSG 25

Experimentos de ensefianza.

Marco tedrico o conceptual para integrar la Historia en la EM.

HM y Epistemologia implementada en la EM.

Surveys en Investigacion sobre la HM en EM y La HM que
aparece en el curriculo o libros de texto.

Culturas y las Matematicas que entretejen.

Material para la ensefianza: libros de texto, material de recursos
de cualquier tipo (escrito documentos, guias, lectores,
encuestas bibliograficas anotadas, material audiovisual,
paginas web sitios web relevantes, etc.)
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Fuentes originales en el aula y sus efectos educativos.

Historia y epistemologia como una herramienta para un
enfoque interdisciplinario en la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas.

History in
Mathematics
Education: The ICMI
Study, edited byJ.
Fauvel & J.
vanMaanen (Kluwer
2000).

Seccion 1.2 experiencias de 16 paises de
todo el mundo en relacién con las
directrices politicas que rigen la
inclusion de la  historia de las
Matematicas en el curriculo, con
hincapié en el panorama de los libros de
texto escritos para presentar el curriculo
como area critica.

Seccion 1.3 Estudio de caso de la
CapPiTULO 1 dimension histérica en libros de texto en
The political Polonia, propone la integracién de la

context Historia en la EM como un punto clave,
presenta el caso de las escuelas normales
y otros programas en los que se ha hecho
esta integracion.

Seccion 1.4 Presenta una declaracion
politica en torno a introducir una mayor
dimension historica en el curriculo con
objetivo de informar a los responsables
politicos sobre la incorporacién de la H
en la EM.

CAPITULO 2 Es una mirada filoséfica, multicultural e
interdisciplinaria de los asuntos de laEM
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Philosophical, y la HM, mencionan elementos como el
multicultural and | arte, la musca desde la etnomatematica,
interdisciplinaryiss | hacen una conexion con la cultura y las X X
ues Matematicas involucrando aspecto de la
religion y la filosofia
CAPITULO 3 Plantea que la integracion de laHM en la
Integrating history: | ensefianza es un asunto que se juzga a
research través de la investigacion cualitativa. Se
perspectives presentan algunos asuntos en relacion a
experimentos de ensefianza en los que la
Historia se ha usado de forma implicita o
explicita, de manera local o global.
Presenta en las secciones 3.3 y 3.4
reflexiones de profesores en relacion a
sus précticas y las Matematicas gracias a
la incorporacion de la HM en la X
ensefianza, asi como los riesgos de su
implementacion.
CAPITULO 4 Presenta las intenciones de la inclusion
History of de una dimension historica en la
Mathematics for | formacion de profesores de
Trainee Teachers | Matematicas, siendo  esta  una
preocupacion del tltimo siglo, en las que
si_incluyen una distincién entre el
profesor de Matematicas y el matematico
este 0ltimo no necesita de un X

componente historico mientras que al
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primero la HM se convierte en un nucleo
esencial de su formacion.

CAPITULO 5
Historical
formation and
student
understanding of
mathematics

Reporta asuntos en la relacion del
desarrollo o evolucion de las
Matematicas y el aprendizaje de las
Matematicas de los estudiantes, la HM
como una fuente para el desarrollo de
actividades de clase que suponga en el
profesor un equipamiento de asuntos
diversos que le permitan estos
desarrollos.

CAPITULO 6
History in support
of diverse
educational
requirements
Opportunities for
change

Presenta algunos ensayos sobre la
incorporacion de la HM en experimentos
de clase, experimentos que reportan no
por politicas estatales sino méas bien
reportadas  desde  los intereses
particulares y contextos especificos de
algunas poblaciones.

CAPITULO 7
Integrating history
of mathematics in

the classroom:
ananalytic survey

Presenta algunas posibilidades para la
incorporacion de la HM en la EM,
presentando razones del porqué de esta
incorporacion. Con algunas opciones de
como hacer dicha integracion.

CAPITULO 8

En este capitulo se ejemplifican algunos
de los asuntos referidos en el capitulo
anterior de como la Historia puede
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Historical support | soportar asuntos de distintas disciplinas,
for particular mediante experimentos de clase.
subjects
CAPITULO 9 Presenta las implicaciones de luso de las
The use of original | fuentes originales en la ensefianza, asi
sources in  the | como los requerimientos y las exigencias
mathematics de esta decision. Se describen algunas
classroom experiencias relativas a la utilizacion de
dichas fuentes tanto en secundaria como X
en la formacion de profesor.
CAPITULO 10 Este apartado habla precisamente de

Non-standard
media and other
resources

aquellos recursos adicionales que se
pueden integrar en la clase de
Matematicas, presentando una
experiencia de uso de medios de
comunicacion no convencionales en
relacion con la HM.

CapPiTUuLO 11
Bibliography  for
further work in the
area

Proporciona en forma sintética trabajos
publicados en ocho idiomas sobre el
tema del estudio, a saber, las discusiones
sobre las relaciones entre la historia de
las Matematicas y de la ensefianza y el
aprendizaje de las Matematicas, sobre
las muchas maneras diferentes de
incorporacion la historia, razones para
hacerlo, y los diferentes beneficios para
las Matematicas, el curriculo y el
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aprendizaje como también experiencias
en todo el mundo.




Anexo 2. Breve resefia de los modelos del conocimiento del profesor

UN MODELO GENERAL: CONOCIMIENTO DEL CONTENIDO PARA LA
ENSENANZA O EL CONOCIMIENTO BASE PARA LA ENSENANZA (PCK)

Sin lugar a dudas, este modelo tiene gran influencia en el campo de la investigacion sobre el
conocimiento del profesor, més precisamente sobre la Formacion de Profesores y el
conocimiento base, desde finales de la década de los 70 e inicios de la década de los 80,
incorporando las nuevas perspectivas a raiz de un enfoque cualitativo que procuro6 estudiar

la organizacion del pensamiento del Profesor.

Para definir el conocimiento del profesor, se debe ir méas alla de un conocimiento que requiere
habilidades béasicas, conocimiento del contenido y habilidades didacticas generales. Como
afirma Shulman no se puede evaluar a un profesor y su conocimiento mediante tres pruebas
aisladas, la primera que mida el componente de aptitudes basicas, la segunda un test de
conocimientos sobre la disciplina y la tercera las observaciones en el aula para verificar
ciertos comportamientos deseables, ya que los elementos analizados son de una complejidad

superior.

Shulman, et al. (1987) organizan el conocimiento base del profesor a partir de estos
componentes: i) Conocimiento del contenido, ii)Conocimiento didactico (pedagdgico)
general, aquello que se refiere a principios y estrategias de manejo y organizacion en la clase
independientes de la materia o contenido, iii) Conocimiento del curriculo el cual se requiere
del dominio de los materiales y los programas que son herramientas del docente, iv)
Conocimiento didactico(pedagogico) del contenido; este componente hace un puente entre
el objeto de conocimiento y la pedagogia siendo de constitucion exclusiva de los docentes y
sus comprensiones profesionales, v) Conocimiento de los alumnos y de sus caracteristicas
que incluye también el conocimiento de los contextos micro y macro, que moderan e inciden
en los funcionamientos de la clase; se incluyen los contextos de gestion y financiamiento de

los distritos escolares hasta las comunidades y las culturas, vi) Conocimiento de los objetivos,



las finalidades y los valores educativos, y de sus fundamentos filosoficos e historicos y
finalmente vii) EI conocimiento de los contextos educativos, que van desde trabajos en grupo
0 aula, la gestién y la financiacion de los distritos escolares al caracter de las comunidades y

culturas.

Es un compendio complejo de conocimientos que deben ser de dominio del profesor para
enriquecer sus practicas mientras que se enriquecen en la practica. Por tanto, se reconoce la
importancia de este referente en el campo investigativo, como un primer paradigma que
plante6 nuevas visiones sobre la formacidn de profesores. Con lo anterior se da paso a la
busqueda de modelos concretos en relacion a los PM como lo es la propuesta de Ball y otros

colaboradores.

LOS DOMINIOS DEL MKT DE BALL

La imagen presentada a continuacion corresponde al modelo de conocimiento que proponen
Deborah Ball y otros colaboradores Ball, (2000); Ball, et al. (2001) para el CPM, denominado
como el conocimiento matematico para la ensefianza. Este disefio toma como referente
asuntos de los componentes del modelo de Shulman, pero realiza algunas ampliaciones que

son exclusivas del conocimiento del PM.

La propuesta es presentada en un diagrama eliptico como se muestra a continuacion. El de la
Figura 74, corresponde a la versién del modelo original, desarrollado por el equipo de
investigadores de Deborah Ball en la Universidad de Michigan, mientras que la Figura 75

corresponde a la traduccion al espafiol tomada de Godino (2009):
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Figura 74. Mathematical Knowledge for Teaching (MKT)
Fuente: Ball, et al. (2009)
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Figura 75. Modelo del Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT)

Fuente: Godino (2009, p. 16)

En este esquema se pretende clarificar cuales son los componentes del CPM que se denomina
como el conocimiento matematico para la ensefianza, el cual, se define en Hill, Ball, et al.
(2008) como “el conocimiento matematico que utiliza el profesor en el aula para producir

instruccion y crecimiento en el alumno.”

A partir del diagrama se puede ver la diferenciacion entre dos grandes componentes 0 grupos

de conocimientos: el primero, el conocimiento del contenido y el segundo, el conocimiento



pedagdgico del contenido, este tltimo con la misma denominacion del primer conocimiento
base planteado por Shulman. En relacion con el primer grupo se reconocen tres sub

clasificaciones de conocimientos (CCK, SCK y el Horizonte del contenido Matematico).

Esta clasificacion plantea que el conocimiento del contenido que pone en juego el PM en sus
practicas de ensefianza debe responder a tres (3) asuntos: i) los conocimientos que puede
poner en juego cualquier persona que tenga un conocimiento minimo en Matematicas para
resolver problemas de esta area, sin la necesidad de ser PM; este conocimiento también lo
poseen por ejemplo los Matematicos, es decir un conocimiento comdn del contenido; ii) los
conocimientos del dominio exclusivo del PM sobre las Matematica para la ensefianza, que
atiende a competencias y habilidades que son propias de su practica y sobre contenidos
especializados y iii) los conocimientos avanzados sobre los contenidos que le permiten ver
panoramicas sobre las dificultades, conflictos, conexiones entre otras, que generan
determinados contenidos con otros, un conocimiento que aporta una vision ampliada hacia

un horizonte con fines pre definidos sobre las Matematicas puesto en juego en la practica.

Para el conocimiento pedagdgico del contenido se propone una subdivision en tres elementos
que son: (KCS, KCT y conocimiento del curriculo), estas subdivisiones recogen los demas
conocimientos base que plantea Shulman, para lo cual los autores definen elementos

relacionados con el conocimiento de los estudiantes, del curriculo y de la ensefianza.

Este modelo comprende elementos muy importantes en relacién con el CPM que se quiere
caracterizar en esta investigacion, aunque la definicion que presentan los autores hace énfasis
en el uso de este conocimiento en las practicas de ensefianza o de instruccién, con la intencién
de formar un conocimiento en el estudiante. Estas cuestiones son contempladas como uno de
los asuntos del CPM que se quiere reportar en este trabajo; sin embargo, hay otros puntos
que se pretenden caracterizar, puesto que también es necesario un modelo que ahonde en
otros componentes que no son directamente relacionados a la practica de ensefianza, tal vez
un modelo que exprese esos otros elementos en mayor detalle, que se ajuste y sea pertinente

con los objetivos de esta investigacion y que se pretenden consolidar en la misma.



Para ambos modelos, el PCK y el MKT se han presentado en diversos articulos, ejemplos de
situaciones donde se refieren a cada componente; no obstante, ain es complejo llegar a una

comprension de su esencia y como afinar su analisis.

PROFICIENCIA

Adicional a estos modelos, se reviso el modelo de “proficiencia” propuesto por Schoenfeld
y Kilpatrick (2008), en el cual se plantea la determinacion de las habilidades, competencias,
conocimientos y destrezas que necesitan desarrollarse en la profesionalizacion docente. Por
mencionar algunas de ellas: fluencia procedimental, competencias estrategias, comprension
conceptual, etc. En esta propuesta se plantean siete (7) dimensiones para lograr una
proficiencia en términos de las competencias del PM. Sin embargo, Schoenfeld y Kilpatrick
enfatizan en que esta es una propuesta inicial en torno a la cual deben darse nuevos
planteamientos que permitan refinamientos y otras elaboraciones. Las siete dimensiones son:
i) Conocer las Matematicas escolares con profundidad y amplitud, ii) Conocer a los
estudiantes como personas que piensan, iii) Conocer a los estudiantes como personas que
aprenden, iv) Disefiar y gestionar entornos de aprendizaje, v) Desarrollar las normas de la
clase y apoyar el discurso de la clase como parte de la “ensefianza para la comprension”,
vi) Construir relaciones que apoyen el aprendizaje y vii) Reflexionar sobre la propia

practica.



Anexo 3. Revision preliminar del abordaje de las ET en fuentes de consulta

El profesor de matematicas en su quehacer diario de planeacion y ejecucion de clase, siempre
requiere de fuentes de consulta que le permitan validar, ampliar, gestionar, indagar, recordar,
etc., diversos aspectos relacionados con un determinado tema matematico. Entre las muchas
fuentes de consulta existentes, las mas usuales y disponibles como primer recurso de consulta
—tal vez el Unico que utiliza— del profesor de matemaéticas, corresponden a libros de texto
escolar, libros especializados de caracter universitario y paginas Web. En cualquier caso, el
profesor de matematicas recurre a lo que conoce del objeto, procedimiento o teoria

matematica a estudiar para ampliar, validar o cuestionar lo que estas fuentes dicen.

Un ejemplo de ello, se da cuando el profesor de matematicas utiliza el libro guia de grado
décimo para averiguar cémo solucionar una ecuacion trigonométrica y posteriormente
ensefarlo. Se generan asi, diferentes situaciones referidas al conocimiento del profesor de
matematicas, entre ellas que aprenda los métodos de solucion mostrados en el libro ya que
no conoce alguno; reconozca la trasposicion hecha a los métodos de solucion y valide estos
caminos de solucion; interprete lo planteado en el texto e incorpore lo que sabe para
enriquecer la propuesta; esté en desacuerdo con lo planteado y vaya a otras fuentes;
identifique elementos en la solucion de ecuaciones trigonomeétricas que no habia considerado
antes y los aprenda; entre otros. En otras palabras, el profesor de matematicas acude al libro
de texto escolar o portador de saberes legalizados para ser ensefiados y aprendidos, como un

recurso de aprendizaje (Contreras & Villella, 2006).

Lo anterior, pone en evidencia la necesidad de hacer una revision exhaustiva a estas fuentes
primarias de consulta con las que cuenta el profesor de matematicas puesto que la
informacién alli encontrada influye directamente en sus conocimientos. En particular, en este
documento, se hace una breve revision de las definiciones de Ecuacion Trigonométrica
tomadas de diferentes fuentes primarias de consulta vigentes, con el propoésito de brindar un
panorama sobre el tratamiento que se da a este objeto matematico y como primera evidencia

del asunto problema a investigar.



En cada uno de los casos, se presenta una tabla que consigna la definicion o el abordaje que

se da a la ecuacion trigonométrica y los aspectos de tipo metodoldgico y matematico que

destacan cada una de las fuentes consultadas. Luego, se hace un analisis general de lo

encontrado.

LIBROS DE TEXTO ESCOLAR

En la siguiente tabla se muestran tres columnas, en la primera de ellas se encuentran cuatro

libros de texto escolar de grado décimo de las editoriales SM, Santillana, Libros & Libros y

Norma; utilizados como recurso en la practica docente o de circulacion en el aula, la segunda

corresponde a las definiciones encontradas sobre el concepto de Ecuacion Trigonométrica y

la Gltima columna se refiere a los aspectos que se destacan en dicha definicion.

TEXTO

ESCOLAR

TRATAMIENTO
ENCONTRADO

ASPECTO QUE
DESTACA

Serie Codigo de
Mateméticas 10
(Alcaide et al, 2010)

Una ecuacién trigonométrica es
aquella en la que la incognita aparece
como argumento en una o varias

razones trigonomeétricas.

Debido a las relaciones entre las
razones trigonométricas de los
angulos de diferentes cuadrantes y de
los que resultan al afiadirles vueltas
completas a la circunferencia, estas
ecuaciones cuentan habitualmente

con infinitas soluciones.

La incdgnita en este tipo
de ecuaciones  estad
asociada a una razon
trigonométrica, al
parecer no es
independiente.

La solucion de una
ecuacién trigonométrica
corresponde a un
conjunto infinito  de
valores asociado a la
razén trigonométrica que

involucra la ecuacion.




En las ecuaciones mas sencillas

aparece Unicamente una razon
trigonométrica igualada a un namero.
Para resolver ecuaciones
trigonométricas mas complejas no
hay establecidos métodos de

resolucion fijos.

En el libro se asocia la

solucion de una ecuacion

trigonométrica al
fendmeno de la
periodicidad.

Se hace una distincion
entre ecuaciones
trigonométricas simples
y complejas.
El libro

posibilidad de  que

resalta la
existen métodos de
resolucion de ecuaciones
trigonométricas

diferentes a los

algebraicos.

Glifos 10. Procesos

Matematicos

(Arévalo et al, 2008)

Glifes 70

Una ecuacion trigonométrica es una
igualdad que contiene expresiones
trigonométricas y que se satisface
para algunos valores de la variable (o
para ninguna). Los valores que

satisfacen la ecuacion se llaman

soluciones de la ecuacion.

Como casos particulares de las
ecuaciones trigonométricas estan las

identidades trigonométricas, cuyas

En el texto se describe
una ecuacion
trigonométrica en
términos de una
expresion
trigonométrica.

Segln la  definicion
existen ecuaciones
trigonométricas que no
tienen solucién.

No se hace distincién de
la naturaleza de las

soluciones de la




soluciones corresponden a todo el

dominio de definicion.

ecuacion, se habla de
valores, pero no se sabe
si son numeros reales o
valores de angulos en
grados o radianes.

Los autores asumen que
las identidades
trigonométricas son un
caso especial de
ecuaciones
trigonométricas que al
parecer se cumple para
todo el dominio de la
expresion trigonométrica
involucrada  en la

ecuacion.

Los caminos del
Saber Matematicas
10

(Buitrago et al,
2013)

]’(Lm Caminos del Saber

10

Una ecuacion trigonométrica es una

ecuacion en la cual intervienen
funciones trigonométricas de un
angulo x y se satisface solo para

algunos valores de x.

Las soluciones de wuna ecuacion
trigonométrica son los valores del
angulo para los cuales se cumple la
igualdad. Resolver una ecuacion

trigonomeétrica es determinar todos

Los autores asocian las
ecuaciones
trigonométricas a
funciones
trigonomeétricas.

El conjunto solucién de
la ecuacion
trigonométrica es un
subconjunto del dominio
de las funciones
trigonométricas

involucradas.




los posibles valores de la variable

para los cuales se cumple la igualdad.

Algunos aspectos que se deben tener
en cuenta al resolver una ecuacion

trigonomeétrica:

— Los procedimientos para resolver
ecuaciones trigonométricas son
similares a los utilizados en la
solucion de ecuaciones
algebraicas.

— Las ecuaciones trigonométricas
tienen infinitas soluciones, debido
a que las funciones
trigonométricas son periodicas y
su solucién se puede expresar en
grados o radianes.

— Las soluciones bésicas de una
ecuacion trigonométrica se hallan
en el periodo T de la funcion

respectiva.

La naturaleza de las

soluciones de las

ecuaciones
trigonométricas son
medidas de regiones
angulares.

El conjunto solucion de
una ecuacion
trigonométrica esta
relacionado con la
periodicidad de las
funciones
trigonomeétricas.

Los métodos de solucion

de ecuaciones
trigonométricas se
restringen a métodos
algebraicos.

Esta definicion
diferencia entre
soluciones bésicas

asociadas al periodo de
las funciones
trigonométricas y a otro

tipo de soluciones.

Nuevo Alfa 10

(Moreno &
Restrepo, 2002)

En una ecuacion trigonométrica el
trabajo consiste en encontrar los
hacen

valores del éangulo que

verdadera la igualdad.

La naturaleza de las
soluciones de una
ecuacion trigonométrica

son medidas de regiones

10




angulares que hacen
. i verdadera la igualdad.
ALFA Ecuaciones simples

e — — La defuncion presentada

Llamaremos una ecuacion simple a tiene conexién con la

una expresion de la forma f(x)= c, prueba logica.

donde  f(x) es uma funcion | Se hace una distincion al

trigonométrica y ¢ es una constante. .
9 y hablar de ecuaciones

trigonométricas simples.

El abordaje que se da a las ecuaciones trigonométricas en estos libros de texto escolar se

caracteriza en general por:

— Asociar las ecuaciones trigonométricas a ecuaciones polindmicas donde la incognita
es una funcién o una razon trigonométrica.

— Para solucionar una ecuacién trigonomeétrica es necesario conocer el dominio y la
periodicidad de las funciones trigonométricas involucradas en la ecuacion.

— Relacionar identidades trigonomeétricas y ecuaciones trigonométricas en ocasiones las
primeras como caso particular de las segundas o como herramienta para solucionar
ecuaciones trigonométricas complejas.

— No se discrimina la naturaleza de las soluciones de las ecuaciones trigopnométricas.
Es decir, no se sabe si el conjunto solucién es un subconjunto de nameros reales, un
conjunto determinado de medidas angulares en grados o radianes, etc.

— Los procedimientos para resolver ecuaciones trigonométricas son similares a los
utilizados en la solucién de ecuaciones algebraicas.

— Asumir que la solucion de una ecuacion trigonometrica es una tarea invariante de
encontrar un valor faltante que puede ser un angulo, un namero real o un conjunto de

valores que satisfacen la ecuacion.
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No obstante, se evidencia una ruta metodoldgica que en algunos casos omite pasos o los

desarrolla con poco grado de profundidad:

8. Presentacion de una situacion problema inicial.

9. Solucion de la situacién y analisis de los resultados.

10. Definicién de ecuacion trigonométrica y algunas caracteristicas.

11. Ejemplos de resolucion de una ecuacion trigonométrica.

12. Ejercicios de resolucion de ecuaciones trigonométricas.

13. Ecuaciones trigonométricas con una variable: Lineal, cuadratica y racional con una
funcién y trigonométrica; y ecuaciones con mas de una funcion trigonométrica:
e) Caracteristicas de la ecuacion y métodos de solucion
f) Condiciones del conjunto solucién
g) Ejemplos de resolucion
h) Ejercicios y problemas de aplicacion

LIBROS ESPECIALIZADOS

En la siguiente tabla se presentan tres columnas la primera hace referencia a cuatro libros de
matematicas especializados en las practicas formativas de los docentes o de circulacion

académica universitaria, en la segunda columna las definiciones encontradas sobre el

concepto de Ecuacion Trigonométrica y los aspectos que se destacan en dicha definicion:

ASPECTO 0]8]5

TEXTO ACADEMICO  DEFINICION ENCONTRDA

DESTACA
Geometria Plana y del Son aquellas en las cuales la | - Las ecuaciones
Espacio y Trigonometria | incognita aparece como un trigonomeétricas son
(Baldor, J.A, XX impresion, | &ngulo de funciones “transformadas”
2004) trigonométricas. por medio de
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No existe un método general para

resolver una ecuacion
trigonométrica generalmente se
transforma toda la ecuacion de
manera que quede expresada en
una sola funcion trigonométrica
y entonces se resuelve como una

ecuacion algebraica cualquiera.

La Unica diferencia es que la

incognita es una  funcion

trigonométrica envez de X,y 0 z.

identidades
trigonomeétricas
con esto se busca
asociarla a una
expresion
algebraica con una
sola incognita.

El autor deja de
lado cualquier
potencialidad que
aporte la funcion
trigonomeétrica a la
ecuacion, las trata
haciendo una
transformacion
explicita a
ecuaciones
algebraicas.

No se deja en claro
alguna sub-
categoria dentro de
las posibles
asociaciones dentro

de las ecuaciones

algebraicas.
Precalculo de Stewart 5ta | Una ecuacion que contienen | En  esta  definicion
Edicion (Stewart, J, 2007) | funciones trigonométricas se | existen dos

denomina ecuacion

trigonométrica. Por ejemplo, las

particularidades:
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expresiones  siguientes  son

ecuaciones trigonométricas:

sen’x + cos’x =1 2senx —

1=0tan?2x —1=0.

La primera ecuacion es una
identidad, es decir es cierta para
todo valor de la variable x . Las
otras dos ecuaciones se cumplen
solo para ciertos valores de x.
Para resolver una ecuacion
trigonomeétrica, calculamos todos
los valores de la variable que la
ecuacion sea cierta. Siempre
usaremos radianes para la
variable excepto en algunos

problemas de aplicacion.

1. La mayor diferencia

con otro tipo de
ecuaciones es la
existencia de funciones
trigonométricas.  En
lugar de asociar a la
ecuacion letras como x,

y, etc.

2. Existe una conexion

entre identidades
trigonomeétricas y
ecuaciones

trigonométricas lo cual
es utilizado por el autor
para crear una idea de

soluciones infinitas.

Trigonometry Fourth
Edition 6 fully solved
Problems. Robert E. Moyer,
Ph.D. Frank Ayers, Jr., Ph.
D.

Trigonometric  equations, ie.,

equations involving
trigonometry  functions  of

unknown angles, are called:

Identical equations, or identities,
if they are satisfied by all values
of the unknown angles for which

the functions are defined.

Al igual que otros
autores se asocia la idea
de ecuacion
trigonométrica a
igualdades que
contienen  funciones
trigonométricas,  sin
embargo el concepto es
definido

categorizacion lo cual

por  una

14




Conditional equations, or simply
equations, if they are satisfied
only by particular values of the

unknown angles.

da la idea de soluciones
finitas o infinitas. En la
categorizacion no se
asocia potencialidades
de las  funciones
trigonomeétricas al tipo

de solucion.

Precalculo. Cuarta Edicion
(Sullivan, m, Pearson
educacion 1997)

Las secciones anteriores de este

capitulo trataron acerca de
identidades trigonométricas, -
ecuaciones

esto €s, que

involucran funciones
trigonomeétricas que se satisfacen

para todo valor en el dominio de

la variable. En esta seccion
analizaremos ecuaciones
trigonometricas- esto es,
ecuaciones  que involucran

funciones trigonométricas que se
satisfacen s6lo para algunos
valores de la variable (o, tal vez,
no se satisfacen para ningun
valor de la variable). Los valores
que satisfacen la ecuacion son
[lamados soluciones de Ia

seccion.

A diferencia de los

anteriores textos el
autor  realiza una
distincién entre
ecuaciones que
involucran  funciones

trigonomeétricas
(identidades) y
ecuaciones

trigonomeétricas

identificando estas
segundas como
ecuaciones que
involucran  funciones

trigonométricas. El
autor  admite un
conjunto de soluciones
infinitas o un conjunto

vacio.

El tratamiento utilizado por los autores del texto para la solucién de ecuaciones
trigonométricas esta sujeto a reglas algebraicas las cuales aplica a diferentes situaciones:
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entre las sugerencias explicitas en el texto para hallar solucién a una ecuacion trigonometrica

estan:

CASO 1:

e Aislar la funcién trigonométrica en un lado de la igualdad, cabe notar que las
ecuaciones a las cuales se remiten los textos en primer lugar solo implican una

funcion trigonométrica.

e Hallar la solucion a 6 b a la ecuacion en el intervalo de [0, 2r] para el caso en el de
senoy cosenoy de [— % g] en el caso de tangente. Con lo anterior el resultado general

de la ecuacion se expresa a + np 6 b + np donde p corresponde al periodo de la

funcién trigonomeétrica involucrada.

CASO 2: Si el texto se remite a ecuaciones que involucran dos funciones trigonométricas
para hallar su solucion se sugiere dividir a ambos lados de la ecuacion por alguna de las
funciones trigonomeétricas, luego de esto se espera que la solucion de la ecuacién se remita

al caso 1.

CASO 3: En las situaciones en las cuales el caso 2 no remita al caso 1, el autor sugiere hacer
uso de las identidades trigonométricas y reglas de factorizacion. Para este tercer caso se
idéntica una asociacién clara entre el algoritmo de solucion de una ecuacién trigonométrica

y una ecuacién cuadratica.

En conclusion aungue en los anteriores textos los autores utilizan como parte de la definicion
de ecuaciones trigonomeétricas identidades trigonométricas. Esta condicién solo se usa como
un paso previo al uso de reglas algebraicas que llevan al conjunto solucion de la ecuacion.
Es decir se propone como algoritmo de solucién: transformacién de la ecuacion mediante el
uso de identidades trigonométricas y el uso de reglas algebraicas entre las que se encuentran:
aislar la funcién trigonométrica en un lado del igual, dividir a ambos lados de la ecuacién por

alguna de las funciones trigonomeétricas o hacer uso de la factorizacion.
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En los textos anteriores la periodicidad de las funciones trigonométricas es la Gnica propiedad

utilizada de forma recurrente para dar solucion a una ecuacion trigonométrica. No obstante

esta se utiliza como un “agregado” al conjunto soluciéon y no como una herramienta de

andlisis en las respuestas.

SITIOS WEB

En la siguiente tabla se presentan tres columnas la primera hace referencia a cinco sitios Web

de consulta, seleccionados al criterio de los autores de este trabajo de investigacion como

confiables, que reportan definiciones acerca las Ecuaciones Trigonomeétricas, en la segunda

columna las definiciones encontradas y la tercera columna presenta los aspectos que destaca

en dicha definicién:

SITIO WEB

DEFINICION ENCONTRDA

ASPECTO QUE
DESTACA

Universidad Nacional

de Colombia

http://www.virtual.un
al.edu.co/cursos/sedes
/fundamentacion/uv00
009/lecciones_html/ca
p5/trigo12.html

Cuando se propone una igualdad de
expresiones trigonometricas que no
es una identidad, el objetivo es
determinar valores que la hacen
verdadera, para ello se requiere
resolver una ecuacion. La ecuacion
puede no tener solucién y si existe
no necesariamente es unica, puede
haber infinitas soluciones en un
intervalo, por esto es muy
importante tener en cuenta el
intervalo en donde se va a resolver

la ecuacion.

La ecuacion  como
igualdad de expresiones
trigonométricas que no
sean identidades
Restringe el intervalo
para hallar la solucion

El método de solucidn es
algebraico

No se identifica cual es la

incAgnita o de que tipo es
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Sector Matematica

http://www.sectormat
ematica.cl/proyectos/e

cuaciones.htm

La ecuacion trigonométrica es una
igualdad que se cumple para ciertos

valores del argumento.

Resolver una de estas ecuaciones,
significa encontrar el valor del
angulo que satisface dicha ecuacion

(a veces es mas de un valor).

La ecuacion  como
igualdad, pero no aclara
entre que elementos
Habla de argumento, y de
encontrar el valor

No muestra método de

solucion

Descartes

http://recursostic.educ
acion.es/descartes/we
b/materiales_didactic
0s/razones_trigonome

tricas_bcnt/ecua2.htm

Son aquellas en las que aparece
alguna razon trigonométrica de la
resolverlas es

incognita.  Para

conveniente:

1° Expresar todas las razones que
aparezcan en funcion de un mismo

angulo.

2° Expresar todas las razones en
funcion de una sola razon

trigonométrica.

Estos dos pasos se consiguen
utilizando las formulas
trigonomeétricas estudiadas

anteriormente.

Aquella donde aparecen
razones trigonométricas
de la incdgnita

El método propone dejar
la ecuacion en términos
de un solo angulo y de
una sola razén, usando
“formulas
trigonométricas” es decir
identidades
trigonométricas

No expresa una forma de

encontrar dicha solucion.
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Las ecuaciones trigonométricas
suelen tener mdaltiples soluciones
que pueden expresarse en grados o
en radianes. Aunque también es
cierto que hay ecuaciones
trigonométricas que no tienen

solucién.

Vitutor

http://www.vitutor.co
m/al/trigo/trigo_4.htm
I

En las ecuaciones trigonométricas
intervienen funciones
trigonométricas, que son periddicas
y por tanto sus soluciones se pueden
presentar en uno o en dos cuadrantes

y ademas se repiten en todas las

vueltas.
Para resolver una ecuacion
trigonométrica haremos las

transformaciones necesarias para

trabajar con una sola funcion
trigonométrica, para ello
utilizaremos las identidades

trigonometricas fundamentales.

Donde

funciones

intervienen

trigonométricas
Reconoce periodicidad
en las funciones y en las
soluciones

Método de

hacer uso de |las

solucién

identidades

trigonométricas

Universidad de

Antioquia — Colombia

http://aprendeenlinea.

udea.edu.co/Ims/moo

Una ecuacion trigonométrica es una
igualdad entre expresiones que
contienen funciones trigonométricas
y es valida solo para determinados

valores desconocidos de los angulos

Se resalta la ecuacién

como igualdad entre
expresiones  formadas
por funciones

trigonométricas
Se cumplen solo para

algunos valores.

19




dle/mod/resource/vie
w.php?id=87555

Las definiciones encontradas en sitios WEB presentan menos rigor a la hora de ser
presentadas, en relacion a los otros dos tipos de documentos consultados, todas ellas se

corresponden a definiciones simplificadas del término Ecuacion Trigonomeétrica.

En cuanto a lo que se puede deducir de los métodos de solucion se encuentra una gran
influencia de los métodos algebraicos para solucionar dichas ecuaciones, ninguna de ellas
hace alusion a métodos diferentes. Con respecto a esto algunas aclaran que primero debe
hacerse tratamiento con identidades trigonométricas para luego proceder de manera
algebraica. Esta afirmacion se ve evidente por ejemplo en las definiciones 111 'y IV. Sélo la
definicién | enfatiza en el hecho de que las ecuaciones trigonométricas son distintas a las
identidades trigonométricas.

En general, se evidencia que las diferentes fuentes primarias de consulta con las que cuenta
el profesor de matemaéticas, trabajan las ecuaciones trigonométricas como ecuaciones
algebraicas, dejando de lado su caréacter trascendente y con ello todas sus posibles
potencialidades en el desarrollo del analisis matematico (p. e., series de funciones, métodos

numéricos, etc.) a nivel escolar.

Lo anterior, significa que se hace uso de procedimientos algebraicos para determinar los
valores que satisfacen este tipo de igualdades. Razon por la que se discrimina en muchos
casos la naturaleza del conjunto solucién, es decir, no se conoce si la solucion es un
subconjunto de nameros reales, un conjunto de medidas de regiones angulares expresadas en
grados o radianes u otro tipo de conjunto numerico. Ademas, se advierte siempre que para
dar solucion a una ecuacion trigonométrica es necesario tener en cuenta el dominio y la
longitud del intervalo del periodo de las funciones trigonométricas involucradas en la
ecuacién. Esto ultimo, conlleva a que no se ahonde por ejemplo en el estudio de los

fendmenos periddicos y los procesos de célculo infinitos.
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En conclusion, las fuentes primarias de consulta, no constituyen del todo un referente optimo
que aporte al desarrollo formal de los conocimientos del profesor de matematicas sobre las
ecuaciones trigonométricas; en tanto limita el estudio de este tipo de ecuaciones al campo
algebraico y deja de lado caminos analiticos, graficos, numéricos, entre otros; que podrian

contribuir a su conocimiento profesional.
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CONOCIMIENTOS DE UN GRUPO DE DOCENTES SOBRE LAS ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

La siguiente tabla muestra un breve analisis clasificatorio de la informacion recopilada a través de un cuestionario de pregunta abierta®®
aplicado a un grupo de tres profesores de matematicas (autores de este trabajo de investigacion) que laboran en instituciones educativas
de caracter privado, orientando la asignatura de Trigonometria de Grado Décimo durante los dos Ultimos afios. En particular, han
abordado el tema de ecuaciones trigonométricas atendiendo a la normativa establecida por los estandares nacionales para el area de

matematicas y la malla curricular de cada institucion.

El proposito del cuestionario era reconocer los conocimientos del grupo de profesores de matematicas de media vocacional sobre el

significado de una ecuacidn trigonométrica y los métodos y/o estrategias de solucion.

En este orden de ideas, los resultados del cuestionario se presentan en una tabla clasificatoria, la cual, se divide en cuatro secciones
verticales, la primera de ellas hace alusion a la definicion presentada por cada docente. La segunda seccion recopila la informacion
referida a los aspectos historicos que reporta el docente. La seccidn tipos de solucién registra los métodos que el docente reconoce ayudan
a encontrar la solucion de una ecuacion trigonométrica. La Gltima seccidn se refiere a los diferentes contextos en los cuales el docente

reconoce se aplica el concepto de ecuacién trigonométrica.

, ASPECTO i :
DEFINICION , METODOS Y ESTRATEGIAS DE SOLUCION APLICACIONES
HISTORICO

3 SegUn Baptista, Fernandez y Hernandez (1991) corresponde a uno de los instrumentos de recoleccion de datos mas utilizados en investigacion y consiste en "(...)
un conjunto de preguntas /abiertas o cerradas/ respecto a una o mas variables a medir." (p. 321).



Una ecuacion
trigonométrica es una
igualdad entre
expresiones formadas
por funciones
trigonomeétricas,

donde la incognita es
el angulo para el cual
dicha

igualdad, la solucion

se satisface

no es unica sino que es

un conjunto de valores

NO PRESENTA

Para solucionar este tipo de ecuaciones, se realizan sustituciones
de variable y manejos de identidades trigonométricas, para luego
realizar manejos algebraicos de tal manera que se pueda despejar
la incognita de la ecuacion como se realizaria en una ecuacion

netamente algebraica

NO PRESENTA

de angulos.
Igualdad entre | NO PRESENTA TIPO DE SOLUCION SOLUCION Aplicaciones en la
expresiones que ECUACION ALGEBRAICA GRAFICA fisica el caso de las
involucran funciones _ _ — . ondas,
a = sinx Se despeja la funcion | Graficar la
trigonométricas. . . . conocimiento
trigonométrica y luego | funcion
b = cosx _ . superficial.
se halla el valor del | trigonométrica
¢ = tanx angulo de la funcién | involucrada vy
utilizando sin™1a 6 | hallar los valores
cos™'b 0  tan~'c | solucion en el




segun corresponda, el
debe

analizar en un intervalo

resultado se

correspondiente al

periodo de la funcidn

intervalo

conveniente.

involucrada.
g(x) = h(x) | Hacer uso de | Se grafican las
identidades dos funciones en
Donde
trigonométricas para | un mismo plano
9(x) y h(x) g
. hacer una conversion. y se hallan los
son  funciones

trigonomeétricas.

puntos de
interseccion que
corresponden a
la solucion de la

ecuacion.

Ecuaciones
trigonométricas
asociadas a
ecuaciones

cuadréticas.

Si es necesario se

utilizan identidades
trigonométricas y luego
se asocia la ecuacion
trigonométrica a una

ecuacion cuadréatica, se

Hallar la gréfica
de la ecuacion
cuadratica
asociada.

Situaciones a las
cuales se les asocia
ecuaciones
trigonométricas
“lineales” 0

“cuadraticas”.




da solucion con el
procedimiento conocido
para estas dos ultimas

ecuaciones.

Una ecuacion
trigonométrica es una
dos

igualdad entre

expresiones que
involucran funciones
trigonométricas como

variables.

NO PRESENTA

Solucionar una ecuacion trigonomeétrica es encontrar los valores —
numeros reales — para los cuales la ecuacion se convierte en
igualdad numérica, para ello se debe tener en cuenta el periodo de

las funciones trigonomeétricas involucradas en la ecuacion.

Cabe notar, que si el conjunto solucion de la ecuacion
trigonométrica corresponde a todo el dominio de la funcién
trigonometrica involucrada en la ecuacion, se dice que la ecuacion

trigonométrica es una identidad.

Para poder solucionar una ecuacion trigonométrica acudimos a

procedimientos  algebraicos, es decir, toda ecuacion
trigonométrica esta expresada como una ecuacion polindémicay lo

que hay que hacer es despejar las funciones.

Cuando la ecuacién trigonométrica involucra méas de una funcion

trigonométrica se debe utilizar las identidades conocidas para

Las ecuaciones
trigonométricas se
utilizan en fisica
para expresar el
movimiento

parabdlico de un

objeto, el
movimiento
armoénico  simple,

profundidad
aparente, intensidad

de luz, entre otras.




transformar la ecuacion y reescribirla en términos de una sola
funcién trigonométrica, en caso contrario se debe utilizar el

método de tanteo para encontrar la solucion.

En general, se logra identificar que:

Las ecuaciones trigonomeétricas se conciben como igualdades que involucran funciones trigonométricas, pero no existe una
definicién estandar para este objeto matematico.

No hay una distincion clara de la naturaleza de las soluciones.

No se evidencia una conexion entre las propiedades de las funciones trigonomeétricas y las ecuaciones trigonomeétricas.

Hay ausencia de aspectos historicos sobre las ecuaciones trigonométricas.

Los métodos de solucion de ecuaciones se reducen a procedimientos de tipo algebraicos propios de las ecuaciones polinomiales.
Las identidades trigonométricas son una herramienta que permite solucionar ecuaciones trigonomeétricas que involucran mas de
funcién trigonométrica.

Debido a la periodicidad de las funciones trigonométricas la solucion de este tipo de ecuaciones corresponde a un conjunto de
valores que satisfacen la igualdad, sin distinguir el cardinal de este conjunto.

En las definiciones se alude al uso de métodos geométricos, graficos y tanteo para solucionar ecuaciones trigonométricas.

Se identifica que las principales aplicaciones de las ecuaciones trigonomeétricas estan relacionadas al campo de la fisica.



Anexo 4. Programa del curso Historia y Epistemologia de las Matematicas

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA NACIONAL
UNIVERSIDAD PEDAGOGICA

NACIONAL FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
(S g s Maestria en Docencia de la Matematica
2015-11

IDENTIFICACION DEL ESPACIO ACADEMICO

Nombre: Historia y Epistemologia de las | Codigo: 402945
Matematicas

Numero de créditos: 3 Tipo de créditos: Electivos

Horas presenciales: 3 Horas de trabajo independiente: 9
Nombre del profesor: Edgar Alberto Guacaneme Suérez

Horario sesiones presenciales: Sesion 7 19/09 7:00a 10:00
Sesion 1 07-08 10:00 a 13:00 Sesion 8 19/09 10:00 a 13:00
Sesion 2 07-08 14:00a17:00 Sesion 9 09/10 10:00 a 13:00
Sesion 3 21-08 17:00 a 20:00 Sesion 10 09/10 14:00a 17:00
Sesion 4 22-08 7:00a10:00 Sesion 11 21/11 7:00 a 10:00
Sesion 5 22-08 10:00a13:00 Sesion 12 21/11 10:00 a 13:00
Sesion 6 18/09 17:00 a 20:00

Grupo o linea que ofrece el seminario: | Correo electronico del profesor:

Research on  Mathematics  Teacher | guacaneme@pedagogica.edu.co
Education (RE-MATE)

DESCRIPCION DEL ESPACIO ACADEMICO Y JUSTIFICACION EN EL MARCO DEL PROGRAMA

El Seminario que se propone no pretende ser ni un curso de Historia de las Matematicas ni uno
de Filosofia de las Matematicas, aunque las teméticas seleccionadas si se abordan desde los
tratamientos y resultados de estas dos disciplinas. No lo es por cuanto el contenido minimo o
basico de estas dos disciplinas desborda ampliamente el tiempo de un curso. En este sentido, el
seminario solo aborda algunos pocos temas de estas.

Las tematicas propuestas se derivan de una version anterior del seminario, desarrollada en el
segundo semestre de 2009, del trabajo de tesis doctoral del profesor a cargo del seminario y de
una encuesta a los estudiantes realizada de manera previa a la primera sesion del mismo. Las
mismas se presentan a través de las siguientes preguntas: ¢;de qué depende la verdad en
Matematicas?, ¢cuéles son los criterios de rigor en Matematicas?, ;como se organizan los
conceptos y resultados en Matematicas?, ¢cudles son las caracteristicas de la actividad
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matematica? y ;qué caracteriza la historia de un objeto matematico? Estas preguntas se articulan
a través de tres tematicas centrales, a saber: Historia de la demostracion, Historia de la
proporcionalidad e Historia de la Trigonometria.

El seminario se justifica en tanto que los estudiantes de la Maestria en Docencia de las
Matematicas manifiestan no haber realizado estudios de Filosofia de las Matematicas y, en
general, haber cursado un solo espacio académico de Historia de las Matematicas en su
formacion de pregrado. Asi, se reconoce la necesidad de que exista al menos una aproximacion
inicial a las teméticas de las que se ocupa la Historia y la Epistemologia de las Matematicas,
entendidas como componentes fundamentales del conocimiento del profesor de Matematicas.
Por lo anterior, se considera oportuno y pertinente que un seminario en estas tematicas exista
como parte de las opciones formativas generales o trasversales para los estudiantes.

Por otra parte, algunos de los estudiantes estan desarrollando sus trabajos de grado y tesis en
relacién con estas disciplinas metaMatematicas y reconocen en el seminario la posibilidad de
discutir las aproximaciones a problemas y tematicas especificas relacionadas con estas.

PROPOSITOS DEL ESPACIO ACADEMICO

Con este seminario se espera contribuir a la constitucion del conocimiento de los profesores de
Matematicas e investigadores en Educacion Matematica, incorporando en este una reflexion
historico-epistemoldgica de sus creencias y concepciones sobre las Matematicas, vy
promoviendo una conciencia sobre el uso y las implicaciones de la Historia y la Filosofia de las
Matematicas en el ejercicio docente e investigativo. Colateralmente, se espera favorecer la
reflexion y participacion de la Historia y la Epistemologia de las Matematicas en los proyectos
de tesis en que estas sean pertinentes.

COMPETENCIAS INNOVATIVAS E INVESTIGATIVAS QUE IMPULSA EL ESPACIO ACADEMICO

La incorporacion de los discursos historicos y epistemoldgicos sobre las Matematicas a la
formacion de profesionales que casi exclusivamente han estado en contacto con discursos
matematicos, didacticos especificos y pedagogicos exige y promueve una forma particular de
pensamiento determinado por la especificidad y naturaleza de las metaMatematicas. Asi mismo
genera una sensibilidad y comprension particular sobre la actividad matematica, los
matematicos, la matematica como legado de la humanidad, el pensamiento matematico, etc.
Desde estas formas de pensamiento, sensibilidad y comprension se ofrece la posibilidad de “ver”
y “hacer” de manera diferente la docencia y, en cierto sentido, de percibirla como
potencialmente innovadora.

Mas alla de ello, el hecho indiscutible de que para estudiar Historia y Filosofia de las
Matematicas sea inextricable el estudio de las Matematicas de los contextos y épocas
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especificos, ofrece una posibilidad de comprensién de la interdisciplinariedad tan caracteristica
de la Educacion Matemaética, entendida como campo de investigacion. En este sentido, se
promueve la lectura de hechos mateméticos, compresiones Matematicas, ideologias
Matematicas, formas Matematicas de razonar, etc. de manera integral, aspecto tan necesario en
la actividad investigativa en Educacion Matematica.

NUCLEOS TEMATICOS O PREGUNTAS FUNDAMENTALES

En el numeral 1 de este programa se reportaron varias preguntas que son objeto de estudio en el
seminario y tres tematicas centrales del mismo. Todas estas constituyen el contenido que se
esperaria encontrar en este numeral. No obstante, la anterior consideracion, a continuacion, se
presenta una cierta manera de entender la articulacion entre tematicas y preguntas.

La historia de la demostracidn ofrece una hermosa oportunidad para discutir las preguntas: ¢ de
qué depende la verdad en Matematicas? y ¢cuales son los criterios de rigor en Matematicas? Asi
mismo, brinda la opcidn de discutir caracteristicas de la actividad matematica dentro y fuera de
las versiones tedricas de las Matematicas.

Por su parte, la historia de la proporcionalidad y la historia de la Trigonometria constituyen
ambitos de ilustracion para aproximar respuestas a las preguntas: ;cémo se organizan los
conceptos y resultados en Matematicas? y ¢qué caracteriza la historia de un objeto matematico?
Ademas, permiten reconocer ambitos teoricos y facticos de la actividad matematica de
matematicos y otros cientificos.

METODOLOGIA (ESTRATEGIAS PEDAGOGICAS Y RESPONSABILIDADES DE LOS
ESTUDIANTES PARA LAS ACTIVIDADES PRESENCIALES Y EL TRABAJO INDEPENDIENTE).

La aproximacion a las respuestas a las preguntas se abordara desde al menos dos tipos de trabajo.
De un lado se realizara el estudio de documentos que presentan respuestas a estas; de otro, este
estudio se alimentara, complementard y cuestionara con el estudio de hechos y anélisis
historicos especificos. Esta actividad estara a cargo de los estudiantes y se espera que se realice
de manera previa y posterior a las sesiones presenciales.

La discusion de los resultados de los dos tipos de estudios citados se realizard en las sesiones
presenciales y su orientacion estara a cargo del profesor, pero con la activa participacion de los
estudiantes.

Eventualmente, una de las actividades relacionadas con el estudio de documentos implicaria la
lectura de los documentos teoricos y elaboracion de sendas resefias bibliograficas en un formato
que exige: referencia del documento, palabras clave (de acuerdo a la clasificacion del ZDM),
idea central, estructura del documento e ideas centrales de cada seccién o apartado. También,
se espera que los estudiantes preparen y presenten exposiciones a través de las cuales se discutan
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aspectos centrales tratados en conjunto de documentos que refieren a hitos de la historia de un
objeto matemético y que preparen y desarrollen talleres o actividades colectivas para la
discusion de las ideas que elaboren a partir del estudio de los documentos.

EVALUACION DE LOS APRENDIZAJES

Para determinar la calificacion final de los estudiantes se tendran en cuenta de manera ponderada
la calificacion relativa a:

La entrega y calidad de las tareas propuestas como trabajo independiente. Esta calificacion
corresponde al 50% de la calificacion final y es establecida como el promedio aritmético de las
calificaciones de las tareas.

La entrega y calidad de un ensayo de finalizacidn y cierre del seminario. Corresponde al 25%
de la calificacion total.

La participacion y asistencia a las sesiones del seminario. Equivale al 25% de la calificacion
final. Serd establecida por el profesor, pero podra atender a la valoracion que hagan los
estudiantes de su propio trabajo y del de los demas. Se incluird aca la calificacion de las
exposiciones y demas actividades presenciales a cargo de los estudiantes.

BIBLIOGRAFIA

La bibliografia se ira precisando a lo largo del semestre y surgira del trabajo que se desarrolle y
de los documentos que profesor y estudiantes vayan acopiando como material de estudio. Sin
embargo, a continuacion, se presentan algunos titulos que se podrian estudiar en relacion con la
historia de la demostracion.

1. Aberdein, A. (2007). The Informal Logic of Mathematical Proof. En B. Van Kerkhove
& J. P. van Bendengem (eds.) Perspectives on Mathematical Practices, pp. 131-151.

2. Arsac, O. (1987). El origen de la Demostracion. Ensayo de epistemologia didactica.
Recherches en didactique des mathématiques, 8(3), 267-312.

3. Bagni, G. T. (2008). A Theorem and Its Different Proofs: History, Mathematics
Education, and the Semiotic-cultural Perspective. Canadian Journal of Science,
Mathematics and Technology Education, 8(3), 217-232.

4. Bkouche, R. (sf). La démonstration: du réalisme au formalisme. Documento recuperado
de http://michel.delord.free.fr/rb/rb-demrealform.pdf

5. Chelma, K. (2012). The History of Mathematical Proof In Ancient Traditions. New
York: Cambridge University Press.

6. Dieudonné, J. (1996). The Concept of ‘Rigorous Proof’. The Mathematical Gazette,
80(487), 204-206.

7. Kitcher, P. (1981). Mathematical Rigor — Who need it? Nods, 15(4), 469-493.
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10.
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Kleiner, I. & Movshovitz-Hadar, N. (1997). Proof: A many-Splendored Thing. The
Mathematical Intelligencer 19(3), 16-26.

Kleiner, 1. (1991). Rigor and proof in Mathematics. A Historical Perspective.
Mathematics Magazine, 64(5), 291-314.

Krantz, S. G. (2007). The Proof is in the Pudding. A look at the Changing Nature of
Mathematical Proof. Documento recuperado de
http://www.math.wustl.edu/~sk/books/proof.pdf

Thurston, W. P. (1994). On proof and progress in Mathematics. Bulletin of the American
Mathematical Society 30(2), 161-177.

Weber, K. (2008). How Mathematicians Determine if an Argument Is a Valid Proof.
Journal for Research in Mathematics Education, 39(4), 431-459.

ANEXOS (OPCIONAL) PROGRAMACION

Las sesiones 1, 2, 3, 4 y 5 se dedicaran al trabajo sobre la historia de la demostracion. En las
sesiones 6, 7, 8 y 9 se trabajara el estudio de la historia de la proporcionalidad. Finalmente, las
sesiones 10, 11 y 12 se dedicaran al estudio de la historia de la Trigonometria. Se espera que los
estudiantes del seminario asistan de la Quinta Escuela Nacional de Historia y Educacion
Matemaética, evento a realizarse en Bogota del 4 al 6 de noviembre de 2015, coorganizado por
la Universidad Pedagdgica Nacional.


http://www.math.wustl.edu/~sk/books/proof.pdf

Anexo 5. Cuestionario version inicial

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA
NACIONAL
[ Educadora de educadores |

CUESTIONARIO N° 1

FACULTAD DE CIENCIA Y TECNOLOGIA
MAESTRIA EN DOCENCIA DE LA MATEMATICA

201511

INSTRUCCIONES:

A continuacién, se enuncian un conjunto de 20 preguntas referidas a sus conocimientos sobre las “Ecuaciones
Trigonométricas”, estructuradas de la siguiente manera:
a) Preguntas de seleccion multiple: se componen de un enunciado y varias opciones de respuesta, en estas debe
marcar con una X la(s) opcién(es) que considere adecuada(s).
b) Preguntas abiertas: se debe dar respuesta a una cuestion propuesta, describiendo de la forma mas detallada y

clara posible sus apreciaciones y opiniones.

DATOS GENERALES

Marque con una X o complete los espacios segin corresponda:

1.  Nombresy apellidos:

2. sexo:M ] F[]

3. Afos de experiencia en aula:

4. Nivel educativo en el que se desempefia profesionalmente:

Educacion inicial

Bésica primaria

Basica secundaria

Media vocacional

Técnica o tecnoldgica

Profesional (pregrado, postgrado y doctorado)

Informal (club, clases personalizadas, investigacion, etc.)

5. Titulo de

pregrado

¢Cual?

Otros estudios: Si [_] No []

Universidad:

¢Cuales?
6. Durante su formacién profesional ha participado en otros seminarios relacionados con Historia de las Matematicas:
si L] No [
¢Cuales?
PREGUNTAS

1. Describe dos estrategias distintas para hallar el valor de x en las siguientes igualdades:



sinl® =x sin x=0,31

Si conoces otras estrategias, entncialas

2. Marca una X en el recuadro frente a aquellas expresiones que consideres corresponde(n) a una
Ecuacion trigonométrica:

sin® + cos’x =1
sinl8 = x

y = Asin(ax-+a)
sinx=1/2

2tgx — 3cotx — 1=0
Cos?x — 3sin’x =0

_~4q
Cos3a = w3

@ m®aoo0ow

3. Describe el(los) criterio(s) que tuviste en cuenta para decidir que las expresiones del item anterior
correspondian a Ecuaciones Trigonométricas:




4. Escribe una posible definicion de Ecuacion Trigonométrica, incluye ejemplos, no ejemplos en la
definicion.

Definicion

Ejemplos No ejemplos




5. ¢Es importante incluir Ecuaciones Trigonométricas en el curriculo escolar? Si [J No [

¢Por qué?

6. Conoces contextos o usos donde dar solucion a las Ecuaciones Trigonométricas tenga significado.
Sid

Enudncialos:

No [

¢Qué tipo de literatura considera le permitiria dar solucion a este interrogante? Marque solo una opcién.

Matematicas puras Navegacion

Astronomia Fisica

Historia de las Matematicas Otro

Cartografia ¢Cual?
¢Por qué?




7. Dadas las expresiones sin k = x y sin x = k para las cuales k es un valor conocido y x desconocido,
escribe una posible y breve secuencia didactica para ensefiarlas en la escuela. Si consideras que
ambas expresiones se pueden ensefiar usando una misma secuencia didactica completa solo una de
las columnas y argumenta en la parte de Justificacion el porqué de tu decision.

sink =x sinx=k

Justificacion:

8. Lista los conceptos, nociones y procedimientos que, a tu juicio, necesita un estudiante para resolver
una ecuacién trigonométrica.

CONCEPTOS NOCIONES PROCEDIMIENTOS

9. A) Organiza las siguientes teméticas en la columna de la derecha de acuerdo a la secuencia
metodoldgica previa que usas (0 usarias) para ensefiar Ecuaciones Trigonomeétricas, en caso de no
abordar alguno de los temas no lo escribas.
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TEMAS

SECUENCIA

Razones trigonométricas

Funciones trigonométricas.

Factorizacion.

Ejemplos, problemas y contextos de uso

de las ecuaciones trigonométricas

Ideas sobre solucion de ecuaciones

algebraicas (solucién de ecuaciones de

primer y segundo grado).

F. Operaciones numéricas con expresiones
trigonométricas (p. e., sinl + cos30 — 2).

G. ldentidades trigopnométricas.

oOwp

m

B) ¢Abordas algun otro tema que no se considero en la lista? Si L1 No [

(Cual?

10. Argumente si las siguientes afirmaciones son verdaderas V o falsas F:

AFIRMACION

\Y

=

JUSTIFICACION

La naturaleza de la solucién de una ecuacién
algebraica es la misma de wuna ecuacion
trigonométrica (uno o varios nimeros reales).

Toda ecuacion trigonométrica es una ecuacion
algebraica.

La solucién a una ecuacién trigonométrica
corresponde a un conjunto de valores que
representan medidas de regiones angulares

Toda ecuacion trigonométrica tiene una Unica
solucion, un conjunto.
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Anexo 6. Cuestionario versién final

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA FACULTAD DE CIENCIAY TECNOL’OGI'A
NACIONAL MAESTRIA EN DOCENCIA DE LA MATEMATICA
| Educadora de educadores | 2015_“

CUESTIONARIO N° 1

IDENTIFICACION

Grupo de Investigacion: RE-MATE (Research on Mathematics Teacher Education).

Linea de investigacion: Conocimiento profesional del profesor de Matematicas.

Proyecto de Investigacion: ¢Aporta la Historia de las Matematicas al conocimiento que posee el profesor de
Matematicas de secundaria sobre Ecuaciones Trigonométricas?

Maestros en formacion: Cindy Indaburo, Mayerly Sarmiento y Jojhan Jiménez

Asesora: Prof. Lyda Mora Mendieta

PROPOSITO

El objetivo de este cuestionario mixto es reconocer los saberes previos sobre las ecuaciones trigonométricas que
posee el grupo de profesores de Matematicas del seminario de Historia y Epistemologia de las Matematicas ofertado
para el segundo semestre de 2015 en el programa de Maestria en Docencia de la Matematica de la Universidad
Pedagdgica Nacional.

INSTRUCCIONES:

A continuacion se enuncian 10 preguntas que indagan sobre SUS conocimientos en relacion con las “Ecuaciones
Trigonométricas”, estructuradas de la siguiente manera:

a) Preguntas de seleccion multiple: se componen de un enunciado y varias opciones de respuesta, en estas debe
marcar con una X la(s) opcion(es) que considere adecuada(s).

b) Preguntas abiertas: se debe dar respuesta a una cuestion propuesta, describiendo de la forma mas detallada y
clara posible sus apreciaciones y opiniones.

‘ POR FAVOR, NO SE CUESTIONE SOBRE EL CONOCIMIENTO DE SUS ESTUDIANTES

DATOS GENERALES

Marque con una X o complete los espacios seguin corresponda:
1. Nombresy apellidos:

2. Sexo: M LIrld

3. Afos de experiencia en aula:

4. Nivel educativo en el que se desempefia profesionalmente:

Educacion inicial
Bésica primaria

Basica secundaria

Media vocacional

Técnica o tecnolégica

Profesional (pregrado, postgrado y doctorado)
Informal (club, clases personalizadas, investigacion, etc.) | ¢cual?

5. Titulo de pregrado / Universidad:

Otros estudios: Si [_] No []
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¢Cuales?

6. Durante su formacion profesional ha participado en otros seminarios relacionados con Historia de las Mateméticas:

si L No L

¢Cuales?

PREGUNTAS

POR FAVOR, NO DUDE EN REGISTRAR EN LOS ESPACIOS CUALQUIER DUDA U OBSERVACION
RESPECTO A CADA UNA DE LAS PREGUNTAS PROPUESTAS, AUN CUANDO NO TENGA ALGUNA
RESPUESTA

7. Marca una X en el recuadro frente a aquellas expresiones que consideres corresponde(n) a una
Ecuacion Trigonométrica:

h. sin®+cosx =1 ¢Por qué?
i. sinl8°=x ¢Por qué?
J. y=Asin(axt+a) ¢Por qué?
k. sinx=1/2 ¢Por qué?
. 2tanx—3cotx—1=0 ¢Por qué?
m. f(x) =sinx ¢Por qué?
Nn. y=CosX ¢Por qué?
0. sinx=3 ¢Por qué?
p. sinx+5>-2 ¢Por qué?
g 2=1+1 ¢Por qué?
r. 2x+3x-7=12 ¢Por qué?
s. Cos3a= %;q ¢Por qué?
t. sinx+7i=3 ¢Por qué?
u. sin'x=4 ¢Por qué?

8. Escribe una posible definicion de Ecuacién Trigonométrica, presenta ejemplos y no ejemplos.

Definicion

Ejemplos No ejemplos
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9. Describe dos estrategias distintas para hallar el valor de x en las siguientes igualdades:

sinl® =x sinx=0,31

Si conoces otras estrategias, enuncialas

10. Enuncia contextos o usos donde dar solucion a las Ecuaciones Trigonométricas tenga
significado.
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11. ¢Cuales de las siguientes opciones, consideras que te permitirian identificar contextos asociados
a las Ecuaciones Trigonométricas?

Matematicas puras Navegacion

Astronomia Fisica

Historia de las Matematicas Otro

Cartografia iCual?
¢(Por qué?

12. ¢Es importante incluir Ecuaciones Trigonométricas en el curriculo escolar? Si [J No [J

¢Por qué?

13. Dadas las expresiones sin k = x y sin x = k para las cuales k es un valor conocido y x un valor
desconocido, escribe una posible y breve secuencia para ensefiarlas en la escuela. Si consideras
gue ambas expresiones se pueden ensefiar usando una misma secuencia completa solo una de las
columnas y argumenta en la parte de Justificacién el porqué de tu decision.

sink=x | sinx=k
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Justificacion:

14. Lista los conceptos, nociones y procedimientos que, a tu juicio, necesita un estudiante para
resolver una Ecuacién Trigonométrica.

CONCEPTOS NOCIONES PROCEDIMIENTOS
(Definiciones, teorias) (ldeas intuitivas, pre-saberes) (Técnicas, estrategias de solucion a algin
problema)

15. A) Organiza los siguientes temas en la columna de la derecha de acuerdo a la secuencia
metodoldgica previa que usas (0 usarias) para ensefiar Ecuaciones Trigonométricas, en caso de
no abordar alguno de los temas no lo escribas.

TEMAS SECUENCIA

H. Razones trigonométricas
I.  Funciones trigonométricas.
J. Factorizacion.
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K. Ejemplos, problemas y contextos de uso
de las ecuaciones trigonométricas

L. ldeas sobre solucion de ecuaciones
algebraicas (solucién de ecuaciones de
primer y segundo grado).

M. Operaciones numéricas con expresiones
trigonométricas (p. e., sin1° + cos30° — 2).

N. ldentidades trigonométricas.

B) ¢Abordas algun otro tema que no se considero en la lista? Si L1 No [

;Cual?

16. Argumente si las siguientes afirmaciones son verdaderas V o falsas F:

AFIRMACION

\Y

=

JUSTIFICACION

La naturaleza de la solucion de una ecuacion
algebraica (en R) es la misma que la de una
ecuacion trigonométrica (ninguno, uno, varios o
infinitos nimeros reales).

Toda ecuacion trigonométrica es una ecuacion
algebraica.

La solucion de una ecuacion trigonométrica
corresponde a un conjunto de valores que
representan medidas de regiones angulares.

i GRACIAS POR TU COLABORACION!
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Anexo 7. Intervencién 1. Hitos de la Trigonometria

FACULTAD DE CIENCIAY TECNOLOGIA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA MAESTRIA EN DOCENCIA DE LA MATEMATICA
NACIONAL Cindy Indaburo 2014185008
| Edugedone de edncadenes | Jojhan Jiménez 2014185009

Claudia Sarmiento 2014185021

PROPUESTA DE INTERVENCION EN EL AULA
1. IDENTIFICACION

FECHA DE IMPLEMENTACION: 10 OCTUBRE DE 2015
TIEMPO REQUERIDO: 6 HORAS
TEMA A TRATAR: HISTORIA DE LA TRIGONOMETRIA

OBJETIVOS DE ENSENANZA
Realizar una intervencion pedagdgica a estudiantes del seminario de Historia y
Epistemologia de las Matematicas con el fin de contextualizarlos en aspectos
relacionados con la Historia de la Trigonometria.

e Contextualizar a los estudiantes en el desarrollo historico de la Trigonometria.

3. OBJETIVOS DE APRENDIZAJE
Con el desarrollo de la sesién, el estudiante debe:

e Reconocer los principales elementos y hechos que originaron a lo largo de la historia un
cambio de concepcidn en la idea de Trigonometria (hitos).

e Establecer comparaciones entre el abordaje curricular que se da a la Trigonometria en la
escuela y su desarrollo histérico.

¢ Identifica los avances que tuvo la Trigonometria por cultura, periodo, hito y personaje,
los cuales, sustentan de forma histérico — matematica el trabajo que desarrolla en el aula.

4. INTRODUCCION

Luego de un andlisis preliminar del cuestionario implementado a los estudiantes del Seminario
de Historia y Epistemologia de las Matematicas — ofertado en para el segundo semestre de 2015
en el programa de Maestria en Docencia de la Matematica — Se reconoce una ausencia 0 poco
conocimiento (matematico, historico y pedagdgico) en relacion con los asuntos que se abordan
en la Trigonometria escolar, en especial, cuando se habla del estudio de las Ecuaciones
Trigonometricas. Asi, esta intervencion en el aula pretende mostrar a los estudiantes algunos
hitos histdricos relacionados con el estudio de la Trigonometria a partir del estudio de
documentos historicos como el de Smith (1925), discusiones grupales y actividades escritas,
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que le brinden un panorama mas amplio acerca de las necesidades que dieron origen a las ideas
trigonométricas y las herramientas usadas a lo largo de la historia para dar solucion a problemas
particulares de contextos geograficos, culturales y matematicos determinados.

No obstante, se intenta describir y analizar los principales avances de la Trigonometria como un
fundamento historico — matematico al trabajo que se realiza en el aula y que permite a cada
profesor reflexionar sobre los diferentes aspectos pedagogicos, didacticos y curriculares que
atafien a la pertinencia de la Trigonometria en los planes curriculares de grado décimo de las
instituciones escolares.

5. IDEAS MATEMATICAS QUE SE ABORDARAN CON LOS ESTUDIANTES

El origen de la Trigonometria como ciencia analitica data aproximadamente del siglo XVII,
luego del satisfactorio desarrollo del simbolismo algebraico. Sin embargo, si se considera desde
el punto de vista de complemento geométrico — métrico a la astronomia, en la que se utilizan
ciertas funciones asociada a los angulos, entonces el punto de inicio puede situarse en los
trabajos de Hiparco (aprox. 140 a.C.) aunque existieron vestigios anteriores de su uso en otras
culturas. Por ultimo, si se alude al significado etimoldgico del término Trigonometria como el
estudio de la medicion de tridngulos, esta concepcion puede situarse en el segundo o tercer siglo
a.C.

De acuerdo con lo anterior y retomando las ideas presentadas en el documento de Smith (1925),
quien realiza un breve recorrido histérico del desarrollo de la Trigonometria, se pueden
identificar tres hitos en los cuales se reconoce una transformacion en la concepcion de la idea
de Trigonometria, estos se describen a continuacion:

a) LA TRIGONOMETRIA COMO UNA HERRAMIENTA CULTURAL PARA EL CALCULO DE
LONGITUDES: Este hito comprende el trabajo desarrollado por las culturas, arabe, hindd,
babilonica, egipcia y el trabajo de personajes como Ptolomeo, Hiparco, Alkashi, Ulug
Beg y Herddoto, en los que la Trigonometria se consideraba una herramienta matematica
que permitia encontrar medidas de longitud para la altura de las piramides, la distancia
a la meca, latitudes, aproximacion a la distancia entre astros, etc.; aqui no se definian los
conceptos y nociones trigonométricas sino que utilizaban de forma indistinta para la
elaboracion de tablas con el fin de obtener una precision en la medicion de longitudes.

b) LA TRIGONOMETRIA COMO CIENCIA INDEPENDIENTE
Se reconoce en este hito el trabajo realizado por Abu'l-Wefa (c. 980), quien comenzo un
registro sistematico de teoremas y pruebas de Trigonometria y el astronomo persa Nair
ed-din Al-tusi (c. 1250) el primero en escribir una obra de Trigonometria, que muestran
como la Trigonometria tiene objetos de estudio propio, emerge una comunidad
académica interesada en los avances de este campo, se inicia con la estructuracion de un
lenguaje propio, hay una produccién cientifica (primeros textos escritos de
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Trigonometria), entre otras cosas que posicionan a la Trigonometria como una ciencia
independiente.

¢) LA TRIGONOMETRIA COMO CIENCIA ANALITICA: Con el surgimiento del simbolismo y
el lenguaje propio del algebra, la Trigonometria da un giro hacia el siglo XVII, pues se
intenta sistematizar las ideas hasta aqui construidas en un lenguaje simbdlico y abstracto
que permita hacer demostraciones y darle un sentido l6gico a la Trigonometria, razon
por la uno de sus principales intereses es encontrar relaciones simbolicas entre angulos
y lados de un triangulo y poder expresarlas mediante lo que hoy conocemos como
identidades trigonomeétricas.

d) LA TRIGONOMETRIA COMO HERRAMIENTA PARA OTRAS CIENCIAS: comprende el
desarrollo de las seis funciones trigonométricas, incluye aspectos como las forma de
representar o escribir los nombres de las razones trigonométricas, personajes a los cuales
se les atribuye estas notaciones y la construccién de funciones inversas. Se considera un
hito pues los avances de ciencias como la fisica vieron la necesidad de utilizar modelos
matematicos que les permitieran analizar con mayor eficacia las diferentes situaciones
problema que iban surgiendo y asi los desarrollos de la Trigonometria con el concepto
de funcion fueron de gran utilidad.

6. METODOLOGIA

La estrategia metodoldgica usada para la implementacion en el aula varia de acuerdo a los
momentos que se describen mas adelante, sin embargo, en general se utiliza el trabajo en grupo,
la discusidn y reflexidn, la exposicion tematica y el analisis de bibliografia sugerida previamente
a la sesion.

7. MOMENTOS: A continuacién, se describe los momentos de la sesion:
Momento 1. Lectura del documento de trabajo

Previo a la sesidn presencial los estudiantes deberan realizar la lectura de Smith (1952), con esto
se busca contextualizar a los participantes del seminario en el desarrollo histérico de la
Trigonometria. La socializacion del documento se realizard de forma grupal, con el fin de
identificar hechos histdricos que han permitido el cambio de concepcién en el desarrollo de la
Trigonometria.

Momento 2. Introduccion

Se entrega a cada estudiante tres tiras de papel y un marcador y se pide que escriban en cada tira
un hecho, avance o idea que considera fue importante en el recorrido historico que presenta
Smith (1925) en relacién con la Trigonometria. Luego, debe pasar al tablero e intentar ubicarlo
en la linea cronoldgica que presenta el docente y mencionar el porqué de esta ubicacion.

Momento 3. Trabajo en grupo
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En grupos discutir que concepciones se identifican en la historia acerca de la Trigonometria, a
partir de los hechos ubicados en el momento anterior y teniendo en cuenta los siguientes
interrogantes:

e ;Cudles fueron las motivaciones para estos cambios de concepcién?

e ;Cuales fueron los principales avances en la Trigonometria?

e Cual considera es el recorrido de la Trigonometria en el aula?

e (Cudl es el contexto principal en el cual se ha dado uso a la Trigonometria?
e ;En qué momento se habla de Trigonometria como una ciencia autbnoma?

Momento 4. Socializacion

Se genera un espacio de discusion en el curso con el objetivo de organizar los hechos
presentados en el tablero e identificar los principales hitos que han permitido el cambio de
concepcion de la Trigonometria. Luego de ello, los investigadores formalizan el trabajo con la
siguiente presentacion de los hitos que se mencionaron el apartado 5 de este documento,
mediante la siguiente presentacion:

LA TRIGONOMETRIA COMO UNA HERRAMIENTA CULTURAL PARA
EL CALCULO DE LONGITUDES

LA TRIGONOMETRIA COMO CIENCIA INDEPENDIENTE

HITOS EN LA HISTORIA DE LA
TRIGONOMETRIA

FACLIIAD DF CENCIA Y TECNOLOGIA

IMAESTHA EN DOCENCIA LE LA MATERGANICA
HSTONIA ¥ EPISTEMOLOGIA DE LAS MATEMATIAS
ot Maperly Sermients - 2014145021

Cundy Meseme ndoburs - V14185008

Jeghan Sz Birke - 2014145060

Con el sun
simbolismo y &

funciones inversas.

Momento 5. Actividad de aprendizaje

De acuerdo a lo discutido en la sesion de clase se solicitara a los estudiantes realizar un escrito
de una pagina en el cual expongan los principales hitos que a su criterio han permitido el cambio
de concepcion de la Trigonometria. Ademas, se asignaran varios documentos histéricos que
describen algunos métodos de solucion de ET para su estudio.

BIBLIOGRAFIA
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Anexo 8. Intervencion 2. Historia de las ET

FACULTAD DE CIENCIAY TECNOLOGIA

UNIVERSIDAD PEDAGOGICA MAESTRIA EN DOCENCIA DE LA MATEMATICA
NACIONAL Cindy Indaburo 2014185008
[ Fducadora de educadores ] Jojhan Jiménez 2014185009
Claudia Sarmiento 2014185021

PROPUESTA DE INTERVENCION Ne 2
1. IDENTIFICACION

FECHA DE IMPLEMENTACION: 21 DE NOVIEMBRE DE 2015

ASIGNATURA: SEMINARIO HISTORIA Y EPISTEMOLOGIA DE LAS MATEMATICAS

TIEMPO REQUERIDO: 6 HORAS

TEMA A ESTUDIAR: MOMENTOS EN LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS QUE SE RELACIONAN CON LAS
ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

2. OBJETIVOS DE ENSENANZA

1. Contribuir a la reflexion del profesor de Matematicas en ejercicio sobre su quehacer pedagdgico.

2. Realizar una intervencién pedagdgica a estudiantes del seminario de Historia y Epistemologia
de las Matematicas que aporte a sus conocimientos sobre los distintos contextos en que se
percibe la aparicion de Ecuaciones Trigonométricas desde la Historia de las Matematicas.

3. Caracterizar algunos procedimientos de solucion de Ecuaciones Trigonométricas hallados en la
Historia de las Matematicas.

3. OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

Con el desarrollo de la sesion, el estudiante debe asumir una posicion reflexiva sobre: i) su quehacer
pedagogico en el aula cuando ensefia Ecuaciones Trigonométricas, ii) sus conocimientos sobre el tema,
y iii) el aporte que hace la Historia de las Matematicas a su formacion profesional. Ademas, se pretende
que el estudiante:

e) ldentifique distintos momentos en los cuales se percibe la aparicién de la idea de ecuacion
trigonométrica.

f) Reconozca diferentes estrategias para abordar el estudio de la solucion de las Ecuaciones
Trigonométricas usando los elementos que le aporta la Historia de las Matematicas.

g) Analice diferentes procedimientos de solucion de una ecuacion trigonométrica.

h) Establezca comparaciones entre los procedimientos estudiados.

i) Reflexione sobre la pertinencia y coherencia de este tema en el curriculo de Matemaéticas del
cicloV
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j) Reflexione sobre su propia formacion inicial como profesor de Matematicas, en relacion con las
Matematicas escolares para el caso de las Ecuaciones Trigonométricas.

4. INTRODUCCION

Posterior a la intervencion sobre los hitos histdricos de la Trigonometria, los cuales, permitieron realizar
una clasificacion de algunas de las concepciones de la Trigonometria que tienen los maestros en
formacion que participan del curso de Historia y Epistemologia de las Matematicas, se plantea una
segunda intervencion en la que se pretende abordar aspectos especificos referidos a las Ecuaciones
Trigonométricas. Para ello, el estudio de algunos documentos histéricos que al criterio de los
investigadores contienen elementos que dan cuenta de la idea de ecuacidn trigonométrica, que permitan
posteriormente generar un espacio de reflexion en torno a la practica docente y los elementos curriculares
gue caracterizan las Matematicas escolares, en especial, cuando se ensefia este tema en grado décimo.
Ademas, lo anterior, pretende dar cuenta de los componentes del conocimiento del profesor de
Matematicas que se modifican o amplian cuando estudia Historia de las Matematicas.

5. METODOLOGIA
Para dar alcance a los objetivos propuestos se plantean a continuacion los momentos gque organizan la
intervencion.

MOMENTO 1: Cada estudiante recibird uno de los siguientes documentos, en estos se registran los
procedimientos que hasta el momento los investigadores han identificado en la Historia de las
Matematicas, los cuales se refieren a la solucidn de Ecuaciones Trigonométricas:

A. Estudio socio epistemolégico de la Funcién Trigonométrica, Montiel (2005) y el sitio web
http://hypertextbook.com/eworld/chords.shtml#equivalence.
Describe el método empleado por Claudio Ptolomeo en la construccion de las Tablas de cuerdas, en este

documento se evidencia un tratamiento geométrico que permita hallar la solucion de la Ecuacion

crd(2a)
= sena .
120

Trigonométrica

B. Al-Kashi’s iteration method for the determination of sin 1°. Aaboe (1954)
Describe un método numérico analitico en el cual se resuelve ecuaciones del tipo senf = x, usando la
idea de sucesiones.

C. Elsorigensi I'ensenyament de I'algebra simbdlica. Malet (1984).

Describe un método numérico analitico en el cual se resuelve ecuaciones del tipo senf = x usando los
residuos.

D. Animaginary tale. The story of v—1. Nahin (1998)
Se presenta el trabajo realizado por el matematico francés Frangois Viéta para hallar la solucion de
ecuaciones cubicas a través de sustituciones trigonométricas.

E. Omar Jayyam Poeta y Matematico Moreno (2002)
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Se retoman las paginas finales del libro que describen un método geométrico (usando la idea de razény
proporcion) para dar solucién a una ecuacién cubica obtenida de una ecuacion trigonométrica.

F. Chapter X. Solution of certain trigonometric equations and of numerical equations of the
second and third degrees, Chauvenet (1855)

El profesor de Matematicas, astronomia y navegacion de la Academia Naval de los Estados Unidos y de
la Universidad de Washington William Chauvenet (1820 — 1870) describe en el capitulo X de su libro
titulado A treatise on plane and spherical trigonometry (1855), un método netamente algebraico para
solucionar ecuaciones trigonométricas que a su criterio considera de gran relevancia en el campo de la
astronomia y la navegacion. Para ello intenta hallar una expresion general que le permita solucionar una
ecuacidn trigonomeétrica solo sustituyendo valores.

TAREA EVALUABLE:

Se propondra a los estudiantes responder a las siguientes preguntas a partir del documento
correspondiente, las respuestas a estas deben ser entregadas el dia 22 de noviembre del 2015 en un
documento word.

=

¢Qué expresion trigonométrica se aborda en este documento?

Describa el contexto en el cual surge o se desarrolla el procedimiento presentado. En caso de que lo
requiera, puede consultar otros documentos para ampliar lo expuesto en la lectura.

¢A qué personaje(s) se le atribuye ese procedimiento?

¢ Cudles son los elementos fundamentales que caracterizan el procedimiento expuesto?

¢Qué conocimientos previos se utilizan para desarrollar el procedimiento presentado en la lectura?
En el documento leido, ¢Percibe la existencia de Ecuaciones Trigonométricas?, ;Por qué?

En que hito de los abordados en clase sobre Historia de la Trigonometria se ubica la propuesta de
presentada en el documento.

n

No g k~w

En el anexo se describe en detalle el taller con la tarea para los estudiantes y la distribucion de los
documentos para su estudio. Ademas, en este taller se solicita a los estudiantes que para la sesion lleven
consigo el libro de texto guia que usan normalmente para dar su catedra en grado 10° o el que se utilice
en la institucion educativa en la cual trabaja.

MOMENTO 2: COMPARACION DE METODOS

Se solicitara a los estudiantes trabajar en parejas, estas seran establecidas por los
maestros/investigadores, el fin principal es la socializacion a las respuestas dadas en el momento 1y el
conocimiento de los estudiantes por lo menos de otro procedimiento diferente al estudiado. En este
trabajo cada pareja de estudiantes recibira la siguiente matriz de comparacion para completar:

ESTUDIANTE 1 ESTUDIANTE 2

PERSONAJE A QUIEN SE LE ATRIBUYE
EL PROCEDIMIENTO

EXPRESION TRIGONOMETRICA
ASOCIADA
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DESCRIPCION DEL PROCEDIMIENTO

CONTEXTO DONDE SURGE EL
PROCEDIMIENTO

Tabla 1. Socializacién grupal de procedimientos para resolver ecuaciones trigopnométricas.

MOMENTO 3: Cada pareja expondrd lo realizado en el momento 2, para apoyar este trabajo los
maestros/investigadores entregardn un documento que recoge los métodos expuestos en todas las
lecturas, este servira de complemento a las presentaciones de los demas compafieros. Se buscara la
construccién grupal de la siguiente matriz de comparacion:

PERSONAJE A
QUIEN SE LE
ATRIBUYE EL
PROCEDIMIENTO
/

FECHA

CONTEXTO
DONDE SURGE EL
PROCEDIMIENTO

EXPRESION
TRIGONOMETRI
CA ASOCIADA

DESCRIPCION
DEL
PROCEDIMIENTO

CONOCIMIENTOS
PREVIOS QUE SE
REQUIEREN

Tabla 2. Socializacion general de procedimientos para resolver ecuaciones trigonométricas.
NOTA: Los materiales para la construccion de esta tabla son papel craff y marcadores de colores.

Al finalizar las presentaciones, se propone el desarrollo de una plenaria en torno a las siguientes
preguntas:

1. ¢Se reconoce en la Historia de las Matematicas la existencia de Ecuaciones Trigonométricas?

2. ¢Se reconoce en la Historia de las Matematicas distintos procedimientos para la solucion de
Ecuaciones Trigonométricas?

3. ¢De qué depende el surgimiento de este tipo de métodos?

4. Los contextos referidos en la matriz, ;A qué tipo de actividades corresponden?

5. ¢cudles son los contextos que se logran identificar para el desarrollo de las Ecuaciones
Trigonométricas?

6. ¢Qué tipos de tipos de procedimientos para la solucion de Ecuaciones trigonométricas se pueden
caracterizar a lo largo de la Historia de las Matematicas?
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7. ¢Enrelacion con los elementos estudiados en los métodos existe alguna coherencia en relacion
con lo curricular?

8. ¢Qué potencialidades en cuanto a lo matematico ofrecen estos procedimientos estudiados?

9. ¢Que potencialidades ofrecen en relacién a lo didactico?

MOMENTO 4: Cada estudiante revisara detenidamente el libro de Matematicas de grado décimo que trajo
a la clase, con el objetivo de que en este indague sobre: la idea de Ecuacién Trigonométrica que se
presenta en el texto, los contextos que se emplean para el tratamiento de las Ecuaciones Trigonométricas,
los tipos de Ecuaciones Trigonométricas que son trabajadas, los saberes previos para el abordaje de
Ecuaciones Trigonométricas, el(los) procedimiento(s) presentado(s) o propuesto(s) para la solucién de
Ecuaciones Trigonométricas.

Luego, se socializara lo encontrado en los textos mediante una plenaria que pretende discutir diferentes
puntos de vista en relacion con:

1. De acuerdo con lo abordado en los momentos anteriores, ¢Considera viable gque las ecuaciones
trigonométricas aparezcan en el curriculo escolar colombiano?

2. ¢Qué tipo de procedimientos podria emplear en su aula para la solucion de ecuaciones
trigonométricas?

3. ¢Lo que se propone para grado décimo sobre ecuaciones Trigonométricas es lo que realmente se
debe abordar?

4. ¢Qué secuencia de ensefianza utilizaria para ensefiar ecuaciones trigonométricas?

5. ¢Llevaria alguno de los procedimientos abordados en el momento 2, al trabajo en su aula con
estudiantes de grado décimo?

MOMENTO 5: Se presentaran algunas de las preguntas del cuestionario aplicado inicialmente para debatir
sobre las soluciones y transformaciones que han sufrido sus respuestas a partir de las dos intervenciones
realizadas.

6. DISTRIBUCION DE TIEMPOS

La siguiente es la gestién de tiempos que se propone para la sesién:

HORA ACTIVIDAD

7:00a7:30 am Institucionalizacion de hitos. Exposicién por parte de los investigadores
consolidando la actividad de la sesion anterior y las tareas enviadas por
los estudiantes.

7:30a28:30 am Socializacion por grupos de los procedimientos de solucion de ecuaciones
trigonométricas estudiados en los documentos. Diligenciamiento de tablas
1

8:30a29:30 am Socializacion general de las respuestas a la tabla 1 y diligenciamiento de
la tabla 2

9:30 a 10:00 am Receso

10:00 a 10:30 Conclusiones de la actividad inicial de la mafiana

10:30a 11:00 Revision de libros de Matematicas de grado décimo
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11:00 a 12:00 Plenaria sobre aspectos didacticos y curriculares de las ecuaciones
trigonomeétricas
12:00a 1:00 Espacio de cierre del seminario a cargo del profesor Edgar Guacaneme

7. BIBLIOGRAFIA

Aaboe, A. (1954). Al-Kashi’s iteration method for the determination of sin 1. Scripta Math , 20, 24
- 20.

Chauvenet, William. (2013). A Treatise on Plane and Spherical Trigonometry. London:
Forgotten Books. (Original work published 1855)

Paul, N. (1998). An imaginary tale. The story of the square root of minus one. United States of
America: British Library Cataloging

Smith, D. (1925). History of Mathematics : Volume Il, Special topics of elementary mathematics.
Boston, MA: Ginn and Company.
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Anexo 9. Tareas propuestas a los maestros en formacion avanzada

Las siguientes tareas fueron propuestas a los estudiantes via correo electrénico previo a las sesiones de
trabajo presencial:

TAREA 7: HISTORIA DE LA TRIGONOMETRIA

En el Dropbox he alojado un archivo sobre la historia de la Trigonometria (Historia de la
Trigonometria — Smith.pdf). La idea es que, para la sesion del viernes 9 en la tarde, lean este o
encuentren, carguen al Dropbox y lean otro(s) similar(es) que identifiquen en la red.

TAREA EMERGENTE 7.1: ESCRITO DE HITOS DE LA TRIGONOMETRIA

A partir de la discusion en clase, realizar un escrito de una pagina en el cual se exponga los hitos que
han generado cambios de concepcion en la evolucidon de la Trigonometria.

TAREA 8: ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Para dar continuidad al estudio del tercer componente planteado para el seminario (Historia de la
Trigonometria) y retomando el trabajo realizado en la dltima sesion por el grupo de Indaburo, Jiménez
y Sarmiento sobre los hitos, previo a las sesiones del 21 de noviembre desarrolle individualmente las
tareas enunciadas en las siguientes consignas:

1. Ubique el(los) documento(s) que le asigno, descarguelo de la carpeta compartida del Dropbox y
estudielo detenidamente.

ESTUDIANTE DOCUMENTO
Jhon Fredy Erazo Castro Al-Kashi’s iteration method for the determination of sin 1°.
Natalia Morales Rozo (Aaboe, 1954).
Pablo Andrés Cérdoba Barbosa Estudio socio epistemoldgico de la Funcidn Trigonométrica.
Laura Alejandra Prieto Contreras (Montiel, 2005).

Ptolemy's Table of Chords Trigonometry in the Second
Century. (Elert, 1994).
http://hypertextbook.com/eworld/chords.shtml#equivalence

Jaison Fernando Ariza Chapter X. Solution of certain trigonometric equations and

Angie Milena Martinez Cobos of numerical equations of the second and third degrees.
(Chauvenet, 1855, pp. 85-91).

Jeimmy Lizeth Bernal Calcetero Els origens i I'ensenyament de I'algebra simbdlica. (Malet,

Claudia Mayerly Sarmiento Martin 1984).

Jenny Marcela Umafia Gémez An imaginary tale. The story of . (Nahin, 1998).

Jojhan Gonzalo Jiménez Bello

Gina Isabel Torres Walteros Omar Jayyam Poeta y Matematico. (Moreno, 2002).

Cindy Yesenia Indaburo Moreno

2. Responda las siguientes preguntas (o enunciados) y remitame sus respuestas en un documento Word,
el cual deberd llevar impreso a la sesion.
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- ¢ Qué expresidn trigonométrica se aborda en este documento?

- Describa el contexto en el cual surge o se desarrolla el procedimiento presentado. En caso de
que lo requiera, puede consultar otros documentos para ampliar lo expuesto en la lectura.

- ¢A qué personaje(s) se le atribuye ese procedimiento?

- ¢ Cudles son los elementos fundamentales que caracterizan el procedimiento expuesto?

- ¢Qué conocimientos previos se utilizan para desarrollar el procedimiento presentado en la
lectura?

- En el documento leido, ¢percibe la existencia de ecuaciones trigonométricas?, ¢por qué?

- ¢En qué hito de los abordados en clase sobre Historia de la Trigonometria se ubica la
propuesta de presentada en el documento?

3. Consiga y lleve a la sesion de clase un libro de texto de grado décimo o undécimo en el que se traten

temas de Trigonometria (preferiblemente lleve el que se utiliza o se ha utilizado en la ensefianza de la
Trigonometria en la institucion donde labora o ha laborado).
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Anexo 10. Unidades de andlisis vs instrumentos

ANTES DESPUES HM
HM INTERVENCION 1 INTERVENCION 2
UNIDAD SUB-UNIDAD | SUSTENTOTEORICO | \picapoR cl GS1 | T1 | T2 | Gs2
(Pinto, 2010)
Contextos donde se
desarrolld la
'IIE'_rIEgonometrla o las M2,
P& pgps | M1,M2| SI | P32 | M3P4,
navegacion,
Astronomia, entre M3P5
otras.) — CtxTriET
Conocimiento de la | Principales
historia de la disciplina, | actividades
evolucién, principales | Matematicas
problemas y cambiosen | asociadas a la
las nociones o | Trigonometria (p. e., M2
Conocimiento sobre conceptos, la naturaleza | mejorar la P4 M2 SI P3.5 '
la actividad de las explicaciones, de | aproximacion de M3P4
Conocimiento del matematica general: la heuristica y de los | tablas, hacer
contenido Historia de la valores histérico- | mediciones,  entre
matematico a ensefiar | Trigonometria y las filosoficos. otras.) — AcTri
ET Conocimiento de las
ConAcMatG diferentes posturas o | Evolucion en los
escuelas filosdficas en | métodos para dar
relacion a como se crea | solucion a algunas
y se construye el saber | ET (p. e., M2
cientifico basico. georr]étricos, NO NO NO P3.4 M3P’2
nUMericos y
analiticos) -
EvMetET
Cambios en |las
concepciones de la
Trigonometria NO M2 Si P3.7 M2

(objetos y usos) —
CamCpTri
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Influencia de los
intereses culturales y
creencias filosoficas

para mejorar M2,
célculos y NO M2 SI P3.7 M3P1,
procedimientos M3P3
trigonométricos  —
InfCultCreF
El tratamiento de las
ET que se dio en las
culturas 0
civilizaciones  mas M2
representativas  (p. NO NO NO P3.3 MSP,3
e., gQriega, arabe,
hindd, etc.) -
CulTraET
La busqueda de la
rigurosidad en la
precision de las
aproximaciones - NO M2 Sl NO M3P3
RiguApx

Caracteristicas Atributos de -IQS-ET

. (p. e., definicion,

- esenciales tipos de ET P1, P2 P3.1
Conocimiento por (correspondencia entre caracteristicas de Iaé P’10 ' NO NO , M2
topico especifico idea mental y concepto ET, etc) — AtrET P3.7
matematico: Ideas matematico, imagen del T
Matematicas de las concepto, atributos

ET criticos del concepto, | .
ConTopEsp ejemplos  prototipos, Ejemp_los de
distincion entre prototipos de ET — P1, P2 NO NO P3.1 M2

ejemplos concretos y

ProtET
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no-ejemplos, Relaciones de las ET
actualizacién del | con otros conceptos
cambio en el concepto). | matematicos (p. e.,
Diferentes funciones, P3.5 M2,
representaciones periodicidad, etc.) P1-P7 NO NO , M3P4,
(comprender los | dadas sus relaciones P3.6 M3P8
conceptos en diferentes | Matematicas—
representaciones, RelConcp
trasladar y  formar
conexiones entre éstos).
Conocimiento y | Métodos y Mo
comprension del | estrategias de ,
Conc";ptq colucion de ET - P3-P7 NO NO | P34 | oo
(conocimiento MetSolET
conceptual y
procedimental del | Diferentes
concepto, y las | representaciones de
relaciones de éstos). las ET (p. e,
numérica en tablas
de valores, NO NO NO NO PLSJEEE
algebraica o grafica)
RepET
Conocimiento de las
Conocimiento de las | justificaciones para
justificaciones para | aprender ET desde M3P7 M
Conocimiento sobre aprender un tdpico | las Matematicas y su P6 NO NO NO 3P8,
el curriculo dado, que consiste en | evolucion -
matematico: conocer y utilizar una | JustApzETEvMat
pertinencia desde la variedad de formas
perspectiva especificas para la
matematica de las materia, para justificar | Conceptos, nociones
ET en el curriculo los tépicos especificosy | y  procedimientos M2
ConCuMatDM con ello motivar a los | matematicos P7-P8 NO NO P3.6 M4P’2
estudiantes para | necesarios para el
aprender. estudio de las ET

dadas sus relaciones
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Conocimiento de las
ideas importantes para
ensefiar un tépico dado,
que son aquellas que los
alumnos necesitan
aprender acerca de estos
tépicos, como son los
procesos, conceptos del
curriculo, la capacidad y
esfuerzo del estudiante,
formas intuitivas de
representacion y otros.
Conocimiento de los
prerrequisitos de
conocimiento para un
tépico dado, en los
diferentes  momentos
del ciclo didactico y
estudio del topico (ej.
tépico dentro del mismo
curriculo,  tépico vy
herramientas
conceptuales y
procedimentales
previas, experiencia en
el manejo del tépico o
concepto y experiencia
en procesos de
pensamiento similares).

curriculares. —
PrgETRelCu

Conocimiento de las
justificaciones
Matematicas  para
aprender ET desde
los documentos
normativos
curriculares (p. e., la
relacion de las ET
con los procesos de
estimacion,
modelacién,
fenémenos
periddicos, etc.) -
JustMatCuApzET

P6

NO

NO

NO

M3P7,
M3P8,
M4P1

Conocimiento de las
estrategias y
representaciones
instruccionales de las
Matematicas
CoEstReplnst

Conocimiento sobre
las representaciones
instruccionales
ConReplnst

Conocimiento sobre las
rutinas instruccionales,
que implica,
estrategias, métodos o
técnicas especificas al
contenido matematico
vinculado con los
materiales de
instruccion y el
conocimiento de las

Conocimientos de la
secuencia
metodolégica para
ensefiar ET —
SecMetgET

P7, P9

M2

NO

P3.6

M2,
M4pP2,
M4P3,
M4P4
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caracteristicas de las
interacciones

didacticas, asi como de
las dificultades
cognitivas que implica
para su ensefianza y
aprendizaje 'y las
alternativas para
afrontarlas.

Conocimientos de
los materiales
Curriculares
ConMtrCu

De los materiales para
la instruccion  del
contenido matematico o
para una determinacion
nocion, sus
caracteristicas, los
textos 'y materiales
basicos y alternativos,
software, calculadoras,
programas especificos,

problemas, ejercicios,
guias, proyectos,
ilustraciones, casos,
materiales visuales,

peliculas de y sobre
conceptos 0 tdpicos,
demostraciones en
laboratorios, programas
0 simuladores on-line,
recursos en Internet,
etc., y de los materiales
curriculares que los
estudiantes tienen en
otras materias.

Del tratamiento vy
evaluacion de los textos
y materiales de la
materia en cuestion, su
organizacion razonada
de topicos, las

Conocimiento sobre
el tratamiento de las
ET en los materiales
curriculares (p. e.,
libros de texto) -
TratETMtrCu

NO

NO

NO

NO

M4P3
PREGU
NTAS
EMERG
ENTES
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actividades y problemas
gue  presentan,  sus
efectos en el aprendizaje
del estudiante, de la
relacion con el

contenido y las
estrategias
instruccionales que

proponen y sobre los
criterios de uso,
seleccion y adecuacion
para la ensefianza o
aprendizaje de un tépico
matematico.

Conocimientos
sobre el curriculo
matematico:
pertinencia desde la
perspectiva
didactica/instruccio
nal de las ET en el
curriculo
ConCuMatDD

Conocimiento sobre la
planificacion de la

ensefianza del
contenido matematico,
que incluye el
conocimiento del
disefio, evaluacion y
modificacion del
programa escolar, de las
caracteristicas del
curriculo  matematico

(segun el grado y nivel
de ensefianza), de las
relaciones con otros
contenidos matematicos
y de las tendencias
curriculares especificas
de la educacioén
matematica.

Correspondencia
secuencial entre los
hallazgos
encontrados en la
Historia de las ET y

de estudios de grado
décimo) -
JustinsEnsET

la estructura NO M2 NO NO M3P7
tematica del

curriculo de

Trigonometria -

SecHCuUTTi

Conocimiento de las

justificaciones

curriculares de

ensefiar ET (p. e.,

razones del porqué M3P7,
las ET estan en el P6 NO NO NO M3P8,
curriculo y enel plan M4P1
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Conocimiento de los
procesos de
aprendizaje del
estudiante sobre el
contenido
matematico
CoApzEConMat

conocer las necesidades | Alusion a la
y conocimientos | necesidad de
particulares de los | aprender ET basado
estudiantes, a partir del | en  caracteristicas
estudio y observacién | cognitivas de los
de su desarrollo (edad, | estudiantes
experiencia, (concepciones,
antecedentes y | intereses,
escolaridad) y | expectativas) -
desempefio en el aula, | NcsApzETCaractC
sobre el contenido | ogE
Conocimiento del matematico que
proceso cognitivo gprende, y redcolnocerd_la
del estudiante en :jmplortanma € _estu 10 P6
Matematicas e las concepciones y
dificultades del
ConProcCogEMat .
estudiante como parte
inherente e
indispensable para la
ensefianza y aprendizaje
de las Matemaéticas;
conocer sus intereses,
motivaciones y
expectativas
relacionados con las
Matematicas y con los
diferentes topicos
especificos.
conocer las estrategias | Estrategias
instruccionales instruccionales
especificas para | basadas en el
Conocimiento de corregir_las creenciasy | proceso de
las estrategias concepciones apren_dlzaje ~ que
curriculares ma@decuadas, errores y permiten cambiar las P7
ConEstlnst dificultades, asi como | creencias y
conocer las estrategias | concepciones
instruccionales inadecuadas, errores
especificas que pueden | y dificultades. -
ser usadas para permitir
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que los estudiantes | EstinsProcApzCa
conecten lo que ellos | mCreCp

aprenden al
conocimiento que ellos
ya poseen.
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Anexo 11. Nomenclatura para codificacion

Las siguientes son las abreviaturas que se usaran para algunas palabras presentes en las unidades de
analisis y la codificacion.

NO ABREVIATURAS PALABRA

1 Co componente

2 G General

3 Ens Ensefiar

4 Con Conocimiento

5 Ac Actividad

6 Mat Matematicas

7 Ctx Contexto

8 Tri Trigonometria

9 ET Ecuacion Trigonométrica
10 Ev Evolucion
11 Met Método

12 Cam Cambio

13 Cp Concepcion
14 Inf Influencia
15 Cult Cultura

16 Cre Creencias
17 F Filosofia
18 Tra Tratamiento
19 Rigu Rigurosidad
20 Apx Aproximacion
21 Prot Prototipo
22 Atr Atributo

23 Rel Relaciones
24 Concp Conceptos
25 Sol Solucion

26 Rep Representacion
27 Just Justificacion
28 Apz Aprendizaje
29 Prqg Prerrequisito
30 Cu Curriculo
31 Sec Secuencia
32 Metg Metodologia
33 Mtr Materiales
34 H Historia

35 Inst Institucionales
36 Est Estrategia
37 E Estudiante
38 Proc Proceso

39 Cog Cognitivo
40 Ncs Necesidad
41 Caract Caracteristicas
42 Ins Instruccionales
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43 Top Tépico
44 Esp Especifico
45 Trat Tratamiento

Para las unidades, sub-unidades e indicadores se tiene la siguiente nomenclatura:

UNIDAD SUB-UNIDAD INDICADOR

CtxTriET

AcTri

EVMEetET

ConAcMatG CamCpTri

InfCultCreF

CultTraET

RiguApx

CoMatEns AtrgET

ProtET

ConTopEsp RelConcp

MetSolET

RepET

JustApzETEvMat

ConCuMatDM PrgETRelCu

JustMatCuApzET

ConReplnst SecMetgET

ConMtrC TratETMtrC
CoEstReplnst u u

SecHCuTri
ConCuMatDD echtu’n

JustinsEnsET

ConProcCogEMat NcsApzETCaractCogE
CoApzEConMat g P g

ConEstinst EstInsProcApzCamCreCP
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Anexo 12. Calculo de sin(3°) con métodos analiticos y algebraicos

El método consiste en hallar a través de la identidad de diferencia de &ngulos el valor del sin 3°,

con los angulos de 18° y 15°, con la identidad

sin 3° = sin(18° — 15°) =sin 18° cos 15° — sin 15° cos 18°

Se propone la identidad de angulo doble:
sin 72° = 2 sin 36° cos 36°

Ya que los &ngulos de 18° y 72° son complementarios y con la identidad de seno y coseno del

angulo doble, para el angulo de 36°, se puede reescribir esta expresion como:

cos 18° = 2(2 sin 18° cos 18°)(cos? 18° — sin? 18°)

Al simplificar, usar operaciones algebraicas y manipular de nuevo identidades trigonométricas
se obtiene
cos 18° = (4 sin 18° cos 18°) (1 — sin? 18° — sin? 18°)
1 = (45sin 18°)(1 — 2 sin? 18°)
1 =4sin18° — 8sin® 18°
8sin318° —4sin18°+1 =10

Lo que corresponde a resolver la ecuacion de tercer grado: 8x3 — 4x + 1=0, si se considera como
incognita o como valor desconocido el sin 18°, En este caso utilizaremos el algoritmo de la
division sintética para encontrar una factorizacién del polinomio y las raices del mismo.
Procedemos a buscar los divisores del coeficiente que acompafia a la variable con mayor
exponente, y los divisores del termino independiente; es decir los divisores de ocho y uno, div
(8) y div(1), y luego relacionar estos divisores mediante un cociente, y asi resultan las posibles

raices del polinomio, que posteriormente seran comprobadas.
div(8):{1,2,4,8}
div(1):{1}
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Posibles Raices del Polinomio: {il,iz,iél,i&i ,+=,+

N |-
D=
|

J

. e ey < .- 1 . <z
Aplicando division sintética con raiz 5 se obtiene como solucién que 8x3 —4x + 1 = (x —

%)(sz + 4x — 2), sin embargo, la factorizacion no esta terminada, deben buscarse las dos

raices del polinomio de grado dos, para esto utilizamos la formula general para resolver
cuadréticas.

—4 4+ 16 + 64
X1,2 = 16
—4 ++/80
S T
—4 4+ 44/5
“2="qg
-1++5
X1,2 =T

Y asi obtener la factorizacion completa y las raices del polinomio

s as e

. 1 . .
El sin 18° no puede ser > ya que este corresponde al sin 30°, un resultado conocido por los

—1+5

arabes, por lo tanto, se deduce que el valor que satisface debe ser sin 18° = "

Conocidos los valores sin18° y sin 15° se puede calcular sin3°, utilizando las relaciones

trigonométricas, ya que sin 15° se calcula al aplicar la identidad de &ngulo mitad para el sin 30°.

De la identidad trigonométrica para la diferencia de angulos, expresando el sin 3° en términos

de los angulos de 18° y 15° se tiene que

sin 3° = sin(18° — 15°) =sin 18° cos 15° — sin 15° cos 18°
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Expresion de la cual solo se tiene el valor correspondiente al sin 18°, por lo cual se debe hacer
uso de otras identidades que permitan encontrar los demas valores. Previamente se tiene los
valores de las razones de seno y coseno para el angulo de 30°, asi que al hacer uso de la identidad

para el angulo mitad es posible calcular esas identidades, para el angulo de 15°, como se

in15° =si (30°)_ 1 — cos 30°
sin =sin 5 ) = >

muestra.

1
sin 15° =§ /2 -3

Para hallar el cos 15° el procedimiento es similar, y asi se obtiene cos 15° =%\/ 2 ++/3.

Para hallar cos 18° utilizamos la identidad, que nos permitira en un primer momento hallar

c0s32° y luego por la identidad de angulo mitad el cos18°
2c0s36° =2cos72°+1 (I)
Lo cual es equivalente a escribir
2c0s36° =2(2cos?36°— 1)+ 1 (II)

Puesto que por la identidad del angulo medio se tiene que

72° 1+ cos72°
cos( > )= _—

cos(36°) =

‘ 2
1+ cos72°
2



1+ cos72°
2

c0s236° =
2c0s%36° = 1 + cos 72°
cos 72° = 2co0s?36° — 1
Ahora bien, si suponemos x = cos 36° tenemos que (II) es
2x =2(2x*-1)+1
Que corresponde a la ecuacién de segundo grado

4x> -2x—-1=0

Con el uso reiterado de la formula general de la cuadratica se tiene

2+ /4—44)(-1)

X1,2 = 3
2++V4+16
2= g
2++20
X122 = T
2+ 2V5
X1,2 = T
1++/5
X1,2 = 4
1+V5

Por lo que se concluye x = cos 36° = — resultado que junto a la identidad de &ngulo medio

permite encontrar el cos 18°, como sigue:

(36°)_ 1+ cos 36°
cos > ) = >
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44+1++/5
— 4
2

cos(18°) =

cos(18°) = /5 +8\/§

Con estos datos ya es posible calcular de forma sencilla y con el uso dela identidad de resta de

angulos el sin 3°, al reemplazar cada uno de los valores correspondientes por las razones

trigonométricas asi:

sin18° = Z1HVS . cos(18°) = /52@; sin15° =14/2 — V3 ; cos 15° =%\/2 +4/3

4 T2

sin 3° = sin(18° — 15°) =sin 18° cos 15° — sin 15° cos 18°

o= (28) (15 (7))

sin 3° = 0,052335956
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