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RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION (RAE)

1. Informacion General
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Titulo del documento
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Autor(es) Gomez Cuellar, Matilde
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Unidad Patrocinante Universidad Pedagdgica Nacional

GEOMETRIA, ARGUMENTOS, ANALISIS DE ARGUMENTOS,
ACTIVIDAD DEMOSTRATIVA.

Palabras Claves

2. Descripcion

Este trabajo de grado presenta un estudio realizado con 70 estudiante de grados séptimo y octavo en la
IED Hunza durante el afio 2014. EI mismo se fundamenta en una investigacion de disefio, en la cual se
disefi6, experimentd y evalud una intervencion de ensefianza. El propdsito de este estudio es desarrollar
y analizar las practicas argumentativas que producen estudiantes de educacién bésica durante la clase de

geometria, en el marco de la Actividad Demostrativa.

Para el desarrollo del estudio, en primer lugar se determind el marco tedrico en el cual se fundamenta el
mismo, involucrando autores como: Toulmin (2007) en relacion al anélisis y funcionalidad de los
argumentos, Camargo, Molina, Perry, & Samper (2014) respecto a la actividad demostrativa y a
Krummheuer (1995) sobre la argumentacion en el aula como fendmeno social. En segundo lugar, se
establecio y adaptd la secuencia a trabajar en el aula, la cual consta de seis tareas; cada una de ellas

corresponde a uno de los elementos tedricos que se pretendian desarrollar con los estudiantes.

Posteriormente la secuencia fue aplicada y se consolidaron las categorias que permitieron el anélisis de
los argumentos construidos por los estudiantes. Finalmente se analiz6, de acuerdo a las categorias

previamente establecidas, la informacion obtenida durante la aplicacion de la secuencia. Esta




informacion fue acopiada mediante videos de cada una de las sesiones de clase, de los cuales se
realizaron transcripciones para facilitar el anélisis y proponer asi las conclusiones del estudio realizado.

3. Fuentes

Para la elaboracion de este trabajo se utilizaron 30 fuentes bibliograficas publicadas en revistas
académicas, capitulos de libros nacionales e internacionales, articulos que hacen parte de memorias de
los Encuentros de Geometria, entre otros. Las referencias se agruparon de acuerdo a los aportes al
trabajo de la siguiente manera:

“+ Fuentes relacionadas con la demostracion matemética: Camargo, L., Molina, O., Perry, P., &
Samper, C. (2014), Camargo, L., Samper, C., & Perry, P. (2006), Fiallo, J., Camargo, L., &
Gutiérrez, A. (2013), Fiallo, L. J. E. (2010), Fischbein, E. (1982), Godino, J., & Recio, A. M.
(1997), Godino, J., & Recio, A. M. (2001), Gutiérrez, A. (2007), Gutiérrez, A. (2005), Larios, victor
0. (2006), Mariotti, M. A. (1997), Mariotti, M. A. (2006), Martin, G. W., & Harel, G. (1989),
NCTM. (2003), Recio Martinez, A. (2001), Senk, S. L. (1985).

« Fuentes relacionadas con los procesos de argumentacion en la actividad matematica: Alvarez, 1.,
Angel, L., Carranza, E., & Soler, N. (2014), Gamboa, G., Planas, N., & Edo, M. (2010),
Krummheuer, G. (1995).

% Fuentes relacionadas con el andlisis de argumentos: Ambrosini, C., & Asti, V. C. (2009), Inglis,
Ma., & Mejia, Ra. J. P. (2005), Knipping, C. (2008) y Toulmin, Stephen, E. (2007).

% Fuentes relacionadas con la importancia del proceso de visualizacion y el proceso de definir en
matematicas: Gal, H., & Linchevski, L. (2010), Gavilan, J. M., Sanchez, G., & Escudero, I. (2014).

% Fuentes relacionadas con metodologias de investigacion, experimentos de ensefianza y anallisis de
informacion: Gutiérrez, A. (2009), Molina, M., Castro, E., Molina, J. L., & Castro, E. (2011),
Planas, N. (2010) y Schoenfeld, a H., & Godino, J. (2000).

Fuente relacionada con el disefio de la secuencia: Sua, C. (2013).
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4. Contenidos

Este documento esta constituido por seis capitulos, En el primero se presenta la justificacion y
delimitacion de la problemaética a abordar, la pregunta de investigacion asi como los objetivos que guian
el trabajo y el reporte de los antecedentes de investigacion revisados para la realizacion del trabajo. El
segundo capitulo corresponde al marco tedrico que fundamenta el trabajo, en términos del analisis de
argumentos, la préctica demostrativa y la argumentacion en el campo de la educacion matematica. El
tercer capitulo, de metodologia, presenta la perspectiva sociocultural y la metodologia de experimento
de ensefianza en las cuales se enmarca este trabajo, se ubica el contexto de estudio del mismo y se
determinan las categorias que guian el anélisis de la informacion obtenida. En el capitulo cuatro se
realiza el analisis de la informacion; acopiada durante la intervencion el aula, teniendo en cuenta las
categorias enunciadas anteriormente en este se da cuenta de los argumentos desarrollados por los
estudiantes en los procesos de definir, conjeturar y justificar, en el trabajo en grupos y en la puesta en

comun y su tipificacion como sustanciales o analiticos. El quinto capitulo sintetiza los resultados del




analisis anterior atendiendo a los objetivos del trabajo enunciados en el primer capitulo. Finalmente en
el sexto capitulo se presentan las conclusiones y algunos asuntos que vale pena revisar en futuros
estudios; estos se han obtenido teniendo en cuenta los resultados en el andlisis y los objetivos del

estudio.

5. Metodologia

Esta investigacion se ubica en una perspectiva sociocultural al asumir la argumentacion como un
proceso social. Teniendo en cuenta que para este trabajo se disefid y desarrollé una secuencia de
ensefianza y se realizd una intervencion en el aula para favorecer, por un lado los procesos de la
demostracion y por otro la construccidn de argumentos por parte de los estudiantes en torno a la
demostracion matematica, este estudio se ubica en una investigacion aplicada, especificamente en la
metodologia experimento de ensefianza. Se involucrd un grupo de setenta estudiantes de grado séptimo
y octavo quienes intervinieron en la secuencia de ensefianza y un investigador docente quien interactud
directamente con ellos y quien acopid la informacion de cada una de las sesiones, en este caso los
argumentos construidos por los estudiantes, los cuales fueron analizados teniendo en cuenta las
categorias de anélisis formuladas previamente para obtener los resultados de la investigacion.

6. Conclusiones

Las tareas propuestas a los estudiantes durante la secuencia de ensefianza, en las cuales se involucraron
problemas abiertos, favorecieron la construccion de los argumentos por parte de ellos. El objetivo de los
problemas propuestos en cada una de las tareas favorecié la construccion de determinado tipo de
argumentos. El tipo de tareas donde tenian lugar problemas abiertos permitié a los estudiantes construir
definiciones, hechos geométricos y favorecer una justificacion para algunos de ellos; en consecuencia,
favorecid la construccion de un sistema tedrico local para la clase. Las tareas propuestas promovieron
procesos de argumentacion en los estudiantes durante los dos momentos de la clase: el trabajo grupal y
la puesta en comun de los resultados obtenidos. Respecto a la primera, cuando ellos tenian que abordar
y resolver el problema de manera grupal, el grupo debia llegar a un consenso acerca de la solucién del
mismo Y los motivos por los cuales habian obtenido tal resultado; igualmente, en la puesta en comdn,
cuando las propuestas de un grupo eran presentadas Yy discutidas por los otros grupos, tenia lugar una
discusion alrededor de su validez y de ahi, esta podia ser refutada o complementada. Dependiendo del
objetivo de los problemas propuestos, distintos tipos de argumentos tuvieron lugar respecto al soporte
involucrado, entendido este como la garantia o respaldo presente en el argumento. En los problemas

que tenian como objetivo definir un objeto geometrico los estudiantes construyeron argumentos en la




mayoria de los casos sin alguna garantia o respaldo, asi como argumentos con un soporte empirico en
los procesos de definir y conjeturar generalmente, mientras los problemas que tenian como objetivo
formular una relacién de dependencia y proveer la justificacion a la misma favorecieron la construccion
de argumentos con un respaldo tedrico. En el estudio se pudo evidenciar que los estudiantes al abordar
cada uno de los problemas de la secuencia siempre construyeron argumentos en dos de los procesos y

en algunos casos en los tres.

Los momentos de la clase (trabajo grupal y puesta en comun) favorecieron la construccion de
argumentos por parte de los estudiantes en cuanto propiciaron un ambiente de interaccion social, pero es
en el momento de la puesta en comun en el que hay mayor construccion de argumentos; esto se debe a
que este era el momento en el que méas se cuestionaba y se indagaba a los estudiantes frente a los
resultados presentados. Como consecuencia de ello, los estudiantes buscaban la manera de validar,
formular y corroborar y en algunos casos justificar las conjeturas a partir de la construccion de

argumentos.

Teniendo en cuenta el tipo de soporte de los argumentos y el proceso en el que se construye, es posible
concluir que en el desarrollo de las tareas propuestas se observar una evolucion en los argumentos
construidos. Cuando los estudiantes inician las tareas con los problemas relativos a las definiciones,
ellos construyen en su mayoria argumentos de tercer nivel en los procesos de definir y conjeturar y en la
medida que avanzan aumentan los argumentos de segundo y primer nivel en el proceso de justificar los
cuales se desarrollan en las tareas relativas a los hechos geométricos.

En términos generales en la aplicacion de la secuencia de ensefianza no es posible hablar de una
evolucion en la construccion de los argumentos por parte de los estudiantes. En primer lugar el nimero
de tareas formadas por problemas enmarcados en definiciones de objetos geométricos y hechos
geométricos de la secuencia, aplicadas en cada uno de los grados no fueron suficientes para concluir
esto; en segundo lugar, las tareas que inician con un problema de definicion y terminan con problemas
de hechos geométricos en relacién a determinado objeto geométrico, ocasionan una ruptura respecto a
la tarea siguiente pues se inicia nuevamente con problemas de definicion y problemas relativos a hechos

geométricos respecto a otro objeto geométrico.

Elaborado por: GoOmez Cuellar, Matilde

Revisado por: Sua Florez, Camilo

Fecha de elaboracién del Resumen: 22 01 2016
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INTRODUCCION

Este documento se realiza en el marco de la Maestria en Docencia de la Matematica, de la Universidad
Pedagdgica Nacional (Colombia), ubicandose en la linea de investigacion Argumentacion y Prueba en
geometria. La investigacion de la que se informa, se realizo con un grupo de 70 estudiantes de grados
séptimo y octavo del Colegio Distrital Hunza ubicado en la ciudad de Bogoté, con quienes se trabajé una
secuencia de tareas disefiadas en el marco de un experimento de ensefianza. Se intervinieron y modificaron
los procesos desarrollados en el aula con el fin de favorecer la argumentacion de los estudiantes, acercarlos
a la actividad demostrativa y acopiar, analizar y caracterizar los diferentes argumentos realizados por ellos.
En el estudio se adoptd como marco tedrico: en cuanto al anélisis y funcionalidad de los argumentos, el
trabajo realizado por Toulmin (2007); con relacién a la actividad demostrativa el estudio realizado por el

grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria ((£.G); finalmente se fundamenté en  Krummheuer

(1995) quien aporta tedricamente al estudio de la relacion existente entre los argumentos y la educacion
matematica. Este documento esta constituido por seis capitulos. En el primero, se presenta la justificacion
y delimitacion de la problematica a abordar, la pregunta de investigacion asi como los objetivos que guian
el trabajo y el reporte de la literatura revisada para la realizacion del trabajo. El segundo capitulo
corresponde al marco tedrico que fundamenta el trabajo, en términos del analisis de argumentos, la
actividad demostrativa y la argumentacion en el campo de la educacion matematica. En el tercer capitulo
se presenta la perspectiva sociocultural y la metodologia de experimento de ensefianza, bases en las cuales
se enmarca este trabajo; se ubica el contexto de estudio del mismo y se determinan las categorias de
andlisis que guian el estudio de la informacién obtenida. En el capitulo cuatro se realiza el analisis de la
informacion acopiada durante la intervencion en el aula, teniendo en cuenta las categorias enunciadas
anteriormente, en este se da cuenta de los argumentos desarrollados por los estudiantes en los procesos de
definir, conjeturar y justificar en el trabajo en grupal y en la puesta en comin y su tipificacion como
sustanciales o analiticos. El quinto capitulo sintetiza los resultados del andlisis anterior atendiendo a los
objetivos del trabajo. Finalmente, en el sexto capitulo se presentan las conclusiones y se proponen algunos
asuntos que vale pena revisar en futuros estudios. Estas conclusiones se han obtenido teniendo en cuenta
los resultados en el analisis y los objetivos del estudio; las mismas se presentan en cuatro apartados: en el
primero se presentan las conclusiones a partir de las tareas propuestas en la secuencia, en el segundo
apartado estas se relacionan con los procesos de definir y los procesos de la actividad demostrativa
(conjeturar y justificar), en tercer lugar con los momentos de la clase y en cuarto lugar la evolucion de los

argumentos a partir del soporte empleado.



JUSTIFICACION

En este capitulo se sittia el problema que se quiere atender dentro del campo de investigacion, se ofrece al
lector un panorama acerca del asunto que es objeto de estudio y se soporta la relevancia del mismo. Para
ello, presentamos la justificacion del estudio aludiendo en primer lugar a la importancia que tiene la
demostracion en la educacion matematica; en segundo lugar se aborda la demostracion matematica,
particularizando el caso del nivel escolar y el campo de la geometria; posteriormente se presenta la
argumentacion como uno de los procesos importantes dentro de la demostracion y finalmente se aborda el

andlisis y evaluacion de los argumentos en el &mbito educativo.

Con base en el panorama ofrecido, se presenta la pregunta de investigacion que delimita los asuntos que
seran abordados, asi como los objetivos que permitiran responder a la misma y orientaran el desarrollo de
la investigacion. Al final se presentan algunos referentes de la literatura que guardan relacion con el objeto

de estudio de esta investigacion y aportan al desarrollo de la problemética mencionada.

JUSTIFICACION DEL ESTUDIO Y DELIMITACION DEL PROBLEMA

La demostracion en la educacién matematica en los Ultimos afios ha cobrado interés por parte de los
investigadores. Por ejemplo, Recio (2001) propone una revision de la interpretacion formalista de la
demostracion matematica, la cual constituye dificultades significativas para su aprendizaje en los diferentes
niveles educativos por su complejidad; este autor propone flexibilizar su significado, acudiendo a formas
de argumentacién méas cercanas a los estudiantes y que son usadas por los matematicos al hacer sus
demostraciones. Otros autores presentan resultados de investigacion en los que han encontrado que son
muy pocos los estudiantes que realizan demostraciones con un nivel adecuado a causa de la dificultad que
esta ocasiona por sus caracteristicas y concepcion. Ejemplo de estos trabajos son los de Fischbein (1982),
Martin & Harel (1989) y Senk (1985), que son retomados por Recio (2002). Godino & Recio (1997) han
analizando las caracteristicas de la nocion de demostracion en diferentes contextos institucionales,
manifestando que la superposicién de estos significados en los niveles de ensefianza podria explicar
algunas dificultades y conflictos cognitivos de los estudiantes con la prueba matematica.Entre estos niveles
se encuentra el escolar, en el cual se ha considerado que acercar a los estudiantes a los procesos de

demostracion es importante. Por ejemplo, para Gutiérrez (2007):

Actualmente hay consenso internacionalmente mayoritario entre profesores de matematicas y didactas
mateméticos sobre la necesidad de que los estudiantes terminen la ensefianza obligatoria habiendo
comprendido la importancia y necesidad de la demostracion en matematicas y habiendo desarrollado

habilidades de razonamiento deductivo (p. 1).



De otro lado, en los estandares del NCTM (2003) se reconoce la demostracién como uno de los aspectos
fundamentales de las matemaéticas, razon por la cual denominan uno de estos estandares como
Razonamiento y prueba. Manifiestan que los programas en todos los niveles de educacion matematica
tendrian que formar a los estudiantes para que puedan plantear conjeturas mateméticas asi como
desarrollar y evaluar argumentos matematicos y hacer demostraciones. Camargo, Samper, y Perry (2006)
apoyan la idea de que la demostracion debe ser uno de los objetivos a tener en cuenta en la educacion
matemaética en la escuela. Ellas manifiestan que “la escuela debe acercar a los estudiantes a las actividades
propias de la comunidad matemaética, estamos convencidos de que la demostracién debe ocupar un lugar

prominente en el curriculo de matematicas” (p.372).

Las investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje de la demostracion en la escuela se han presentado
en diversos campos de las mateméticas, manifiesta Fiallo (2011), quien menciona diferentes autores en
diferentes campos de las mateméticas como, Harel (2001), Antonini y Mariotti (2007), Furinghetti y
Morselli (2008), entre otros, en la teoria de nimeros; Back y Wright (1999), Healy y Hoyles (2000) y
Pedemonte (2008) en el algebra; Boero, Consogno, Guala, y Gazzolo (2009) en probabilidad e Ibafiez y
Ortega (2003, 2004) y Fiallo (2011) en trigonometria. De acuerdo a este autor, en el campo de la
geometria se han desarrollado la mayoria de las investigaciones alrededor de la demostracion, tal es el caso
de Mariotti (1997), quien presenta un analisis de la naturaleza de la geometria y plantea la necesidad de
entender los procesos mentales involucrados en el razonamiento geométrico, asi como otros autores (v.g
Gutiérrez, 2005; Larios, 2006; Camargo et al., 2006) quienes se han enfocado en el estudio de la
demostracion en geometria mediante el uso de software de geometria dindmica (SGD).

Teniendo en cuenta lo manifestado alrededor de la importancia de la demostracion en la educacion
matematica y que muchos de los estudios realizados sobre su ensefianza han sido desarrollados en el
campo de la geometria, es posible encontrar diferentes propuestas conducentes a introducir la
demostracion en este campo en los diferentes niveles escolares. Tal es el caso de las investigaciones
realizadas por Mariotti y Bartolini-Bussi (1998), Marrades y Gutiérrez (2000) y Richard y Fortuny (2000).
Segiin menciona Gutiérrez (2009), estas investigaciones ‘han mostrado como una adecuada planificacion
de las tareas, acompanada de una gestion de la clase por el profesor coherente con los objetivos fijados,
generan resultados positivos” (p. 66). Otro ejemplo a considerar es el trabajo realizado por el grupo
Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria [_Z.G// de la Universidad Pedagdgica Nacional [UPN]

(Colombia), quienes proponen la Actividad Demostrativa [AD] como una aproximacion metodolégica

para la ensefianza de la demostracion.

Otros estudios realizados en el marco de la demostracion en la educacion matemética se han ocupado de

los procesos de argumentacion y la produccion de argumentos al interior de la clase de matematicas. Por



ejemplo Godino y Recio (2001) invitan a tener en cuenta la argumentacion en los estudios que se realizan
sobre la demostracion cuando manifiestan que “los estudios sobre la demostracion en educacion
matemaética deben enmarcarse dentro de la problemética méas amplia de la evaluacion y desarrollo de las
distintas practicas argumentativas en diversos contextos institucionales” (p. 406); Mariotti (2006) enfatiza
en los diferentes enfoques de la demostracion y presenta una distincion entre la argumentacion y la
demostracion matematica: la argumentacion se considera como cualquier medio tedrico usado para
convencer a otro de la verdad o falsedad de determinada afirmacion, mientras la demostracion es una
secuencia logica de afirmaciones que se obtienen de la validez tedrica de una declaracion. Alvarez, Angel,
Carranza, y Soler (2014) realizan una descripcién detallada de dos procesos fundamentales en la actividad
matematica: conjeturar y argumentar, resaltando la importancia del Gltimo proceso en las mateméticas
cuando expresan que “el proceso de argumentar esta presente en todos los momentos de la actividad
matemaética en los que se afirma algo, o en los que se quiere garantizar la verdad o falsedad de ciertas
afirmaciones”. Finalmente, Gamboa, Planas, y Edo (2010) consideran que la argumentacion matematica
es parte esencial de la formacion de los estudiantes en diferentes niveles escolares y por tal razon es

necesario tenerla en cuenta en la formacion de futuros profesores.

El andlisis y evaluacion de argumentos de los estudiantes al interior de la clase de mateméticas también ha
sido relevante en el marco de la demostracion en educacion matematica. Por ejemplo, Inglis y Mejia
(2005) plantean que el analisis y evaluacion de argumentos se concentra en argumentos construidos para
eliminar la duda en torno a una conjetura y presentan una perspectiva amplia de la argumentacién
matemética basada en el esquema de argumentos de Toulmin (2007)}. Estos autores citan a otros
investigadores que han enfocado sus estudios en esta misma linea como son Harel y Sowder (1998),
Healy y Hoyles (2000); Segal (1999) y Raman (2002), quienes se han centrado principalmente en el
analisis de la construccién y la evaluacion de los argumentos que producen los estudiantes para
convencerse a si mismos y persuadir a otros miembros de la clase (compafieros o profesores) sobre la
validez de una afirmacion. En este campo de investigacion también se encuentra Knipping (2008), quien
realiza un analisis de la estructura de los argumentos utilizando el modelo de Toulmin. Esta autora se

centra en la racionalidad de los argumentos que se generan durante el proceso de demostracion en la clase.

A partir del panorama investigativo presentado anteriormente, en el cual se puede observar la importancia
de la argumentacion en la demostracion y de esta ultima en la educacion matematica, especificamente en

el campo de la geometria, se propone como asunto de investigacion indagar acerca de la forma en que

1 Esun modelo presentado por Toulmin (2007), para analizar la estructura y funcionalidad de argumentos en mateméticas. El determina seis elementos estructurales en los
argumentos, datos (D), conclusion (C), garantia(G), respaldo (R), cuantificadores modales (M) y condiciones de refutacion o exclusiones (E). De este modelo se hard una
presentacion més detallada en el siguiente capitulo.



pueden favorecerse los argumentos elaborados por los estudiantes y con ello acercarlos a la demostracion.
Especificamente, analizamos los argumentos que los estudiantes producen en el marco de una clase de
geometria gestionada a través de una aproximacion metodoldgica para la ensenanza de la demostracion y
con ello identificamos si hay evolucion de los mismos en funcion de su estructura. El anélisis de estos
argumentos permite determinar en qué medida la propuesta de intervencion contribuye a la evolucion de

los argumentos realizados por los estudiantes.

PREGUNTA DE INVESTIGACION

Como se ha mencionado, son diferentes los aspectos y los puntos de vista respecto a los procesos de
argumentacion y a la practica demostrativa en matematicas que han sido foco de interés en algunas
investigaciones. Con el objeto de delimitar el eje tematico de esta investigacion, a continuacion se plantea

la pregunta que determina los aspectos involucrados y permite orientar el proceso de investigacion:

¢ Como se favorecen los procesos de argumentacion en estudiantes de nivel escolar a través de una

aproximacion metodoldgica especifica para la ensefianza de la demostracion en geometria?

OBJETIVOS
OBJETIVO GENERAL
Desarrollar y analizar las practicas argumentativas que producen los estudiantes de educacidn bésica en la

clase de geometria, en el marco de la Actividad Demostrativa.

OBJETIVOS ESPECIFICOS
1. Disefiar e implementar una propuesta de intervencion en el aula que favorezca procesos de

argumentacion de los estudiantes de basica.

2. Elaborar categorias de andlisis, con base en una revision de literatura, que permitan caracterizar los
argumentos elaborados por los estudiantes.

3. Caracterizar los argumentos realizados por los estudiantes a través de la implementacion de la

propuesta de intervencion.

REVISION LITERARIA

En este apartado se realiza una sintesis de los aportes de las investigaciones revisadas que aportaron o
fueron fundamento teorico del presente trabajo con el fin de acercar al lector a los diferentes elementos
tedricos objeto de estudio: la demostracion en clase de matematicas, argumentacion y argumentos de los

estudiantes y el analisis y evaluacion de argumentos.



LA DEMOSTRACION EN CLASE DE MATEMATICAS

En cuanto a la practica demostrativa se tiene en cuenta el trabajo realizado por el grupo _Z G’ (Camargpo,

Molina, Perry, & Samper, 2014), quienes presentan una metodologia para acercar a los estudiantes a la
practica demostrativa, en la cual se presentan dos procesos: conjeturar y justificar. Como se dijo
anteriormente estos autores resaltan, entre otros planteamientos, la importancia del trabajo sobre las tareas
y la interaccion social en la clase. En este sentido también en Camargo et al. (2006) se realiza un
acercamiento a la actividad demostrativa (que se denominara en adelante AD) como una alternativa para
que la demostracidn sea mas significativa en la ensefianza de las matematicas y le permita a los estudiantes
entender los diferentes roles de esta en las mateméticas. Camargo et al. (2014) destacan la justificacion
como uno de los componentes de la AD, mediante la cual es posible encadenar los argumentos para
validar una conjetura formulada. Manifiestan que la argumentacion realizada en la practica debe ser
llevada de manera consciente al salon de clase, teniendo en cuenta la validacion en matematicas, ellos
también resaltan la importancia de la construccidn de un sistema tedrico local, a partir del cual se formula y

se valida una conjetura.

De otro lado, el proceso de definir es tenido en cuenta en este trabajo por la naturaleza de las tareas
propuestas. Al respecto se tiene en cuenta el trabajo realizado por Gavilan, Sanchez y Escudero (2014),
quienes asumen una perspectiva sociocultural para identificar y caracterizar diferentes situaciones de

aprendizaje matematico, cuando los estudiantes solucionan tareas en un contexto geométrico.

ARGUMENTACION Y ARGUMENTOS DE LOS ESTUDIANTES

Con relacion a la argumentacion, Godino y Recio (2001) manifiestan que “los estudios sobre la
demostracion en educacion matematica deben enmarcarse dentro de la problematica més amplia de la
evaluacion y desarrollo de las distintas practicas argumentativas en diversos contextos institucionales™ (p.
406). En su estudio analizan los diferentes significados de la idea de demostracién en diferentes contextos
institucionales, acogiendo como nociones de partida situaciones de validacién y las practicas

argumentativas correspondientes.

Otro autor que fue consultado y cuyo trabajo sirvio de sustento a esta investigacion es Krummheuer
(1995), quien se centra en el analisis de los argumentos producidos por un grupo de estudiantes en la clase
de matemaéticas. En este anélisis €l tiene en cuenta que la argumentacion es un fenémeno social que se
relaciona con la interaccion que tiene lugar en el aula entre estudiantes y entre estudiantes y profesor. Para
el analisis del aspecto funcional de los argumentos €l recurre a la distincion entre argumentos sustanciales
y analiticos de Toulmin (2007) y a una version reducida del modelo de argumento creado por este autor,

omitiendo el uso de la refutacion y el calificativo modal. Krummheuer manifiesta que los estudiantes de



los niveles bésicos de educacion realizan argumentos sustanciales, ya que el pensamiento de ellos se
fundamenta en lo empirico, mientras los estudiantes de secundaria pueden elaborar argumentos
sustanciales y analiticos atendiendo a que pueden ser capaces de realizar deducciones a partir de los datos
presentados y dar asi un respaldo tedrico a su justificacion. Toulmin (2007) por su parte propuso un
esquema en el cual determina seis elementos de acuerdo a su funcion dentro del argumento: datos,
conclusion, garantia, respaldo, cuantificador modal y refutacion o exclusion, para analizar argumentos
incluso aquellos que difieren de la l6gica formal; también tipifica los argumentos en sustanciales y

analiticos, estos Ultimos se usan en la demostracion matematica.

ANALISIS Y EVALUACION DE ARGUMENTOS

Desde el punto de vista de evaluacion y anélisis de los argumentos Inglis y Mejia (2005) presentan una
perspectiva de la argumentacion que tiene en cuenta las diferentes maneras por medio de las cuales
estudiantes y matematicos califican sus conclusiones y se sienten persuadidos por argumentos en
matematicas, su trabajo también se basa en el modelo de Toulmin (2007). La perspectiva propuesta por
ellos permite el andlisis de argumentos construidos para reducir el nivel de incertidumbre asociada a una
conjetura y el andlisis de diversos tipos de persuasion en la evaluacion de los argumentos en matematicas.
Asti y Ambrosini (2009), quienes no se especializan en las matematicas 0 en educacion matemaética,
realizan un andlisis exhaustivo de la argumentacion, tema de interés en este trabajo. Para ello examinan la
perspectiva logica de anélisis y evaluacion de argumentos asi como diferentes manifestaciones de lo que se
ha llamado l6gica informal o teorias de la argumentacion, ellos exponen y evalGan la teoria de la

argumentacion de Toulmin y la teoria “Nueva retorica” de Perelman.



MARCO TEORICO

A continuacién mencionamos los aspectos tedricos que se tuvieron en cuenta para el desarrollo de la
investigacion. Estos se organizan en tres apartados de acuerdo a sus asuntos de estudio. El primero
caracteriza y esquematiza los argumentos desde el punto de vista de Toulmin (2007) ya que el esquema
funcional que él presenta de los argumentos favorece el andlisis de los mismos; el segundo apartado

presenta la AD, propuesta por el grupo _Z G, vista como una aproximacion metodoldgica para la

ensefianza y aprendizaje de la demostracion en geometria; finalmente, el tercer apartado aborda el analisis
de la argumentacion en el salon de clase, para ello tenemos en cuenta la propuesta tedrica formulada por
Krummheuer (1995) en la cual realiza un analisis de los argumentos producidos por los estudiantes de una
clase de matematicas y se reconoce la argumentacion como un proceso social y funcional que puede ser

intervenido con el fin llevar a los estudiantes a elaborar argumentos que atienden a la légica matematica.

ACERCA DE LOS ARGUMENTOS

En primer lugar, teniendo en cuenta que mediante esta investigacion se pretenden favorecer procesos de
argumentacion de los estudiantes dentro del contexto escolar, se retoman algunos aspectos del trabajo
desarrollado por Toulmin (2007), quien propone un esquema mediante el cual determina la funcion de
cada uno de los elementos del argumento y sus relaciones dentro de este, el esquema resulta Util para el
andlisis y evaluacion de los argumentos el campo de la educacion matematica. Este esquema ha servido
también como punto de referencia para algunos autores (Krummheuer,1995; Alvarez et al., 2014; Inglis y
Ramos, 2005), quienes se han enfocado en el analisis y evaluacion de los argumentos en este campo.

La obra Toulmin es pertinente para este trabajo ya que permite realizar un analisis de los diferentes
argumentos elaborados por los estudiantes en el marco de una conversacion en la clase de matematicas,
Con el andlisis se pretende elaborar una tipificacion de los mismos y evidenciar si el ambiente de clase
gestionado, en consideracion a los asuntos abordados en el siguiente apartado, favorece la evolucion de los
argumentos utilizados por los estudiantes, partiendo de argumentos incompletos en su estructura, hasta
alcanzar la formulacion de argumentos que sean completos en este sentido, como sustento de alguna
afirmacion. Para comprender las ideas propuestas por Toulmin (2007) en relacion a la naturaleza de los
argumentos, en primer lugar se presenta el esquema propuesto por el que esquematiza la estructura de un
argumento Y la funcién de cada uno de sus componentes; en segundo lugar se presenta una caracterizacion
de los argumentos, la cual atiende a la inclusion de argumentos que tienen lugar en algunos dmbitos

cientificos y cotidianos, y que por su naturaleza se alejan de un esquema formal légico.



ESQUEMA DE UN ARGUMENTO

Respecto al primer asunto a tratar, un aspecto importante a tener en cuenta, para el anélisis y manejo de los
argumentos de los estudiantes, es el argumento en si mismo Y la funcionalidad de sus componentes, para
lo que resulta util la propuesta que Toulmin (2007) realiza. Particularmente, cuando una persona cuestiona
el valor de verdad de la afirmacion realizada por otra, el argumento realizado por la persona a quien se
cuestiona, permite soportar 0 no que lo planteado es cierto, asi como evidenciar la estructura del

argumento empleado. Esto Ultimo faculta analizar los argumentos involucrados en relacion a su estructura.

Para hacer referencia a la estructura de los argumentos, Toulmin (2007) manifiesta que para tener un
argumento es necesario, por lo menos, contar con datos y una asercion que se apoye en los mismos, estos
dos elementos son la parte inicial en la estructura del argumento. Respecto a los datos (D), estos son los
hechos que sustentan la conclusion y con los que se cuenta desde el principio; por otra parte, la conclusion
(C) es laasercion, aquello que se deriva de un conjunto de datos asumidos. Cuando la conclusion es puesta
en duda y se cuestiona la causalidad entre los datos y esta, es necesario recurrir a las garantias (G), reglas o
principios que permiten realizar inferencias para llegar de los datos a la conclusion, son enunciados
hipotéticos, de caracter general, que acttian como puentes entre los datos y la conclusion (Toulmin, 2007,
p. 134). Estos tres elementos iniciales permiten obtener un primer esbozo del esquema de un argumento, el

cual ilustramos a continuacion.

D C

AABC

Por tanto AABC es isdsceles
LABC = ¢BCA

Porque

G

Como dos dngulos son
congruentes, el tridngulo es
isosceles

Esquema 1. Estructura bésica del argumento

En el ejemplo presentado pueden observarse los datos (D) AABCYy £ABC = £BCA que sustentan la

conclusion (C) AABC es isosceles a través de la garantia (G) como los &ngulos son congruentes el

tridngulo es isdsceles, la cual permite dar el paso de los datos a la conclusion. Los elementos presentados
anteriormente no son los Unicos que se involucran en la estructura de un argumento. Para Toulmin (2007)
hacen parte también los cuantificadores modales (M), calificativos modales que indican la fuerza que dan
las garantias al paso realizado y las condiciones de refutacion o exclusiones (E), las cuales indican en qué

casos la autoridad general de la garantia ha de dejarse de lado. Retomando el ejemplo anteriormente



presentado, la estructura del argumento en atencion a estos dos nuevos elementos, podria representarse de

la siguiente forma:
D M C
AABC
£ABC = £BCA —r) Por tanto, posiblemente AABC es isdsceles
Porque A menos que

Como dos angulos s0n
congruentes, el tridngulo es = =
isosceles

Esquema 2. Estructura del argumento con exclusion y cuantificador modal

En el ejemplo presentado, el cuantificador modal (M) empleado es posiblemente mientras que la
condicién de refutacion (E) alude al caso en que los tres lados del triangulo sean congruentes. Esto tiene
sentido si la definicion de triangulo isdsceles empleada es un triangulo es isosceles si y solo si tiene un par
de lados congruentes exactamente. Sin embargo, si la definicién empleada hubiese sido un triangulo es
isdsceles si y solo si tiene un par de lados congruentes, la condicion de refutacién no seria vélida en tanto
que el caso considerado se contempla dentro de la definicion propuesta. En ese caso, el calificativo modal

(M) seria necesariamente, obteniendo el siguiente esquema.

D M C
AABC
Por tanto, Necesariamente | AABC es isdsceles
LABC = £BCA
Porque
G

Como los dos dngulos son
congruentes, el tridngulo es
isdsceles

Esquema 3. Estructura del argumento con cuantificador modal sin exclusion.

Cabe la posibilidad que en la formulacion de un argumento la garantia empleada sea cuestionada. En este
caso, es necesario recurrir a un respaldo (R) que apoye la garantia. El respaldo se concibe como un
enunciado categdrico, es decir, un enunciado que afirma un resultado para el cual no hay restriccion ni
condicion que lo invalide. Retomando nuestro ejemplo, la inclusion de este nuevo elemento se puede

ilustrar de la siguiente forma.
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D M C

AABC
—>  Por tanto, posiblemente AARBC es isosceles
£ABC = +£BCA |
Porque A menos que
G E

Como los dos angulos son I
congruentes el tridngulo es C=4B = BC
isosceles

Teniendo en cuenta que
R

Teorema del tridngulo isésceles:
Sien un tridngulo dos dngulos
son congruentes, los lados
opuestos a ellos son
congruentes y el tridngulo es
isdsceles

Esquema 4. Argumento con todos sus componentes.

De esta forma se ha ilustrado el modelo propuesto por Toulmin alrededor de la estructura y funcionalidad
de los componentes de un argumento, modelo que favorece el analisis y evaluacion de los argumentos
propuestos por los estudiantes, caracterizandolos y determinando posteriormente si el ambiente de clase
gestionado favoreci la evolucion de los argumentos de los estudiantes en funcién de su estructura.

ARGUMENTOS ANALITICOS Y SUSTANCIALES

En cuanto al segundo asunto a tratar, Toulmin (2007) manifiesta que tanto aquellas personas que se
dedican a estudiar la légica formalmente, asi como los cientificos y personas en general, realizan
argumentos denominados deductivos, segin ellos, aun cuando este concepto es utilizado de manera
diferente en cada caso. En el caso de los estudiosos de la l6gica, un argumento es deductivo si este
involucra una garantia en la cual la conclusién es explicita, mientras que en los otros casos, el argumento
deductivo es aquel que involucra una garantia para la cual la conclusion no es explicita. A continuacion se

presenta un ejemplo que ilustra lo anteriormente mencionado.

En el marco legal colombiano, es posible argumentar, | Un astronomo puede argumentar cuando serd el
cuando un ciudadano tiene cédula de ciudadania. proximo eclipse, a partir de sus observaciones.

(D) José es colombiano y tiene 13 afios. (D) Las observaciones realizadas de la posicion de los

(G) Toda persona menor de 18 afios en Colombia es cuerpos celestes en un momento especifico.

considerado menor de edad por tanto no tiene cédula de | (G) Registro de las posiciones pasadas de los cuerpos

ciudadania. celestes y la ocurrencia de un eclipse.
(C) Luego José no tiene cédula de ciudadania. (C) Fecha del proximo eclipse.
Ejemplo 1. Argumento deductivo de los estudiosos de la logica Ejemplo 2. Argumento deductivo de un cientifico

Dentro de un esquema légico formal, el primer ejemplo corresponde a un argumento deductivo ya que la

conclusion se deriva de las premisas de los datos y la garantia. EI segundo ejemplo, a pesar de ser
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considerado por el cientifico como deductivo, en el marco de un esquema logico formal no lo es
realmente, pues la asercion no se deriva en las premisas de los datos y la garantia. Con el fin de explicar la
naturaleza de esta separacion y dar mayor relevancia a aquellos argumentos que se presentan en la vida
cotidiana en los cuales, para autores como Godino & Recio (2001), “‘se suele usar una argumentacion
informal, que es situacional, dependiente del contexto e incluso dependiente de la propia situacion
emocional del sujeto” (p. 410), Toulmin propone una distincion para los argumentos a través de dos
categorias: analiticos y sustanciales. A continuacién se ilustra cada una de las categorias anteriormente

mencionadas con el fin de determinar cuando un argumento es analitico y cuéndo este es sustancial.

Argumentos Analiticos

Considere el siguiente esquema de argumento

D M C
El poligono ABCD es Luego, necesariamente [ABCD es un
un cuadrado cuadrilatero
Porgue
G

Todo cuadrado es
un cuadrildtero
Teniendo en cuenta gue
R

cuadrilatero en el que todos sus

Definicién de cuadrado:
lados ¥ Angulos son congruentes.

Esquema 5. Ejemplo de argumento analitico

En este, tanto la garantia como el respaldo contienen la informacion de la asercion. Para obtener la asercion
es suficiente con reorganizar los componentes de los datos y la garantia o el respaldo, ya que estos
elementos son los mismos de la asercion solo que esta no es general, por lo tanto ambos argumentos,
expresados de la forma (D; G; luego C) y (D; R; luego C) tienen una forma ldgica apropiada, lo que
permite calificarlos como argumentos formalmente validos (Toulmin, 2007, p.160). Segun Toulmin,
cuando para un argumento lo anteriormente mencionado es cierto, se dice que el argumento matematico es

analitico.

Por otro lado, la garantia y el respaldo usados en el argumento son enunciados universales y atemporales,
caracteristica propia de los argumentos analiticos de acuerdo con lo manifestado por Toulmin (2007,
citado en Ambrosini & Asti; 2009 ) cuando declara. “La conclusion en los argumentos analiticos, esta
fundamentada en principios universales, e inmutables” (p. 107). Otro ejemplo que permite ilustrar un

argumento analitico, se presenta a continuacion:
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D c

Anne es en este

Anne es una Lueso s )
hermana de Jack 3 & momento pelirroja

Porque
G

Cualquier hermana de
Jack es pelirroja

Teniendo en cuenta que
R

|
Se ha observado anteriormente que todas las
hermanas de Jack eran pelirrojas

Esquema 6. Ejemplo de argumento analitico. Tomado de Toulmin (2007)

En el argumento anterior se ha comprobado que cada una de las hermanas de Jack es pelirroja, por tanto,
se ha verificado especificamente que Anne es pelirroja. Aceptar el dato y la garantia o el dato y el respaldo,
conllevan a aceptar también la conclusion. De igual manera que en el ejemplo anterior, los argumentos de
la forma (D;G; luego C) y (D; R; luego C) son formalmente validos, por lo tanto, este argumento también
es analitico. En conclusion, entenderemos, de acuerdo a lo mencionado anteriormente, un argumento
analitico como aquel en que el respaldo para la garantia que lo legitima, incluye explicita o implicitamente,
la informacion trasmitida en la propia conclusion. Para Toulmin (2007) cualquier argumento que no

atienda a esta tipificacion se denominara sustancial, esto se presentara detalladamente a continuacién.

Argumentos Sustanciales

Para construir una idea frente a lo que es un argumento sustancial, consideremos el siguiente ejemplo.

M C

Anne es una Anne es en este

Luego, presum iblemente s
hermana de Jack > meomento pelirroja

Porqu e A menos que

envejecido el cabello o haya

Cualquier hermana
quedado calva.

Anne ¢ haya tefiido, le haya
de Jack es pehr‘m_]a] [ ]

Teniendo en cuenta que

L

Se ha observado anteriormente que todas
las hermanas de Jack eran pelirrojas

Esquema 7. Ejemplo de argumento sustancial. Tomado de Toulmin (2007)

Este argumento es una variacion del ejemplo anterior. En este argumento, como el respaldo en el que se
basa la posibilidad de pasar del dato a la conclusion esta fundamentado en una observacion pasada, la
garantia se limita a establecer una presuncion sobre el color del cabello de Anne, pues con el correr del
tiempo puede ocurrir que ella se haya tinturado, que el cabello haya envejecido o que haya quedado calva,
lo que pone en tela de juicio la validez del argumento en ese momento. En este argumento la conclusion

esta fundamentada en un hecho particular y/o temporal y de acuerdo a lo manifestado por Toulmin (2007,
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citado en Ambrosini et al; 2009), este argumento se denomina sustancial. Otro ejemplo que permite

ilustrar esta distincion se presenta a continuacion.

D M C
AABC . AABC es
meABC = 45 Luego, necesariamente rectingulo
meLACB = 45
Porque
G
meBAC = 90,

por tanto es
un dngulo
recto |

Teniendo en cuenta que
R

n la representacién grafica del

AABC se observa que es rectangulo
L

.-.\lz_\g

Esquema 8. Ejemplo de argumento sustancial

En este argumento, se observa, por un lado que el respaldo no contiene explicitamente o implicitamente la
informacion de la conclusién, ya que nada en la representacion gréfica garantiza que el AABC es

rectangulo, por lo tanto el argumento de la forma (D; R; Luego C), no es formalmente vélido y no es una
tautologia en consecuencia, se caracteriza como un argumento sustancial (Toulmin, 2007, p.167). De otro
lado, el respaldo de la garantia es empirica ya que se limita a la observacion de una propiedad aparente
asociada a uno de los angulos de la figura geométrica, caracteristica de los argumentos sustanciales
(Toulmin, 2007, citado en Ambrosini et al; 2009). En conclusion, teniendo en cuenta los dos ejemplos
anteriores se entiende que un argumento es sustancial si el respaldo que apoya la garantia no contiene la
informacion transmitida en la conclusion del argumento y/o si proporciona en su lugar datos o evidencias

empiricas para apoyar la misma (Toulmin, 2007, p.167).

En los dos apartados anteriores, se han estudiado los argumentos sustanciales y analiticos desde el punto de
vista de Toulmin (2007) y Ambrosini et al. (2009), tipificacion pertinente en este trabajo ya que al realizar
el anélisis de los diferentes argumentos producidos por los estudiantes, en el marco de la comunicacion

que tenga lugar entre ellos, es posible identificar qué clase de argumentos realizan.

ACTIVIDAD DEMOSTRATIVA
En este apartado se presenta la AD, aproximacion metodoldgica para el aprendizaje de la demostracion

propuesta por el grupo _Z G, de la UPN. En este capitulo inicialmente se presenta la AD como el

conjunto de dos procesos: conjeturar y justificar; luego se caracteriza el tipo de tareas que se deben
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desarrollar para favorecer la AD al interior de la clase. Finalmente, se abordan asuntos relacionados a las
interacciones en clase, resaltando en este punto tres tipos de interacciones (Camargo et al.; 2014), el rol del

profesor en cada una y el rol del estudiante como participante en los procesos de conjeturar y justificar.

CONJETURAR, JUSTIFICAR Y DEFINIR
En concordancia con lo afirmado por Camargo et al. (2014), la AD consta de dos procesos que se

encuentran relacionados, el primero de estos es conjeturar, cuya finalidad es proponer enunciados de
carécter general (conjeturas) y corroborarlos, a partir de la observacion y verificacion de propiedades, lo
que proporciona un alto grado de certeza sobre la validez de las mismas. En este proceso se involucran
acciones como detectar un invariante y verificarlo, formular una conjetura y corroborarla. El segundo
proceso es justificar, mediante el cual la conjetura que inicialmente se formuld es validada dentro de un
sistera tedrico local®. En este proceso inicialmente se identifica la informacion, es decir, los elementos
tedricos 0 empiricos que permiten validar la conjetura, lo que posibilita encadenar diferentes enunciados

para construir argumentos que determinan la justificacion de la conjetura.

Los procesos de conjeturar y justificar se encuentran apoyados por acciones heuristicas, como la
visualizacion de figuras, que permite extraer informacion geométrica y la exploracion de las
representaciones de figuras geométricas y de los enunciados tedricos que son parte del conocimiento

Camargo et al. (2014). El siguiente esquema de la AD presenta los procesos Yy acciones mencionados.

o ACTIVIDAD DEMOSTRATIVA iy

r
i

W (DETECTAR|PROPIEDADES B S ELECCIONAR ELEMENTOS)
: TEORICOS O EMPIRICOS M
RAZOMAMIENTO :
fvenicicanrrorieoanes)

ClON

bl COMNSTRUIR ARGUMENTOCS i

ARGUMENTACION _'
FORMULAR i
JUSTIFICACION ‘

CORROBORAR CONJETURA B
i

S S ——————— 4

FORMULAR COMNJETURA _—

ONIETURAS

Esquema 9. Actividad Demostrativa

Aunque el proceso de definir no esta contemplado en la AD, en este trabajo se tiene en cuenta al reconocer
su importancia como un proceso fundamental en el quehacer matematico. Definir es fundamental en el
aprendizaje de las matematicas y es considerado como el proceso que permite establecer una definicion,

teniendo en cuenta que esta Ultima prescribe el significado de una palabra o frase de forma especifica en

2 Se entiende como sistema tedrico local, el conjunto de elementos conceptuales como definiciones, hechos geométricos, entre otros, que son construidos y aceptados por
una.comunidad.
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terminos de una lista de caracteristicas que tienen que ser todas verdaderas (Gavilan et al.; 2014). Este

proceso permite la construccion de las definiciones que conforman el sistema tedrico local.

LAS TAREAS

Para Camargo et al. (2014), las tareas desempefian un papel importante en el marco de la AD, ya que les
permite a los estudiantes participar de manera significativa. En estas se proponen problemas abiertos® que
llevan a los estudiantes a explorar de manera empirica para comprender la situacion, encontrar
regularidades que les posibilitan establecer una conjetura a traves de la formulacién de un enunciado
condicional, determinar elementos dentro de un sistema tedrico local, para validarla y justificarla, crear
soluciones y observar los diferentes puntos de vista que se han generado acerca de la conjetura, discutirlos
y unificarlos, lo que favorece los procesos de argumentacion y la emergencia de un sistema tedrico local.
Es importante que las tareas permitan cuestionar a los estudiantes, para que ellos expliciten y analicen sus
concepciones y puedan, en consecuencia, construir colectivamente definiciones, teoremas y postulados

que conformaran y permitiran ampliar un sistema tedrico local de referencia.

INTERACCIONES ENTRE LOS MIEMBROS DE LA CLASE

En la manera como la AD es concebida para Camargo et al. (2014), las interacciones que se desarrollan al
interior de clase (profesor-estudiantes y estudiantes-estudiantes) son de suma importancia, ya que les
permiten a los estudiantes comunicar sus ideas, analizarlas criticamente y argumentar encadenando
correctamente diferentes elementos de un sistema tedrico para justificar y construir una demostracion.
Camargo et al. (2014) mencionan “interacciones de tres tipos a través de las cuales los estudiantes
participan en la actividad matematica que tiene lugar en la clase” (p.29). El primer tipo de interaccion
corresponde al trabajo de los estudiantes, este se entiende como el momento en el cual ellos de manera
individual o en parejas abordan las tareas propuestas por el profesor; el segundo tipo de interaccion es la
conversacion instruccional, en la cual se construyen colectivamente los elementos geométricos abordados
en la clase y se favorece la construccion de significados; en este momento se responden preguntas, se
aceptan o rechazan conjeturas propuestas, se revisa la formulacion de las mismas y se establece la
definicion del objeto que interviene en la definicion. Finalmente, el tercer tipo de interaccion, la
conversacion matematica, es un dialogo entre el profesor y estudiantes, o entre los estudiantes, sobre un
tema especifico de matematicas, en la cual los estudiantes deben tener una posicién definida frente a una

idea matematica que pueden confrontar con otras.

El profesor, como experto, debe guiar el proceso de ensefianza y aprendizaje. Al iniciar el curso debe dar a

conocer las normas sociales y socio matematicas (Yackel & Coob; 1996, citado en Camargo et al; 2014, p.

3 Problemas abiertos: problemas que admiten varias soluciones. Segtin Camargo et al. (2014, p. 27), estos generan diversos puntos de vistay favorecen la
argumentacion.
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28) que se tendran en cuenta durante el desarrollo del mismo y controlar el cumplimiento de las mismas.
Durante los tres tipos de interacciones ya mencionados, la participacion del profesor debe corresponder a
guiar el proceso, ya que es el representante de la comunidad de referencia, mientras los estudiantes son
quienes construyen el conocimiento. En el trabajo de los estudiantes, el profesor pasa por los grupos,
dialoga con ellos, se entera de qué estan haciendo y los resultados que estan desarrollando frente al
problema propuesto (Camargo et al., 2014, p. 29). En la conversacion instruccional, el profesor dialoga
con uno o algunos de los estudiantes acerca del trabajo realizado por ellos, responde preguntas acerca del
mismo, lo que les permite a ellos revisar la conjetura formulada, rechazarla, reformularla o aceptarla.
Posteriormente, él se enfoca en administrar las propuestas de los estudiantes, controlar el uso correcto del

los elementos del sistema tedrico e institucionalizar el conocimiento (Camargo et al., 2014, p. 29).

Los estudiantes se deben involucrar de manera directa en el proceso. Son ellos quienes proponen, hablan
sobre la elaboracion de sus conjeturas, asumen una posicion critica acerca de los diferentes puntos de vista
frente a la solucién de un problema y participan directamente en la construccion colectiva tanto de los
significados como del sistema tedrico. La AD es pertinente en el marco de la investigacion propuesta en
este documento por sus caracteristicas y propésitos, ya que se puede desarrollar en todos los niveles de la
educacion escolar (Camargo et al.; 2014). La aproximacion metodologica descrita pretende que los
estudiantes aprendan a demostrar en geometria, favorecer sus procesos de argumentacion y demostracion
desde la interaccion social, asi como promover la comprension de los conceptos matematicos, la

construccion de un sistema tedrico y la validacion de enunciados dentro del mismo sistema.

LA ARGUMENTACION EN CLASE DE MATEMATICAS

En este apartado se realiza un acercamiento a la propuesta tedrica planteada por Krummbheuer (1995), la
cual analiza la argumentacion que tiene lugar en el salén de clase. Para ello, se habla en primer lugar de la
argumentacion como fendmeno social; posteriormente, se hace referencia al aspecto funcional de la
argumentacion y cdmo lograr que un argumento sustancial se aproxime a uno analitico a partir de la

intervencién del profesor.

Para asumir la argumentacion como un fendmeno social, Krummheuer (1995) realiza un anélisis de esta a
través de un experimento de clase. Para ello observa las practicas argumentativas que tienen lugar en la
interaccion durante la clase de mateméticas. Krummheuer (1995), resalta la argumentacion como un
constructo social, ya que los participantes discuten la solucion a una situacion, tratan de explicar el
razonamiento empleado, y negocian los procesos y operaciones desarrolladas asi como la solucion que de

estas se obtiene. En consecuencia, la argumentacion, vista como un discurso, se puede entender como un
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producto que no es propio del sujeto, sino que se modifica a partir de las interacciones que tienen lugar

entre él y otros, en el marco de un proceso comunicativo.

Por otra parte, para el autor los procesos de argumentacion no necesariamente estan asociados a la légica
formal; suponer que siempre se presenta esta asociacion, conlleva a pensar que no es posible hablar de
procesos argumentativos en la educacion escolar, pues muchas de las ideas y afirmaciones que se
evidencian en este nivel no guardan relacion directa con la logica, ya que los estudiantes se basan
generalmente en su experiencia, usando datos empiricos, por ejemplo, y no un soporte tedrico, para llegar a
una asercion. Con base en esto, se debe ampliar el significado de la argumentacién y el de los argumentos,
incluyendo aquellos que no necesariamente se enmarcan dentro de un esquema légico de razonamiento.
Para realizar esto, Krummheuer se apoya en la identificacion propuesta por Toulmin (2001, citado por

Krummbheuer; 1995) que caracteriza los argumentos como sustanciales y analiticos.

Krummheuer resalta la importancia de los argumentos sustanciales, los cuales son los que utilizan los
estudiantes en la escuela primaria, ya que en este nivel poseen un conocimiento matematico empirico-
tedrico principalmente; de otro lado, la habilidad de los nifios para producir conclusiones de tipo analitico
no esta completamente desarrollada y aparecera més tarde, atendiendo a lo manifestado por Piaget (citado
por Krummheuer; 1995) en su teoria sobre el desarrollo de la causalidad. Sin embargo, estos argumentos

sustanciales, deben ser el punto de partida para llevar a los nifios a la realizacion de argumentos analiticos.

Finalmente, el autor destaca el aspecto funcional de la argumentacion, el cual define desde el punto de
vista de “qué tipo de declaraciones debe implicar necesariamente un argumento y como funcionan en
relacion con otras para la realizacion de una argumentacion”. Una argumentacion se encuentra formada
por una secuencia de sentencias las cuales tienen un rol determinado dentro de la misma. Krummheuer
(1995) describe el aspecto funcional a partir del esquema argumentativo de Toulmin (2001, citado por
Krummheuer; 1995), quien manifiesta que una afirmacion (conclusion) debe tener como minimo unos
datos que la sustenten para ser considerada como argumento. El autor muestra como a partir de un
argumento sustancial los estudiantes de su clase elaboran un argumento analitico. Para ello es necesario
cuestionar los estudiantes sobre la validez de las diferentes declaraciones presentes en la argumentacion, a
través de preguntas que les permitan, con base en el sistema teorico construido previamente en clase,

generar justificaciones y garantias que apoyen la validez de los datos y las justificaciones respectivamente.

Teniendo en cuenta la investigacion realizada por este autor, en la cual el utiliza un esquema reducido del
esquema de Toulmin (2007) para analizar argumentos en la clase de mateméticas, idea apoyada por Inglis
y Mejia (2005), en este trabajo se utiliza dicho esquema ya que nos permite realizar un analisis mas

detallado de los argumento, seguin su estructura.
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METODOLOGIA

El presente capitulo aborda la metodologia del estudio. Para ello se tienen en cuenta cuatro secciones. En la
primera se hare referencia a la perspectiva investigativa en la cual se enmarca el trabajo, En la segunda, se
aborda y caracteriza el tipo de metodologia a la que se aproxima. En la tercera, se presenta el contexto en el
cual tuvo lugar la investigacion. Finalmente se describen las fases de planeacion, de experimentacion y

analisis retrospectivo de un Experimento de Ensefianza, metodologia adoptada.

Perspectiva Investigativa

Esta investigacion se ubica en una perspectiva sociocultural, que tiene una concepcion del conocimiento
matematico como un proceso social y cultural. Aborda situaciones reales que se desarrollan en torno a la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. El objetivo de aproximarse a las situaciones mencionadas, es
intervenir y modificar procesos desarrollados en el aula. Esto, y lo manifestado por Schoenfeld & Godino
(2000) cuando dice que, es propdsito de una investigacion aplicada el usar la comprension de la naturaleza
del pensamiento matematico, la ensefianza y el aprendizaje para mejorar la instruccion matemaética,
permite ubicar este estudio dentro de los trabajos de investigacion aplicada. Teniendo en cuenta que la
perspectiva sociocultural aborda situaciones que se desarrollan en el contexto real, la alternativa mas
apropiada y pertinente a utilizar para interpretar y comprender la realidad social es la investigacion
cualitativa ya que esta permite realizar un andlisis exhaustivo, detallado, de un asunto o actividad en

particular, en este caso las interacciones en el aula.

Presentacion de la metodologia
Por sus caracteristicas este estudio se ubica en una Investigacion de Disefio, ya que este tipo de
investigacion:
Tiene como objetivo analizar el aprendizaje en contexto mediante el disefio y estudio sistemético de
formas particulares de aprendizaje, estrategias y herramientas de ensefianza, de una forma sensible a la

naturaleza sistémica del aprendizaje, de la ensefianza y de la evaluacion. (Molina, Castro, Molina, &
Castro, 2011, p.2)

En particular, el presente trabajo es un Experimento de Ensefianza, pues este tipo de investigacion se basa
en una secuencia de episodios de ensefianza, que es implementada con un grupo de estudiantes, lo que
permite intervenir y modificar procesos de ensefianza y aprendizaje. Los participantes en este tipo de
investigacion son uno 0 mas estudiantes, quienes intervienen en la secuencia de ensefianza y cuyas
producciones son analizadas en determinado ambiente de aprendizaje, un investigador docente, que

interactlia directamente con los estudiantes y hace parte del grupo de investigadores y un grupo de
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investigadores que apoyan al docente investigador durante el proceso de investigacion. Este tipo de
investigacion se caracteriza por la intervencion directa de los investigadores en el ambiente estudiado a
traves del profesor investigador, esto permite la adquisicion de informacion de primera mano y la ruptura
de la diferenciacion entre docente e investigador. Ademas, se distinguen diversos planos de accion, en la

que todos los participantes del experimento construyen su conocimiento (Molina et al.; 2011).

El Experimento de Ensefianza se desarrolla en tres fases. La primera corresponde a la preparacion. Alli se
determina el problema y los objetivos de investigacion, se indaga por el conocimiento previo de los
estudiantes, se disefia la secuencia de intervenciones en el aula, se prevé la recoleccion de datos y se
determina la trayectoria hipotética de aprendizaje. La segunda fase es la experimentacion. En esta se
evidencian tres partes: antes de cada intervencidn, en la que se revisa la preparacion de la intervencion, a
partir de los datos obtenidos en la anterior; la segunda parte, cada intervencion, en la que, si s necesario, se
modifica la preparacion durante la marcha y se recogen los datos. La Gltima parte, después de cada
intervencidn, es en la que se analizan los datos obtenidos y se revisan y reformulan si es necesario las
hipGtesis de investigacion. La tercera fase corresponde al anélisis retrospectivo de los datos recogidos en
cada una de las intervenciones. El fin de un Experimento de Ensefianza es elaborar un modelo del
desarrollo del conocimiento matematico de los estudiantes. Este modelo empieza a ser esbozado durante

las intervenciones, pero es concretado cuando se realiza el andlisis retrospectivo de los datos.

Contexto del estudio

El trabajo de investigacion se desarrollg, con un grupo de 28 estudiantes de grado séptimo, y un grupo de
32 de grado octavo del colegio Distrital Hunza, ubicado en Suba Rincon (Bogotd). Las edades de los
estudiantes estaban entre los 10 y los 17 afios. Ellos pertenecen a familias de estrato 1y 2, en la mayoria de
los casos. La poblacién escolar en la institucion es flotante, ya que durante el afio escolar constantemente

estan retirandose e ingresando estudiantes al colegio.

La secuencia tuvo lugar durante el afio académico 2014, en la clase de geometria, con una intensidad
horaria de 45 minutos semanales. Los estudiantes se organizaron en grupos de tres, organizacion que se
procuré mantener durante todas las sesiones. En cuanto a los conocimientos previos que poseian los
estudiantes en geometria, estos correspondian al reconocimiento de objetos geométricos basicos, a partir
de algunas propiedades que identificaban generalmente mediante visualizacion, asi como algunas
relaciones de paralelismo y perpendicularidad entre objetos geométricos y calculo de perimetro, area y
volumen mediante determinados algoritmos. Estos conocimientos corresponde a las tematicas estipuladas

en las mallas curriculares institucionales para el &rea de geometria.
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Fases del experimento de ensefianza
Como la investigacion se desarrolla mediante un Experimento de Ensefianza, describimos sus fases a
continuacion, haciendo referencia a los participantes en cada una y las diferentes actividades realizadas.

FASE DE PLANEACION

Esta fase se centrd en la revision y adaptacion de una secuencia, que habia sido realizada y trabajada,
previamente por Sua (2013). La adaptacion se realizd atendiendo a las caracteristicas de la poblacion
escolar, el contexto social y los conocimientos previos de los estudiantes. También se tuvieron en cuenta
los elementos conceptuales que se pretendian abordar y los objetivos a alcanzar con el desarrollo de la
secuencia, tanto al interior de la clase de geometria como a nivel de la investigacion. La secuencia fue
adecuada con el objetivo de favorecer en los estudiantes procesos de argumentacion, relacionados con la
validacion de las soluciones de problemas geométricos. También se busco aportar a la formacion de
estudiantes criticos, capaces de solucionar problematicas propias de su contexto y de comprender y

respetar la opinidn del otro. Estas ideas estan en el Proyecto Educativo Institucional del colegio.

La trayectoria de ensefianza comprende una secuencia de seis tareas, a partir de la segunda tarea se
plantean de 1 a 4 problemas para alcanzar el objetivo de la tarea. Se parti6 de un problema, a partir del
cual los elementos tedricos involucrados en su desarrollo dieron lugar a otros problemas que se enfocaron
en el desarrollo de estos elementos. Teniendo en cuenta que el disefio de la secuencia atiende a los aportes

tedricos del grupo _Z G, para cada tarea se formuld un problema abierto que favorecia la emergencia de

afirmaciones y resultados que se acercaban a los objetivos de la tarea. (Sua, 2013, p. 25). Ademés del
problema, las tareas contenian diferentes preguntas que guiaban a los estudiantes en la solucion de este, el

planteamiento de una conjetura y la construccion de la justificacion de la misma.

Con la aplicacién de la secuencia, ademas de favorecer procesos de demostracién y argumentacion, se
queria que los estudiantes, a medida que abordaran las tareas e interactuaran con sus comparieros, el
profesor y el conocimiento, construyeran un sistema teorico local en la clase de geometria y lo utilizaran en
la solucion de los problemas. La tarea 1 (T1. Visualizacion) tiene como objetivo el desarrollo de
habilidades de visualizacion, permitiéndoles descomponer una figura y en ella reconocer otras, determinar
sus propiedades y reconocer que una propiedad es valida, solo si esta se hace explicita a traves del uso de
una notacion especifica (congruencia, paralelismo, perpendicularidad); en la tarea 2 (T2. Angulos par
lineal) se proponen tres problemas, con el primero (P1) se pretende que los estudiantes construyan la D.
Angulos par lineal, con el segundo (P2) llegar al HG. Par lineal y con el tercero (P3) HG. Par lineal-
recto, elementos tedricos asociados al sistema tedrico local; con el desarrollo de la tercera tarea (T3.

Circunferencia) la cual consta de cuatro problemas se pretende que los estudiantes construyan otros
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elementos del sistema tedrico local, D. Circunferencia, D. Mediatriz de un segmento, D. Punto medio de
un segmento y el HG. Mediatriz, asi como favorecer los procesos de argumentacion de los estudiantes,
dentro del entorno de la AD; en cuarta (T4. Criterios de congruencia), el objetivo es que los estudiantes
identifiquen la congruencia entre dos tridngulos a partir los criterios de congruencia, construidos mediante
el problema planteado en esta tarea; con el problema propuesto en la quinta tarea (T5. Reflexion axial) se
proyecta que los estudiantes construyan la D. Reflexion axial; finalmente con la sexta tarea (T6. Justificar)
se espera que los estudiantes formulen una conjetura y que utilicen los hechos geométricos y definiciones
elaborados en las tareas anteriores (sistema tedrico local ) en la siguiente tabla se describe la tarea.

Las tareas de la secuencia fueron disefiadas de tal manera que era necesario el uso de material concreto,
por parte de los estudiantes, para la solucion de los problemas, lo que les permite mayor acercamiento al
mismo en cuanto al reconocimiento de objetos geométricos, propiedades y relaciones. A continuacion
presentamos cada una de las tareas propuestas y materiales utilizados. La primera tarea no propone un
problema a solucionar, esta se centra en la visualizacion, la cual, “tiene evidentemente un papel importante
en la comprension de la geometria” (Gal & Linchevski, 2010, p.165), en la siguiente tabla se describe la

tarea.

Tabla 1. Preguntas y recursos de la tarea 1

T 1. VISUALIZACION

Se presentan a los estudiantes una serie de imégenes y figuras que ellos deben observar, para responder pasteriormente una pregunta, que se le realiza con el objetivo de
que ellos desarrollen habilidades de visualizacion, permitiéndoles descomponer y componer una figura, identificar sus propiedades y reconocer que una propiedad es
vélida, solo si esta se hace explicita mediante una notacion determinada.

Cuil de los dos circulos en el centre
ok . e - ¢Qué puedes ver? £Qué puedes decir de las 3 5@ puede decir algo sobre estas

mas grande Describelo con tus compaiieros imagenesde abajo? imagenes?

Preguntas Recursos
¢Cudl de los dos circulos en el centro es mas grande? Proyector
¢;Los segmentos AB y CD estan alineados? Diferentes imagenes geométricas y no geométricas para observar.

¢ Qué puedes ver?
Describelo con tus compafrieros.
¢ Qué puedes decir de las 3 imagenes de abajo?

En T2 se plantea el primer problema (P1), en el cual se proponen dos conjuntos de angulos: uno,
corresponde a angulos par lineal y el otro conjunto a angulos no par lineal. Se le pide a los estudiantes que,
a partir de la observacion construyan la definicion (DF) de angulos par lineal, es decir, dos &ngulos son par
lineal si comparten un rayo y los otros dos rayos determinan una recta. Posteriormente, teniendo en
cuenta esta definicion, en el P2 se les propone que completen una tabla escribiendo las medidas de angulos
par lineal. Nuevamente se les pide que determinen qué regularidad observan, esto los llevara a la
construccion del hecho geométrico (HG) del par lineal: si dos angulos son par lineal, la suma de sus

medidas es igual a 180. Luego en P3 se les pregunta sobre qué ocurre si en una pareja de angulos par lineal
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uno de ellos es recto, situacion que les permite la construccion del HG del par lineal recto, es decir, si dos

angulos son par lineal y uno de ellos es recto, el otro angulo también es recto.

T2. ANGULOSPAR LINEAL -P1,P2yP3

Observe las figuras y escriba la definicion de angulos par | A continuacion, complete la tabla, registrando las medidas de los
lineal. angulos utilizados para formar el par lineal.
’ c B / ' angulo
e 5 = Medidas de las| 1
Ve e c| | parejas de dngulos
Ve que  conforman
@ ) L per lineal ingulo
Son par lineal No son par lineal
PREGUNTAS HG-DF RECURSOS
¢Queé son angulos par lineal? D. Angulos par lineal Hojas de papel
¢ Observa alguna propiedad comdin para todas las parejas? HG.. Par lineal Regla y transportador
Si se tiene un &ngulo recto, ¢qué se puede afirmar del angulo | HG. Par lineal recto Angulos en carton.
que conforma lineal? Justifique su respuesta.

Tabla 2. Relacion del problema, preguntas y recursos de la tarea 2

Enla T3, con P1 se les plantea a los estudiantes que dados dos puntos O y C ubiquen todos los puntos que
estén a la misma distancia de C tal como lo esta C. Luego se les pregunta sobre la solucion dada, lo que les
permite determinar la DF de circunferencia (conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo C llamado
centro). Luego en P2, se les piden que ubiquen dos puntos A y B y un tercer punto C que cumpla la

condicion de estar a la misma distancia de A 'y B. Esto los lleva a la DF de mediatriz de un segmento (m es

la mediatriz del AB, si esta conformada por los puntos que equidistan de Ay B) y DF de punto medio (C

se denomina punto medio del segmento AB si esta entre A y B, y ademas equidista de A y B).

Posteriormente en P3 se les pide que dibujen en papel los puntos A y B. Utilizando el compas, que
construyan dos circunferencias del mismo radio, una con centro en el punto A y la otra con centro en el

punto B de tal manera que ambas circunferencias tengan puntos en comin para llegar al HG. de la

mediatriz (m es la mediatriz del AB si m es perpendicular AB y ademas contiene su punto medio).

T 3. CIRCUNFERENCIA-P1, P2y P3
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P1. Observe el punto | P2. Ubique dos puntos A y B utilizando las | P3. Dibuje los puntos A y B. Utilizando el compés, construya dos
O en el centro del | fichas suministradas. Ubique ahora un punto | circunferencias del mismo radio, una con centro en el punto Ay la
siguiente  recuadro, | C que cumpla la condicion de estar a la | otra con centro en el punto B con la condicion que ambas
junto a él aparece un N circunferencias tengan puntos en comdn.

puto C a cierta * .
distancia. Ubique un
punto C’ que esté a la
misma distanciade O | misma distanciade Ay B. o Repita la construccion anterior al menos con 7 circunferencias que
que el punto C. tengan un radio distinto.

Utilizando colores, marque los puntos que son comunes entre dos
circunferencias del mismo radio.

A partir del resultado de la primera actividad y los puntos resaltados
con colores en la segunda actividad, formule alguna propiedad

PREGUNTAS HG-DF RECURSOS

¢ Cudntos puntos puede ubicar con esta condicion?

D. Circunferencia L&piz y colores
Si encontr6 més de un punto con esta condicion, cumplen una

caracteristica ial ;Cusl e? D. Mediatriz de un | Reglaycompéas

segmento ]
. . Tiras de lana
;Cudl es la propi nunciada? )
¢ Cudl es la propiedad enunciada D. Punio o de un
Al observar la recta obtenida, ;puede afirmar sobre la existencia de | segmento

alguna relacion entre ésta y los dos puntos A 'y B? escriba la relacion

obtenida y justifiquela.

Fichas circulares (puntos) en foamy

yen papel yhojas
HG. Mediatriz

Tabla 3. Relacion del problema, preguntas y recursos de la tarea 3

Con el P1 de la tarea cuatro, los estudiantes estableceran los criterios de congruencia. Se les facilitan
diferentes triangulos con sus correspondientes angulos y lados construidos en cartén, se les pide que
construyan triangulos congruentes al dado en cartdn, usando los lados y angulos, teniendo en cuenta las

condiciones dadas en la columna de casos de la tabla que se muestra a continuacion.

T4. CRITERIOE DE CONGRUENCIA-P1

Observe el AABC. Complete la siguiente tabla teniendo en cuenta las condiciones que se suministran.

LCmintos tridngulos se pucden constrmir

diferentes al original”
Casos cUorresponde m un caso anteriorments

Bajo qué condiciones plantexdo? ; Por gué o puede decir™

Condiciones para construir el tridnpulo congruente
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PREGUNTAS PLANTEADAS EN LA TABLA HG-DF RECURSOS

¢Cuantos triangulos se pueden construir diferentes al original? | HG Criterios de | Triangulos

L, . congruencia
Bajo qué condiciones 9

Angulos en carton
¢Corresponde a un caso anteriormente planteado? Segmentos en carton

¢Por qué lo puede decir?

Tabla 4. Relacion del problema, preguntas y recursos de la tarea 4

En la tarea cinco, el P1 propone a los estudiantes agregar un segmento a la figura A y luego determinar su
pareja en la figura T teniendo en cuenta una recta m (tabla 5 figura en el primer cuadro). Por otro lado, en
P2 dados cuatro puntos construir la pareja de cada uno sin doblar la hoja. La solucion a estos problemas los

llevara a la construccidn de la DF de reflexidn axial. Una transformacion es una reflexion axial, con eje m,

si a cada punto A del plano se le hace corresponder un punto A’ de tal manera que AP=AP’, P € mym

es mediatriz del AA",

T5.REFLEXION AXIAL —P1y P2
. . . En la siguiente imagen aparecen una recta m y cuatro
Compare las dos figuras. Encuentre semejanzas v diferencias entre las partes que ountos C, E, F y G. Con la pareja de cada no de
componen cada figura. . A Y
tales puntos sin doblar la hoja.
kK . \
M AN
- \“\\\
B8 4 ‘x\\\
Afiada hacia la izquierda un trozo rectilineo més a la figura A (compuesta por los ”\_ m
puntos N, M, J, K'y L) a partir del punto N. Busque una manera de encontrar el )
trozo correspondiente en la figura T (compuesta por los puntos B, C, F, Dy R).
PREGUNTAS HG - DF RECURSOS
¢Como lo hizo?, describalo. Regla, hojas, lapiz
¢ Qué relaciones encuentra entre la recta m y cada segmento trazado entre dos | D. Reflexion axial
puntos correspondientes?

Tabla5. Relacion del problema, preguntas y recursos de la tarea 5

En T6 (tabla 6), con P1 se pretende que los estudiantes formulen una conjetura y que utilicen los hechos
geométricos y definiciones elaborados en las tareas anteriores (sistema tedrico local —ver tabla 7-) para

justificar la misma. Para este problema se cuentan con diferentes escenas en las cuales al realizar la
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actividad propuesta obtendran una parejas de triangulos congruentes, teniendo en cuenta esto ellos deben

establecer la conjetura y justificarla.

T6.JUSTIFICAR-P1

A continuacion se presentan algunas escenas y en cada
una aparecen los puntos A, B 'y C. En cada escena A A
construya la simetria central B’ del punto By la simetria "
central A’ del punto A. B

A medida que realiza la construccion de los puntos
simétricos B* y A’ con respecto a C, escriba los pasos i
seguidos y los conocimientos geométricos puestos en . v
juego.

Ohbserve cada una de las escenas, y utilizando el compés
y la regla, establezca relaciones entre el BCyB'C A

partir de lo observado, escriba una conjetura.

A continuacion, en una tabla a tres columnas, justifiquela.
Apbyense en los conocimientos geométricos utilizados
para la construccion de los puntos B’ y C’.

PREGUNTAS HECHOS GEOMETRICOS- DEFINICIONES RECURSOS
¢ Qué tengo? Todos los que hacen parte del sistema tedrico local, | Hojas con las escenas
LU se? construido durante la secuencia de ensefianza. Papel acetato, marcadores
¢ Qué concluyo? Lapices

Tabla 6. Recursos e instrucciones de la tarea 6

En la trayectoria de aprendizaje propuesta se plantea como hipdtesis que, los estudiantes realizaran
argumentos en la medida que se involucran en la AD y que estos iran evolucionando, ya que por un lado
la secuencia propuesta les permitira mediante la solucion de los problemas descubrir propiedades que
pueden validar, con elementos tedricos a los que han llegado en problemas anteriores. 'Y por otro lado, el
acompafiamiento del profesor y la interaccion del estudiante con el profesor y sus compafieros , le
permitira que los argumentos sustanciales que inicialmente él propone se transformen en argumentos
analiticos, asi como un aumento de la construccion de argumentos analiticos por parte de los estudiantes en

la medida que avanzan en el desarrollo de la secuencia.

En la siguiente tabla se presenta el sistema tedrico local que se pretende desarrollar con la aplicacion de la

secuencia, de acuerdo a la parea y al problema.
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Tarea | Prob. | Elemento Teorico

P1 D. Angulos par lineal: Dos angulos son par lineal si comparten un rayo y los otros dos
T2 rayos determinan una recta.

P2 HG. Par lineal: Si dos angulos son par lineal, la suma de sus medidas es igual a180°

P3 HG. Par lineal recto: Si dos angulos son par lineal y uno de ellos es recto, el otro angulo

también es recto.

P1 D. Circunferencia: Circunferencia es el lugar geométrico de puntos C que equidistan de un

punto fijo O Ilamado centro.

P2 ——
3 D. Mediatriz de un segmento: m es la mediatriz del AB, si esta conformada por los puntos

que equidistan de Ay B.
D. Punto medio de un segmento: C es punto medio del AB si esta entre A y B, y ademas

equidista de Ay B.

P3 __ L =5 . . 5 . .
HG. Mediatriz: m es la mediatriz del AB si m es perpendicular AB y ademas contiene su

punto medio.

P1 Criterios de congruencia triangular: Dos triangulos son congruentes (3 lados y 3 angulos
T4 congruentes) cuando se cumple una de las siguientes situaciones:

Si los lados de los triangulos son congruentes (LLL)

Si dos pares de lados correspondientes son congruentes y los angulos entre ellos también son
congruentes (LAL)

Si dos pares de angulos son congruentes y los lados comunes a ellos también lo son (ALA)

P1 D. Reflexion axial: Una transformacion es una reflexion axial, con eje m, si a cada punto A

T5 del plano se le hace corresponder un punto A’ de tal manera que, las distancias AP y AP’

son iguales, PE my la recta m es mediatriz del AA’

Tabla 7. Elementos tedricos que constituyen el sistema tedrico local.

En el esquema 10 se observa como se relacionan los problemas de cinco de las tareas planteadas, ya que
como se dijo anteriormente la T1 (Visualizacion) no tiene por objetivo el desarrollo de ninguin elemento
tedrico. También es posible en el esquema observar como cada uno de los elementos tedricos de una tarea
se relacionan entre si, pero los elementos tedricos de las tareas no se relacionan con los elementos tedricos
de otra tarea, excepto en el caso de la T6 que propone el problema central el cual para ser desarrollado
requiere de todos los elementos tedricos que se han desarrollado en las tareas anteriores.
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Esquema 10. Sistema tedrico local previsto en la fase de planeacion.

Con el fin de acopiar los datos, que en una etapa posterior se analizaron, se decidié que los instrumentos

usados para la toma de registros fueron: las hojas de trabajo de los estudiantes, las grabaciones de video de

las clases y transcripciones de apartes de los videos. En cuanto a las hojas de trabajo de los estudiantes, son

aquellas que contenian las tareas y fueron solucionadas por ellos. En estas es posible evidenciar el trabajo

realizado por los estudiantes en los grupos, asi como las estrategias que ellos utilizaron para solucionar la

situacion. Ademas permitieron tener acceso a la informacion, que en ocasiones, fue pasada por alto en la

grabacion e incluso en el desarrollo de la actividad.

Las grabaciones de video fueron realizadas por un estudiante del grupo. Se hacian desde el inicio de la

clase, cuando la profesora presentaba la tarea a los estudiantes, hasta el momento en que finalizaba la

puesta en comin de las soluciones propuestas con toda la clase, se hizo mayor énfasis en los trabajos de los

grupos y en la socializacion final, fueron grabados 9 grupos en grado séptimo y entre 11 y 9 grupos de
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grado octavo, registrando los eventos en los cuales se observa la interaccion entre los integrantes de cada
grupo Y la interaccién entre el grupo y la profesora, también se buscaba registrar los razonamientos de los
estudiantes en el momento de solucionar el problema, las justificaciones sobre el porqué utilizaban
determinadas estrategias, elementos tedricos y relaciones entre los objetos geométricos, asi como los
aportes realizados por los estudiantes en el momento de llegar a una solucién general del problema y la
construccion de los elementos tedricos por el grupo. En cuanto a las transcripciones, estas se realizaron
cuando en un fragmento de video se evidenciaban aspectos relevantes a tratar en la investigacion, como los

mencionados en el parrafo anterior.

FASE DE EXPERIMENTACION

El Experimento de Ensefianza se realizd en el Colegio Distrital Hunza, ubicado en Bogota, con 50
estudiantes del grado 702 y 801 de la jornada tarde. La profesora que realizd la intervencién en el aula es
docente de esta institucion. Realizando un balance entre lo planeado inicialmente y lo realmente ejecutado,
el resultado fue el siguiente: la secuencia completa se proyectd para ser desarrollada entre abril y
septiembre del afio 2014. Desafortunadamente a causa del corto tiempo de la clase y de las actividades
institucionales, solo fue posible desarrollar las tres primeras tareas de la secuencia en grado séptimo,
mientras en grado octavo se desarrollaron completamente las dos primeras tareas y solo dos de los tres
problemas de la tercera tarea. En la siguiente tabla se relacionan las tareas, las fechas en las que se

aplicaron y el nimero de clases empleadas.

SESION FECHA N° CLASES (45 minutos c/u)
Séptimo Octavo

1. Visualizacion 04-Abril/25-Abril 21-Mayo/4-Jun Cuatro Tres

2. Par lineal 30-Abril/ 08-Agosto 16- Jun/03-Sep Once Seis

3. Circunferencia y mediatriz 22-Ago/01-Nov 17-Sep/5-Nov Trece Seis

Tabla 8. Cronograma de aplicacion de las tareas.

Después de cada tarea y de cada microandlisis fue necesario introducir otras tareas, que les permitieran a
los estudiantes tener las bases conceptuales suficientes, para el desarrollo de las siguientes. Por ejemplo,
despueés de la tarea de visualizacion, se disefid y aplicd la tarea de D. Clases de angulos a los estudiantes de
grado séptimo, la cual les permiti6 recordar la definicién de angulo, su medida y su clasificacion, dificultad
observada en los conocimientos previos de estos estudiantes y que eran necesarios para abordar el
problema de angulos par lineal; esta tarea no se desarrollo con los estudiantes de octavo, ya que en los

conocimientos que poseian no se observo esta dificultad. Otro problema que se presento fue el mantener
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los mismos grupos durante todas las sesiones ya que a lo largo del afio escolar se retiraron varios
estudiantes e ingresaron otros, lo que llevé a modificaciones en los grupos. En cada sesion, la aplicacion de
la secuencia se desarrollé en el orden que se habia planeado durante el disefio del Experimento de

Ensefianza, evidenciando los tres momentos mencionados anteriormente.

ANALISIS RETROSPECTIVO

Teniendo en cuenta que mediante el Experimento de Ensefianza, se pretende favorecer los procesos de
argumentacion de los estudiantes, el analisis requiere tipificar los argumentos que ellos realizan, durante
los procesos de conjeturar, justificar y definir. Este Gltimo, aunque no es un proceso de la AD como los
otros dos, se incluye en la tipificacion ya que en la secuencia varios de los problemas propenden por el
establecimiento de una definicion de los objetos geométricos involucrados. Este tipo de problemas se
incluyeron en la secuencia disefiada dado el desconocimiento, por parte de los estudiantes, de los objetos
geométricos presentes alli. Esta tipificacion se realiza con el fin de evidenciar en qué momento estos son

argumentos sustanciales y cuando son argumentos matematicos analiticos.

Teniendo en cuenta el objetivo del presente trabajo y el marco tedrico en el cual se fundamenta, se crearon
las categorias de andlisis. Mediante estas se relaciona la AD con la tipificacion de los argumentos
propuesta por Toulmin (2007), relacién respaldada por la investigacion realizada por Krummheuer (1995),
en la cual se muestra como los procesos de argumentacion se presentan dentro de un marco de
interacciones sociales que tienen lugar en el interior del aula de clases, en el cual se gestiona un ambiente

con caracteristicas afines con la AD propuesta por Camargo et al. (2014).

En la siguiente tabla, que presenta las categorias que se tuvieron en cuenta en el andlisis de los datos. Se
evidencian dos de los tres momentos de la clase mencionados en el apartado de la AD: trabajo grupal (G)
y puesta en comun (P); en ellos cuales se desarrollan los procesos de argumentacion por parte de los
estudiantes. En cada uno de estos momentos es posible evidenciar procesos de definir (D), conjeturar (C) y
justificar (J), en los cuales los estudiantes realizan argumentos, que pueden ser sustanciales (S) o analiticos
(A). Los argumentos construidos por los estudiantes fueron analizados de acuerdo con su estructura y
caracteristicas. A cada argumento analizado se le atribuye un codigo, formado por tres letras maytsculas y
una minuscula. En cada uno, la primera letra identifica el momento de la clase en el cual se realizo el
argumento (G, P), la segunda hace referencia al proceso en el cual se presentd (D, C, J), la tercera letra
corresponde al tipo de argumento realizado (A, S) y la cuarta letra (mindscula) corresponde a la
tipicicacion del argumento. Por ejemplo, el codigo GCSb indica que es un argumento que se realizd
cuando los estudiantes estaban trabajando en grupo (G), durante el proceso de conjeturar (C), de tipo

sustancial (S), incompleto pero con respaldo tedrico (b).
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Proceso
) Argumentos Tipos de argumetnos Cédigos
a. Incompleto sin garantia o respaldo (D, C) GDSa
b. Con garantia teérica (D, G, C) GDSb
¢. Incompleto con respaldo tedrico (D, R, C) GDSc
d. Incompleto con garantia empirica ( D, G, C) GDSd
a5 Sustanciales (S) e. Incompleto con respaldo empirico (D, R, C) GDSe
Tg/ f. El respaldo no explicita la conclusién (D, R,C) GDsf
2 g. La garantia no explicita la conclusion (D,G, C) GDSg
E’ h. La garantia o el respaldo es la conclusion (D, C, C) GDSh
i. La garantia no justifica el paso de los datos a la conclusién (D,G,C) | GDSi
a. La garantia esta implicita (D,R,C) GDAa
Analiticos (A) b. Incompleto sin respaldo (D, C) GDAb
c. Se evidencia garantia y respaldo (D,G,R,C) GDAc
6 a. Incompleto sin garantia o respaldo (D, C) GCSa
N—r
] b. Con garantia teérica (D, G, C) GCSb
< ¢. Incompleto con respaldo teérico (D, R, C) GCSc
% d. Incompleto con garantia empirica ( D, G, C) GCSd
Eé Q Sustanciales (S) e. Incompleto con respaldo empirico (D, R, C) GCSe
s f. El respaldo no explicita la conclusion (D, R,C) GCsf
Q “‘:2 g. La garantia no explicita la conclusién (D,G, C) GCsg
g é h. La garantia o el respaldo es la conclusion (D, C, C) GCsh
< — i. La garantia no justifica el paso de los datos a la conclusion (D,G,C) | GCSi
|D_: ,<D£, a. La garantia esta implicita (D,R,C) GCAa
.g Analiticos (A) b. Incompleto sin respaldo (D, C) GCAb
% c. Se evidencia garantia y respaldo (D,G,R,C) GCAb
§ a. Incompleto sin garantia o respaldo (D, C) GJSa
3 b. Incompleto con garantia tedrica (D, G, C) GJSb
g ¢. Incompleto con respaldo teérico (D, R, C) GJSc
< d. Incompleto con garantia empirica (D, G, C) GJsd
_ | Sustanciales (S) e. Incompleto con respaldo empirico (D, R, C) GJSe
%’ f. El respaldo no explicita la conclusion (D, R,C) GJsf
§ g. La garantia no explicita la conclusién (D,G, C) GJSg
= h. La garantia o el respaldo es la conclusion (D, C, C) GJsh
i. La garantia no justifica el paso de los datos a la conclusion (D,G,C) | GJSi
a. La garantia esta implicita (D,R,C) GJAa
Analiticos (A) b. Incompleto sin respaldo (D, C) GJAb
c. Se evidencia garantia y respaldo (D,G,R,C) GJACc

Tabla 9. Categorias y subcategorias I.

En la tabla de los angulos es copia de la que realizaron los estudiantes durante la clase, en esta la pareja de angulos en la
tercera columna es incorrecta, error del estudiante que propuso la pareja y que posteriormente es corregido.




Proceso Argumento Tipos de argumetnos Cod
a. Incompleto sin garantia o respaldo (D, C) PDSa
b. Con garantia teérica (D, G, C) PDSb
¢. Incompleto con respaldo teérico (D, R, C) PDSc
d. Incompleto con garantia empirica ( D, G, C) PDsd
Sustanciales (S) e. Incompleto con respaldo empirico (D, R, C) PDSe
@ f. El respaldo no explicita la conclusion (D, R,C) PDsf
E g. La garantia no explicita la conclusién (D,G, C) PDSg
s h. La garantia o el respaldo es la conclusion (D, C, C) PDSh
i. La garantia no justifica el paso de los datos a la conclusién (D,G,C) | PDSi
a. La garantia esta implicita (D,R,C) PDAa
Analiticos (A) b. Incompleto sin respaldo (D, C) PDAb
c. Se evidencia garantia y respaldo (D,G,R,C) PDAc
— a. Incompleto sin garantia o respaldo (D, C) PCSa
E-, b. Incompleto con garantia teérica (D, G, C) PCSb
% ¢. Incompleto con respaldo teérico (D, R, C) PCsc
E d. Incompleto con garantia empirica ( D, G, C) PCsd
@) G Sustanciales (S) e. Incompleto con respaldo empirico (D, R, C) PCsSe
O TE/ f. El respaldo no explicita la conclusién (D, R,C) PCsf
E ‘q:i g. La garantia no explicita la conclusién (D,G, C) PCSg
< é h. La garantia o el respaldo es la conclusion (D, C, C) PCSh
c'T) = i. La garantia no justifica el paso de los datos a la conclusion (D,G,C) | PCSi
L:I)J % a. La garantia esta implicita (D,R,C) PCAa
o (2 Analiticos (A) b. Incompleto sin respaldo (D, C) PCAb
% c. Se evidencia garantia y respaldo (D,G,R,C) PCAc
§ a. Incompleto sin garantia o respaldo (D, C) PJSa
3z b. Incompleto con garantia tedrica (D, G, C) PJSb
E ¢. Incompleto con respaldo teérico (D, R, C) PJSc
< d. Incompleto con garantia empirica (D, G, C) PJSd
~ Sustanciales (S) e. Incompleto con respaldo empirico (D, R, C) PJSe
%’ f. El respaldo no explicita la conclusion (D, R,C) PJSf
§ g. La garantia no explicita la conclusién (D,G, C) PJSg
3 h. La garantia o el respaldo es la conclusion (D, C, C) PJSh
i. La garantia no justifica el paso de los datos a la conclusion (D,G,C) | PJSi
a. La garantia esta implicita (D,R,C) PJAa
Analiticos (A) b. Incompleto sin respaldo (D, C) PJADb
c. Se evidencia garantia y respaldo (D,G,R,C) GJACc

Tabla 10. Categorias y subcategorias 11.

Para realizar el analisis de los datos inicialmente se tomé la informacion acopiada en grabaciones,
transcripciones Y las hojas de trabajo de los estudiantes correspondientes a cada una de las sesiones.
Luego la informacion correspondiente a los argumentos se analiz6 a la luz de las categorias y
subcategorias presentadas, posteriormente se represent6 esta informacion en graficas, diagramas y
tablas, que permitieron un acercamiento mas efectivo a los datos obtenidos para su interpretacion y

obtencion de las conclusiones de la investigacion, esto se evidencia en los dos siguientes capitulos.
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ANALISIS DE DATOS

El analisis retrospectivo de la informacion recolectada se apoy6 fundamentalmente en todas las
grabaciones de video de las sesiones de clase de los grados séptimo y octavo donde se implementd
la secuencia presentada en el capitulo anterior. De estas grabaciones se elaboraron transcripciones de
los didlogos sostenidos entre profesor y estudiantes en cada sesion de clase. Posteriormente se
tuvieron en cuenta aquellos momentos de la AD considerados para la elaboracion de las categorias
de analisis: trabajo grupal y puesta en comudn. Decision que atendia al foco de esta investigacion, el
cual era el andlisis de los argumentos elaborados por los estudiantes al resolver las tareas propuestas.
La informacion que se analizo de los fragmentos de transcripciones fueron los argumentos de los
estudiantes a la luz de las categorias. En el analisis, cada estudiante se nombro con la letra E y un
nimero para identificar intervenciones de distintos estudiantes. Cuando varios estudiantes
intervenian al mismo tiempo, se utilizo la letra V, con la letra P se identificaron las intervenciones de
la profesora. En este capitulo se presenta el andlisis de todos los argumentos producidos por los
estudiantes de grado séptimo, en cuanto al analisis de los argumentos producidos por los estudiantes

de grado octavo es un anexo del trabajo de grado.

T1. VISUALIZACION

Esta tarea tiene como objetivo que los estudiantes desarrollen habilidades de visualizacion,
permitiéndoles descomponer una figura y en ella reconocer otras, determinar sus propiedades y
reconocer que una propiedad es valida, solo si esta se hace explicita a través del uso de una notacion
especifica (congruencia, paralelismo, perpendicularidad). En el desarrollo de la actividad los
argumentos dados por los estudiantes, frente a las preguntas planteadas por el profesor, se producen
cuando conjeturan al observar o comparar las figuras. A continuacion se presenta el didlogo que

tuvo lugar alrededor de la primera figura presentada a los estudiantes.

¢Cudl de los dos circulos en el centro es mas grande?, ustedes deben
convencerme de cuél es o de cual no es.

Representacion gréfica 1

E1l | [Sefiala con sumano indicando cudl seria]. Ese de ahi.

P | ¢Cudl?

E2 | Elde laizquierda.

P | ¢Este?

E3 | Losdos.

E2 | No.

P | Esteesmas cual, ;Este? [Sefialando uno de los circulos que rodean el otro en la figura de la derecha]
E4 | Ese.

¢ Este es el mas grande?

O O|NoO|U|RfwWw|N

=
o
B
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11 | E4 | Si.

2P De todos, pero dicen cudl de los circulos_ en el centro, o sea estamos comparando este circulo y este circulo.
[sefiala los dos circulos que estan en la mitad)]

13 | E1 | Eldealla. Profe, borr6 un circulo.

14 | P | ¢Esteesel masgrande? [sefiala el circulo de la izquierda].

15 | E4 | Si.

16 | P | Bueno, acabamos de borrar uno, bueno miremos a ver, ; Por qué dicen que este es el més grande?

17 | V | Poreltamafio.

18 | B2 Eorque esta entre los chiquitos y el grande esta entre los pequefios. Se puede visualizar que el de la
izquierda es mas grande que el de la derecha.

19 | P | Elde laizquierda es mas grande que el de la derecha. Bien, vamos a mirar. Entonces. . .

20 | E3 | Profesoraya sé por qué.

21 | P | Dime.

2 | E3 El_de a_llé esta mas lejos [sefiala la imagen de la derecha] y este esta mas cerquita [sefiala la imagen de
la izquierda].

23 | P | Ah,este esta mas lejos y este esta mas cerca.

24 | E4 | [dice algo, pero no se le entiende].

25 | P | Aver Sara, mas fuerte lo que estas diciendo porgue de pronto no queda en la grabacion.

%6 | E4 Que posiblemente todos, eI_ cir_culo de la derecha es méas grande que el de la izquierda y los circulos
grandes lo hace ver més chiquito.

Inicialmente estos argumentos se caracterizan por que sélo tienen datos y conclusion, como se puede
observar en [2, 4 y 6]. Los estudiantes sdlo respondieron a la pregunta ¢cual de los dos circulos en el
centro es méas grande? [1], sin dar algun tipo de explicacién, produciendo argumentos sustanciales
incompletos sin respaldo o garantia [PCSa] (ver esquema 10). S6lo cuando la profesora les pregunta
“;Por qué dicen que este es el mas grande?” [16], ellos empiezan a construir una garantia para
justificar el paso de los datos a su conclusion, algunas de las repuestas se presentan en [17, 18 y 22],
completando los diferentes argumentos con una garantia de tipo empirico, ya que se basa en la
observacion realizada por los estudiantes los que les permite construir argumentos [PCSd] es decir,
argumentos sustanciales con garantia empirica. En [26] E4 realiza una garantia de tipo empirico
aungue no se basa en la observacion, si no en una suposicion, este también es un argumento de tipo
[PCSd] (ver esquema 11).

D C
D C Datos ] —1G—) [ Conclusién

|
Datos Conclusion. Garantia empirica,
H— gue justifica el

paso de los datos a
la conclusidn

Esquema 11. Argumento PCSa
Esquema 12. Argumento PCSd

Para la siguiente figura se les pedia que determinaran qué puntos estaban mas separados, AyCoBYy

D. La conversacion que tuvo lugar en torno a esta figura se muestra a continuacion.

29 |P [...] En esta diapositiva vamos a garantizar quién estd mas separado. | .
Miremos los puntos A y C [Sefiala los puntos Ay C de la imagen que
se muestran en la diapositiva] y los puntos B y D. [Sefiala los puntos B | < >
yD].
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| Representacion gréfica2

30 | E1 | lguales.

31 | P | Sialguien quiere decir, levante la mano. [un estudiante levanta la mano] ¢ Cuél esta mas separado?

2 | E2 | ByD

33 | P | ¢B, D estan mas separados?

34 | E5 | Si.

35 | E6 | No.

36 | E7 | Iguales, soniguales.

37 | P | Osea,siesmasgrande es porque estan mas separados.

38 | E2 | No, estin mas separados By D.

39 | P | ByD estan mas separados. ; Todos estan seguros de eso?, ; Tu que dices? [pregunta a E1]

40 | E1 | Sincomentarios profe.

41 | P | (ByDesel masgrande?

42|V |Si

43 | P | ¢Si? Resulta. A ver [E1] tu dices que son iguales ¢ Por que?

44 | E1 | Profe porque, es que digamos, uno mira asi y uno cree gque uno es el mas grande que el otro, pero uno
nunca sabe.

45 | P | ¢Coémo podrian? ... ;qué podriamos hacer para saber si son iguales 0 no?

46 | E3 | Medir.

47 | P | Medirlos, ;cierto? Entonces ¢ Quién viene y mide?

48 | V | [Los estudiantes en su gran mayoria levantan la mano porque quieren medir] Yo, yo, yo quiero. [Pasa una
estudiante a medir con una regla grande]

49 | E | Esladeeste [Sefiala la distanciaentre By D]

50 | P | ¢Seguro?

51 | E3 | Profe yo digo que estan iguales.

52 | P | Porque dices que estan guales.

53 | E4 | Soniguales, porgue estan a la misma distancia y tienen el mismo ndmero de casillas.

54 | P | Tienenel mismo nimero de casillas, de la misma distancia.

55 | E2 | Profe, profe, yo digo que estan iguales porque es que estan como torcidos y se ve estd mas grande que
ladealla.

54 | E1 | [Los estudiantes hablan al mismo tiempo. En particular E1 quiere hablar] profe, profe, por el cuadrado,
entonces parece como si uno fuera mas grande que el otro, pero... son iguales, porque entre los dos
hay las misma cantidad de cuadrados.

En el caso de EL, él da a conocer solo su conjetura [30], sin apoyo de alguna garantia, es decir un
argumento sustancial sin garantia o respaldo [PCSa] (ver esquema 12). Cuando la profesora les
pregunta por un motivo a tal afirmacién, E1 empieza a elaborar una garantia, pero esta no justifica el
paso de los datos a la conclusion [42, 54], lo que caracteriza un argumento sustancial en el que la
garantia no justifica el paso de los datos a la conclusion [PCSi] (ver esquema 13). Posteriormente,
E1 expone otra garantia en la cual €l justifica que hay la misma separacion, por la cantidad de
cuadrados entre los dos puntos, es decir, una garantia empirica que si justifica la conclusion dada a
partir de los datos, argumento sustancial con garantia empirica [PCSd]. E2 en [32], también realizd
un argumento sustancial sin garantia o respaldo [PCSal], a pesar de que al inicio E2 tratd de defender
su argumento, fue convencido de que E1 tenia razon [53]. E4 también desarrolla un argumento
sustancial con garantia empirica [PCSd], relacionado con el de E1, aunque en este caso el estudiante

desde el inicio planted su argumento con conclusion y garantia [51].

En la segunda parte de la clase se mostraron algunas representaciones graficas de objetos

geométricos, con las cuales se pretendia que ellos identificaran algunas propiedades geomeétricas que
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a primera vista alli estaban presentes y reconocieran la importancia de los convenios de notacion
para garantizar el cumplimiento de propiedades o relaciones geométricas. Por ejemplo, la intencion
de la primera representacion gréfica era que los estudiantes identificaran propiedades de paralelismo,
perpendicularidad, entre lo lados, congruencia entre los angulos y los tipos de cuadrilateros.

D C

D C Datos ] —1—) [Conclusiéu

G

RcPrcsc_maCjé“-E'mﬂ“ Relacion de orden entre los |
de los circulos circulos. (Garantia gue no
justifica el paso de

los datos a la
conclusion

Esquema 13. Argumento PCSa
Esquema 14. Argumento PCSi

¢ Qué pueden decir de esta figura?
En la clase pasada habian dicho que este era un rectangulo,
pero habiamos dicho que para que fuera un rectangulo sus
5 | P lados opuestos deben ser iguales y si nosotros miramos
aparentemente podria ser, pero la otra condicion es que los
angulos sean iguales, que sean de noventa grados perddn y
estos angulos no se ven de noventa grados.

Representacion gréafica 3

56 | E1 | Hayun cuadrado.

57 | E2 | No.

58 p Bueno, tU dices que un cuadrado (dirigiéndose a una E2), pero ella dice que no puede ser un cuadrado esta
figura.

59 | E2 | Porque nadie nos garantiza si tiene noventa grados.

60 p O sea, lo que esta diciendo ella es que nada nos garantiza que aqui tengamos noventa grados, es mas,
¢sera que hay algo que nos garantice, que nos garantizaria que estos lados son iguales?

61 | V | Midiéndolos.

62 | P No los podemos medir, en este momento debemos es solo mirar la figura y la figura por si misma . ...

63 | E1 | Profe ahi esta corrida y arriba también.

64 Qué tal que esta mida nueve y este mida ocho. No lo podemos medir. Bueno parece, pareciera, ni siquiera

P como decia ella no es un cuadrado porgue estos angulos no se ven de noventa, pareciera. ;Qué clase de

figura es?
65 | V Un rombo.
P

66 Un rombo ya lo habia dicho E1.

67 | E3 | Pirdmide.

68 p Ya habiamos visto que se ve una pirdmide, pero ya hemos trabajado una figura, ¢esta figura parece un
qué?

69 | E4 | Cuadrado, cuadrilatero.

70 |P Paralelo. . ., bueno es un cuadrilatero porque tiene cuatro lados.

71 | E5 | Paralelogramo.

72| P Paralelogramo, parece, pero no, nada, nada ahi nos garantiza que sea un paralelogramo
73 | E4 | Elrombo, parece un cuadrilatero y el grande también.

74P ¢Sera que el rombo parece un cuadrilatero o es un cuadrilatero?

75 | E6 | Si, el rombo es cuadrilatero, tiene cuatro lados.

En este momento de clase, los argumentos presentados por los estudiantes en la mayoria de los casos
son sustanciales sin garantia o respaldo [PCSa], como se puede observar en el caso de E1, E3, E4y
E5 durante las intervenciones [56, 67, 69 y 71] respectivamente. Otro tipo de argumento que
podemos observar es el realizado por E2 [57], quien manifiesta que el cuadrilatero sombreado no es
un cuadrado y para ello utiliza como garantia el no cumplimiento de una propiedad del cuadrado en
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la figura [59]. Este tltimo es ejemplo de un argumento sustancial con garantia tedrica [PCSb] (ver
esquema 14). E6, quien presenta una conclusion acompariada de una garantia tedrica [75], que
corresponde a una de las propiedades de la figura, también realiza un argumento Sustancial con
garantia tedrica [PDSb] ya que hace referencia a que un rombo es una figura geométrica que tiene

cuatro lados (ver esquema 15).

C
D

C
D El rombe es un
Datos Conclusién Representacion cuadrilitero
grafica
’3 G

Garantia Tedrica, gue
justifica el paso de los El rombo tiene 4 lados
datos a la conclusidn.

Esquema 15. Argumento PCSh Esquema 16. Argumento PDSbh

Otra representacion gréfica presentada a los estudiantes en esta sesién de la clase, se observa en [76],
es analizada en torno a la siguiente conversacion. El objetivo de estas imagenes era que los

estudiantes reconocieran relaciones entre rectas y los angulos que se determinan entre rectas al

intersecarse.

76 V | Ush [algunos estudiantes expresaron sorpresa al ver } !y
la siguiente imagen que la profesora estaba
mostrando] ) I B

. ' ’ by
- X ™~
Representaci,c')n gréficad

77 P | Bueno, vamosa mirar. ;Qué ven aqui?

78 Es | Una X, un plano cartesiano.

79 P | ¢Quién quiere hablar?, levante la mano.

80 E1 | Un plano cartesiano.

81 P | ¢Unplano cartesiano?

82 E2 | No, porgue los lados no estan iguales.

83 P | ¢Paraque sea un plano cartesiano tienen que ser iguales?

84 Es | No. Profe es una cruz.

85 P | Osea;Que venahi ustedes?

86 E3 | Dos lineas paralelas. [refiriendose a la figura las de rectas que parecen ser perpendiculares]

87 P | Aver;dos lineas paralelas?

88 Es | Si.

89 P | ¢Quéson lineas paralelas?

90 E4 | Rectas.

91 P | Dos lineas rectas; y ¢qué tienen de especial las paralelas?

92 E5 | Que siempre son iguales las distancias entre las dos rectas.

93 E4 | ¢Qué unangulo esigual a otro?

AU P | No. Ah, escuchemos lo que dice E5. Dos lineas son paralelas si. . .

95 E5 | Ladistancia entre las dos es la misma.

9% P | Si la distancia entre las dos siempre es la misma, es decir, por mas que se prolonguen esas lineas rectas,
hablamos de rectas que nunca se van a unir y que pasa con estas dos rectas, ¢estas rectas se unen o no se
unen? [la profesora sefiala las dos rectas que dicen los estudiantes que se encuentran en cruz]

97 E | Si
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98 P | Claroquesi ¢,en dénde?

99 Enel centro.

100 | P | Eneste punto O, bueno, entonces, estas dos lineas que se cortan, que se cruzan en el punto O, no son
paralelas. Ahora, ¢qué mas vemos en esta figura?

100 | E6 | Angulo.

101 | P | Angulos, ;cuantos angulos vemos?

102 | E6 | Cuatro.

103 | P | Cuatro angulos. Listo. Ahora serd que. . . {Qué podemos decir de esos angulos?

104 | E7 | Que depronto, ¢ miden noventa grados?

105 | P | Depronto miden noventa grados, dice E7. ;Sera que miden noventa grados?

106 | E7 | Depronto, nada lo garantiza.

107 | P | Parece, icierto?, pero no hay nada que aqui nos diga: miden noventa grados. Parece que tienen noventa
grados.

108 | E7 | Osea, noesseguro, veo dos rectas. La linea de abajo esta un poquito mas cortica.

Pero son dos rectas, s6lo puedo decir eso.

109 | P | Si, son dos rectas y bueno, de esta [sefiala las dos rectas de la parte suoerior derecha en la diapositiva],
¢ QUé podemos decir? [sefiala las dos rectas que parecen ser paralelas].

110 | E7 | Dos rectas paralelas. Dos flechas.

111 | P | E7dice que son paralelas.

112 | E7 | Dos rectas que parecen paralelas, pero no se sabe.

113 | P | Parecian paralelas. . .pero nada lo garantiza. Bien, ; Qué podemos decir de estas?

[Sefiala la figura que se encuentra en la parte inferiro izquierda].

114 | E8 | Que estan torcidas.

115 | P | ¢Seraquesison paralelas?

116 | E9 | No.

117 | E1 | Sonlineas rectas.

118 | E5 | Asimple vista se ve que no.

119 | P | Asimple vistatuves que no, ¢por qué?

120 | E5 | Porque esa distancia es mayor que esa [sefiala las distancias entre las dos rectas no secantes de la
figura inferior izquierda de la diapositival.

121 | P | Ah, aqui esta distancia es mayor que esta, [la profesora sefiala en la imagen la distancia mayor, que
corresponde a la distancia que hay en la parte final izquierda de la recta] parece que si. Resulta, esta recta es
secante a estas dos [la profesora sefiala la recta secante] porque se cruzan en un punto, miren [la profesora
sefiala los puntos de interseccidn de las dos rectas con la recta secante].

m

El primer argumento que se realiza en este didlogo esta a cargo de E1, quien al observar la
representacion gréafica y atender a la pregunta realizada por la profesora, concluye que esta
corresponde a un plano cartesiano [80], pero no presenta garantia para validar el paso de los datos a
la conclusion, es decir un argumento sustancial sin garantia o respaldo [PCSa]. E2 realiza tambien
un argumento que contradice al anterior [82], para el que ofrece una garantia, la cual no valida el
paso de los datos a la conclusion [PCSi]. Esto es, la garantia no justifica el paso de los datos a la
conclusion (ver esquema 16). E3 también elabora un argumento sustancial sin garantia o respaldo
[PCSa] ya que él plantea su conclusion [86] pero no provee una garantia para su argumento. Ante
este argumento la profesora pregunta “;Qué son lineas paralelas?” [89], entonces, E4 plantea un
argumento sustancial sin garantia o respaldo [PDSa] [92 y95]. E7, a partir del trabajo realizado
durante la tarea llega a una conclusién [108], en la que manifiesta que Unicamente puede decir que
hay dos rectas en la figura que se esta observando y expone una garantia empirica, no puede decir

algo més de la representacion gréfica ya que no hay notacion que garantice alguna propiedad o
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relacion geométrica, por tanto E7 realiza un argumento sustancial con garantia empirica [PCSd].
Posteriormente este estudiante realiza un argumento sustancial sin garantia o respaldo [PCSa] [112],
frente a la siguiente figura que se analiza (rectas aparentemente paralelas), en el cual expone solo una
conclusion sin garantia alguna. Luego la profesora les pide que observen la representacion grafica
inferior izquierda, ante lo cual E5 plantea un argumento sustancial con garantia empirica [PDSd]
[118 y 120], en el cual concluy6 que las rectas no son paralelas y realiza una garantia empirica
asociada a que no se conserva la misma distancia entre las dos rectas.

D C

Representacidn Mo es un plano
grafica. G cartesiano

Los lados no son
iguales

Esquema 17. Argumento PCSi

TAREA DE DEFINICION DE CLASES DE ANGULOS

Esta tarea no se hacia parte de las tareas inicialmente planeadas para la secuencia, esta es resultado
de la necesidad de que los estudiantes de grado séptimo identificaran clases de angulos, asunto que
no conocian y primordial para abordar la siguiente tarea T2, . Esta tarea presenta dos situaciones, en
la primera, debian determinar medidas de algunos angulos dados; y en la segunda, clasificar los
angulos del punto anterior a partir de algunas definiciones dadas. Durante el trabajo grupal la
profesora explicd a los estudiantes como utilizar el transportador para medir angulos. En la puesta en
comun se leyeron las definiciones y se clasificaron los angulos. La siguiente conversacion tuvo

lugar:

122 | P | [...]¢Alguien quiere leer esa primera definicion?

123 [Hay silencio en los estudiantes, ninguno quiere leer]

124 | P | A ver, E2 ;la quieres leer?. ;No?, la primera definicion que tenemos aqui, que es la misma que esta en el
tablero. Ahallg, ¢l la quieres leer?

125 | E3 .
A, B, Cesagudo silamz ABC es menor de noventa.

126 | P .
[...] Bien, entonces es agudo, si el £ ABC, bueno el £ ABC es agudo, si lam<£ ABC es menor que

oventa. De los &ngulos que ustedes tenian, ¢ cudles clasificaron como agudos?

127 | P | ¢{Cudles fueron los ... cudles clasificaron como agudos?

128 | E1 | 58,56,41.

129 | P | ¢Por gué clasificaron esos angulos como agudos?

130 | E1 | Porque, pues, son menores de noventa y en la definicion de agudo, dice que los agudos miden menos
de noventa.

131 | P . . . . . . . . .
[.] Si yo miro aqui la guia de E4 tiene quem<£ LK] es igual a cincuenta y seis. Me dices que ese lo

clasificaron, ;en qué?

132 | E4 | Enagudo.

133 | P . . . o
Agudo, entonces vamos a poner acd, £ LK) es agudo y la medida es igual a cincuenta y seis [mientras
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escribe va hablando, “m<LK] = 5€, es un 4ngulo agudo”]. Este es agudo. Bien, ;Quién quiere escribir otro

angulo agudo?

Los estudiantes realizaron argumentos respaldados en sistema el tedrico local que se que encontraba
en construccion, para justificar la manera como clasificaron los &ngulos de acuerdo a su medida. Por
ejemplo, E1 llega la conclusion de que los angulos cuya medidas son 58, 56 y 41 son agudos [127,
128, 129 y 130]. Inicialmente no da ningun tipo de garantia o respaldo, es decir elabora un
argumento [PDSa]. Unicamente al ser cuestionado por la profesora ofrece como respaldo la
informacion de las definiciones, en este caso la definicion del &ngulo agudo; es decir un respaldo
tedrico. Por tal razdn este es un argumento analitico en el que se evidencia garantia y respaldo
[PDAC] ( ver esquemas 17 y 18), E4 plantea un argumento [PDSa] pues solo plantea una

conclusion [132] sin garantia alguna.

Tedrica
Son menores de

| 90

R |

| R
Teérico, basado en el ]
sistema tedrico local

D c D C
L. mLABD = 58
Datos ] —1—) [ Conclusién meLK] = 56 LABC  £LK]y
G meHGT = 41 £HGI so agudos
G
|

|
[ Df. de dngulo a_e,udo]

Esquema 18. Argumento PJAc Esquema 19. Argumento PJAc

T2. ANGULOS PAR LINEAL
En esta tarea se proponen tres problemas, con los que se pretenden que los estudiantes construyan la
D. Angulos par lineal*, con el segundo llegar al HG. Par lineal’® y con el tercero HG. Par lineal-

recto®, elementos tedricos asociados al sistema tedrico local.

T2.P1. (DEFINICION DE ANGULO PAR LINEAL)

EnlaT2P1 se mostraron a los estudiantes representaciones gréficas de angulos que son par lineal y
de angulos que no lo son. Ellos debian identificar particularidades que cumplen los angulos par
lineal y que no cumplen los angulos que no lo son, para construir posteriormente la D. Angulos par
lineal con base en estas propiedades. Para iniciar el trabajo grupal se conformaron grupos de tres
estudiantes, quienes en un primer momento debian abordar la tarea propuesta, para luego ser
presentada durante la puesta en comdn. Para ello previamente la profesora habia indicado y dado
algunas generalidades respecto a lo que los estudiantes debian realizar. A continuacion se presentan

el didlogo con algunos de los grupos.

* D. Angulos par lineal: Dos angulos son par lineal si comparten un rayo y los otros dos rayos determinan una recta.
® HG. Par lineal: Si dos angulos son par lineal, la suma de sus medidas es igual a180°.

® HG. Par lineal- recto: Si dos angulos son par lineal y uno de ellos es recto, el otro angulo también es recto.



3 | P | Ustedes miran teniendo en cuenta, qué caracteristicas tienen de especial estos que son par lineal y que no
cumplen estos [sefialando el conjunto de angulos par lineal y el conjunto de angulos no par lineal en la hoja]

E1 | Que tienen diferentes formas.

P | Entonces, ¢ Yatienen cual es?

P | Y ¢atiqué te garantiza qué miden ciento ochenta grados?

E1 | Que ya los medi profe, alguien que me preste un transportador para medirlos.

4
5
6 | E1 | Quetienen diferente formay gue miden ciento ochenta grados.
7
8
9

P | Perosi no tenemos transportador nos toca a simple vista, con lo que observamos.
10 | E2 | Puesyocreoque...
11 | P | Ustedes laclase pasada ...
12 | E2 | Estanalineados
13 | P | ¢Qué quieres decir con que estan alineados?

14 | E1 | Espor ejemplo siempre estan en linea recta [mueve el esfero sobre la hoja siguiendo la linea recta formada por
los rayos opuestos].

15 | P | Bueno, (entonces como lo escribirias para decir que son par lineal? [se dirige a otro grupo]

En el fragmento anterior, E1 da una idea poco clara para definir angulos par lineal [4 y 6], es decir
dos argumentos sustanciales sin garantia o respaldo [GDSa] (ver esquema 19), él presenta una
garantia solamente cuando la profesora lo solicita, la cual se fundamenta en la observacion realizada
sobre las representaciones de los &ngulos y por la medida determinada para cada uno de estos [8], E1
elabora asi un argumento sustancial con garantia empirica [GDSd] (ver esquema 20), El argumento
de E2 [12], por sus caracteristicas es sustancial sin garantia o respaldo [GDSa], pues presenta solo

como conclusion que son par lineal si estan alineados.

D C
D C .
Datos ] —r) [ Conclusidn
Datos ] Conclusidn. |
—>
Garantia empirica,
que justifica el
Esquema 20. Argumento GDSa paso de los datos a

la conclusion

Esquema 21. Argumento GDSd

Grupo 2

Cuando la profesora se acerca al grupo un estudiante mide los angulos de las representaciones
gréficas correspondientes a los angulos par lineal y manifiesta que son diferentes a las
representaciones graficas de los no par lineal, excepto a los angulos formados por dos lineas rectas

perpendiculares. en torno a esta idea se genera la siguiente conversacion.

17 | P | [...])¢Seréan las medidas?, sin tener en cuenta las medidas, ;Qué puedes decir?, ;Por qué esos son par lineal y
por que estos no? [sefialando los dos conjuntos]

18 | E2 | Esqueestos dos se parecen.

Representacion grafica 5
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19

¢En qué se parecen?

20

m'U

Pues es que si quita uno, esta lineal [ se refiere a la figura de la derecha en el Esquema anterior y tapa

con el transportador el F_i], gueda igual a este [muestra la figura de la izquierda]

21

Y en estos de acé ¢,no ocurre lo mismo? [hace referencia al conjunto de los &ngulos no par lineal]

22

No.

23

mge

Para hacer dos 0 més &ngulos utilizan una recta, una sola linea [sefiala BA], por ejemplo acd no

utilizan una recta [sefiala el ocC ], aqui si utiliza una linea [sefiala el rayoﬁ ]- Mmm para hacer este

&ngulo necesita de estas dos linea [sefiala ﬁ].

En este caso tenemos también un argumento que inicialmente era sustancial sin garantia o respaldo

[GDSa] que elabora E2 [18]. Durante la conversacion sostenida por los estudiantes en relacion a las

parejas de angulos presentadas, el argumento que elabora E2 pasa a ser un argumento sustancial con

garantia empirica [GDSd] [20]. Otro argumento [GDSd] es el que realiza E1 [23], en el cual el

estudiante formula la conclusion (parte subrayada) y para validarla acude a las representaciones

gréficas de los angulos par lineal, es decir un soporte empirico.

Grupo 3

Este grupo encontrd una particularidad en las representaciones gréficas de los angulos par lineal y es

que, segun ellos, estan formados por dos rectas que se cruzan en un punto, lo cual tratan de mostrar

en el siguiente fragmento de la intervencidn.

25| P [..JeNada?[dirigiendos al grupo].
26 | E1 | Puesyo he visto que son un par de lineas, son dos lineas que se unieron.
27 | P | ¢Cualesdos lineas?
28 | E2 L e e

SefialaGlyJH.
29 | E1 . — e

Estayesta, [sefialando C1y JH] .
30 | P | Y allaenel otro? [refiriendose a la otra pareja de &ngulos par lineal].
31 | E1 —  —

Pasa lo mismo profe, vea [Sefiala AB y OC ].
32 | E2 | ¢Qué le parece profe? [sefialando la primer pareja de angulos par lineal].
33 | P | Si,¢porcudl se une?
34 | E2 | DelaAalaCydelaBalaC. [Sefialando los puntos Ay B C

hacia el O C respectivamente]. .&/J

Representacion gréafica 6
35 | E1 | Igual aca [sefiala la otra pareja de &ngulos par lineal].
Representacion gréfica 7

36 | P | Entonces, ;ahi como seria?
37 | E1 | LaF,laJ Gl
38 | P | No, miracuales angulos estan comparando.
39 | E2 | No,mira,delaG.
40 | E1 | GFHyaqui HFI.
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41 | E3 | ¢(Noprofe?.

42 | E2 | No, porque no ve que aca no [sefiala los angulos del conjunto no par lineal].

43| P ¢Ahi no lo cumple?

44 | E2 | Acano.

45 | P Y ¢en los otros?

46 | E3 | Eneste no lo cumple [sefialando la primera pareja de angulos /
no par lineal], por que lo que me di cuenta es que aca pasan
C
B

dos seguidas, [pasa dos veces el dedos sobre los rayos

E
_ D
OCy GF en los angulos par lineal] mientras que aca no
._/F

[describe los angulos de la figural. Representacion grifica

E1 plantea en [26] la conclusion frente a lo que han observado en las representaciones gréficas de los
angulos par lineal y no par lineal y expresa una garantia empirica basada en la observacion de las
caracteristicas de cada pareja de angulos [28 y 34], Es decir elabora un argumento sustancial con
garantia empirica [GDSd]. Ante la conclusion elaborada por E1, los otros integrantes del grupo no
estan convencidos. Entonces E3 realiza también un argumento GCSd [46], en el que la conclusion
es “‘aca pasan dos seguidas” (hace referencia a los rayos comunes en los angulos par lineal) y para la
garantia toma un ejemplo en el la representacion grafica de los angulos no par lineal en el cual no se

cumple la condicion (representacion gréfica en [46]).
Grupos4y5

En el siguiente fragmento de intervencion, los estudiantes correspondientes a dos grupos, muestran
sus conclusiones frente a lo que ellos piensan que son angulos par lineal, después de haber

observado y analizado las representaciones gréficas de los &ngulos par lineal y los no par lineal.

48 | P | [...]Y (como escribes eso?, entonces para decir que eso es lo que deben cumplir, que por esa razon son par
lineal, escribanlo [se dirige a otro grupo].

49 | E1 | [El estudiante muestra la definicion construida por ellos]“Son los que tienen dos angulos y pueden ser
cruzados y medir lo que sea”. [grupo 4].VVen miramos [se dirige a otro grupo que la llama para
mostrar su conjetura].

50 | E2 | Al'sumar los &ngulos suman ciento ochenta. [grupo 5).

51 | P | Ustedes creen que es esto, pues esperemos.

52 | E1 | Ahbueno.

Los estudiantes de los grupos 4 y 5 se limitaron Unicamente a escribir la definicion sin explicar que
les permitia pasar de la observacion de los conjuntos de angulos a la conclusion dada, por tanto son
argumentos incompletos sin garantia o respaldos el primero en el proceso de definir [GDSa] (ver

esquema 21) y el segundo en el proceso de conjeturar [GCSa].

Conjuntos de dngulos par La suma de los dngulos par
lineal ¥ no par lineal lineal es 180

Esquema 22. Argumento GDSa



En la puesta en comun los estudiantes, de manera colectiva, mediante el didlogo participativo,
construyen la D. Par lineal. Los siguientes fragmentos corresponden a momentos de la puesta en
comun en los cuales ellos generaron diferentes argumentos en torno a esta definicion. Se inicio con

la siguiente intervencion en la cual la conjetura planteada hace referencia al HG. Par lineal.

Ahora lo discutimos entre todos. [. . .] Bueno, listos, vamos a hacer lo siguiente, vamos a mirar algunas de
53 | P | lasdefiniciones, que ustedes dieron de qué son par lineal, entonces, ¢quién quiere empezar con su
definicion?

54 | E1 | Quéalsumar los angulos del par lineal suman ciento ochenta grados.

5 | P | ¢Lasumadequé?

56 | E1 | Deloséngulos.

Como se puede observar en el fragmento E1 en [54], solo realiza un argumento formado por la
conclusion desprovista de garantia o respaldo, es decir un argumento [PCSa]. Continuando con la

conversacion durante la puesta en comin, se tiene el siguiente fragmento.

57 | P | [...] Miremos otra definicion [elige otro grupo].

58 | E5 | Losangulos par lineal tienen diferentes angulos a los que medimos.

59 | P | Loséangulos tienen diferentes angulos a los que medimos, ;a qué te refieres con eso?, ¢, Qué nos quieres decir
con eso?

60 | E5 | Tienen angulos de diferentes medidas.

61 | P | ¢Cudles diferentes medidas?, es decir que esto, ;tu lo puedes observar?, ;qué esta medida es diferente de

esta? [sefialando 2B 0 Cy£AOC] ;te dieron las medidas?
62 | E5 | Noprofe.

En este caso, E5 [58 y 60], ofrece una conclusion que se fundamenta en la medida de los angulos,
informacidn que no hace parte de los datos proporcionados inicialmente, es decir, un argumento
sustancial sin garantia o respaldo [PDSa]. Una de las caracteristicas que los estudiantes observaron

en los &ngulos par lineal fue un rayo comdn, en el siguiente momento de clase se analiza esto.

63 E6 Los angulos par lineal estan unidos y algunos de los que no son par lineal estan separados [leen la
estudiante].

64 | P Espera, bueno analicemos. Ellas tienen dos definiciones, analicemos la que teniamos antes. ¢ Ustedes estan
de acuerdo en lo siguiente? qué los angulos par lineal, parece que tienen diferente medida, mientras lo que
no son par lineal tienen la misma medida, ¢Estos parece que tienen la misma medida? [sefialando el
conjunto de ngulos no par lineal].

65 V No.

66 | P No, no cierto no podriamos decir nada de la medida exacta porgue no la tiene, entonces vemos que esa
definicién no nos sirve porque, primero no hay medidas para decir exactamente la medida es esa y en
segundo lugar parece ser que en la mayorfa de los & entonces esa no nos sirve, pero ellas tienen otra que es
la siguiente: los &ngulos par lineal estan unidos y los que no son par lineal estan separados. ¢Qué quieren
decir con que estan unidos?. Dime.

67 | E6 Estan unidos en un punto.

68 | P ¢Estan unidos en un punto?, miremos, miremos a ver si esa condicion es cierta, estos dos angulos son par
lineal estan unidos en un punto, estos angulos son par lineal estan unidos en un punto [sefialando los
angulos del conjunto de angulos par lineal].

69 E7 Si.

70 |P Estan unidos en ese punto, ya, parece que de pronto la
encontramos. Estos no son par lineal y no estan
unidos [sefialando la grafica 9], parece ser que hasta
el momento deberia ser la condicién. Estos no son par
lineal, ¢estan unidos por un punto?[sefiala grafica 10 ]




| Representacion grafica9  Representacion gréfica 10

Si.

71 | E3

72 |P O sea que ya no nos sirvio, ,como la podriamos arreglar para que nos siga sirviendo?

73 | E2 | Profe digamos que, esos son par lineales, porque
digamos la B,C y la O ahi forman un angulo la C
C,0y la A forman el otro, [sefiala los angulos par A
lineal de la gréfica 11], en cambio ahi ya no son par B .
lineal [sefialael £ SUR yel £ MUV gréfica 10]. Representacion réfica 11

74 | P . L . , - . .
Bien, E2 esta diciendo, que aqui se forma un angulo [sefiala el £ BOC] y aqui se forma el otro angulo
[sefialando a £ AOC(], pero entonces, ;estan unidos por un punto? O ¢como seria?

75 E7 Por un rayo.

7% | P ¢Por un qué?

77 E7 | Son par lineal porgue estan unidos por un rayo.

B | P _
¢Estos angulos estan unidos por un rayo?. Miremos Este seria el rayo [sefialando al O C], méas bien no
digamos unidos, digamos que comparten. ¢El £ BOC comparten rayo con £ AOC?

79 E No, ahsi.

80 |P ¢Y cudl seria ese rayo?

81 E8 |
ocC.

82 |P ¢En este hay algin rayo que se comparta?.

8 |E9 |Si

84 P (cual?

8 |E FyH.

86 |P Bien, En este se comparte algin rayo [sefiala la J
figura] c 4

Representacion gréfica 12

87 E No.

88 |P O sea que esto no es par lineal, dime [se dirige a un estudiante que quiere participar].

89 | E10 | Peroen este de ac, comparten un rayo. [sefiala la ) L
siguiente figura]. .

Representacign grafica13

90 |P . i — . N i
Ahi miren aqui tenemos otro problema, comparten O y estos no son par linea, [sefialando la figura a la
que se refiere E10] .

91 | E11 | Profeyallatambién mostrando la figura.

Representacion grafica 14

2 |P ¢Aqui se comparte rayo? [sefialando la figura anterior] .

Q3 |E No.

9 |P , , -
¢ Qué comparten estos dos angulos? [sefialando el £ SUR yel 2 MUV

95 | E10 | Vértice.

% |P El vértice, cierto, un punto. O sea que tenemos un problema L

con este [sefiala nuevamente la figura]
Es decir, ya tenemos una condicion, pero nos hace falta otra o
otras condiciones, para decir que sean par lineal, primero

tenemos una que comparte un angulo no que comparte un °

Representacion grafica 15




rayo. |

97 | E11 | Sefio, pero lo que no entendi, vea, esos dos angulos ¢no pueden tener la misma medida?, pero vea que, uno
mirando y no, yo agqui mirando y no tienen la misma medida.

8B |P No, parece que no tiene la misma medida.

99 | E11 | Perosi.

100 | P Espera termina, ¢ya?, [el estudiante aprueba con la cabeza)].

E6 realiza un argumento sustancial sin garantia o respaldo [PDSa] [63 y 67], ya que él no justifico el

paso de los datos su conclusion. E2 [73] realiza un argumento en el que la garantia no justifica el

paso de los datos a la conclusion [PDSi], mientras E7 [77] realiza un argumento sustancial con

garantia tedrica [PDSb], que aporta a la definicion de angulo par lineal que esta en construccion,

ante el argumento expuesto por E7 [77]. E10 [89] manifiesta no estar de acuerdo y lo garantiza ya

que hay &ngulos no par lineal que comparten un rayo, aqui el respaldo utilizado para este argumento

es la representacion grafica 13, es decir realiza un argumento sustancial con respaldo empirico
[PCSe] (ver esquema 22).

D C
Represemacion
afica de dngulos
-E;r]inca] y ni par El argumento de E7,
lineal y argumento 110 €5 COMecto.
G
|

de E7

Un caso de dngulos no

[ par lineal gue cumple ]
la condicion

|
R

[ Representacion grafic a]

Esquema 23. Argumento PCSe

Otra de las caracteristicas observada por los estudiantes en los angulos par lineal es que los otros dos

rayos (rayos opuestos) determinan una recta. En el siguiente fragmento de la puesta en comdn se

presentan argumentos realizados por los estudiantes en torno a este hecho.

101 | E10 | Quelos par lineal tienen una recta.

102 | P ¢ Cual recta?. Miremos.

103 | E2 | Profe alli también hay rectas [sefialando el conjunto de &ngulos no par lineal].

104 | P Espera analizamos.

105 | E2 | Yenlosdos hay rectas [refiriendose a los &ngulos de ambos conjuntos].

106 |V Si.

107 | E10 | [Niega con la cabeza] Porque rectas tienen infinito G
hacia los dos lados [sefiala los extremos de una C N\ /.ﬂ’

P\~
rectaABen la primera pareja par lineal yﬁ en A P |
el segundo par lineal], ¢Vea ac son infinitas?[Se | J—¥" “* “~
segundo par lineal]. ¢Vea aca son infinitas?[Se

refiere a la gréfica 15 intervencion 96] Representacion gréfica 16

108 | P Aja. Bueno ;Cudles serian?

109 | E2 | Veaacason infinitas [sefiala la figura 17]. r
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| Representacion gréfica 17

110 | E10 | Pero aqui arriba, no son par lineal, solo se comparte un segmento. [se refiere a la representacion
grafica 17].

111 | P Un punto, habiamos dicho.

112 | E10 | Mmm, el vértice [refiriendose a U].

113 | P Entonces tu dices que forman una recta, ;cual recta?

114 | E10

Esta [sefiala AB, se refiere al primer par lineal, representacion grafica 11, intervencion 73].

115 | P ¢Y esarecta que la forman?

116 | E10 | AOB.

117 | P AOB [sefiala los puntos] y estos.

118 | E10 | BOA.

119 | P Y BOA, pero si nosotros partimos esta recta por el punto O, ¢qué tendriamos ahi?
120 | E7 Dos rayos.

121 | P ¢ Y cOMO Son esos rayos?
122 | E7 Inician en un mismo punto.
123 | P

m, ¢hacia donde va?

124 | E10 | Haciaarriba.
125 | E2 En diagonal.

126 | P L _
Hacia arribay ¢ O B?
127 | E10 | Haciaabajo.
128 | P Hacia abajo, 0sea que estos rayos ¢como son?, uno hacia alla y el otro hacia alla.

129 | E3 Mayor.

130 | B2 De un lado para alla y el otro para alla [sefiala arriba y abajo].

131 | P No, ¢,cdmo son esos rayos?, los rayos que forman una recta, [despues de un rato] ¢,cdmo son esos rayos?
132 | E7 Opuestos.

133 | P Opuestos, cierto, entonces, ¢qué condicidn tenemos?, miremos a ver, ;aqui tenemos dos rayos opuestos?
[sefiala &ngulos par lineal].

134 |V Si.

135 | P ¢Aqui? [sefiala otros angulos par lineal].

136 |V Si.

137 | P ¢Aqui? estos no son par lineal, entonces no nos interesan, [sefialando dos de las parejas de angulos en el
conjunto de angulos no par lineal, pero hace enfasis en la otra pareja pues cumplia con la condicién
anterior de par lineal, tener un rayo comun)]. Este era el que cumplia la condicion, ¢aqui tenemos rayos
opuestos?

138 |V No.

139 | P

No porque miren eIO_jyﬁ hacia donde van, entonces no tenemos rayos opuestos. Dinos ¢como

serfan par lineal?

140 | E7 | Siloséangulos par lineal tenian la condicion de rayos opuestos y los que no son par lineal no.

141 | P ¢Cual fue la primera condicion que dimos?

142 | E4 Que se comparten.

143 | P ¢Qué comparten?

144 | E3 | Unmismo rayo.

145 | P Un rayo, entonces comparten un rayo. ¢ La segunda condicion a la que llegamos es?, ¢,cuél es la segunda
condicién?, la que acabamos de decir.

146 | E3 Que tienen rayos opuestos.

En el didlogo de [101] a [114], se presentan dos procesos de argumentacion. El mas fuerte es
realizado por E10 ya que construye argumentos correctos y en lo posible con una garantia tedrica,
quien concluye que si los angulos son par lineal se puede identificar una recta [101], es decir, es un
argumento [PDSa]. Ante esta afirmacion E2 manifiesta no estar de acuerdo porque en los dos

conjuntos de angulos tanto par lineal como no par lineal se pueden identificar rectas [103 y 105]. Es
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otro argumento de tipo [PCSa]. E10 reafirma su conjetura y alude implicitamente a la notacion de la
representacion gréafica de la recta (las flechas en los extremos de esta) y su significado [107], por lo
tanto este es un argumento sustancial con garantia tedrica [PDSb] (ver esquema 23). E2 sostiene que
no es cierto lo que planted E10, porque en algunos angulos no par lineal también es posible
identificar la recta (garantia) [103]; ademas recurre a una representacion grafica como respaldo de su
argumento [109]. Realiza por lo tanto un argumento sustancial con respaldo empirico [PDSe]. E10
para defender su postura, ante la observacion realizada por E2, produce otro argumento [PJSb]
[110], [112] (ver esquema 24), ya que realiza una conclusion y su garantia es teorica y se basa en lo
visto en clase para justificar que la figura de [109]; no representa angulos par lineal ya que no
comparten un rayo, solo su origen[112]. E3 en [144] y [146] concluye que los angulos par lineal
comparten un rayo Yy tienen dos rayos opuestos, es decir plantea un argumento sustancial sin

respaldo o garantia y alude a elementos conceptuales trabajados en clase [PDSa].

] C
Representacion ) D c
grafica de dngulos Conjetura Representacion
par lineal y no par _’—> sumitistrada por el grafica de dngulos
i tudiante. A ’ 1 ]
lingal estudiante par lineal y no par L 5UR ‘_\‘. MUV no
G lineal son par lineal
| G
CGiarantia Tedrica
propuesta por el
estudiante, que justifica S6lo comparten un
¢l paso de los datos a la vénice.
conclusion.
Esquema 24. Argumento PJSb Esquema 25. Argumento PJSb

El siguiente fragmento presenta la Gltima parte de la puesta en comin respecto a esta definicion.

147 | P Que los otros dos rayos son opuestos, cierto, A ver, escuchemos otra definicion que escribieron de par
lineal y fue el grupo que esta atrés, Rozo lee tu definicidn, lee fuerte.
148 | E11 | Son los que tienen sélo dos &ngulos y son cruzados.

149 | P ¢Ustedes han puesto atencion a lo que tenfamos aca? Leela, ¢qué quieren decir ustedes con que sean
cruzados?

150 | E11 | [Seacercaal tablero mientras la profesora le repite la pregunta y describe una X en el tablero].

151 | P ¢ Pero estos estan cruzados? [sefiala la primera pareja par lineal del tablero].

152 | E11 | Pueden ser que estan cruzados.

153 | P Ahi dice que ¢tienen cudntos?

154 | E12 | Que solo tiene, deben ser dos angulos.

155 | P ¢L.os angulos par lineal son sdlo dos angulos?
156 |V No.
157 | P Ella dice que son s6lo dos angulos, miremos ¢aqui cudntos angulos tenemos? [sefiala en el tablero].

158 | E12 | Dos.
159 | P ¢AQUI?
160 | E7 Dos.
161 | E5 Cuatro.

162 | P Dos y son par lineal, jAh!, si, atras dicen que tenemos cuatro, pero de los que tenemos aqui ¢ Cuales nos
estan diciendo que son par lineal?
163 | E5 Dos.

164 | P S6lo dos. Si nosotros miramos los de abajo [tapa la parte superior de la segunda pareja par lineal],
tendriamos otor par lineal [escribe en el tablero la Gltima condicion]




165 | E5 | Alla tienen dos angulos [refiriendose a las L
representaciones graficas de los angulos no par
lineal, especificamente a la tercera pareja de

angulos]. Representacic;\ gréfica 18
166 | P Es que para que sea par lineal ;qué condiciones debe cumplir.
167 | E5 | Ladeabajocomparte un rayoy tiene dos angulos.
168 | P Comparte un rayo y tiene dos angulos, pero ¢cual no cumple?, mira que son tres condiciones.

169 | E5 | Que losotros dos rayos no son opuestos.

170 | p Que los otros dos rayos no son opuestos.
171 | E Profe, sdlo se utilizan cuatro.
172 | p Dime.
173 | E Solo se utilizan 4.
174 | P ¢Cuatro qué?
175 | E Por ejemplo en la primera son cuatro y son cuatro, ¢no?, en la segunda solo se utilizan cuatro.
176 | P Espera.
177 | E [Se acerca al tablero sefialando las letras del primer par lineal] dice se utilizan cuatro y son cuatro, [luego
sefialande las letras del segundo par lineal] dice: se utilizan solo cuatro y son cinco.
178 | P jAhl las letras, eso depende de la manera G "
como nombremos los angulos, cierto, [...] E
Bajamos el tono de la voz. Sera ¢qué aqui?, ) |
aqui me hacen una pregunta ;qué por qué o
solamente dos angulos, aqui tienen en cuenta? | Representacion grafica 19 .
[sefialando la figura] . QSera que hay més angulos par lineal en este grupo de
angulos?
179 | E Si hay mas angulos pero no son par lineal.
180 | P ¢Sera gque no hay mas angulos par lineal? [refiriendose a la figura anterior].
181 | E Si
182 | P ¢Cudles?, pasa y sefialalos.
183 | B 2JFGy< JF1

184 | P ¢Hay més par lineal, ahi?
185 | E7 | No,ahsi,al reves.

186 | P Pasa y sefiala si ves otro par lineal.

187 | E7 .

Puesyodigoque, £ HFly 2 GF)

188 | P Muetrales a todos [y le pide que nuvamente los sefiale] y entonces di que parejas de angulos par son
lineal.

189 | E7 ~ . . ,
¢HFlcon£JF1y £HFG con £ GF] [los sefiala]. Son dos angulos que tienen un rayo comin y
otros dos opuestos.

190 | P Bueno como ya tocaron, dejamos ahi para la proxima clase.

E11 [148] plantea un argumento sustancial sin garantia o respaldo [PDSa]; A pesar de habérsele
cuestionado, no presenta garantia para su argumento. E12 también plantea un argumento como el
anterior [PDSa] [154] cuando manifiesta que al hablar de angulos par lineal se hace referencia a dos
angulos. E5 realiza un argumento sustancial con garantia empirica [PDSd] [165], en el cual
manifiesta que en las representaciones graficas de los angulos no par lineal. También se hace
referencia a dos angulos, pero la profesora lo cuestiona ya que se estan hablando de angulos par
lineal y en este fragmento emerge un argumento de E5 en el cual concluye que la figura [165] no es
un par lineal y como garantia expone que cumple solo dos de las tres condiciones para ser un par
lineal [167] y [169]. Este es un argumento sustancial con garantia tedrica [PJSb]. El Gltimo

argumento que se presenta en esta seccion corresponde al realizado por E7, en el cual manifiesta que
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en la figura [178], se pueden identificar mas angulos par lineal [183, 187 y 189]. Para este
argumento presenta un respaldo tedrico basado en la D. Par lineal [189], por lo tanto es un
argumento [PJAa]. A partir de este didlogo se construye el primer elemento del sistema tedrico local

“Dos dngulos son par lineal si comparten un rayo y los otros dos rayos determinan una recta”

T2. P2, HECHO GEOMETRICO PAR LINEAL

La profesora presenta el problema a los estudiantes, quienes se organizan en los mismos grupos de la
clase anterior para su desarrollo. En el momento de trabajo grupal, los estudiantes contaban con
angulos elaborados en foamy. Entre ellos debian determinar parejas de angulos par lineal, para
completar con ellos una tabla y realizar la conjetura que respondia a la pregunta ¢observa alguna
propiedad comun para todas las parejas?. Los primeros argumentos creados en torno a la actividad
estaban relacionados con la pregunta de si los arreglos de angulos eran par lineal. Los datos
correspondian a los angulos en foamy y sus medidas. Los argumentos generados en el trabajo de los

grupos fueron los siguientes:
Grupo 1

El siguiente grupo de trabajo empieza a realizar diferentes arreglos de dos angulos y a mirar si

cumplen o no las condiciones de un par lineal.

49 | P | Yolesvoyaentregar una bolsita con angulos y ustedes deben formar dngulos par lineal y aqui en este lugar
van a escribir las medidas de los angulos que son par lineal, del primero y el segundo, y responder la
pregunta, ¢observa alguna propiedad comun para todas las parejas?, escriban, aqui escriben que propiedad
com(n observan.

50 | P | [...]¢Estos son par lineal?

51 | E1 | Si, porque, comparten un mismo rayo, forman
una recta y tiene dos angulos opuestos. [hace
referencia a la recta que forman los rayos
opuestos en los angulos]. — A lustracion 1

52 | P | Rayosopuestos. Listo entonces, anoten las medidas y busquen més ngulos par lineal. [va a otro grupol.
53 | E2 | ¢Qué nlmeros son estos?

El manifiesta que la pareja de angulos seleccionada si es par lineal y como respaldo utiliza las
condiciones de la D. par lineal [51]. En este argumento analitico con la garantia implicita [GJAa],
se observa que la conclusion es justificada a partir de un elemento del sistema tedrico local

construido en clase (ver esquema 25).
Grupo 2

Este grupo muestra su arreglo de angulos a la profesora y explica porque consideran que esa pareja
de &ngulos si es un par lineal.

54 | P | [Cambia de grupo]. Bueno, ¢esos angulos son par lineal?
55 | E2 | Si, porque comparten un rayoy la linea recta.
5 | P | YaCuantos tienen?
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| 57 | E | Sondos. |

E2 realiza un argumento analitico con garantia implicita [GJAa] [55], que en cuanto a los datos y a
la conclusion es similar al anterior, al igual utiliza la D. par lineal como garantia (ver esquema 26).

D C D C
b ] "—> [ Conclusidn :::lr’;,ganu]ig:dos par el Los dos dngulos son
atos : —'—) :
estudiante. par lineal
R
| R
|
Respaldo tedrico basado en Df. éngulo par lineal : Dos
el sistema tedrico local dngulos gue comparten un
rayo v los otros dos rayos
s0n opuesios

Esquema 26. Argumento GJAa Esquema 27. Argumento GJAa

Grupo 3

El grupo ya ha encontrado y organizado las diferentes parejas de angulos par lineal y presentan a la

profesora su conclusion frente a la propiedad comun que encontraron en estas.

63 | E | Profe.

64 | P Listo, bueno, ¢ya los anotaron atras?

65 | E | Noporque slo habia uno nuevo.

66 | P | Ah, solo con respecto al anterior pero ya los tienes

aca.

llustracion 2

67 | E | Siyatenemos casi todos, pero no se podian mas.

68 | P | Bueno listo, entonces, aca tienen las medidas. ;Cual fue la conclusion que ustedes sacaron?
69 | E1 | Que todossumados, suman ciento ochenta.

70 | P | ¢Quétodos sumados qué?

71 | E1 | Que dosangulos sumados, suman ciento ochenta.

72 | P | ;Quéde losdosangulos?

73 | E1 | Lasumade la medida de los dos &ngulos es ciento ochenta.

En esta intervencion la profesora tiene como meta que los estudiantes utilicen los conceptos y
enunciados matematicos de manera correcta, lo que permiten favorecer la construccion de
argumentos posteriormente. Teniendo en cuenta lo anterior, E1 construye dos argumentos [GCSa]
[69 y 73], es decir, sustanciales sin garantia o respaldo. En los dos argumentos expresa lo mismo

pero en el segundo la idea es mas clara y el uso del lenguaje mejoro en relacion con el primero.
Grupo 5

Los estudiantes de este grupo se centran en las medidas de los angulos para luego establecer una

relacion entre estas.

94 | P | Yalamayoria han ubicado angulos par lineal y tienen las medidas de esos angulos. En el cuadro, quiero
que revisen esas medidas y miren si se puede establecer una relacién entre ese par de medidas. ;Han
encontrado alguna relacion entre esas medidas?

95 | E1 | Siperonosecomo explicarlo.

9% | P | ¢Quéhanencontrado?

97 | E1 | Porgue veaprofe.
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98 | E2 | Escriba ahi ciento cincoy setentay cinco.

99 | E1 | Profe, ac, este de ochentay este de cien.

100 | E3 | Veaeste de setenta y cinco.

101 | P | Espératey ya, déjalo hablar.

102 | E1 | Cogimos uno de cincuenta y yo dije con uno de cien, no no, entonces yo dije basquenme uno de
cuarenta y uno de ciento cuarenta. Pues yo pensaba que darian como lo mismo [refiriendose a la
suma de las medidas de los angulos], y pues digamos ahi uno que digamos son méas anchos y otros
son mas angostos entonces ahi quedaria el par lineal.

103 | P | Buenoy como se llama un angulo, que tu dices, este es mas cerradito y este es como mas abierto, cuando
vimos definicion de angulos ;recuerdas como se llamaban? [...] Tarea recordarlo, pero miremos aqui, que
dicen de estos angulos, que relacion pueden establecer entre las medidas, ¢puedes establecer una relacion?

104 | E1 | Siperono se como decirlo.

Durante esta conversacion el E1 realiza un argumento, en el cual utiliza un lenguaje poco claro. El

estudiante provee una conclusion, son par lineal si uno es méas angosto (agudo) y otro méas ancho

(obtuso). También realiza una garantia basada en un ejemplo (el par lineal formado por un angulo de

cuarenta y uno de ciento cuarenta) Segun el estudiante este ejemplo sirve pues al sumar las medidas

de los dos angulos el resultado siempre es lo mismo. Se observa en el argumento que la garantia es

empirica y no justifica el paso de los datos a la conclusion por tanto es un [GCSi]. (ver esquema 27).

Grupo 5

D C

Angulos dados y sus Los angulos dan lo
: mismo.

medidas

Definicion de par

lineal

G
|

Suma de las
medidas de los
ingulos

Esquema 28. Argumento GCSd

Este grupo presenta una propiedad la propiedad comdn que observaron en cada una de las parejas de

angulos par lineal.

106

El

Comparando los de nosotros siempre hay un angulo que es mayor a cien'y el otro es menor de cien,
Siempre es un angulo que es menor

107

P

Encontraron que uno es mayor de cien y el otro menor de cien.

108

El

Si.

109

E2

Para poder ser un par lineal

110

P

¢Seré esa la condicion?, ;qué mas observan ahi?

111

E2

Profe, profe mire, se puede repetir el nimero si?, ¢si 0 no se puede repetir?

112

P

No.

113

El

Si, son diferentes los angulos.

El primer argumento presentado por E1 en [106] es de tipo [GCSa] ya que presenta solo la

conjetura desprovista de garantia o respaldo. en el caso del segundo argumento construido por E1 en
[113] también es un argumento sustancial [GCSa].

Para la puesta en comun, estudiantes de los diferentes grupos pasaron a escribir los siguientes datos,

en una tabla en el tablero, una vez completaron la tabla se selecciond uno de los estudiantes, quien
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escribio la conclusion. (En la tercera pareja de datos se observa un error, el cual sera abordado

posteriormente).

Angulo 1 100 | 140 | 130 | 130 | 120 | 105

Angulo 2 80 40 50 15 60 75

En los argumentos se puede observar que la conjetura dada por los estudiantes fue siempre la misma
desde el inicio de la puesta en comin lo que selo que se hizo fue escribirla cada vez mejor mediante
un lenguaje claro y completo, para obtener el HG. Par lineal.

116 | P | [Dirigiéndose a todo el grupo] VVamos a mirar qué descubrieron, qué encontraron. Para empezar, vamos a
completar esta tabla que ustedes tienen en su cuaderno, entonces, como todos los grupos tienen sus tablas,
pues, pueden pasar, cada uno por lo menos a escribir una pareja.

117 | E | Pasandiferentes estudiantes a escribir una pareja de &ngulos par lineal para completar la tabla.

118 | P | Fijense que no estén repetidos.

119 | E1 | Profeyo quiero hacer, ese que quedo mal.

120 | P | Ahora miramos [...] Bien ya tenemos todos los éngulos. Habia una parte que decia leamoslo
exactamente. [toma las hojas y lee] Observas alguna propiedad comUin para todas las parejas, escribalo.
121 | E2 | Todos los &ngulos dan ciento ochenta.

122 | P | ¢Como asi que todos los angulos dan ciento ochenta?

123 | E2 | Porgue, ciento cinco con este da ciento ochenta y el que est4 aca sumado con este tambien.

124 | P | Ustedes dicen que.

125 | E3 | Profe que la sumatoria de los &ngulos dan ciento ochenta es que los dos forman &ngulos llanos y
€s0s miden 180.

126 | P | ¢Deloséngulos?

127 | E3 | De losgrados de los angulos.

128 | P | Esperen ¢qué es lo que estamos sumando de los &ngulos?.

129 | E4 | Lasmedidas.

130 | P | Lasmedidas, entonces ;cOmo nos quedaria esa conclusion?

131 | E5 | Que todas las medidas sumadas da ciento ochenta.

132 | P | ¢Las medidas de qué?

133 | E5 | Deloséangulos.

134 | P | Aver,dilobienycompleto

135 | E5 | Profe que la suma de las medidas de los &ngulos dan ciento ochenta

136 | P | ¢Decudleséangulos?

137 | E2 | Delos par lineales-

138 | P | ¢Quién lo escribe aqui en el tablero? [Varios levantan la mano, la profesora elige uno]

139 | E6 | [Elestudiante pasa a escribir en el tablero].

140 | P | Vayan pensando si tienen algo que mejorar a la definicion que el va a escribir.

141 | E6

Escribe:La medida de todos los % [angulos] par lineal al sumarse da ciento ochenta.

142 | P | Listo, ¢ustedes que opinan de la definicion de E6? él escribe, “La medida de todos los angulos par lineal al
sumarse dan ciento ochenta grados”. ;Qué le faltaria, que le arreglarian?

143 | E7 | Lamedida.

144 | P | Lamedidaentonces pase Y escribalo. Gracias.

145 | E7 | [Pasay lo escribe nuevamente].

“Al sumar las dos medidas de los dngulos par lineal es de ciento ochenta”.

146 | P | Listo, miremos la definicion [se lee la definicidn], ¢ de acuerdo o no de acuerdo?

147 | E6 | No.

148 | P | ¢porqué?

149 | E6 | Porque depende. Si, pero no, esta mal redactado, o sea.

150 | P | ¢Quéquedd mal redactado?

151 | E6 | Quedigamos, es de ciento ochenta grados no. Si no que el resultado es de ciento ochenta.

152 | P | Buenosi, entonces, arreglémoslo.

153 | E7 | [Arregla la definicion]. “Al sumar las dos medidas de los &ngulos par lineal el resultado es de ciento
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ochenta”

154 | P | Todos deben tener la definicion escrita en la hoja [. . .] ; Alguien mas tiene otra conclusion al respecto?
155 | E1 | Quelaque hizo E4 esta mal.

156 | P | Ahimirenaqui hay una observacion y la habian hecho desde antes y la habiamos olvidado, una de las que
pasaron a escribir dicen que esta mal ¢ por qué esta mal?

157 | E1 | Porgue al sumar la medida de los angulos no da ciento ochenta.

158 | P | AverE1l ;Qué podrias corregir para que cumpliera la condicion?

159 | E1 | Cientocincuentay treinta.

160 | P | Peroyaloteniamos, ;cual nos falta?

161 | E | Cientoquincey sesentay cinco.

162 | P | Bien, ahi esta dejamos para la proxima clase.

E2 inicialmente presenta una conclusion [121] sin aludir a un respaldo o garantia, es decir un
argumento [PCSa]. Luego de ser cuestionado por la profesora para justificar el paso de los datos a
esta, sefiala dos medidas de angulos par lineal escritos en la tabla [123]; por tanto, este es un
argumento sustancial con garantia empirica [PCSd]. E3 realiza un argumento [PJACc] en el cual la
conclusion “la sumatoria de los angulos da ciento ochenta” tiene una garantia “forman angulos
llanos” y alude a la definicion de angulos llano como respaldo [125], el argumento construido por
E5 en [135] es nuevamente un argumento [PCSa] vy la conjetura final escrita por E7 en [153], es un
argumento incompleto sin garantia o respaldo [PJSa], pues en este momento se le dio mayor

importancia a la construccion de la conjetura y no a su justificacion.

Finalmente se tiene el argumento de E1, quien detect6 un error en uno de los datos de la tabla [119],
realiza una conclusion [155] y presenta una garantia tedrica (HG. Par lineal) para justificarla [157],

es decir presenta un argumento sustancial con respaldo tedrico [PJSb].

T2.P3. (DEMOSTRACION DEL HG. PAR LINEAL RECTO)

Este corresponde al tercer problema de la tarea 2 en el cual se introduce al estudiante en la AD, para
ello se utiliza para ello la tabla a tres columnas (¢,qué s€?, ;qué uso? y ¢qué concluyo?). Inicialmente

la profesora explica lee y explica la actividad y luego los estudiantes trabajan en grupo.

Mediante el trabajo de los grupos los estudiantes debian responder a la pregunta: si se tiene un
angulo recto, ¢queé se puede afirmar del angulo que conforma par lineal?. Luego, los argumentos

planteados durante la conversacion tienen como datos dos angulos par lineal y uno de ellos es recto.
Grupo 1

En el trabajo realizado por este grupo, ellos parten de los datos dados para determinar su conclusion

y defenderla mediante la representacion gréafica de un par lineal.

1 | P | Vamos a continuar con el Gltimo ejercicio que tenian aca [revisa y lee la guia]. Si tiene un angulo recto
¢qué se puede afirmar del que conforma el par lineal?. Justifica tu respuesta. Entonces, van a empezar a
trabajar en esa pregunta, deben escribir lo que piensan, decir por qué, explicar por qué, entonces, empiecen.
[se acerca a un grupo] ¢ Qué tienen?

2 | E2 | Siesangulo recto es de noventa grados, el otro dngulo también debe ser de noventa grados.




3 | P | ¢Porqué debe ser de noventa grados?
4 | E2 | Porgue digamos, si es menor no seria par lineal.
5 | P | ¢Porque?
6 | E2 | Porque, digamos este es el recto..., digamos si es
asi no quedaria par lineal [realiza la| ~
representacion gréafica en la hojal. L _
Representacion gréfica 20

7 | P | Tudices que si este es el de noventa [sefialando el angulo que tiene la marca] y este es menor [sefialando el
otro] no que da par lineal y ¢si es mayor?, piénsenlo y ahora paso [se dirige a otro grupo]

En este didlogo, E2 realiza dos argumentos para responder a la pregunta planteada [1], en el primero
en [2] (parte subrayada), sélo se evidencian los datos (un angulo recto) y la conclusion realizada por
E2 “es de noventa grados”, un argumento sustancial sin garantia o respaldo [GCSa],
inmediatamente este pasa a ser parte de los datos del segundo argumento, en el cual se evidencia una
conclusion [2] (parte no subrayada), una garantia [4] que alude a la D. par lineal, es un [GJSb] E2 al
ser cuestionado nuevamente agrega a su argumento un respaldo empirico basado en la
representacion gréfica de la estudiante [6], es decir realiza un argumento sustancial con respaldo

empirico [GCSe] (ver esquema 28).
Grupo 2

En el trabajo del siguiente grupo se observo que ellos aludian a datos que no hacian parte de los

dados en el problema inicialmente, sin dar explicacion de como llegaron a estos.

8 | E1 | Profe.
9 | E2 | Mireaversiesta bien.

10 | P | Bueno qué pueden decir del otro angulo?
11 | E1 | ¢(Decual?, ideeste?

o e r o

llustracién 3

12 | E2 | Pues que, el &ngulo par lineal, eh... , si en este lado mide noventa grados, en la otra parte del angulo,
tiene que también medir noventa grados, porque los par lineales siempre terminan en ciento ochenta
grados.

13 | P | ¢{Coémoasi los par lineal siempre terminan en ciento ochenta grados?

14 | E2 | Queal sumarlos siempre.

15 | P | ¢Alsumarqué?

16 | E2 | Losangulos, la medida total es ciento ochenta grados.

E2 realiza un argumento [12] en el que usa informacion que no se explicita en los datos, (noventa
grados), para validar su conclusion el estudiante alude a la D. par lineal y al HG. par lineal, no
define exactamente que elemento usa en el respaldo, en este argumento no se evidencia la garantia,

por lo tanto este es un argumento sustancial con respaldo tedrico [GJSc] (ver esquema 29).
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Grupo 3

0] C D C

Datos ] [ Conclusién Datos ] [ Conclusion
T I
| |
Puede o no puede Puede o no puede
haber (?amm[a haber Garantia
|
R R
| |
[ Empiﬂ'co] [ Tedrico ]
Esquema 29. Argumento GCSe Esquema 30. Argumento GJSc

Este grupo se basa en el HG. Par lineal para dar respuesta a la pregunta planteada inicialmente, En

él siguiente fragmento se observan los argumentos en torno a esta tarea.

17 | P | Listo, [se dirige a otro grupo]. ;Qué tienen ustedes?

18 | E1 | Es recto, la medida de los angulos par lineal siempre tienen que dar ciento ochenta grados, una de la
reglas, tienen un rayo en comdn.

19 | P | Si, los &ngulos par lineal tienen un rayo en comdn, ;Qué mas?, ;pero que pueden decir del otro angulo?, si
un &ngulo es de noventa ¢ Que pueden decir del otro?

20 | E2 | Pues, se puede decir que el otro &ngulo también es de noventa, porque al sumarlos debe dar ciento
ochenta.

21 | P | (Al sumar qué?

22 | E2 | Noventa mas noventa da ciento ochenta, las medidas de los dos &ngulos par lineal, tiene que dar
ciento ochenta.

El primer argumento que se observa es E1 quien plantea su conclusion y ofrece un respaldo basado

en el HG Par lineal [18]. Es decir es, un argumento analitico con garantia implicita [GJAa]. E2

realiza un argumento donde, a diferencia del grupo anterior, en la conclusion hay Unicamente

informacidn explicita en los datos [19]; es decir, es otro argumento analitico con garantia implicita

[GJA4], pero al ser cuestionado por la profesora [21], agrega al esquema la garantia y define

correctamente el respaldo, es decir, plantean un argumento analitico en el cual se evidencia garantia

y respaldo [GJAC] (ver esquema 30).

Grupo 4

C
D

£ACB y £BCD son El otro éngulo también
par lineal. es de 90
mLACB =90 G

[90 mis 90 da lED]
|
R
|

de los dos Angulos par

Hg. Par lineal: las medidas
[ lineal, tiene que dar 18(.

Esquema 31. Argumento GJAc

El argumento que se observa en el siguiente fragmento del trabajo de este grupo, también se

fundamento en el HG. Par lineal elemento del sistema tedrico local en construccién.
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23 | P | [...]/Quétienen?

24 | E1 | Cuando se suman los dos angulos par lineal siempre da ciento ochenta. Cuando un angulo tiene
noventa grados el otro también tiene que tener noventa grados por que al sumar debe dar ciento
ochenta.

25 | P | Bien,listo.

En este grupo E1 plantea dos argumentos [24]. En el primero (parte subrayada), los datos que posee
son dos &ngulos par lineal, de lo que concluye que el resultado de la suma de la medidas de los
angulos es ciento ochenta, un argumento sustancial sin garantia o respaldo [GJSa], respecto al
segundo argumento el estudiante cambia los datos iniciales, en lugar de un angulo recto trabaja con
uno de noventa grados [24] para plantear la conclusion, él presenta una garantia que hace referencia

al HG. Par lineal, es decir un argumento analitico con garantia implicita [GJAa].

Puesta en comun

En la puesta en comin se da un cambio en la notacion y el uso de simbolos en la escritura
matematica, ya que en este momento se enfatiz en la manera correcta de escribir mateméticamente.
El siguiente argumento se presenta durante la puesta en comun, cuando la profesora trata de recordar

el nombre del hecho geométrico (HG. par lineal) que los estudiantes utilizan para comprobar la

conjetura.

40 | P En clases anteriores. ¢de donde sacan esto? Al sumar las medidas de dos angulos el resultado es ciento
ochenta. Ustedes coinciden y a muchos grupos yo les pregunté y todos apuntaban a lo mismo. Ah porque
el otro debe ser recto, deben medir noventa porgue son par lineal y si son par lineal se cumple que al sumar
la medida de sus angulos el resultado es ciento ochenta, pero ¢por qué dicen esos? ¢algo nos garantiza que
eso seaasi?

41 | E1 El resultado

42 | P Pero tendriamos que medirlos y no estamos midiendo

43 | E4 | Porque tienen dos rayos opuestos y si se quita el 8
otro rayo mide ciento ochenta. [sefialando la | . d D
grafic en el tablero] S

Representacion grafica 21

La garantia utilizada por E4 [43] para explicar el HG par lineal es la representacion grafica, la D.
Par lineal y su experiencia, es decir es una garantia empirica. Luego este es un argumento sustancial
con respaldo empirico [PCsd]. Los argumentos que se analizan a continuacion se presentaron

durante la demostracion del HG. Par lineal recto.

58 P Ustedes dicen el otro debe que ser recto y aqui ahi una explicacion [sefiala, lo que no esta subrayado en
el tablero], de porque debe ser recto. [...]. Para hacer la demostracion, vamos a usar un cuadro de tres
columnas. En la primera ¢de qué vamos a partir?, de qué se. En la segunda ¢qué uso? y en la tercera
¢qué concluyo?. Qué se, es lo que hemos aprendido hasta el momento, qué uso son la herramientas que
nos permiten llegar a donde queremos llegar, en este caso de lo que nos dan, ¢qué sabemos?

59 El Que son par lineal y uno es recto.

60 P Ah bueno hay dos cosas, que son par lineal y B
que uno es recto. Voy a hacer una
representacion grafica de la situacion pues
para que sea mas facil. Entonces hasta el | A D
momento sabemos que tenemos dos angulos C
par lineal, a estos démosle nombre, digamos | Representacion gréfica 22
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que sea A, B, Cy Dy sabemos que un angulo | Entonces, que se sabemos dos cosas, primero, que dos
es recto, ;cierto?[ realiza la figura]. angulos son par lineal, ¢ cudles angulos son par lineal?

61 | E9 .
2ACB Yy £BCD son par lineal

62 | P . . .
ZACB Yy £BCD son par lineal [lo escribe en el tablero], bueno, ¢de eso puedo concluir algo?

63 E5 | Que tienen que sumar ciento ochenta las dos medidas, por el par lineal.

64 P Ah que las dos medidas de los angulos deben sumar ciento ochenta grados, o sea que si yo se esto
[sefiala lo escrito en la primera columna] puedo concluir que las medidas de los dos angulos suma ciento
ochenta [lo empieza a escribir en el tablero] ¢ la medida de qué?

65 De los dos angulos.

66 Pero escribdmoslo matematicamente ¢como nos quedaria?

67 E8 La medida de noventa por noventa.

68 P No, volvamos al inicio habian dicho que si los angulos son par lineal la suma de la medida de los
angulos da ciento ochenta grados y yo les digo ¢,cémo lo escribimos matematicamente?

o<

69 ES Medida del ZACB y la medida £BCD.
70 P &y?
71 E9 La sumatoria.
72 P Bueno la sumatoria, ¢ pero cdmo podemos expresar?
73 E9 Més.
74 P ¢ Qué mas?
75 E
El £BCD
76 P ¢Mas el angulo?
77 E9 . . . .
Medida del ZACB Mas la medida £BCD, es igual a ciento ochenta
78 P Bien, entonces la medida de los dos &ngulos da ciento ochenta grados, ¢qué nos garantiza que esa

medida da ciento ochenta grados?

79 E6 El transportador profe.

80 P No el transportador, Nosotros ante trabajamos en algo ¢En qué fue?

81 E4 Por que si se quita el rayo que no es contrario los dos rayos contrarios suman ciento ochenta
grados. [sefialando la gréfica en el tablero (ver representacion gragica 22)]

82 P Bueno eso serfa una representacion grafica, ¢pero qué nos garantiza esto?, nosotros hicimos un trabajo
previo, que nos decia esto, si tengo dos angulos que son par lineal la suma de sus medidas da ciento
ochenta ¢cierto?, pero ;qué nos garantiza eso?

83 E8 Que comparten el mismo rayo.

84 P Pero eso no lo dan cuando dice que son par lineal, aqui nos dan una herramienta grafica, pero nosotros
también trabajamos otra cuando trabajaron con los angulos.

85 El Eso angulos suman ciento ochenta, son par lineal y como la suma de los par lineal es ciento

ochenta. [se refiere alasm£ABCym£BCD]

86 P Que la suma de las dos medidas es ciento ochenta, ¢eso como se llama?, miren que nosotros ya lo
manejamos, Ya lo trabajamos pero a eso debemos darle un nombre y creo que ya le habiamos dado un
nombre y deciamos que ese era el HG ¢qué?

87 E5 Par lineal.

88 P Bueno el hecho geométrico del par lineal. Bien, ¢qué se? que los dos &ngulos son par lineal, ¢qué uso? el
HG. par lineal y ¢qué nos permite concluir ese HG par lineal? Que la suma de la medida de los dos
angulos da ciento ochenta. |[...]

El primer argumento que se observa durante la puesta en comuin es el realizado por E9, quien parte
de unos datos [61]. y A partir de ellos obtiene una conclusion [77]. Pero a pesar de que la profesora
cuestiona sobre lo que le permite dar esta conclusion, él no presenta garantia alguna, por tanto este es
un argumento sustancial sin garantia o respaldo [PCSa]. E5 plantea un argumento sustancial con

garantia empirica [PCSb] [63], ya que manifiesta que la suma de las medidas de los angulos debe
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ser 180 y como garantia alude a angulos par lineal pero no dice exactamente qué elemento tedrico le

permite pasar de los datos a la conclusion. E4 asume como conclusion que los angulos suman ciento

ochenta, expone una garantia empirica [81] y presenta un respaldo gréfico (representacion gréfica

22) para ello, es decir un argumento sustancial con respaldo empirico [PCSe], E1 realiza un

argumento analitico [PJAC] ya que presenta como conclusion: m£ABC 'y m«BCD suman ciento

ochenta, una garantia son par lineal y un respaldo alude al HG. Par lineal [85].

88 P | [...] Aparte de esto ;qué mas s€?
89 El L .
Queé un angulo es recto [Refiriendose a ZACB].
90 P | Queunangulo es recto, en este caso ¢cual es el angulo recto?
91 E6 .
El £ACB [indicando que es recto]

92 P . . )
Entonces eso es lo que se, eso lo vamos a colocar aqui, el ZACB es recto y si el ZACB es recto ;qué
puedo concluir?

93 E4 | Que el BCD también por que se aplica lo de ciento ochenta.

94 P . ) , o
No, porque mira que a eso es a lo que vamos a llegar al final, entonces, ¢qué puedo concluir? Si el ZACB
€s recto ¢qué sabemos de un angulo cuando es recto?

95 E6 | Que cuando un angulo es recto mide exactamente noventa grados.

96 P | Ah, entonces podemos decir que este angulo mide noventa grados, dilo.

97 El .

La medida del ZACB es de noventa grados.

98 Bien, y ¢qué nos permite decir que si este angulo es recto su medida es noventa?

99 E4 | Por ladefinicion de los angulos.

100 | P | ¢Eneste caso qué definicion?

101 | E1 | Definicién de angulo recto.

102 | E4 | Sepuede definir que el otro angulo es recto porque se le quita los noventa a ciento ochenta.

103 | P | Estamos muy cerca, pero antes de llegar a ese punto, aqui [sefiala la columna de que se] que me sirva para
tener esos noventa grados y para poder tener la operacion que tu dices que quitar noventa grados, entonces,
{Qué se?

104 | E6 | La definicion del otro angulo, eh... coinciden la propiedades del Angulo de noventa grados y por lo
tanto ese también es de noventa grados, eh... y por otro lado los dos tienen que llegar a la suma de
gue los dos dan ciento ochenta grados.

105 | P | Pero miraque tu estas dando esta parte final, yo les estoy diciendo ¢ahora que més se? aparte de esto que
tengo aca ¢ qué méas se? [sefiala la primera columna de la tabla].

106 | E4 | Que tiene que dar ciento ochenta.

107 | P | Listo, dilo matematicamente, ;qué tiene que dar ciento ochenta?

108 | E4 | Losgrados.

109 | P | ¢Losgrados?

110 | E4 | Lamedidadel &ngulo.

111 | P | ¢Deunéangulo o como seria?

112 | E4 | De lasumade los &ngulos.

113 | P | Lamedida, organizalo ydilo.

114 | E6 | Lasuma de las medidas de los angulos tiene que dar ciento ochenta.

115 | P | Esalgo que ya sé, entonces voy a escribirlo aca en lo que se, 0 sea ya se esto ya lo se, entonces, la medida
del £ACB mas la medida £BCD es igual a ciento ochenta [lo escribe en el tablero], ahora slo sé eso 0 sé
algo mas.

116 | E7 .

Que se podrian restar con los noventa grados del ZACB.
117 | P | Pero, eso seria la operacion que tendrias que hacer, pero, ;qué méas se? aparte de lo que tenemos aqui.
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118 | E6 . 9 i
Para poder comprobar que el otro &ngulo también es de noventa grados [se refiere a £BCD], a

ciento ochenta se le resta la medida del ZACB que es noventa grados.

119 | P | Si, es lo mismo que esta diciendo E4, pero para poder hacer la operacion, miren que yo no puedo decir,
jah! es que esto es asi ponerlo aqui sin tener algo que nos garantice esa operacion, por eso tengo que tener
algo que me permite utilizando lo que se concluir lo que ustedes estan diciendo, que es que al restar
noventa, que ahorita lo vamos a organizar bien y lo vamos a decir mateméaticamente nos va a llevar a que
el otro angulo es de noventa. Ya tenemos que sabemos esto [sefiala la columna del qué se? ¢con sdlo esto
yo puedo hacer la recta que esta planteando E4? o ¢ falta algo?

120 | E4 | Lamedida.

121 | P | (Lamedidade qué?

122 | E7 | Las medidas de los angulos, del segundo angulo.

123 | P | ¢Delsegundo angulo?, ;conocemos algo mas de las medidas de los angulos?

124 | E2 | Queson par lineal.

125 | P | Peroyalotenemos aca.

126 | E1

Que el ZACB es recto.

127 | P | Esoya lo tenemos aqui, ;qué mas sabemos de ese angulo?

128 | E7 . . —
Yo te digo, que al quitar el CB, £ZACD es de I
ciento ochenta A P

C
Representacion grafica 23

129 | P —
Si, que es lo que decia E4 graficamente, que si Yo quito este rayo [sefiala el C B] me queda un angulo de

ciento ochenta, pero mire que no estamos en este momento trabajando con medidas de angulos de ciento
ochenta, pero de lo que ya teniamos ;qué mas se?, miren la tabla que teniamos. [Se acabo el video]

E1 durante la puesta en comin construye un argumento analitico con garantia implicita [PJA&] (ver
esquemas 31 y 32), ya que se parte de unos datos [89], se plantea una conclusion [97] y presenta un
respaldo tedrico, en cual se basa en el sistema local en construccion [101]. Otro argumento lo realiza

E4 en[102], €l presenta una conclusion y una garantia tedrica, es decir un argumento [PCSb].

D C D

C
Datos ] —1—> [ Conclusién £ACH es recto ] | mLACB =90
R

| R

Tedrico y explicita |
la conclusitén [ Df. de dngulo rccm.]

Esquema 32. Argumento PJAa Esquema 33. Argumento PJAa
E6 en ese momento de la justificacion ya ha ido enriqueciendo los datos con diferentes elementos
tedricos, como el hecho de que los £LACB y £BCD son par lineal, ZACB es recto y mide noventa
grados [91] y [95] y que la suma de las medidas de los angulos tiene que dar ciento ochenta [114]. A

partir de ello concluye que B C D mide noventa [118] y para justificar su conclusion presenta una

garantia tedrica y un respaldo tedrico [118], es decir un argumento analitico en el que se evidencia

garantia y respaldo [PJAC] (ver esquema 33).
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D C

LACE y £BCD son par

lineal. El otro dngulo ambién
£ACB es recto y mide 90 s de 90

£ACB + £BCD =180

G
|

[180 -mLACE =B‘D]

R
|
[mz_Acs = 90]

Esquema 34. Argumento PJAc

T.3. DE CIRCUNFERENCIA
Esta tarea esta formada por tres problemas mediante los que se pretende que los estudiantes
construyan otros elementos del sistema tedrico local, D. Circunferencia’, D. Mediatriz de un

segmento®, D. Punto medio de un segmento” y el HG. Mediatriz°.

T.3.P.1. (DEFINICION DE CIRCUNFERENCIA)

En este problema se pretende realizar un acercamiento a la D. de circunferencia, para ello los
estudiantes deben ubicar puntos C”, de tal manera que todos estén a la misma distancia de O como lo

esta el punto C, estos puntos fueron elaborados en foamy y en papel.

En el trabajo grupal los grupos parten de sus observaciones sobre la construccion realizada por ellos
para dar solucion al problema planteado. Los argumentos que surgieron a manera grupal se

presentan a continuacion en cada una de los fragmentos de diélogo de los grupos.
Grupo 1

En el trabajo de este grupo se observa que los estudiantes construyen una recta auxiliar que contiene
a O para ubicar los puntos que cumplen la condicion dada.

2 |P [Se acerca a un grupo] Bueno, ¢Cémo van?, ;Qué punto estan ubicando?

3 | E1 | Apenaseste [sefialaen lahoja el punto].

4 |P Y ¢Como hicieron para ubicarlo?

5 | E1 | Yo tracé una linea verticalmente en la hoja y que pasa por O, por la o

mitad y... y aca [sefialando la distancia entre C y la linea que trazd] me
dieron... igual que de ac4 a aca [sefialando la distancia entre el punto
construido (C) y la linea], o sea, medi ac4, ;/Si? [sefialando la distancia
entre Cy la linea] y para que quedara igual [sefialando la distancia entre

la linea y el nuevo punto €], y después medi acd y me dio lo mismo ce
[mostrando con la escuadra la medida de la distancia entre Oy el punto | Representacion grafica 24
creado].

6 |P Es decir que este, pdngale C, ,C’ esta a la misma distancia de qué punto?

" D. Circunferencia: Circunferencia es el lugar geométrico de puntos que equidistan de un punto fijo C llamado centro.

8 D. Mediatriz de un segmento: m es la mediatriz del AB, si esta conformada por el conjunto de los puntos que equidistan de Ay B.
9 D. Punto medio de un segmento: C se denomina punto medio del segmento AB si esta entre Ay B, y ademas equidista de A y B.

0 HG. Mediatriz: m es la mediatriz del AB si m es perpendicular ABy ademés contiene su punto medio.
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7 | E2 | DelpuntoO.

8 |P ¢De O? miremos.

9 |E2 | No

10| P ¢NO?

11 | E2 | No,del punto O, tienen la misma distancia que este. [se refiere a la distancia de Ca O].

12 |P O sea, ¢Este esta a la misma distancia que éste? [distanciaentre Cy C'].

13 | E2 | No,estey este [sefialando Oy €], tienen la misma distancia que éste y éste [sefialando O y CJ .

14| P Ah, eso si, este y este tienen la misma distancia que este y este [sefialando la distancias de C y C”a O], listo,
y,¢Sera qué pueden trazar mas puntos ?

15 | E1 | Si

16 | P Y ¢Para qué utilizan esta linea recta que trazaron [sefialandola en la hoja]?, ¢ por qué ese proceso garantiza que
Cy C'equidistan de O?

17 | E1 | Paramedir, yo lo medi, o sea, para que equivalga.

18| P Bueno listo, traten y ya ahoritica pasamos [la profesora abandona el grupo].

En el trabajo de este grupo E1 traza una recta auxiliar que pasa por O y ubica C” a la misma

distancia de C respecto a la recta y concluye que si traza una recta que pasa por O y se toma la

distancia de C a esta recta y se ubica un punto C"a la misma distancia de la recta que C entonces C y

C’ equidistan de O (ver representacion gréafica 24 en [5]). Como garantia recurre a la medida (parte

subrayada) [5]; es decir, presenta un argumento sustancial con garantia empirica [GCSd]. E2 en

[13] plantea un argumento sustancial sin garantia o respaldo [GDSa], pues manifiesta que C 'y C’

equidistan de O pero no justifica por qué.

Grupo 2

La intervencion del siguiente grupo se caracteriza por que los estudiantes modifican la condicion

planteada inicialmente ya que manifiestan que la distancia de C a O también debe ser la misma que

de Ca C’, pero no la tienen en cuenta en el momento de resolver el problema.

77 | E1 | Mide igual de OaC,de CaC’yde Ca C’ [sefialando las distancias de, de Ca C’y de C’a O] y también
miden igual de C’a O, los otros no los alcancé a hacer porque acé [Sefiala que el espacio de la hoja no le fue
suficiente] .

78 | P | ¢Porqué tuviste en cuenta ésta distancia de aca a aca? [sefialando la distanciaentre Cy C].

79 | E1 | Pues porque dice que otro punto que tuviera la misma distancia que de aca a aca.

80 | P | ;Quédicen ustedes?, ;Creen que hay mas puntos o solo con esos?

81 | E1 | Yo creo que solo son esos porgue no alcanzo a hacer més con la
misma distancia [sefialando con sus dedos las distancias].

Ilustracion 4

82 | P | ¢Y porquénoalcanzas?

83 | E2 | Porque esto esta aca.

84 | E1 | Porlas letras.

85 | P | Ah,¢Por las letras?, ;Pero si no hubiera letras, si alcanzaria?

86 | E1 | Mmm [afirmando].

87 | P | Entonces hagan otros.

88 | E1 | ;Asiqueden encima de las letras?

89 | P | Si, noimporta, no importa,

90 | E1 | Y quedardcomo uncirculo.

91 | P | ¢Tadices que quedara como un circulo?

92 | E1 | Yocreoquesi.
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93 | P | ¢Tlcreesquesi?, ¢por qué gueda un circulo?

94 | El1 | Lospuntosestan aigual distancia de O.

95 | P | Entonces mira [sefiala una de las preguntas de la hoja] ¢ Cuantos puntos pueden ubicar con esta condicién?

96 | E1 | Mmmmm, ; M&s 0 menos seis?

97 | P | ¢Seranseis?

98 | E2 | Yodiriaque més.

99 | P | [...] Luego dice la otra pregunta, si encontrd més de un punto, o sea ustedes ya tienen por lo menos 4, con
esta condicion, estos puntos cumplen una caracteristica especial, ¢Cual es? [silencio], ¢Cudl es esa
caracteristica que tienen?

100 | E1 | Mmmm, ;Que todos parten del punto O?

101 | P | Que todos parten del punto O, ;Qué otra caracteristica?

102 | E3 | Que todos parten de Oy ellos también miden lo mismo. [Se refiere a que los puntos que ubicaron
estan a la misma distancia de O].

Durante el trabajo en este grupo se pueden observar tres argumentos. El primero realizado por E1,

quien de la observacidn de los puntos ubicados por ellos deduce que se forma un circulo [90]. Es un

argumento de tipo [GCSa]; al nombrar el circulo en realidad E1 se estd refiriendo a una

circunferencia y al preguntarle el por qué de su conclusion presenta una garantia empirica que nace

de la observacién y la condicién dada [94], por tanto este es un argumento sustancial con garantia

empirica [GCSd]. El estudiante E3, se basa en el proceso de ubicacion de los puntos que cumplen la

condicién enunciada, para obtener su conclusion [102] y plantear asi un argumento sustancial sin

garantia o respaldo [GCSa].

Grupo 3

En el siguiente fragmento de la conversacion del grupo de observa que los estudiante parten de una

cantidad finita de puntos hasta llegar a una cantidad infinita mediante la cual es posible determinar

una circunferencia.

121 | P Listo, empecemos, ¢, Cuantos puntos han encontrado?

122 | E10 | Diez.

123 | P ¢Diez? Y ;pueden encontrar mas?

124 | E10 | Si.

125 | P Y ¢Cuantos?

126 | E10 | Eee, depende de cuantos ubiquemos. Porque se puede ubicar, se puede digamos poner uno aca, [coloca
tres puntos seguidos en la hoja], pero con la misma distancia de O, la misma regla.

127 | P [-..], entonces ti dices que puedes encontrar muchos,Si encontrd un punto con esta condicion, estos
puntos cumplen una caracteristica, ¢, Cual es?, ¢ Qué caracteristica cumplen estos puntos?

128 | E10 | Que tienen la misma medida.

129 | P Que tienen la misma medida, ¢ Con respecto a qué?

130 | E11 | Alpunto O.

131 | P Conrespectoa O, ¢Cierto? Y ;Qué mas?, ;Alguna otra caracteristica?

132 | E12 | Puesque esun circulo ¢No?

133 | P Bueno, pero dilo duro.

134 | E12 | Bueno, que se puede diferenciar como si fuera un circulo.

135 | P ¢Que pueden diferenciar un circulo?. O sea, ustedes dicen que cumplen dos caracteristicas entonces. Bien,

entonces uno que tienen siempre la misma distancia y la otra que forman un circulo, bueno listo, gracias
[se retira del grupo].

Uno de los argumentos que se puede evidenciar en el dialogo del grupo es el realizado por E10. El

plantea una conclusion [122] pero no presenta una garantia para la conclusion, por tanto es un
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argumento [GDSal], es decir sustancial sin garantia o respaldo. Posteriormente, ante la pregunta de la
profesora [127], E10 plantea la conclusion expresada en [128], nuevamente un argumento [GDSa].
E12 también realizd un argumento [GCSa], en el que Unicamente se evidencia la conclusion [134]
que obtiene de observar los puntos ubicados de acuerdo a la condicion. Durante el trabajo de la
puesta en comdn los estudiantes utilizan los puntos en foamy para realizar la construccion en el
tablero. Posteriormente, como se puede observar en el fragmento de este dialogo a partir de las
preguntas de la profesora llegan ellos a la formulacion de la D. Circunferencia.

137 | P ¢Quién quiere pasar?, entonces E8, pasa [el T
estudiante pasa y mide con la escuadra la distancia
entre los puntos y usa la misma para poner otro]

A ver, vamos a poner aqui atencion y ustedes me
cuentan si estan, 0 no estan de acuerdo con lo que
hace ES.

llustracion 5

138 | E8 | Ya

ne

139 ¢Podemos encontrar otro punto C?

140 |V iSi, uuuuuu!.

141 | E8 Muchos Profe.

142 | E13 | Profe demasiados.

143 | El No profe, nada mas se puede ubicar tres

144 | E14 | Profe yo creo que queda como un circulo.

145 | E15 | Buuu,y¢Cualeslaidea?

146 | P ¢Por qué crees que solo se pueden ubicar tres?

147 | E1 | Porque deben quedar de igual distancia todos.

148 | P | (Dequé?

149 | E1 Ahbuenode...

150 | P ¢De igual distancia de donde a donde?

151 | E1 | Del punto O al punto Cy del punto C al otro C’.

152 | P O sea que tu mides que esta distancia sea igual a esta [sefiala en el tablero la distanciade CaO y de C’ a
0], y ésta igual a esta, ¢ Alguna otra condicion tli le pones?

153 | E1 | Y que los puntos también tienen que tener la misma distancia.

154 | P Ahh, es que t0 estas diciendo que esta distancia también tiene que ser la misma que esta [sefialando las
distancias entre los puntos C’].

155 | El1 Pero esa ya no es la misma.

156 | P Pero miremos en la definicion que tenemos, qué es lo que nos pide el ejercicio, Observe el punto O, enel

centro del siguiente recuadro, junto a él aparece un punto C, a cierta distancia Ubique un punto C’ que esté
a lamisma distanciade O que el punto C. [...].

Los primeros argumentos que surgen son los realizados por E8 y E13 en [141] y [142], los cuales
por su estructura corresponden a [PDSa], ya que ellos no presentan garantia o respaldo alguno en
sus estructura. Durante la puesta en comin, una de las discusiones que se presentd en torno a la
ubicacion de los puntos fue si la distancia entre los puntos C* debia ser la misma distancia que entre
Oy C, yaque durante el trabajo grupal fue una de las consideraciones realizada por un grupo, el cual

tratd de defender su posicion durante la puesta en coman.

El argumento planteado por E1, surge de una mala interpretacion de la condicion planteada en la
actividad. En la conclusion E1 manifiesta que solo es posible ubicar tres puntos [143] y la garantia

que expone E1 [147 y 151] se fundamenta en el cumplimiento de la condicion, lo que determina un



argumento sustancial [PCSd]. En el siguiente momento de la puesta en comin los argumentos que

generaron los estudiantes estan relacionados también con la cantidad de puntos que se pueden

ubicar.

157 | P [...] Entonces, eee, E8 va a ubicar otro, [espera que lo ubique] listo, ;Todavia no?, ;Alguien le quiere
ayudar a E8?

158 | E2 | Yo

159 | E8 | Ay profe, yaque alguien me ayude.

160 | P E2 Pasa.

161 | E14 | Profe, corrié el punto O.

162 | P A ver, escuchemos alla, ¢ Dime?

163 | E10 | Con lacondicién que nos piden podemos ubicar mas puntos gque solo esos, se pueden ubicar mas.

164 | P Maés puntos cierto, ahi van tres, seis, ¢ Alguien quiere pasar a ubicar mas puntos?

165 | E10 | Porque se podria mas cerca.

166 | P ¢ A qué te refieres con mas cerca?

167 | E10 | Cadavez més juntos.

168 | P Segin lo que tenemos ahi ¢ Cuantos puntos podemos ubicar?

169 | E Uuuuu.

170 | P Pero uuuu, ;Qué es?

171 | E13 | Demasiados.

172 | P Demasiados.

173 | E1 | Por ahiunos cuarenta.

174 | P ¢Cuarenta?

175 | E2 | Meas.

176 | E6 Profe, creo que uno puede pegar mas los puntos y asi da muchisimo mas de cuarenta, porque uno puede
pegar digamos un punto al lado del otro.

177 | P Que queden bien juntos, listo, 0 sea que tl dices que muchisimos puntos, y ti que dices [preguntandole a
E10]

178 | E10 | Sepuede dibujar una circunferencia completa, con todos los puntos.

179 | P O sea, tu puedes hacer una circunferencia completa con esos puntos ¢ Ustedes estan de acuerdo con ella?

180 |V Si.

181 | P Supongamos como dice E6 [176], ponemos muy juntitos estos puntos ¢podrian formar esa
circunferencia?.

182 |V Uuuuu.

183 | P ¢ Seré& que nosotros podemos dar un nimero exacto de los puntos?

184 |V No.

185 | P ¢Por qué no?, o més bien, ¢ Quién dice que si? Y ¢Quién dice que no?

186 | E5 | Yodigoquesi.

187 | P ¢ T por qué dices que si?.

188 | E5 Porque a lo que la uniéramos toda los podriamos contar.

189 | E6 No, pero desde antes.

190 | P Ah, bien, espera, t dices que si ponemos todos los puntitos juntos ya los podemos contar, ¢ Cierto? Y E6
¢ Qué dice?

191 | E6 Profe, pues yo digo que no, porque la idea es saber antes de ponerlos todos.

192 | P Tuque dices EL.

193 | E1 Profe pues yo digo pues si, lo mismo que dice E5, eee, se puede formar toda.

194 | P Bueno, bien, podremos formar una circunferencia y creo que teniamos, que tenian ustedes en la hojita una
pregunta ¢Cuéntos puntos se pueden ubicar con esta condicion? Era la primera, entonces, estaban
diciendo que muchos puntos, y habia una segunda pregunta que esta relacionada con lo que algunos ya
han mencionado y dice, si encontrd méas de un punto con esta condicion, estos puntos cumplen una
caracteristica especial, ,Cual es la caracteristica especial?

195 | E Que forman un circulo.

196 | E6 Una circunferencia.

En tormo a esta conversacion, E10 realizé un argumento sustancial con garantia empirica [PDSd]. El

observa que se pueden ubicar muchos puntos C* que equidistan de O, plantea la conclusion [163].
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La garantia que genera para explicar el paso de los datos a la conclusion es empirica, fundamentada

en la observacion de los puntos ubicados [165 y 167]. Respecto a la cantidad de puntos ubicados,

E13y El en [171 y 173] plantean argumentos incompletos sin garantia o respaldo [PDSa], en los

que se observa sdlo una conclusion frente a la cantidad de puntos. E10 también plantea, que con los

puntos ubicados es posible dibujar una circunferencia completa [178], conclusion para la que no

presenta garantia alguna, es decir realiza un argumento [PCSa].

Teniendo en cuenta que algunos estudiantes aludian al hecho que los puntos formaban una

circunferencia y otros que un circulo, la mayoria de los argumentos que se generaron en torno a esto

se evidencian en el siguiente dialogo.

197 | P Bueno, ¢un circulo o una circunferencia?, vamos a mirar aqui [une los puntos que tiene en el tablero con
el marcador].

198 | E5 Profe eso parece un huevo.

199 | P Bueno, entonces esto que tenemos acé ¢ya es la circunferencia?, algunos de ustedes decian: un circulo,
una circunferencia ahora yo les pregunto, esto (Qué es? [Sefialando la circunferencia], vamos a mirar
aqui, dicen que un circulo o una circunferencia, nuevamente repito la pregunta ;Qué es esto? [sefialando
la circunferencia] .

200 | E2 | Uncirculo.

201 | P Y entonces ¢, Cual es la circunferencia? Y bueno, y entonces ¢ Qué es una circunferencia? y ¢ cuél es
la circunferencia aqui?, ¢cudl sera el circulo y cual la circunferencia?

202 | E10 | Launion de todos los puntos.

203 | P La uni6n de todos los puntos tU dices que es ¢ Qué?

204 | E10 | Lacircunferencia.

206 | P La circunferencia.

206 | E14 | Profe, le falta la medida que hay para que de él circulo.

207 | P ¢La parte de la medida?, 0 sea que ti dices que ésta distancia [marca O C], a ver, espera, escuchemos all4,
U dices que eso es ; Qué?

208 | E10 | Elradio.

209 | P ¢Ustedes qué opinan, los demas qué opinan?, ¢ Esto qué es?, ;Radio? o ;Qué es?

210 | Es Radio.

211 | P T también dices que este es un radio de la circunferencia.

212 | E2 | Siprofe.

213 | P Si, exactamente, este es un radio de la circunferencia, 0 sea que aqui en este caso no podemos hablar ni de
circulo ni de circunferencia, este seria un radio, lo vamos a borrar por el momento, porque pues no lo
Vamos a necesitar.

214 | E6 Profe, ¢ La circunferencia no es la unién de varios puntos?

215 | P ¢Dime?

216 | E6 | ¢Lacircunferenciano es la union de varios puntos?

217 | P Eso es lo que estamos mirando, por favor quienes escuchamos, no discutimos la respuesta que da la otra
persona hasta que no de la palabra

218 | E6 Profe, circulo seria la figura ;,No?

219 | P O sea tl dices que, o sea ¢cudl?, ;Puedes sefialar aqui el circulo?

220 | E6 | Puessi, lacircunferencia seria la unidn de los puntos, pero el circulo, la figura gue forman.

221 | P Por eso, pasa y sefialas aqui y miramos [el estudiante se dirige al tablero], tu dices que la circunferencia es
la unién de los puntos ;,Cuél es la union?

222 | E6 | Pues cuando, digamos asi profe, cuando hay artos puntos unidos [sefialando la circunferencial,
seria la circunferencia, y la, el circulo seria la, la figura que forma [sefiala con su mano el interior
de la circunferencia].

223 | P La figura que forma, bueno, gracia E6, ;Ustedes que opinan?

224 | E Si.

225 | P ¢ Seré que si?, bueno, entonces, resulta que la circunferencia siempre es, como decian ustedes, la unién de
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los puntos, es decir esto [sefialando en el tablero], la forma de la, de esta circunferencia pues nos la da la
condicién que teniamos antes, recuerdan ¢ Cuél era la condicion para poner cada punto?

226 | E6 La misma medida.

227 | P La medida que hay entre O y C, 0 sea, la medida que hay entre O y C y esta medida que hayentre Oy C,
¢COmo es que nos decia aqui E10 que la llamabamos?

228 Radio.

o|im

229 El radio, entonces, y lo mismo Sanchez
también dijo que era un radio, entonces, esta
es la circunferencia, esto [la sefiala] y lo que
esta dentro, esto [colocando su mano en el
tablero, al interior de la circunferencia], la

region del plano limitada, esto es el circulo,

N

_ ! llustracion 6
esto es circulo [lo escribe en el circulo] Y | Entonces ;Qué podemos decir que es una circunferencia?

esto es la circunferencia [lo escribe al borde | ; uign me da una definicion de circunferencia? Eee, E1.
de la circunferencia]

230 | E1 | Launion de los puntos

231 | P ¢Launion de los puntos?, ¢ Faltar algo?, tU ; Qué dices?

232 | E2 Los puntos C.

233 | P O sea, la unidn de los puntos C, bueno, de C con todos los C” que teniamos, tl ¢, Qué dices?
234 | E10 | Launion de los puntos con la condicion gue nos ponen.

235 | P Y ¢cudl es esa condicion?

236 | E10 | LamedidaentreOyC.

237 | P E1, t0 ;Qué dices?

238 | E14 | Pueslo mismo yo ibaa decir, al unir los puntos da una circunferncia.

239 | P ¢Lo mismo?, a ver ;Qué es la circunferencia?, la unidn, dicen aqui [Sefialando los estudiantes que
intervinieron] que la unién entre todos los puntos C.

240 | E14 | Porque, la medida que de O a Cesigual a las medidas de O a los otros puntos.

241 | P ¢Dime?

242 | E14 | Lamedida, porque si uno coge también otra medida o0 mas larga o mas corta que la otra la otra no
guedaria con esa forma.

243 | P No quedaria con esa forma ¢cierto?, es decir que, ustedes dicen que la circunferencia es la unién de todos
los puntos que cumplen la condicién, y ;cual era la condicion?

244 | E1 La misma medida del puntoa O.

245 | P La misma medida del punto C al punto O debe estar en todos lados igual, o sea que los radios ;Como
deben ser?

246 | E Iguales.

247 | P Iguales ¢cierto? colocale pausa por favor.

E10 afirma que la union de puntos C’ que equidistan de O dan origen a una circunferencia [202 y
204]. El no presenta ninguna garantia, lo que determina un argumento sustancial sin garantia o
respaldo [PDSa], E6 complementa el argumento anterior con su conclusion [220], a la que le agrega
que es un circulo, y presenta una garantia empirica para este argumento [222], mediante la cual
explica como a partir de todos los puntos ubicados es posible determinar una circunferencia y un
circulo, aludiendo para ello a la gréfica en el tablero, es decir genera un argumento sustancial
[PDSd]. E1 y E10 en [202] y [204] respectivamente plantean argumentos sin garantia o respaldo
[PDSa].

E14 realiza un argumento sustancial con respaldo empirico [PDSe]. En este caso él determina que la
unidn de los puntos C’ que equidistan de O dan origen a una circunferencia [238], plantea la garantia
en [240] y un ejemplo que no cumple la condicion [242], respalda su argumento. Finamente para

establecer la D. circunferencia tiene lugar la siguiente conversacion.
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248 | P [...]JEsta vez vamos a definir qué es una circunferencia, segiin lo que encontraron con las respuestas y la
actividad que hicieron.

249 | E10 | Launion de muchos puntos con la misma distancia.

250 | P Bien, entonces tU dices que es la unién de muchos puntos.

251 | E10 | Con lacondicion igual.

252 | P Con una condicion, bien, es decir, un conjunto de puntos, vamos a llamar ese conjunto de puntos Lugar
geométrico, entonces es un lugar geométrico [escribe en el tablero] de puntos, que cumplen ¢Qué
condicion?

253 | E10 | LamedidadeOaC.

254 | P Bueno, la medida de O a C, bien, pero miremos aqui.

255 | E1 | ¢Ellugar geométrico de puntos?

256 | P Si, el lugar geométrico de puntos. Lo que dice E10 es muy cierto, cumplen una condicion, y ella dice que
es la distancia de O al punto C, es decir que todos esos puntos ;A qué distancia estan de O?

257 | E5 Pues a la misma distancia que C.

258 | P A la misma distancia que C. O sea que la distancia de aca a aca, debe ser la misma que de aca a aca
[sefialando los puntos], entonces tenemos: lugar geométrico de puntos que, ¢qué podemos decir de esos
puntos? Que.

259 | E10 | Alunirse forman una circunferencia.

260 | E15 | Unacircunferencia.

261 | E16 | Todosdeben medir lo mismo que de CaO.

262 | P ¢ Queé tendriamos hasta el momento de circunferencia?

263 | E14 | Todos los puntos C’, no, lugar gemoetrico de los puntos C” que tiene lamisma distancia de Ca O.

264 | P A O ;Cierto?, 0 sea que podemos decir, lugar geométrico de puntos que se encuentran a la misma
distancia de O [escribe en el tablero]. Resulta que esto que tenemos acé es la definicion de circunferencia,
ustedes recuerdan cuando escribimos, cuando hicimos una tabla y en la tabla, escribiamos
simbdlicamente y en lenguaje matemético como se, cdmo era el triangulo, como era el &ngulo, lo mismo
ocurre con la circunferencia, entonces para la circunferencia vamos a usar el siguiente lenguaje
matemético. Vamos a decir, para simbolizar circunferencia es de esta forma [en el tablero dibuja C], la
circunferencia de centro, ¢ Cual es el centro de esa circunferencia?

265 | E 0.

266 | P Bien, de centro O, y ¢, Cual seria el radio de esa circunferencia?

267 | E C,deOaC.

268 | P . . . I e - . .
De O a C, muy bien, eso serfa el radio [lo dibuja], de radio OC, esto significa circunferencia,
circunferencia de centro Oy radio OC, ustedes se acuerdan qué querfa decir esto cuando escribfamos asf
0C ¢aqué hace alusion?

269 | E10 | Alrayo, ;unsegmento?

210 | P Un segmento, muy bien, listo, entonces, con esto definimos circunferencia, ustedes recuerdan ¢qué

utilizébamos para hacer definiciones?, recuerdan las hojitas que ustedes, las fichitas que tenian que traer
¢qué usdbamos para las definiciones?.[La profesora junto con los estudiantes realiza el diagrama de
definicion para la circunferencia].

E10 realiza un argumento sustancial sin garantia o respaldo [PDSa] para determinar qué es una

circunferencia [249], la cual complementa a lo largo del dialogo [253 y 259], E15 y E16 también

plantean argumentos sustanciales [PDSa] en torno a los puntos ubicados en el tablero.

Posteriormente E14 presenta un argumento sustancial sin garantia o respaldo [PDSa] mediante el

cual plantea la D. de circunferencia como el “lugar geométrico de los puntos C™ que tiene la misma

distancia de C a O’ [263]. Esta tarea terminé con la definicion de circunferencia y la realizacion del

respectivo diagrama de definicion.
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T3.P2. (DEFINICION DE MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO)

Con el desarrollo de este problema los estudiantes construyen la D. Mediatriz de un segmento, para
ello se les proporciona una bolsa con puntos en papel, de los que deben tomar dos y marcarlos como
Ay B y luego ubicar todos los puntos que equidistan de estos dos, finalmente responder las
preguntas planteadas, ¢Cuantos puntos puede ubicar con esta condicion? y si encontré méas de un
punto con esta condicion, cumplen una caracteristica especial, ¢cual es?. En el trabajo grupal
después de la construccion realizada con los puntos dados, los estudiantes generan argumentos a
partir de la observacion sobre las propiedades de los puntos ubicados por ellos, segun la condicion y
teniendo en cuenta las preguntas a responder.

Grupo 1

Para ubicar los puntos este grupo usan una regla con el fin de garantizar que los puntos que ubican
cumplen la condicién dada, en el siguiente fragmento de la conversacién se presentan los

argumentos que ellos generaron.

9 |P [...] A ver listo cuéntenme que es estan haciendo.
10 | E1 | Deacdacd

11| P ;Cudl es Ay cual es B?

12 | E [Sefialan simultaneamente puntos diferentes] y los nombran A.
13|P Ponganse de acuerdo, bueno Ay B y ahora ¢ qué van a hacer?
14 | El Medir la distancia entre A y B [Miden la distancia | Ahora, ponemos que tenga la misma distancia, de

entre los dos puntos, usando la regla], seis. aca aca seis y de aca aca seis [sefialando los puntos
N\ naranja y blanco tomando desde estos una medida
de seis], de ac4 y aca y ubica un punto.

llustracion 7

15 |P Listo, ¢serd que pueden ubicar otro punto qué este a la misma distancia?, ¢sera qué pueden ubicar otro
punto que este a la misma distancia?
16 | E2 | Si

17 | P ¢Cual?

18 | E3 | Ac4, aca [midiendo 6cm desde cada uno de los
puntos Ay B al lugar opuesto del punto que habian
ubicado inicialmente] y luego lo ubicaron.

19 | P Listo ¢serd qué pueden ubicar més puntos?

20 |E2 |Si

21 | P ¢Cuales?

22 | E2 | Muchos.

23 |P Ustedes dicen que muchos, ¢por qué?

24 | E2 | Pues porque si uno mira entre estos dos puntos [sefiala los dos que acaban de ubicar] se pueden

poner artos puntos, muchos,como en la circunferencia.

En este grupo los estudiantes realizan un argumento sustancial con garantia empirica [GCSd], ya
que E2 plantea su conclusién frente al nimero de puntos que se pueden ubicar y equidistan de Ay B

[20] y [21] y para dar fuerza al argumento plantea una garantia [24] empirica basada en observacion.
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Grupo 2

Los estudiantes de este grupo encontraron Unicamente dos puntos C que cumplen y esto ocurrié por

que ellos modificaron la condicion dada por, la distancia de A a C congruente con la distancia de B a

C debe ser congruente a la distancia de A a B, ademas ubicaron los puntos C sin garantizar de alguna

manera el cumplimiento de la condicion dada. Los argumentos que realizaron los estudiantes en este

fragmento de la intervencion se analizan posteriormente.

25 | P Discitanlo y ya paso [cambia de grupo]. ¢ Cuéntanos?

26 | E1 En la hoja dice que tenemos un punto A y un punto B, que tengo que ubicar un punto C a la
misma medida de Ay B 0 sea de B a C tiene que haber lo mismo y de A a C tiene que haber lo
mismo que de AaB.

27 | P Bien, que de A y B sea la misma distancia a C y dice ¢qué tiene que ser la misma distancia de A a
B? 0 ¢no dice nada de eso? [lee nuevamente la guia], ¢sera que hay més puntos?

28 | E1 Y0 creo.

29 | P icuales?

0 | E1 Se puede colocar otro acé, que este a la misma o
distancia de B y de A [ubica un punto C que se B
encuentra a la misma distancia de Ay B] e *

Representacion grafica 25

3L |P ¢Hay mas?

332 | El Se puede ubicar otro aqui. [Ubica otro punto W
que equidistade Ay B] * .

c L]
Representacion gréfica 26

3BI|P Miremos, La distancia de acé a ac4 [distancia del punto a A] es la misma distancia de acé a aca
[distancia del punto a B]

34 | E1 No creo.

3B |P No, cierto.

36 | El Yo creo que sélo se pueden ubicar esos dos.

Teniendo en cuenta que la manera como interpretaron el problema limit6 las posibilidades de ubicar

los puntos C, E1 realiza un [GDSa] [36], argumento sustancial sin garantia o respaldo. A pesar de

que se les leyd nuevamente el problema ellos no cambiaron nada en su construccion y E1 se limita a

dar el argumento anterior.

Grupo 3

Este grupo encontré una cantidad limitada de puntos, como se observa en el fragmento de su

conversacion con la profesora.

83 |P [....] ¢Cuantos puntos encontraron?

84 | E1 tres.

8 | P ¢ Cudles?

86 | E1 Sefiala los tres puntos.

87 | P [Ratifica] este, este y este ¢sera que hay mas?
88 | E1 No creo.

El realiza E1 un argumento [GDSa] [84], este Unicamente consta de la conclusion, que alude a la

cantidad de puntos encontrados y ubicados por los estudiantes.
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Los argumentos realizados durante la puesta en comdn, son en torno a la presentacion del trabajo de

los grupos con el fin de construir y unificar la D. Mediatriz de un segmento.

89 P Bien vamos a retomar el ejercicio que habian trabajado la clase pasada. Si recuerdan con los punticos de
papel que tenian, entonces, decia ubica dos puntos A y B utilizando las fichas suministradas, ubique
ahora un punto C, que cumpla la condicion de estar a la misma distancia de A y B, bueno ¢quién quiere
contarnos que fue lo que hizo?, Pase.

90 E1l | Pues, digamos aqui esta el punto [ubica el
punto B en el tablero], a la misma distancia
que estan estos dos [sefiala la distancia entre A
y By ubica C] esta C y aqui [ubica otro C]

llustracion 9

91 P ¢ Cémo sabe que esta a la misma distancia?

92 El Porque lo medi con la regla.

93 P Bueno tu dices que lo mediste con una regla y mas o menos aca los ubicaste, o sea ¢cual distancia
mediste?

A E1l | [Laestudiante sefiala la distancia de B a A] de aqui a qui y digamos, de B a C, de B a aca [sefiala a
Aly de ac a acd [sefiala la distancia de Aa C]

95 P Es decir, a ver miren lo que esté haciendo E10, ella dice, como nos dicen que ubiguemos un punto C ella
ubico pues dos y en el gjercicio decia un punto C que este a la misma distancia de B, es decir que la
distancia de B a C sea igual a la distancia de C a Ay ella ubico este punto [sefialando el segundo punto C
ubicado por Angie], ¢ este punto cumple la condicion?

96 E2 | No,estAmuy pegadoalaA.

97 P ¢ Y este punto cumple la condicion? [sefialando el otro punto C]

98 \ La opinion esta repartida entre los estudiante, unos dicen que si y otros que no.

99 P Puede ser cierto, seria medir.

100 | E1 [mide las distancias con la regla iniciando por la distancia de A a B, luego organiza los puntos C de tal

manera que la distancia entre cada punto y Ay B, sea igual a la distanciade Aa B ]

El primer argumento que se presenta es el realizado por E1 quien ubica dos puntos C y concluye que

estos se encuentran a la misma distancia de A que de B [90], hacen uso de la regla para ubicar cada

punto C de acuerdo a la condicion dada y es esta la garantia que utiliza cuando se le pregunta [91]

qué garantiza el cumplimiento de la condicion, E1 manifiesta que midié con la regla [92] y encontr6

que las distancias eran iguales [94], obtenieen de esta forma un argumento sustancial con garantia

empirica [PCSd]. E2 en [96] concluye que el punto ubicado por E1 no cumple la condicion

planteada y presenta una garantia empirica obtenida de la observacion “esta muy pegado a la A”

[96], por sus caracteristicas esté es un argumento sustancial [PDSa]. En el siguiente fragmento de la

puesta en comun los estudiantes contintian ubicando puntos que cumplen la condicion, por tanto los

argumentos giran en tomo a esto.

101 | P ¢Alguien tiene mas puntos que cumplan esa condicion?. Pasa.

102 | E3 | Este[Mide con la regla y ubica el punto medio entre A y B], como esta en la mitad de los dos
puntos, este equidista ¢asi se dice? de Ay B.

103 | P VVamos a ver [midiendo con los dedos la distancia entre A y el nuevo punto C ubicado y entre este punto
y B] esta distancia mas 0 menos es la misma, esta a la misma distancia ¢sera que hay mas puntos?,
¢alguien la clase pasada encontré méas puntos?, [Revisa si los puntos C ubicados hasta el momento
cumplen la condicidn, llegando a la conclusién, junto con los estudiantes, de que los dos primeros puntos
no la cumplen] ¢,cémo podemos hacer par que estos dos puntos cumplan la condicién?

104 | E4 | Arreglando bien las medidas.

105 | P ¢como podriamos arreglar las medidas?
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106 | E11 | Volviendo a medir.

107 | P Pasa, miren gue por lo que falla es minimo.
108 | E4 Mide nuevamente las distancias usando los dedos y organiza los puntos
109 | P Bueno, entonces, tenemos tres puntos, pero algo que acabo de darme cuenta y creo que era lo que me

estabas diciendo antes, que tu mides la distancia de B a A cierto y esa distancia tu la trasladas aqui [sefiala
la distancia de B al segundo C ubicado inicialmente] y también la tras ladas aqui [sefiala la distancia de
este C a A, entonces. ¢Sera necesario que esta distancia se a igual a la distancia de Ba A.

110 | E11 | S

111 | P Miremos el ejercicio que dice: ubique dos puntos ;tenemos los dos puntos? [sefiala A y B] si, utilizando
las fichas suministradas ubique ahora un punto C ¢ pero qué condicién debe cumplir C? La condicion es
estar a la misma distancia de A'y B, 0 sea ¢nos estan diciendo que esa distancia [de C a B 0 a A] debe ser
igual a la distancia de A a B?. Nos dice estar a la misma distancia de B que de A [sefiala las distancias de
C aAvyaB, respectivamente], pero de esta no nos dicen nada [sefiala la distancia de A a B]. Entonces no
€s necesario que tenga esta distancia [de A a B], teniendo en cuenta, que sélo es mirar que la distancia de
acdaaca [de Ba C] sea igual a la distancia de [C a B].

112 | E5 | ¢Sepueden ubicar puntos dentro del circulo?

113 | P Pasa.

114 | E5 Una medida de acé aca pero que este dentro del circulo [sefiala la distancia de B y A a otro posible C,
mide con sus dedos y ubica otro punto, €l se refiere a un circulo que no ha se ha construido]
e £ —

&

llustracion 10

115 | P Miren que José ubica otro punto, ¢Esta distancia de acé aca es esta misma distancia? [mostrando la
distancia de B al nuevo punto y de A al nuevo punto]

116 | E5 | Sonlas mismas [organiza bien el punto, mide y le muestra que las distancias son iguales].

117 | P Bueno, ¢ Alguien puede ubicar otro punto?.

118 | E Al otro lado.

119 | P Pasa.

12 E N . Co - . —_—
0 6 Si [Mide con sus dedos y ubica el simétrico del Gltimo punto ubicado con respecto a AB]

121 | P ¢ Alguien puede ubicar otro?, pasa.

122 | E5 | ¢Profe no se puede hacer un cuadro dentro del circulo?

123 | P Pero yo no veo el circulo.

124 | E7 _ T
Pasa y ubica un punto entre el punto medio de AB y A.

En [102], E3 ubica el punto medio entre A y B y garantiza la equidistancia aludiendo a una de las
propiedades de punto medio, por lo tanto este es un argumento [PJAC], es decir, se verifica la
propiedad de equidistancia, mediante un argumento analitico en el que se evidencia garantia (G) y

respaldo (R) (ver esquema 34).

D C

C punto medio de C equidista de
AE AvdeB

G
|

C esta en la mitad
(punto medic )

|
R

C equidista de Av B
(Propiedad del punto

medio)
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Esquema 35. Argumento PJAc

E5 manifiesta que los puntos ubicados por él se encuentran a la misma distancia de A y B y para

validar esto presenta una garantia empirica, el medir con los dedos [116]. Es un argumento [PCSd].

Oro argumento de esta categoria es el realizado por E6, quien manifiesta que si se pueden ubicar

mas puntos con esa condicidn y como garantia presenta la ubicacion de otro punto [120]. Es decir, es

un argumento sustancial provisto de conclusion y garantia empirica. En el siguiente fragmento la

conversacion se desarrollo entorno a las caracteristicas y propiedades que los estudiantes observaron

en el conjunto de puntos y se establecio la D. Mediatriz de un segmento.

125 | P Miremos este punto, miren que nos dice que tenga
la misma distancia y mira esta tan grande y esta;
entonces este no nos sirve y lo borra.

{ A
llustracion 11

126 | E8 | Profe con esos puntos se podria hacer una linea infinita [refiriendose a todos los puntos que
equidistan de Ay de B].

127 | p Escuchen lo siguiente que estan diciendo aqui. Tu dices que se podria hacer una linea infinita
¢por qué?

128 | E8 | Porque podriamos otro punto entre los puntos del centro y duplicarlo hacia los lados.

129 | p Pasa.

130 | E3 | O sea como esto podriamos poner digamos
otro aca y otro acd y queda una linea infinita
[sefiala otros puntos C entre los que ya estan].

) I
llustracién 12

131 | p O sea ;,qué cuantos puntos podemos ubicar con esa condicion?

132 |V Uhhh, infinitos.

133 | p Infinitos, entonces, como ustedes tienen unas preguntas en su guia, que dice ¢cuantos puntos pueden
ubicar con esta condicion?

134 | E3 Infinitos.

135 | p Infinitos, ya vimos que infinitos, si habian puesto tres, cuatro o dos, arréglenla por que ya vimos que son
infinitos, vean aqui habian puesto uno y tu decias que aqui podriamos poner otro [poniendo mas puntos
que cumplen la condicion en el tablero] y E8 que aqui pasa como paso con la circunferencia, ¢qué fue lo
que paso con la circunferencia

136 | E9 | Que pusimos artos punticos hasta que lograra quedar la circunferencia.

137 | p Bien, entonces infinitos puntos y habia otra pregunta que préacticamente ya la respondieron, si encontré
mas de un punto con esa condicion, cumple una caracteristica especial ¢cual es?

138 | E10 | Que los puntos C forman una linea recta porqué estan a la misma distancia de B que de A.

139 | P Bueno esa es la condicion.

140 | E1 | Profe, uniendo los puntos hasta infinito podrian formar una recta

141 | P Bien, que esos puntos forman una linea recta, es decir, como decia E8 nosotros podemos trazar una recta
de esta forma. Bueno aqui va a quedar un punto que no quedo exactamente a la misma distancia. [traza
la recta]. Bien esta recta, Ah, ustedes recuerdan ¢asi como esta trazada es una recta o le falta algo?

142 |V Las flechitas.
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143 | P Las flechas que indican el sentido de la recta, | P
;cierto?, esta recta recibe un nombre especial y
creo que ustedes no la habian trabajado antes, es
llamada mediatriz, entonces ¢ qué es la mediatriz?

v
llustracion 13
144 | E1 | Launionde puntos.
145 | p La unién de puntos, ¢ cuantos puntos?
146 | El1 Infinitos.
147 | P La unién de puntos infinitos que forman una recta, pero ustedes recuerdan ¢como habiamos definido

circunferencia?, ¢qué deciamos que era ese conjunto de puntos?

148 |V Un lugar geométrico.
149 | P Entonces, la mediatriz es el lugar geométrico de puntos, digamos de todos los puntos ¢ qué, que?

150 | E11 | Queseencuentran ala misma distancia de B que de A.

151 | p Dilo completo.

152 | E11 | Lugar geométrico de todos los puntos que se encuentran a la misma distancia de B que de A.

153 | P L = . .
Que se encuentran ... de By de A, esto es la mediatriz de AB, entonces, tarea, no quiere decir que ya

hemos terminado, si no para que no se me olvide después, escribirlo en las gréficas que utilizamos para
definicion.

E8 concluye que todos los puntos C que equidistan de A y de B forman una recta y para esto
presenta una garantia [126] y [128]. Es decir, su argumento, el cual consta de una conclusion y su
garantia empirica es [PCSd]. E3, complementa el razonamiento de E8; plantea un [PCSd], en el
que el paso de los datos a la conclusion [134] es corroborado de manera empirica [130]. E10 realiza
un argumento mediante el cual justifica que los puntos C forman una linea recta porque cada uno
equidista de A y de B, es decir una garantia tedrica, por tanto es [PJSb] [138]. E1 concluye que la
mediatriz es la unién de infinitos puntos [144 y 146], es decir un argumento [PDSa]. Finalmente
E11 concluye que la mediatriz es “lugar geométrico de todos los puntos que se encuentran a la

misma distancia de B que de A" [152], es decir un [PDSa].

T3. P3. HECHO GEOMETRICO DE MEDIATRIZ

Como es objeto de este problema es determinar ademas de la D. Circunferencia y de la D. Mediatriz
otros elementos del sistema tedrico local, se propone a los estudiantes mediante el trazo de diferentes

circunferencias de centro A y B en parejas de igual radio, marcar los puntos comunes entre cada

pareja (puntos de la mediatriz de A B), para determinar una propiedad de los puntos de la mediatriz y

la relacion entre AB 'y su mediatriz para establecer el HG. de mediatriz y la D. Punto medio de un
segmento.

En el trabajo grupal los estudiantes presentaron problemas al realizar la construccion geométrica de
la mediatriz de un segmento, razon por la cual, con la mayoria de los grupos fue necesario realizar

un acompafiamiento particular del proceso de construccion, ya que si este no era realizado de la
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manera adecuada, dificilmente se podia llegar al resultado esperado, razén por la que ellos no

realizaron argumentos en torno al objetivo del problema por lo que de los argumentos producidos

s6lo se presenta el trabajo de uno de los grupos, relativo al proceso de construccion.

Grupo 1

Los argumento que surgen en la siguiente conversacion, versan en torno a qué figura forman los

puntos ubicados por ellos.

24 | P | [Se dirige a otro grupo] Vamos a empezar, listo,
dice aqui a partir del resultado de la primera
actividad y los puntos resaltados con colores, que
aqui tienes con lapiz, formula una propiedad,
¢qQué propiedad evidencias aqui? [sefiala los
puntos de interseccion]

25 | E1 | Lospuntos forman linea recta.

26 | P Bueno esta linea recta, ¢ qué forma una linea recta?

27 | E2 | Puntos.

28 | P | ;Cuéles?, ¢;Los que se forman de donde?

29 | E1 | De aca hasta [sefiala los puntos de las intercecciones] y de las circunferencias que uno hace, tiene que
dar una linea para ver si esta bien, por gue si no le da la linea esta mal.

30 | P | Oseatuves una linea recta, listo, pero ¢qué propiedad puedes decir que se evidencia ahi?, piénsalo y dice la
otra ¢al observar la recta obtenida, que puede afirmar sobre una relacion entre esta recta y los puntos Ay B?
¢QUé pasa con estos dos puntos?

31 | E3 | Queseunen parahacer una linea recta.

32 | P | ;Quérelacion hay de esta recta con estos dos puntos?

33 | E3 | Que al tener los dos de la misma medida [sefiala las circunferencias] le da la linea recta, si fuera solo
uno no sabriamos.

E1 genera un argumento sustancial sin garantia o respaldo [GCSa] formado Unicamente por la

conclusion. Como se puede observar en [25], otro argumento que plantea este estudiante es uno

sustancial con garantia empirica [GCSd] en el cual la conclusion hace referencia a la construccién

de las circunferencias, lo cual esta bien si los puntos de interseccidn de las circunferencias pertenecen

a una misma recta [29]. Para esto establece una garantia empirica obtenida de la observacion y el

trabajo realizado, “por que si no le da la linea esta mal” [29]. E3 presenta una conclusion en la cual

manifiesta que los puntos de interseccion de dos circunferencias de igual radio generan una recta y

plantea para ello una garantia empirica [33] [GCSd].

Los argumentos producidos durante la puesta en comun fueron el resultado de la construccion

realizada por los estudiantes y el uso de los elementos del sistema teorico local construido.

34

P

Bueno, vamos a mirar la hoja. Decia, dibuje los puntos A y B. Utilizando el compas, construya dos
circunferencias del mismo radio una con centro en el punto A y otra con centro en el punto B, con la
condicién que ambas circunferencias tengan puntos en comun. Utilizando colores marque los puntos
que son comunes entre las dos circunferencias. Listo, E1 pase, ¢Qué es lo primero que hay que hacer?,
Marcar el punto Ay el punto B, mas grande E1.

35

El

Hace los puntos en el tablero y los nombra Ay B.
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36 P Lo siguiente que hay que hacer, es trazar dos circunferencias con el mismo radio y cumplir la condicion
de tener puntos en comdn.

37 El Hace las circunferencias, en el tablero.

38 P ¢Cudles serian los puntos que hay en comin?

39 El El estudiante los marca.

|

/

e
llustracion 15

40 P ¢Estan de acuerdo? ¢ Qué quiere decir qué un punto es comiin a las dos circunferencias?

41 E1 | Quetengan el mismo punto en ambas circunferencias.

42 P Bien, luego dice el ejercicio, repite la construccion anterior al menos con siete circunferencias, es decir,
que nos toca ir variando el tamafio de esta circunferencia, siempre el centro ¢ cuél debe ser?

3 |V AyB.

44 P Los puntos A y B, entonces vamos a trazar otra circunferencia, [traza varias circunferencias y se
marcan los puntos de interseccion], a partir del resultado de la primera actividad y los puntos
resaltados con colores, en la segunda actividad, formule alguna propiedad ¢qué podemos decir de
estos puntos? [sefiala los puntos de interseccion].

45 E2 | Queforman unalinea, una recta.

46 P Que por ellos pasa una recta, bien, ahora tenemos una recta ¢qué mas podemos decir?

47 E3 Profe, ¢no hacen falta las flechas?

48 P Las flechas para indicar que es una recta, bien ;qué mas podemos decir de esa recta, teniendo en cuenta
la actividad que hicimos anteriormente? ¢ qué actividad fue la que hicimos antes de esta?, este es el punto
A, el punto B.

9 | E De AaB hay una linea, trazael AB.

50 P E4 dice que tracemos una linea de A a B y ¢ahi que se nos formaria?

51 El Un radio.

52 E3 Unacruz.

53 P Pero bueno, antes de eso miremos, ;,qué relaciony
teniendo en cuenta la actividad anterior, que ‘ £ :
relacién hay entre esta linea recta y este segmento | | | sl L (LA
[los sefiala respectivamente]. \ VAL

N W
llustracion 16

54 E4 | ¢qué comparten un mismo rayo?, no.

55 E3 | Que secruzanen un punto, ahi el de el centro.

56 P ¢pero qué podemos decir de este punto [sefiala un punto en la recta] con respecto a este y con
respecto a este [subraya los extremos de AB].

57 E5 ¢ Qué forman un circulo?

58 E6 | Que todos los puntos estin a la misma distancia de Ay B [se refiere a los puntos interseccién].

59 p ¢y €s0 qué quiere decir?, ;qué podemos decir de esa linea?, ustedes ¢recuerdan que vimos la clase
anterior a iniciar esta guia? Cuando teniamos que ubicar puntos que estuvieran a la misma distancia de A
y de B y nosotros ubicamos diferentes puntos, esa fue la actividad anterior ¢qué definimos en esa
actividad anterior?

60 E6 | Quecon esos puntos se forma una linea. [Recta que pasa por todos los puntos interseccion].

61 P Y esa linea ¢ qué es? [sefiala la linea que forman los puntos].

62 E2 | Unrayoycominalos par lineal

63 E6 La mediatriz.

64 P La mediatriz, esta linea recta es la mediatriz, porque esta formada por todos los puntos que equidistan de
Ay de B. Ahora volviendo a este [sefiala la grafica de las circunferencias] ¢qué podemos decir de esa
linea que se forma ahi?

65 E3 | Quetambién esla mediatriz, midan de los puntosa Ay B, da lo mismo.
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Los datos de los cuales parten los estudiantes para realizar sus argumentos en este momento de clase
son los son los puntos A, B y los puntos de interseccion entre las circunferencia de centro Ay B y sus

observaciones frente a esta construccion.

En el argumento sustancial de E1 sin garantia o respaldo [PDSa]. El concluye que un punto es
comun a dos circunferencias si esta en ambas [41]. Solo una conclusion desprovista de garantia, E2
evidencia su conclusion frente a los puntos hallados [45] sin garantia que valide como pasa de los
datos a la conclusion, es decir nuevamente un [PCSa]. Otro argumento es el realizado por E4 [49]
en el cual concluye que por A 'y B pasa una recta y como garantia de ello pide el trazo de la misma,
es decir un argumento sustancial [PCSd]. Dos argumentos sustanciales [PCSa] son presentados por

E1lyE3[51y52] en los cuales solo se evidencia una conclusion, E3 realiza un argumento [PDSd],
él manifiesta que AB'y la recta formada por los puntos se cruzan en un punto y expone como

garantia ese punto de manera empirica “ahi el de el centro” [55]. Dos argumentos [PJSa] son el
realizados por E2 quien concluye que la recta forma un rayo comdn a los angulos par lineal que se
pueden observar [62] y E6 manifiesta que los datos de su argumento [58] son los puntos que
equidistan de A y B, a partir de los cuales plantea la conclusion, estos forman una recta llamada
mediatriz [60] y [63]. Pero no plantea una garantia o respaldo para este argumento, finalmente E3
presenta un argumento en el que explica porque es la mediatriz, aludiendo a su definicidn, un

argumento analitico [PJAa].
En el siguiente fragmento de la puesta en comin se discute la formacién de angulos par lineal entre

AB 'y sumediatriz.

66 P [...] Ahora vamos con la siguiente. Al observar la recta obtenida que puede ;
observar sobre la existencia de alguna relacion entre esta y los dos puntos A | j ?
y B?. Voy a borrar las circunferencias para que queden solo las rectas. ¢qué \
relacion hay entre esta recta y estos dos puntos? [sefiala la recta y los puntos 1
AyBJ.

67 E7 | Que losangulos pueden ser par lineal.

98 P ¢ Ser& qué si pueden ser par lineal?

69 E7 | Si, cumplen las tres condiciones.

70 E3 | Seformauna cruz como un plano cartesiano.
71 E7 | Que tiene cuatro angulos y dos son par lineal, pueden ser los dos de arriba o los dos de abajo, dos
y dos mire rayo comiinyy la recta.

72 P ¢Qué més podemos decir de esos angulos?, ;qué clase de angulos serian estos angulos que tenemos
aqui?

74 E8 | Sonangulos rectos.

75 P ¢ Porqué son rectos?

76 E8 | Alparecer miden noventa grados [nada lo garantiza]

Ilustracion 17
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77 P Al parecer mide noventa grados, o sea que ustedes
dicen que este puede medir noventa grados ¢
[marca el angulo, en la grafica], y si este mide Lag 3
noventa grados ¢cuanto mediria este?. - ‘—ﬂ =2
\
i
llustracién 18

78 E8 Noventa para formar ciento ochenta.

79 P Noventa ;por qué?

80 E8 | Ciento ochenta porgue la suma de las medidas de los angulos par lineal es ciento ochenta grados.
81 P Espere que hay dos respuestas, E9 dice que mide ciento ochenta.

82 E9 | Sisumamos profe.

83 P ¢Si sumamos cuales E1?
84 El Los de los dos lados [hace referencia a un par de angulos par lineal].
85 P Este y este [sefiala los &ngulos en el plano 3
inferior]. 3
A ﬂw" - ie
1
|
_ i
llustracion 19
86 El Hay si da ciento ochenta.
87 P ¢ Entonces este cuanto mide?
88 E1 | Noventatambién.
89 P ¢Y por qué podemos decir que mide noventa?
90 El Porque si una medida tiene noventa la otra medida también debe tener noventa, por que son par
lineal.
91 P Dejamos aqui para la proxima clase].. . .].

E3 plantea un argumento sustancial [PDSa] [70]; es una conclusion desprovista de garantia y
respaldo. E7 argumenta que en la construccion [53] se observan cuatro angulos, de los cuales los dos
de arriba o los dos de abajo pueden ser par lineal [71]; alude a la D. Par lineal como respaldo; es
decir, formula un argumento [PJAa]. Inicialmente E8 realiza un argumento [PCSa] en el cual
plantea la conclusion, no plantea una garantia tedrica para este, pues en la representacion grafica (ver
ilustracién 17) nada lo garantiza; Para responder a la pregunta planteada por la profesora E8 [77], él
manifiesta que el otro dngulo mide “noventa para formar ciento ochenta” [78] y alude al HG. Par
lineal [180], para explicar el paso de los datos a su conclusion, por tanto este es un argumento
[PJAQ], E1 también realiza un argumento [PCSa] [86], en el cual la conclusién es que las dos
medidas de los angulos dan ciento ochenta. Un argumento mas elaborado realizado por este
estudiante tiene lugar en [88], donde se observa una conclusion [88] y una garantia tedrica [90]
[PJShb].

En el siguiente fragmento de la puesta en comdn los estudiantes observan caracteristicas y relaciones

entre la mediatriz de AB 'y los puntos A 'y B, las cuales expresaron mediante los argumentos que en

este se generaron.

91 P [...] [En la siguiente clase] habian dos preguntas, aunque ya habiamos avanzado en la primera, decia
¢qué propiedad evidencia? ;qué obteniamos qué?
92 E6 | Lamediatriz.
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93 P ¢L.a mediatriz de qué?

% | E ¢DeAB?

95 P s =
La mediatriz de AB, vimos que la recta que se encontraba entre los puntos que se formaban de las
circunferencias que se cruzaban y que eran de igual radio nos daban origen a la mediatriz y estabamos
viendo que relacion habia entre esta recta y estos dos puntos. [Sefiala la mediatriz de AB'y los puntos A
yBJ.

96 E10 . . L .
Que pasa por el punto medio [refiriendose a que la mediatriz A B pasa por su punto medio]

97 P Es cierto pasa por el punto medio, ¢pero qué otra relacion cumple?, ;qué relacion hay entre esta recta 'y
estos dos puntos?

98 E10 | Que los puntos tienen la misma distancia del punto Ay B.

99 p Y eso lo cumple todos los puntos por eso es la mediatriz.

100 | E3 | Que la mediatriz, puede formar un plano cartesiano.

101 | P jAh!, bueno se puede formar un plano cartesiano, ¢ qué mas podemos decir de la mediatriz?

102 | E11 | Forman dos pares de angulos par lineal, de los cuales uno es un angulo recto

103 | P Forman dos pares de angulos par lineal y dice E11 que este forma un angulo recto, ¢cuantos angulos
rectos se formarian?

104 | E2 Cuatro

105 | P Cuatro bien y es decir, ¢entre qué se formarian angulos rectos?, ¢entre la recta mediatriz y que mas?

106 | E5 —
LaAB.

En cuanto a la relacion existente entre la mediatriz del AB'y los puntos A 'y B surgen lo siguientes

argumentos. E10 realiza dos argumentos sustanciales [PJSa]. En el primero [96] manifiesta que la

mediiatriz del AB pasa por el punto medio de este y en el segundo [98] que todos los puntos de la

mediatriz de AB equidistan de A y B, pero en ninguno de los dos argumentos propone garantia o

respaldo alguno, E3 propone un argumento sustancial [PCSa] en el que plantea que la mediatriz de

AB'y este segmento forman un plano cartesiano [100]. E11 plantea que estos dos elementos

geométricos forman dos pares de angulos par lineal y uno de los angulos es recto; es un argumento

[PJSa] ya que usa elementos del sistema tedrico, pero no propone garantia o respaldo [102]. El

siguiente es fragmento final de la puesta en comun, en el cual se plantea la D. Punto medio de un

segmento y el HG. Mediatriz.

107 | P . iy - , .
La recta que pasa por A y B, 0 podemos decir también por el segmento AB. ;Qué podemos decir de
este segmento y esta recta? Si forman angulos de noventa grados

108 | E3 | Secruzan.

109 | P ¢COmMO Se cruzan esas rectas?

110 | E3 | Porun mismo punto.

111 | p Por un punto y ¢cudl es ese punto?

112 | E3 . . . —— —_
El punto medio. Porgue si ve gue esta en la mitad de AB y en la mediatriz.

113 | P [Marca el punto medio en la grafica] y hay algo que también es importante, porque miren que si
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nosotros trazamos esta recta [describe una recta no perpendicular a A B, esta recta se cruza por

el punto medio pero ¢ es mediatriz?

114 No.

115 No cierto.

116 | E9 | No, porgue los puntos no tiene la misma distancia que de Ay B [se refiere a los puntos de la recta

ol<

que pasa por el punto medio de Ay B no es perpendicular a AB].

17 | P No tendrfa la misma distancia de cada punto a A que de B ¢ pero entonces como son este segmento y esta
recta?, se cruzan en un punto y ¢son qué?

Son angulos par lineal, son angulos rectos.

¢COomo se llama cuandos dos rectas o una recta y un segmento se cruzan formando angulos rectos?[...]
Recordemos, ¢si dos rectas no se cruzan como se llaman?

120 | E12 | Paralelas.

121 | P ¢Si dos rectas se cruzan formando angulos rectos?

122 | E12 | Perpendiculares, entonces la mediatriz y el segmento son perpendiculares

123 | P ¢Por qué puedes afirmar eso?

124 | E12 | Porqué se cruzany forman angulos de noventa.

125 | P Entonces tenemos, Si Ay B ;qué son Ay B?

126 | E8 | Sondos puntos.

118
119

o<

127 | P e , L
Son dos puntos. La mediatriz de A B¢ por dénde pasa la mediatriz?
128 | E8 . ——
Por el punto medio del segmento AB.
129 | P [Continua escribiendo] la mediatriz pasa por el punto medio ...
130 | P

Por el punto medio del AB y ; qué mas podemos decir de la mediatriz? [...] y ¢es qué?
131 | E13 | Perpendicular.

132 | P ¢Perpendicular aqué? .. ] dilo completo.

133 | E13

La mediatriz pasa por el punto medio y es perpendicular a AB

134 | P [termina de escribir el hecho geométrico en el tablero] Eso es lo que tenemos dejemos ahi para la
siguiente clase.

E3 realiza un argumento relacionado con el punto medio. EI manifiesta que la mediatriz y el AB se
cruzan en su punto medio [108], [110] y [112] y presenta una garantia tedrica [112] (subrayada)
relacionada con la definicion del punto medio del AB; es decir, es un argumento sustancial con
respaldo tedrico [PJSc]. Luego la profesora con el objetivo de hacer énfasis de que no todas las

rectas que pasan por el punto medio AB son una mediatriz de AB, plantea a los estudiantes un

ejemplo donde la recta que pasa por el punto medio de AB no es perpendicular a este segmento

[113]. Ante esto E9 manifiesta que esa recta no es una mediatriz [116] y ofrece como garantia que
todos sus puntos no equidistan de A y B [116]; es un argumento sustancial con garantia tedrica
[PJISb]. E12 plantea una conclusion [122] y una garantia tedrica [124] en la que alude a la definicion
de perpendicularidad, Por tanto el realiza un argumento analitico con garantia implicita [PCAa] (ver

esquema 35).
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Datos ] —1—) [ Conclusion
R

[ Tedrico ]

Esquema 36. Argumento PCAa

E8 en [127] y [128] realiza un argumento sustancial sin respaldo o garantia [PJSa], a pesar de hacer
uso de elementos del sistema tedrico local solo presenta una conclusion sin ninguna garantia que la

apoye. Finalmente estd el argumento [PJSa] de E13 en el cual plantea como conclusion que la
mediatriz pasa por el punto medio y es perpendicular al AB [133], HG. Mediatriz. Al finalizar la

tarea se logro el propdsito que se habia planteado, por un lado la construccién de los tres elementos

del sistema tedrico local, D. Circunferencia, D. Mediatriz, D. Punto medio y HG. Mediatriz.
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ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se presenta un anélisis de los resultados obtenidos en el anterior capitulo. En esta
parte involucramos los resultados obtenidos tanto para este grado septimo como para octavo, de
forma tal que podamos realizar un andlisis comparativo entre lo ocurrido en cada uno,
caracterizando diferencias y similitudes entre ellos. El andlisis que se realiza contempla tres
apartados, teniendo en cuenta en todo momento la evolucion de los argumentos a lo largo de las
sesiones de clase. Particularmente se consideraran los siguientes aspectos (i) la aparicion de cada tipo
de argumento considerado en las categorias de anélisis; (ii) los argumentos analiticos y sustanciales
presentes en cada una de las tareas, considerando la aparicién de estos argumentos en los distintos
momentos de la clase, asi como de acuerdo a los procesos involucrados en cada tarea (conjeturar,

justificar o definir); y finalmente, (iii) los tipos de respaldo utilizados al elaborar argumentos.

LOS ARGUMENTOS Y LAS TAREAS DESARROLLADAS

En el siguiente apartado se analiza el comportamiento de los argumentos elaborados por los
estudiantes de grado séptimo y octavo a lo largo de cada una de las tareas desarrolladas durante la
implementacion de la secuencia. Se utiliza un diagrama de barras para cada grado (ver graficaly 2).
En cada gréfico los distintos tipos de argumentos contemplados en las categorias de andlisis se

representan por colores, mostrando su frecuencia para cada tarea.

GRADO SEPTIMO
En el siguiente gréafico se presentan los argumentos realizados por los estudiantes de grado séptimo

de acuerdo a la descripcion dada en el anterior parrafo. En la grafica 1 se observa una mayor
concentracion de argumentos en la puesta en comdn. Estos se encuentran a la derecha del
argumento [GJAa]. También se observa que tanto en la puesta en comin [P] como en el trabajo
grupal [G], aquellos que presentan mayor frecuencia son los argumentos sin respaldo o garantia en
los procesos de definir y conjeturar [GDSa, PDSa, GCSa y PCSa]. En el momento de la puesta en
comun se realizaron la mayoria de los argumentos analiticos, son argumentos del tipo PDAa, PCAa3,
GCAa, PCAcy GCAC.
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Gréfica 1. Comportamiento de los argumentos durante el desarrollo de la tarea de visualizacion y D. Clases de &ngulos y los problemas de las otras tareas, grado séptimo



De acuerdo a la grafica 1, los argumentos desarrollados en el proceso de justificacion en su mayoria
se presentaron en la puesta en comdn (ejemplo de estos son PJSa, PJSh, PJSc, PJSd). Por el
contrario, la produccion de argumentos asociados a la justificacion durante el trabajo grupal fue
minima. Los argumentos [GJSa, GJSh, GJSc, GJSd] no tuvieron una frecuencia notable, algunos
incluso nula en todo momento. Los argumentos analiticos tuvieron mayor frecuencia en el proceso
de justificar que en los de definir y conjeturar cuando el momento de la clase correspondia a la
puesta en comun. Ademaés, los argumentos analiticos para el caso de la puesta en comin mostraron

una mayor frecuencia con respecto a los argumentos analiticos elaborados dentro del trabajo grupal.

En cuanto a los argumentos relacionados con el proceso de definir se observa que estos tienen una
mayor frecuencia en el momento de la puesta en comun. Ejemplo de ello son los argumentos PDSa,
PDSh, PDSc, PDsd, PDSe, PDSi y PDAa, mientras en el momento de trabajo grupal Unicamente
los estudiantes construyeron dos tipos de argumentos [GDSa y GDSd]. También los argumentos
con mayor frecuencia en este proceso en los dos momentos de la clase [P] y [G] son aquellos que no

presentan garantia o respaldo [GDSa y PDSa].

En cuanto a las tareas es posible decir que la de visualizacion solo conllevé a la generacion de
argumentos en la puesta en comun, en la mayoria de los casos sin respaldo [PCSa] o con garantia
empirica [PCSd]. El problema correspondiente al HG. Par lineal —recto es el tnico que conduce a
una diversidad de argumentos de acuerdo al tipo. En los momentos en los cuales los estudiantes
deben definir (D. Par Lineal, D. Circunferencia, D. Mediatriz) sobresalen con mayor frecuencia los
argumentos sustanciales. Por su parte, los problemas relacionados con los hechos geométricos (HG
Par Lineal, HG Par lineal-recto, HG Mediatriz) conducen a la mayor cantidad de argumentos
analiticos. Finalmente, en la tarea D. Clase de angulos se presentan la menor cantidad de

argumentos, apenas tres, dos de ellos sustanciales [PDSa] y un analitico [PJAC].

GRADO OCTAVO
En la siguiente gréfica se presentan los argumentos realizados por los estudiantes de grado octavo

durante la aplicacion de la secuencia. En esta, predominan los argumentos PDSa, PCSa y GCSa, es
decir aquellos que carecen de garantia o respaldo y que se realizaron en el proceso de definir o
conjeturar; le siguen en frecuencia aquellos que presentan una garantia o respaldo empirico en este
mismo proceso [PCSd y GCSd]. En cuanto a los momentos de la clase, se observa que es durante la
puesta en comun que se desarrollé la mayor cantidad de argumentos de diversos tipos, a diferencia
del trabajo grupal, donde se generaron menos argumentos Yy la mayoria de estos fueron sustanciales

sin garantia o respaldo o con garantia empirica [GCSa y GCSd].
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Gréfica 2. Comportamiento de los argumentos durante el desarrollo de la tarea de visualizacion y los problemas de las otras tareas, grado octavo
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Para los procesos de definir, conjeturar y justificar, se evidencia que la mayoria de los argumentos se
desarrollaron durante el proceso de conjeturar, es decir aquellos que inician por GC y PC, seguido de
los argumentos durante el proceso de justificar la categoria de estos inicia con GJ y PJ, mientras la
presencia de los argumentos durante el proceso de definir fue minima, la categoria de estos inicia
con GD y PD. En la gréfica 2, con relacion a las tareas, en la de visualizacion solo se desarrollaron
argumentos durante la puesta en comun, con mayor frecuencia en los argumentos sustanciales con
garantia empirica [PCSd] y en los argumentos sin ningun tipo de garantia o respaldo [PCSa], las
tareas correspondientes al HG. Par lineal y HG. Par. Lineal —recto, presentan mas diversidad de

argumentos segun el tipo y es en estas tareas en las que se desarrollan los argumentos analiticos.

Respecto a los problemas de D. Par lineal, D. Circunferencia y D. Mediatriz se observa una mayor
frecuencia en los argumentos sustanciales sin algun tipo de garantia o respaldo [GCSa y PCSa] en
los dos momentos de la clase (trabajo grupal y puesta en comun) en el proceso de conjeturar,
ademas en estos problemas los estudiantes construyeron los argumentos enmarcados en el proceso

de definir.

SIMILITUDES Y DIFERENCIAS SEPTIMO Y OCTAVO

En los siguientes parrafos se mencionan los aspectos gque son particulares a cada grado y aspectos
comunes entre los dos grupos respecto al anterior analisis. En grado séptimo se presento una mayor
cantidad de argumentos, esto se debe a dos motivos principalmente: por un lado, para este grado se
aplicaron dos tareas adicionales con respecto a octavo, la tarea D. Clases de angulos y la del HG.
Mediatriz. Por otro lado, el tiempo que se pudo destinar para trabajar en el desarrollo de cada tarea
fue mayor en séptimo que en octavo, lo cual facilité un trabajo mas detallado, con mayor posibilidad

de cuestionar a los estudiantes acerca de sus respuestas.

De otro lado, en grado séptimo los estudiantes realizaron argumentos del tipo PJSc y PJSd que no
realizaron los estudiantes del otro grado. Por el contrario, en octavo se realizaron argumentos que no
se elaboraron en séptimo, como GCAa, GJSb y PCSc. Grado séptimo presentd la mayor frecuencia

de argumentos [PCSa] y grado octavo de [GCSa] durante la aplicacion de la secuencia.

En ambos grupos se observa que la mayor cantidad de argumentos se realizaron durante la puesta en
comun. esto debido a que en ese momento hubo mayor interaccion. En donde los estudiantes deben
explicar el razonamiento realizado en la ejecucion de la tarea y responder a los cuestionamientos
efectuados por estudiantes y profesora respecto a sus afirmaciones realizadas, lo que los lleva a

completar, cambiar, reestructurar y generar mas argumentos. Esto Ultimo es evidencia, en
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concordancia con lo manifestado por Krummheuer (1995), de que la argumentacion es un

constructo social.

Ademaés, en ambos casos, para la tarea de visualizacion solo se presentaron argumentos durante la
puesta en comun, resultado de la naturaleza y objetivo de esta, pues para el desarrollo de la misma
no se contemplo el trabajo grupal. En esta tarea las frecuencias més altas las tienen los argumentos
sin garantia o respaldo o argumentos con un respaldo empirico. Esto se debe en primer lugar a que
las tareas que tienen como meta la visualizacion y la definicion de objetos geométricos, atendiendo a
lo manifestado por Alvarez et al. (2014), “se centran en el proceso de observar el objeto mateméatico
para identificar sus caracteristicas y las relaciones que se establecen entre ellas o identificar
elementos necesarios para poder formular una conjetura” (p. 77), lo que lleva a realizar argumentos
con las caracteristicas anteriores. En segundo lugar, esto se debe también a que los estudiantes en ese
momento no poseian elementos tedricos necesarios que les permitieran elaborar mayor cantidad de

argumentos con respaldo o garantia tedrica.

En las tareas correspondientes a la justificacion de hechos geométricos se observd mayor
construccién de argumentos analiticos. Esto es resultado, en primer lugar, de que en el momento de
desarrollar estas tareas los estudiantes ya conocian algunos elementos del sistema tedrico local; en
segundo lugar, la tarea solicitaba que los estudiantes validaran, generalizaran o justificaran su
demostracidn; ellos debian elaborar argumentos convincentes que estuvieran fundamentados en

sisterna tedrico reconocido y aceptado por la comunidad de la clase.

ARGUMENTOS ANALITICOS Y SUSTANCIALES
En este apartado se analizan los argumentos analiticos y sustanciales a lo largo de las tareas de la
secuencia. Se tienen en cuenta la presencia de estos de acuerdo a los procesos de conjeturar y

justificar, asi como de acuerdo a los momentos de la clase (puesta en comun y trabajo en grupo).

GRADO SEPTIMO

En la gréfica 3 se observa el comportamiento de los argumentos sustanciales y analiticos en el
desarrollo de cada tarea. En la tarea de visualizacion todos los argumentos realizados son de tipo
sustancial. En la tarea de D. Clases angulos se realizaron tres argumentos: uno analitico y dos
sustanciales; en la tarea de par lineal durante la construccion de la D. Par lineal se hicieron
veintinueve argumentos sustanciales y uno analitico. En los problemas posteriores correspondientes
a la justificacion del HG. Par lineal y el HG. Par lineal - recto se observa que los argumentos
analiticos aumentan. Este mismo patron se observa en la tarea de circunferencia (donde se incluian

D. circunferencia, D. mediatriz y el HG mediatriz), al inicio de esta predominan los argumentos
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sustanciales pero en la medida que se avanza en su desarrollo, aumentan el nimero de argumentos

analiticos realizados por los estudiantes.
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Gréfica 3. Argumentos analiticos y sustanciales. Grado séptimo

La produccion de argumentos analiticos y sustanciales en relacion a los procesos de definir,
conjeturar y justificar se presenta en la grafica 4. En la tarea de visualizacion, la mayoria de los
argumentos ademéas de ser sustanciales fueron realizados durante el proceso de conjeturar, unos
pocos en el proceso de definir y ninguno en el proceso de justificar, mientras que en la rarea de D.
Clasificacion angulos dos de los tres argumentos eran sustanciales y se presentaron durante el
proceso de definir y uno analitico que se desarroll6 en el proceso de justificar. En la tarea par lineal
inicialmente en la D. Par lineal (T3. P1), los argumentos se encuentran en su mayoria en el proceso
de definir, unos pocos en conjeturar y dos en el proceso de justificar. S6lo uno de los argumentos
construidos es analitico en el proceso de justificar; el resto de los argumentos construidos es
sustanciales. Los argumentos en los problemas HG par lineal y HG par lineal-recto exhiben un
aumento sobre los argumentos analiticos durante el proceso de justificar, con los argumentos

sustanciales ocurre lo contrario ya que presentan una disminucién en el proceso de justificar.

En la tarea relativa a la circunferencia (D. circunferencia, D. mediatriz y el HG mediatriz)
nuevamente hay una frecuencia inicial alta de argumentos sustanciales y la mayoria en el proceso de
definir y de conjeturar. Luego, durante la realizacion del problema relativo a la definicion de la
mediatriz se realiza un argumento analitico en la justificacion; pero ain la mayoria de argumentos se
caracterizan por ser sustanciales y tener presencia en los procesos de definir y conjeturar.
Finalmente, en el problema del HG. Mediatriz se observa que la cantidad de argumentos en el
proceso de definir es nula mientras, en los otros dos procesos difieren solo en dos argumentos y
mientras en el proceso de conjeturar solo hay argumentos sustanciales, una tercera parte de los

argumentos en el proceso de justificacidn son analiticos.
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Respecto a los momentos de la clase (puesta en comin y trabajo grupal), el comportamiento de los
mismos se representa en la grafica 5. En el desarrollo de todas las tareas, la mayor frecuencia
siempre se presentd en los argumentos sustanciales los cuales fueron realizados en la mayoria de los
casos durante la puesta en comun.
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Gréfica 4. Argumentos analiticos y sustanciales en los procesos de la AD en grado séptimo

En la tarea de visualizacién, similar a lo mencionado anteriormente, los argumentos se desarrollaron
en la puesta en comdn, pues en esta no hubo espacio para el trabajo en grupo. En la tarea D. Clases
angulos los tres argumentos fueron desarrollados en la puesta en comun ya que el trabajo de los
grupos se centrd apenas en la medicion de los angulos. En los problemas relacionados con definir
(D. Par lineal, D. Circunferencia y D. Mediatriz) se evidencia una minima produccion de
argumentos analiticos realizados en la puesta en comun. En cuanto a los problemas de los hechos
geométricos (HG. Par lineal, HG. Par lineal-recto y HG. Mediatriz) la cantidad de argumentos
analiticos aumentaron respecto a los realizados en los problemas de definir. Ademas, estos
argumentos se realizaron en ambos momentos de la clase (trabajo en grupo y puesta en comun) pero
con mayor frecuencia en el trabajo grupal para el HG. Par lineal y HG. Par lineal-recto mientras en
el HG. Mediatriz los argumentos analiticos fueron realizados en su totalidad durante la puesta en

comun.
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Gréfica 5. Argumentos analiticos y sustanciales en los momentos de clase. Grado séptimo

Lo anteriormente presentado corresponde al analisis de los datos obtenidos en el grado séptimo. A

continuacion se realiza un andlisis similar teniendo en cuenta lo ocurrido en el grado octavo.
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GRADO OCTAVO

En cuanto al comportamiento de los argumentos sustanciales y analiticos, en la grafica 6 se observa
que prevalecio la construccion de argumentos sustanciales a lo largo de la aplicacion de las tareas, en
cuanto a los argumentos analiticos se observa que en la tarea de visualizacion tuvo lugar uno, en la
tarea de par lineal cuando se inicia con la D. Par lineal no se realizaron argumentos analiticos, pero
al abordar el problema del HG. Par lineal y el HG. Par lineal-recto se observa que este tipo de
argumentos aumenta. En la tarea de circunferencia, donde se desarrollaron los problemas D.
Circunferencia y D. mediatriz, los estudiantes no realizaron argumentos analiticos.
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Gréfica 6. Argumentos analiticos y sustanciales. Grado octavo

En cuanto al comportamiento de estos argumentos, durante los procesos de definir, conjeturar y
justificar, en la grafica 7 se observa que prevalecen los argumentos para el proceso de conjeturar
sobre el de definir y justificar. La mayoria de estos argumentos son de tipo sustancial. Los
argumentos en el proceso de conjeturar se evidencian en todas las tareas y problemas mientras los
argumentos en el proceso de definir se evidencian sobre todo en los problemas relativos a
definiciones (D. Par lineal, D. Circunferencia y D. Mediatriz) y los argumentos en el proceso de
justificar fueron construidos en los problemas relativos a los hechos geométricos (HG. Par lineal y
HG. Par lineal recto) y es en estos problemas en el marco de la justificacién que se observan

argumentos analiticos.
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Gréfica 7. Argumentos analiticos y sustanciales en los procesos de la AD. Grado octavo

La relacion de los argumentos analiticos y sustanciales con los momentos de la clase (trabajo grupal

Yy puesta en comun) se presenta en la grafica 8. En este grado, igual que en séptimo, en la tarea de
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visualizacion todos los argumentos se presentaron durante la puesta en comin ya que este fue el
Unico momento que tuvo lugar en esta tarea. De los 14 argumentos realizados por los estudiantes
uno era analitico, los demés sustanciales. En los problemas de D. Par lineal y D. Circunferencia la
mayoria de los argumentos se realizaron en la trabajo grupal, mientras en el de D. Mediatriz la
mayor frecuencia de argumentos se presentd en la puesta en comun. En los tres problemas
mencionados todos los argumentos fueron sustanciales. En las dos tareas relativas a los hechos
geometricos (HG. Par lineal y HG. Par linealrecto) la mayor tendencia la presentan los
argumentos que se realizaron durante la puesta en comun. Tambien se observa que todos los
argumentos analiticos excepto uno, desarrollados durante la aplicacion de la secuencia en este grado,
se produjeron durante estas dos tareas y la mayoria de estos también en el momento de la puesta en

comun.
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Gréfica 8. Argumentos analiticos y sustanciales en los momentos de clase. Grado octavo

SIMILITUDES Y DIFERENCIAS SEPTIMO Y OCTAVO

A continuacidn se realiza un paralelo de los argumentos analiticos y sustanciales entre los dos grados
teniendo en cuenta las frecuencias en las tareas, la produccion de estos de acuerdo a los procesos de
definir, conjeturar y justificar y los momentos de la clase. Para ello inicialmente se observaran

particularidades de cada grado y luego se tomaran los aspectos comunes entre ambos grados.

En grado séptimo se observa que en seis de las ocho secciones se producen argumentos analiticos, es
decir en un 75% de las sesiones, mientras en octavo en solo tres de las seis, es decir un 50%. En la
tarea de visualizacion en grado séptimo no se realizaron argumentos analiticos, en los problemas de
D. Par lineal y de D. Mediatriz se realizo un argumento analitico para cada uno, mientras en octavo
ocurrié lo contrario; en la tarea de visualizacion se realizd un argumento analitico pero para los
problemas de D. Par lineal y D. Mediatriz no hicieron argumentos analiticos. En la tarea de D. Par
lineal en el proceso de justificar se realizaron argumentos analiticos y sustanciales, mientras para
octavo en este problema para este proceso no se realizo ningun tipo de argumento, en el problema
del HG. Par lineal recto en grado séptimo en el proceso de conjeturar no se realizaron argumentos

analiticos, mientras en grado octavo si.
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Los aspectos comunes entre los dos grados se presentan a continuacion. En la tarea de visualizacion
y en los problemas relativos a definiciones se observa una frecuencia representativa en cuanto a los
argumentos sustanciales y una frecuencia minima para los analiticos, esta situacion responde al
objetivo y naturaleza de la tarea. En la tarea de visualizacion el objetivo era favorecer habilidades de
visualizacion, identificar propiedades de figuras y reconocer que una propiedad es valida, solo si esta
se hace explicita mediante una notacion determinada. Para los problemas de definicion el objetivo
era construir una definicion via observacion y reconocimiento de invariantes en las representaciones
gréficas dadas y construcciones realizadas por los estudiantes, lo que los llevé no solo a definir sino

también a conjeturar y producir mas argumentos sustanciales que analiticos en estos dos procesos.

De otro lado, en los problemas correspondientes a los hechos geométricos (HG. Par lineal, HG. Par
lineal-Recto y HG. Mediatriz) en los dos grados se observa un incremento en los argumentos
analiticos, situacidn que responde por un lado a que el objetivo de estos problemas era justificar una
conjetura a partir de los elementos del sistema tedrico local creado hasta el momento; por otro lado,
al momento de enfrentar estas tareas los estudiantes ya conocian algunos elementos del sistema
tedrico local construido por ellos, lo que favorecié también la realizacion de argumentos dentro del
proceso de justificacion. Otro aspecto comdn en los grupos es que en el momento de la clase en el

que mas se favorece la construccion de argumentos es en la puesta en coman.

ARGUMENTOS Y SOPORTE

Teniendo en cuenta que el objetivo de este trabajo es analizar la evolucion de los argumentos
construidos por los estudiantes, en este apartado se analiza en ambos grados la frecuencia de los
argumentos segun el tipo de soporte para cada uno (sin soporte tedrico 0 empirico, con soporte
empirico y con soporte tedrico), es necesario aclarar que se entiende por soporte, el respaldo o la
garantia usados para justificar o validar una conclusion durante el desarrollo de las tareas. Se toma la
decision de analizar los argumentos segln el soporte ya que estos dan fuerza al argumento y
determinan la estructura necesaria para los mismos en conjunto con los datos y la conclusion de

acuerdo a lo manifestado por Toulmin (2007), ain més si este soporte es tedrico.

Por sus caracteristicas, un argumento sustancial puede ser un argumento sin soporte, con soporte
empirico o con soporte tedrico, mientras que un argumento analitico cuenta con soporte tedrico
Unicamente. Los argumentos sustanciales fundamentan su conclusion en evidencia empirica,
mientras los analiticos en premisas universales e inmutables (Ambrosini & Asti; 2009). No se vio
necesario discriminar en este momento del anélisis los soportes de acuerdo a su naturaleza (garantia

0 respaldo) ya que se quiere determinar si el estudiante s6lo se conforma con elaborar una
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conclusion con base en unos datos (argumentos sin soporte), o ve la necesidad de respaldar esa
conclusion, siendo este respaldo de corte empirico o con base en elementos tedricos (argumentos
con soporte). En este andlisis se tendra en cuenta el comportamiento de los argumentos segin el
soporte atendiendo a si son analiticos o sustanciales, en consideracion a los procesos de la AD y los

momentos de clase.

GRADO SEPTIMO

El comportamiento de los argumentos que tuvieron lugar en grado séptimo se presenta en la grafica
9. Alli se observa en términos generales que los argumentos mas construidos por los estudiantes
fueron aquellos que carecen de soporte (categoria terminada en Sa); luego se encuentran aquellos
con soporte empirico (categoria terminada en Sd y Se) y por Ultimo estan aquellos con soporte
tedrico (categoria terminada en Sh, Sc, Aa y Ac). Los argumentos sin soporte tienen mayor
frecuencia en la gréfica, exceptuando la tarea de los dos hechos geométricos de par lineal (HG. Par
lineal y HG. Par lineal-recto) y el problema D. Mediatriz. También se observa que en la medida que
se avanza en los problemas de una tarea, la cantidad de argumentos con soporte tedrico aumentan.
Por ejemplo, en el caso de las tarea de par lineal en el momento de realizar el P.1correspondiente a la
D. Par lineal, de los argumentos construidos el 20% corresponde a argumentos tedricos; en el
siguiente problema, que hace referencia al HG. Par lineal (P.2) , el 41% son tedricos y en la Ultima
parte de esta tarea correspondiente P.3 al HG. Par lineal-recto los argumentos tedricos han
aumentado a un 55%. Algo similar ocurre con la tarea de la circunferencia, durante el desarrollo del
P.1 de esta tarea correspondiente a la D. Circunferencia no hay argumentos tedricos, en el P.2
relativo a la D. Mediatriz un 15% correspondia a esta tipificacion y en el P.3 correspondiente al HG.
Mediatriz el porcentaje era de un 23%. En las tareas de visualizacion y clasificacion de &ngulos esta
observacion no aplica pues no son tareas compuestas por diferentes problemas.

SIN SOPORTE =5 EMPIRICO 5. TEQRICO

Gréfica 9. Argumentos segln el tipo de soporte. Grado séptimo

En este parrafo se interpreta la grafica 10 en la cual se relacionan los argumentos analiticos y

sustanciales con el tipo de soporte implementado en cada uno. En primer lugar todos los argumentos
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analiticos corresponden a la tipificacion de argumentos tedricos con soporte tedrico, en todos los
argumentos sustanciales prevalecen aquellos que carecen de soporte, sequido de los argumentos con
un soporte empirico, la cantidad de argumentos con soportes tedricos son minimos en el caso de los
argumentos sustanciales. En los problemas asociados a la formulacion de HG se favorecid la

construccion de argumentos con soporte tedrico y por tal razon la produccion de argumentos
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Gréfica 10. Argumentos analiticos y sustanciales de acuerdo al tipo de soporte. Grado séptimo

De los argumentos que se construyeron en el grado séptimo, como se puede observar en la grafica
11, la mayoria estaban en los procesos de definir y conjeturar. Estos argumentos se caracterizan por
no tener soporte, son muy pocos los argumentos con soporte tedrico en este caso. En cuanto al
proceso de justificar, una cantidad significativa de los argumentos construidos alli cuentan con
soporte tedrico; y por el contrario es minima la cantidad de argumentos con soporte empirico. En la
mayoria de los casos, este proceso esta presente sobre todo en el momento de trabajar con los hechos
geomeétricos, mientras en el momento de formular definiciones prevalecen los argumentos

construidos en el proceso de definir, la mayoria de ellos sin ningin tipo de soporte.
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Gréfica 11. Argumentos segun el tipo de soporte en los procesos de definir, conjeturar y justificar. Grado séptimo
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A continuacion se realiza un analisis similar al anterior teniendo en cuenta el los resultados obtenidos

segun esta tipificacion de los argumentos en grado octavo.

GRADO OCTAVO

En la grafica 12, en la cual se relacionan los argumentos segun el tipo de soporte con las tareas
propuestas, se observa que los estudiantes de grado octavo, en su mayoria, construyeron argumentos
sin algun tipo de soporte y los que menos tuvieron presencia eran aquellos con soporte tedrico. De
otro lado se observa que los argumentos sin soporte tienen mayor frecuencia en el problema de la D.
Mediatriz, en la D. Par lineal y la D. Circunferencia; en el HG. Par lineal y el HG. Par lineal —
recto se observa que los argumentos mas construidos por los estudiantes fueron aquellos con soporte
tedrico. En la tarea de visualizacion se presentan mayor frecuencia los argumentos con soporte

empirico.
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Gréfica 12. Argumentos segUn el tipo de soporte. Grado octavo

En cuanto a la relacion existente entre los argumentos analiticos Y el tipo de soporte la grafica 13
presenta la siguiente informacion: la mayoria de los argumentos sustanciales construidos por los
estudiantes carecen de soporte y muy pocos poseen un soporte tedrico, estos se construyeron con
mayor frecuencia en la tarea de visualizacion y en los problemas relativos a la construccion de la D.
Par lineal, D. Circunferencia y D. Mediatriz, en estos no se construyeron argumentos analiticos.
Todos los argumentos analiticos construidos por los estudiantes poseen soporte tedrico. Tambien es
posible observar que los problemas correspondientes a los hechos geométricos se caracterizan por

tener una cantidad significativa de argumentos con soporte tedrico, entre ellos los analiticos.
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Gréfica 13. Argumentos analiticos y sustanciales de acuerdo al tipo de soporte. Grado octavo
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El comportamiento de los argumentos segun tipo de soporte en los procesos de definir, conjeturar y
justificar se puede observar en la grafica 14. En las tareas de definiciones se realizaron una cantidad
notable de argumentos en los procesos de definir y conjeturar. Estos argumentos se caracteriza por
que carecen de soporte 0 poseen un soporte empirico, mientras en los procesos de justificacion la
construccion de argumentos es casi nula. En los problemas de los hechos geométricos la
construccién de argumentos se centra en el proceso de justificar, la mayoria de los estos poseen un
soporte tedrico. En conclusion, los problemas de justificacion de hechos geométricos favorecen la
construccion de argumentos con soporte tedrico, mientras en la tarea de visualizacion y en los
problemas de definicion se observa que la mayoria de los argumentos no poseen soporte o el

soporte es empirico.
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Gréfica 14. Argumentos segun el tipo de soporte en los procesos de la AD. Grado octavo

SIMILITUDES Y DIFERENCIAS SEPTIMO Y OCTAVO

Teniendo en cuenta la informacion en este apartado y estableciendo una relacion entre los dos
grados es posible afirmar que, en los dos grados, el porcentaje de los argumentos con soporte tedrico
realizados durante cada tarea es propenso a aumentar, a pesar de que en la tarea de circunferencia (D.
Circunferencia, D. Mediatriz y HG. Mediatriz) para el grupo de octavo no se aplico el problema
del HG. Mediatriz. Los argumentos en los procesos de definir y conjeturar, para ambos grados en su
totalidad corresponden a argumentos sin soporte 0 con soporte empirico en la mayoria de los casos
y muy pocos con un soporte tedrico. En cuanto a los argumentos construidos en el proceso de
justificar en el caso de ambos cursos hay una frecuencia significativa de argumentos con un soporte

teorico, en especial para los problemas relativos a los hechos geométricos.

En los dos grupos se observa que en la tarea de visualizacion y en los momentos de formular
definiciones se construyeron mayor cantidad de argumentos sin soporte 0 con un soporte empirico,
mientras en el momento de justificar los hechos geometricos se construyd una cantidad sobresaliente
de argumentos con soporte tedrico. En todas las tareas prevalecen los argumentos sustanciales sin

soporte 0 con soporte empirico y por la naturaleza y estructura de los argumentos analiticos, estos
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siempre tienen un soporte tedrico. En la tarea de visualizacion y en los momentos de definir objetos
geometricos el proceso de conjeturar se caracteriza por un buen nimero de argumentos sin soporte 0
con soporte empirico. En los momentos de trabajar alrededor de hechos geométricos se observa que
en la mayoria de los casos en la justificacion aumenta el nimero de argumentos construidos por los
estudiantes porcentualmente en comparacion con los construidos al conjeturar, también en este

proceso se observan argumentos sin soporte 0 con soporte tedrico en la mayoria de los casos.

En términos generales en la aplicacion de la secuencia de ensefianza se observa que la hipdtesis
planteada es cierta, pues se favorecio la construccion de argumentos por parte de los estudiantes y de
otro lado se observa una evolucion en los argumentos construidos por ellos al interior de cada tarea.
No fue posible determinar una evolucion en términos generales en el desarrollo completo de la
secuencia, ya que en primer lugar el nimero de tareas formadas por problemas en marcados en
definiciones de objetos geométricos y hechos geomeétricos de la secuencia, aplicadas en cada uno de
los grados no fueron suficientes para concluir y de otro lado como se puede observar en las graficas
anteriores las tareas que inician con un problemas de definicion y termina con problemas de hechos
geomeétricos en relacion a determinado objeto geométrico, ocasiona un ruptura respecto a la tarea
siguiente pues inicia nuevamente con problemas de definicion para luego continuar con problemas

relativos a hechos geomeétricos respecto a otro objeto geomeétrico.
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CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion y algunos asuntos que vale pena
revisar en futuros estudios. Se considera en este punto tanto el anélisis realizado en el anterior
capitulo como los objetivos considerados para el desarrollo de este estudio. La informacion aqui
presentada se ha organizado en ocho apartados en los cuales se presentan: en primer lugar, las
conclusiones relacionadas con las tareas propuestas; en segundo lugar, con los procesos de definir y
de la AD (conjeturar y justificar); en tercer lugar, con los momentos de la clase; en cuarto lugar, la
evolucién de los argumentos; en quinto, en cuanto a la pregunta y a los objetivos de investigacion,
en sexto lugar , en cuanto a la organizacion y ambiente de la clase; séptimo, en cuanto al desarrollo

profesional y octavo, futura proyeccion de estudio.

EN CUANTO A LAS TAREAS

Las tareas propuestas a los estudiantes que involucraron problemas abiertos favorecieron la
construccién de argumentos por parte de ellos; Este asunto tiene relacion con lo manifestado por
Camargo et al. (2014) y Lamper (1990, citado en Fiallo, Camargo, & Gutiérrez, 2013). Para los
primeros autores, los problemas abiertos generan diferentes puntos de vista y favorecen la
argumentacion; el segundo autor manifiesta que los problemas que incluyen la observacion de
patrones conducen a la elaboracion de argumentos empiricos inductivos y a explicaciones
deductivas sobre por qué un patron continta. Los problemas abiertos permitieron a los estudiantes
construir definiciones, hechos geométricos y favorecer una justificacion para algunos de ellos; en

consecuencia, favorecid la construccion de un sistema tedrico local.

Las tareas propuestas promovieron procesos de argumentacion en los dos momentos de la clase,
durante el trabajo grupal, cuando los estudiantes tenian que abordar y resolver el problema, pues el
grupo debia llegar a un consenso acerca de la solucion del mismo y los motivos por los cuales
habian obtenido tal resultado. Y en la puesta en comin, cuando las propuestas de un grupo eran
presentadas y discutidas por los otros grupos, tenia lugar una discusion alrededor de su validez y de
ahi, esta podia ser refutada o complementada. Durante la puesta en comdn, los estudiantes
construian diferentes argumentos para exponer su posicion respecto a lo que se estaba discutiendo,
lo que soporta las ideas de Krummheuer (1995) cuando afirma que “la argumentacion se ve como
un fenémeno social, en el cual los individuos tratan de ajustar sus intenciones e interpretaciones al

presentar verbalmente la razon de ser de sus acciones” (p.229) y Camargo et al. (2014) quienes
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aseguran que “la argumentacion tiene caracter social y cobra sentido cuando hay necesidad de

garantizar la validez de alguna afirmacion hecha” (p. 82).

Por otro lado, dependiendo del objetivo de los problemas propuestos en nuestro estudio, distintos
tipos de argumentos tuvieron lugar respecto al soporte involucrado, entendido este como la garantia
o respaldo presente en el argumento. En los problemas que tenian como objetivo definir un objeto
geometrico los estudiantes construyeron argumentos en la mayoria de los casos sin alguna garantia o
respaldo, asi como argumentos con un soporte empirico (ver graficas 15y 16). Esto se debe a que en
este tipo de problemas los estudiantes debian observar el objeto geométrico representado, identificar

caracteristicas, relaciones e invariantes y con base en esto formular la definicion del mismo.
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Grafica 15. Argumentos construidos durante problemas Graéfica 16. Argumentos construidos durante problemas
relativos a definiciones. Grado séptimo relativos a definiciones. Grado octavo

Respecto a los problemas que tenian como objetivo formular una relacion de dependencia y proveer
la justificacion a la misma, se favorecié la construccion de argumentos con un respaldo tedrico
(graficas 17 y 18). Lo que contribuy6 a que el numero de argumentos construidos con soporte

tedrico fuera considerablemente alto.
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Gréfica 17. Argumentos construidos durante problemas Gréfica 18. Argumentos construidos durante problemas
relativos a hechos geométricos. Grado séptimo relativos a hechos geométricos. Grado octavo

Como consecuencia de lo anterior, teniendo en cuenta que todo argumento analitico tiene
Unicamente soporte tedrico, es que los problemas relativos a los HG se favorecio la construccion de
argumentos de este tipo por parte de los estudiantes (gréficas 19 y 20), aun cuando su presencia no

fue mayor a la de los argumentos de tipo sustancial. mientras que los problemas relativos a
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definicion promovieron la construccion de argumentos sustanciales significativamente (gréficas 21 y

22).
12 6 I?

HG. PAR LINEAL HG.PFAR LINEAL HG. MEDIATRIE HG. PAR LINEAL HG.PAR LINEAL
RECTO RECTO
“ESUSTANCIALES “ANALITICOS “SUSTANCIALES ~ ANALITICOS
Gréfica 19. Argumentos analiticos y problemas relativos a Grafica 20. Argumentos analiticos y problemas relativos a
hechos geométricos. Grado séptimo hechos geométricos. Grado octavo
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Gréfica 21. Argumentos sustanciales y problemas relativos a Graéfica 22. Argumentos sustanciales y problemas relativos a

definicion. Grado sptrmo definicion. Grado octavo

EN CUANTO A LOS PROCESOS DE LA AD Y EL PROCESO DE DEFINIR
Como se dijo anteriormente, en este estudio se analizaron los argumentos construidos en los
procesos de la AD (conjeturar y argumentar) y en el proceso de definir el cual fue necesario
involucrar, teniendo en cuenta que varias de las tareas o problemas propuestos en la secuencia se
encuentran relacionados con este. En el estudio se pudo evidenciar que los estudiantes al abordar
cada uno de las tareas o los problemas de la secuencia siempre construyeron argumentos en dos de
los procesos y en algunos casos en los tres; esto se debe, de acuerdo con lo manifestado por

Camargo et al. (2014), a que los procesos de la AD estan relacionados entre si.

Pero cada problema teniendo en cuenta su objetivo favorecié la construccion de argumentos en
determinado proceso. Los problemas que presentaban a los estudiantes representaciones graficas de
alguin objeto geométrico o solicitaban que estas fueran construidas y con base en estas establecer una
definicion, se caracterizaron por promover argumentos en los procesos de definir y conjeturar. De
estos puede decirse que tuvieron una notable presencia aquellos argumentos sin soporte y con

garantia empirica (ver gréaficas 23 y 24).
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Gréfica 24. Argumentos, problemas definicién y procesos. Grado octavo

Mientras en los problemas relacionados con hechos geométricos (HG. Par lineal, HG. Par lineal
recto y HG. Mediatriz) en los cuales los estudiantes debian argumentar para validar una conjetura, se
favoreci6 la construccion de argumentos en el proceso de justificar. Los estudiantes se enfocaron en
construir argumentos dentro del sistema tedrico que ellos edificaban, en la mayoria de los casos
construyeron argumentos apoyados en una garantia o respaldo tedrico y ain mas si lo que debian

hacer era demostrar la conjetura (graficas 25 y 26).
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Graéfica 25. Argumentos, problemas de hechos geométricos y Grafica 26. Argumentos, problemas de hechos
procesos. Grado séptimo. geométricos y procesos. Grado séptimo.

En conclusion, aunque en cada una de las tareas y problemas propuestos los estudiantes
construyeron argumentos en los dos o tres procesos, el objetivo de la tarea o problema propuesto

favorece la construccion de argumentos en determinado procesos.
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EN CUANTO LOS MOMENTOS DE LA CLASE

Los momentos de la clase (trabajo grupal y puesta en comdn) favorecieron la construccién de
argumentos por parte de los estudiantes en cuanto propiciaron un ambiente de interaccion social,
Pero es en el momento de la puesta en comdn en el que hay mayor construccion de argumentos
(graficas 27 y 28). Esto se debe a que este era el momento en el que mas se cuestionaba y se
indagaba a los estudiantes frente a los resultados presentados. Como consecuencia de ello los
estudiantes buscaban la manera de validar, formular y corroborar y en algunos casos justificar las
conjeturas a partir de la construccion de argumentos. Lo dicho corresponde a lo manifestado por
Fiallo et al. (2013), las acciones que propician el ambiente en el que se indaga, favorecen en los

estudiantes la construccion de argumentos deductivos, ya que se eleva la capacidad para construir

argumentos Mmatematicos.
o
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Gréfica 27. Argumentos, en los diferentes momentos de la Gréfica 28. Argumentos, en los diferentes momentos de la
clase. Grado séptimo clase. Grado octavo

EN CUANTO A LA EVOLUCION DE LOS ARGUMENTOS

El tipo de problemas propuestos a través de las tareas favorecieron una evolucion respecto al uso y
tipo de argumentos involucrados por los estudiantes. En relacion a su uso, se observé una evolucion
en cuanto a los argumentos construidos por ellos para eliminar toda duda sobre una conjetura o su

justificacién, manifestada por sus compafieros o profesora.

Consideramos que un argumento se puede clasificar en uno de tres niveles, teniendo en cuenta si
permite alcanzar completamente, parcialmente o no el siguiente objetivo: eliminar toda duda frente a
la validez de una conjetura, esto es, determinar si o que se reporta en la conjetura es verdadero o no,
y permite explicar el paso de un conjunto de datos a la conclusion. En el primer nivel se encuentran
los argumentos que tienen un soporte tedrico y alcanzan completamente el objetivo planteado
anteriormente, son deductivos, corresponden a las categorias [GJAa, GJAc, PJAa y PJAc] y son
analiticos. En un segundo nivel estan los argumentos que tienen un soporte tedrico y conciernen a
las categorias terminadas en [Sb y Sc] que permiten alcanzar de manera parcial el objetivo planteado
inicialmente y en el tercer nivel los argumentos que no tienen ningln tipo soporte o con soporte

empirico y cuyas categorias terminan en [Sa, Sd, Se, Si] y que permiten alcanzar el objetivo de
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manera parcial 0 no alcanzarlo, los argumentos en estos dos Ultimos niveles corresponden a los
argumentos sustanciales segin (Toulmin, 2007, p.167). Desde este punto de vista el argumento mas
evolucionado corresponde a un argumento de primer nivel y el menos evolucionado es el de tercer

nivel.

Al analizar los tipos de argumentos presentes en las interacciones entre los miembros de la clase, se
observa un cambio de nivel en los argumentos al interior de cada tarea, en la que tenian lugar
problemas relativos a formular definiciones asi como hechos geométricos. Como se puede observar
en el desarrollo de las mismas, al iniciar la tarea en los primeros problemas (relativos a definiciones)
los estudiantes construyeron sobre todo argumentos sin algun tipo de soporte o con un soporte
empirico, es decir argumentos de tercer nivel, estos se enmarcan en la mayoria de los casos en los
procesos de conjeturar y definir muy pocos en el de justificar ya que se involucra acciones como
detectar invariantes, para definir o formular la conjetura y corroborarla las cuales son acciones
propias de esto procesos, segun Camargo et al. (2014). en la medida que los estudiantes avanzaban
en la tarea y abordaban los problemas relativos a los hechos geométricos, se incrementaba la
construccion de argumentos con soporte tedrico, de segundo y tercer nivel, en cuanto a los
argumentos de segundo nivel presentan una frecuencia considerable los enmarcados en el proceso
de definir y los argumentos de primer nivel tnicamente fueron construidos en el proceso de justificar
ya que en estos los estudiantes debian justificar la conjetura dentro de un sistema tedrico, para ello
debian elegir los elementos a utilizar y organizarlos de manera deductiva para validar la misma, es
decir se produce una argumentacion deductiva la cual es propia del proceso de justificar (Camargo et
al.; 2014).

ENCUANTO A LAPREGUNTA Y A LOS OBJETIVOS DE INVESTIGACION
Respecto a la pregunta de investigacion, se concluye que la metodologia propuesta por el grupo

A G de la Universidad Pedagdgica Nacional, implementada en este trabajo, favorecio por un lado

la ensefianza y aprendizaje de la demostracion en clase de geometria, y por otro los procesos de

argumentacion de los estudiantes.

Ya que son procesos de la AD , conjeturar y justificar los cuales se desarrollan en la interaccion
social, en este caso, entre los estudiantes y entre el profesor Yy los estudiantes; ellos debieron
desarrollar diferentes argumentos que les permitieron, formular la conjetura, validarla y justificarla a
la luz del sistema tedrico local que se estaba desarrollando en clase la clase. Estos argumentos debian
ser reformulados o corregidos cada vez que eran cuestionados, situacion que como ya se dijo

favorecid los procesos de argumentacion de los estudiantes.
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Los argumentos construidos por los estudiantes durante la intervencion en el aula fueron analizados
y tipificados, a través de las categorias construidas previamente teniendo en cuenta los referentes
tedricos que permitirian el anlisis de los argumentos. Es decir se respondié y alcanzaron los

objetivos propuestos inicialmente.

ENCUANTO A LA ORGANIZACION Y AMBIENTE DE LA CLASE

El ambiente de clase favorecio por un lado el acercamiento a la demostracion por parte de los
estudiantes, asi como la construccion de argumentos realizados por ellos, el tipo de tareas formadas
por problemas abiertos dieron la posibilidad a los estudiantes de idear la solucién al problema asi
como contemplar y asumir una posicion frente a las soluciones dadas por sus comparieros, lo que
los llevo a generar diferentes argumentos, muchas veces desde sus vivencias usando garantias o
soportes empiricos 0 tedricos que no se habian trabajado en clase pero que ellos los conocian de

otros momentos.

Las acciones de la profesora llevaron a los estudiantes a argumentar, pero no logro que para los
estudiantes el justificar fuera un proceso espontaneo, ya que ellos generalmente se limitaban a
construir argumentos sin ningln tipo de soporte, es decir, argumentos cuya categoria termina en SA,
como se puede observar a lo largo de la aplicacion de la secuencia, los estudiantes aludian al soporte
generalmente cuando eran cuestionados sobre la validez de su argumento por un compariero o por la
profesora. Siempre la profesora a provech6 los argumentos propuestos por los estudiantes, sin
importar en que nivel estuvieran con el fin de guiarlos a la construccion de argumentos de primer y
segundo nivel, pues como manifiesta Krummheuer (1995) , los argumentos sustanciales deben ser
el punto de partida para llevar a los estudiantes a construir argumentos analiticos. El
acompariamiento constante de la profesora le permitié a los estudiantes la construccion de diferentes
argumentos, en los procesos de definir, conjeturar y justificar , los cuales fueron analizados a la luz

de las categorias enunciadas en el capitulo de metodologia y llevar a cabo este estudio.

ENCUANTO AL DESARROLLO PROFESIONAL

El desarrollo de este trabajo origind un cambio en la vision que se tenia de la ensefianza y
aprendizaje de la demostracion en el ambito escolar, en cuanto a su importancia en la ensefianza de
las matematicas ya que es determinante en del desarrollo de procesos fundamentales en la educacion
matematica como el definir, el conjeturar, el justificar y el argumentar. Y en cuanto a la posibilidad
de abordar a temprana edad en el colegio la demostracion en la clase de matematicas, lo cual es

posible si se planea un ambiente de clase que favorezca la actividad demostrativa.
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Enriquecio la labor como docente ya que permitié identificar y usar practicas pedagogicas diferentes
a las usuales, que atienden a las necesidades y motivacion de los estudiantes lo que favorece sus
procesos de aprendizaje. A demas mediante las grabaciones fue posible identificar actuaciones que
en lugar de favorecer procesos de aprendizaje en los estudiantes, surtian en efecto contrario y de las
cuales no se tenia conciencia que ocurria hasta que no fueron observados los videos. Los
conocimientos a nivel pedagdgico y matematicos afianzados y adquiridos en torno al desarrollo de

la maestria.

FUTURA PROYECCION DE ESTUDIO

Teniendo en cuenta los resultados del anélisis de los datos, un posible asunto en el que se podria
profundizar en una futura investigacion, seria la evolucion y el comportamiento de los argumentos
que construyen los estudiantes a lo largo de una secuencia completa. Asunto que no pudo ser
concluido en este estudio ya que como se manifestd en el apartado anterior no fue posible aplicar en
su totalidad todas las tareas planeadas para la secuencia, en los dos grupos de estudiantes con los que
se realizo el estudio, pero este puede ser de utilidad para ello, ya que el marco tedrico y parte de los
resultados obtenidos pueden ser el punto de partida. Otra cuestion que queda por resolver y puede
ser pregunta de investigacion para futuros estudios es ¢ Cémo hacer para que los estudiantes hagan

del proceso de justificar una practica cotidiana en la clase de matematicas?
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ANEXOS

ANALISIS DE GRADO OCTAVO

T.1. TAREADE VISUALIZACION
Inicialmente los argumentos presentados por los estudiantes, se fundamentan en lo que pueden

observar en la figuras, dejando de lado las propiedades y relaciones geométricas.

El siguiente fragmento de clase evidencia el momento en el cual se les presenta la siguiente figura a

los estudiantes, quienes debian decidir ¢.cual circulo del centro es més grande?.

[...] Los dos circulos en el centro, de este y de este
1 |P [Sefiala con la mano las dos figuras que estan
comparando] Entonces quien quiera hablar levanta la
mano

Representacion grafica 27

2 E1l | Losdosson del mismo tamafio.

3 P ¢ Tt piensas que los dos son del mismo tamafio?

4 | E1 | Siprofe, ;puedo decir por qué?

5 | P Puedes decir por qué.

6 E1 | Porque los dos circulos son iguales, exactos; si no el que esta a este lado [sefiala la figura de la
derecha] esta mas lejos, por eso se ve méas pequefio.

7 | P Dices que este estd mas lejos, y por eso se ve mas pequefio.

8 |El |Si

9 |P Y el de alla esta mas cerca? [Hace referencia a la figura de la izquierdal].

Bueno, ¢t qué dices? [Sefiala a otro estudiante].

10 | E2 | Puesyo creo que, 0 sea que ahi ambos se ven iguales, sino que juegan con la mente de uno porque
hacen las bolas méas grandes para que este se vea pequefio [sefiala la figura de la derecha], y hacen
las bolas més pequefias para que se vea grande [sefiala la figura de la izquierda], entonces son
iguales.

El argumento que E1 realiza es un argumento sustancial con garantia empirica [PCSd] (ver
esquema 1) en el cual en la conclusion [2], responde a la pregunta y la garantia para validar su

respuesta [6], esta fundamentada en una observacion.

D C

Representacion Los dos son del
grafica. mismo tamano.

G
|

Porgue los dos circules son
iguales, exactes; sino el gue
estd a este lado, estd méds
lejos, por eso se ve mas
pequeho

Esquema 37. Argumento PCSd
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El argumento expuesto por el E2, también es un argumento sustancial con garantia empirica
[PCSd], ya que posee conclusion y una garantia fundamentada en la observacion y las creencias del
estudiante [10].

La figura siguiente y los argumentos que se generaron en torno a esta se muestra en el siguiente

momento de clase.

15 | P | [...];Cudl esta mas separado Ay CoByD? a .
Ubiguémonos qué son. Ay C [los sefiala con la mano] y
By D [los sefiala con la mano], son dos puntos ;Cudles | < >
estaran mas separados? Quien quiera hablar levanta la
mano.

Representacion gréfica 28

16 E3 | B,D.

17 | P | TudicesqueBaD, iy ti? [sefialaa otro estudiante].

18 El | AaC.

19 E2 | BaD.

20 | E5]|AaB

21 E6 | Iguales.

22 | P | ¢Tapiensas que son iguales? ;Por qué?

23 E6 | [Guardasilencio].

24 | P | Tuadices que estan mas separados B y C [repitiendo lo que dijo otro estudiante]. Espera ;BaD? O ;Ba C?

25 | E7 | BaC

26 P | No porgue mira, estamos comparando esta distancia, la distancia que hay de B y D, esta distancia, y la
distancia que hay de AaC.

27 | E7 | jAh...!

28 P | ¢Entonces? ;TG que dices?

29 | E8 | BaD

30 | P | Porqué?

31 | E8 | Porqgue acé [sefiala con la mano a la figura] en la mitad est4 mas separado.

32 | P | ¢Si?:Tuquédices? [sefiala a otra estudiante].

33 | E9 | Quesoniguales, porque ahi se ve que estan més salido las del centro [Més corrido hacia la derecha]

34 | P | Tadices que se ve mas grande [sefiala la distancia entre B y D] porque esto esta méas salido. ;Si?

3B | B9 |Si

Para iniciar E1, E3, E5 y E6 presentan argumentos [PCSa] en [18, 16, 20 y 21] respectivamente, es
decir, argumentos sustanciales sin garantia o respaldo (ver esquema 2), en los cuales los estudiantes
exponen su conclusion frente a la pregunta realizada por la profesora pero no presentan garantia para
su argumento, a pesar de ser cuestionados por ella, posteriormente los estudiantes E8 y E9 realizan
argumentos sustanciales con garantia empirica [PCSd], E8 presenta su argumento [29], para el cual
realiza una garantia basa en la observacion, E9 presenta un argumento en el que la conclusion difiere

de la realizada por E8, pero la garantia ofrecida es la misma.

El siguiente fragmento de clase corresponde a la conversacion que se desarrollo en torno a la figura

de la tercera diapositiva.
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15 | P | [...];Cudl esta mas separado Ay CoByD? a .
Ubiquémonos qué son. Ay C [los sefiala con la mano] y
By D [los sefiala con la mano], son dos puntos ;Cuales | © >
estaran mas separados? Quien quiera hablar levanta la
mano.

Representacion grafica 29
16 | E3 | B,D.
17 | P | TadicesqueBaD, ;y tu? [sefiala a otro estudiante].
18 | El1 | AaC.
19 | E2 | BaD.
20 |E5 | AaB

21 | E6 | lguales.

22 P | ¢TUpiensas que son iguales? ;Por qué?

23 | E6 | [Guardasilencio]

24 | P | Tuadices que estan més separados B y C [repitiendo lo que dijo otro estudiante]. Espera ;BaD? O (Ba C?

25 E7 | BaC

26 | P | No porque mira, estamos comparando esta distancia, la distancia que hay de B y D, esta distancia, y la
distancia que hay de AaC.

27 | E7 | jAh...!

28 P | ¢Entonces? ;TG que dices?

29 E8 | BaD

30 | P | ¢Porqué?

31 | E8 | Porque ac [sefiala con la mano a la figura] en la mitad estd més separado.

32 | P | ¢Si?¢Tuquédices? [sefiala a otra estudiante]

33 | E9 | Quesoniguales, porgue ahi se ve que estdn més salido las del centro [Més corrido hacia la derecha]

34 | P | Tadices que se ve mas grande [sefiala la distancia entre B y D] porque esto esta méas salido. ¢Si?

3B | B9 |Si

E1 afirma que la figura de afuera es un cuadrado [38] y para ello presenta una garantia tedrica [44] y
[46], aludiendo a propiedades del cuadrado, pero estas no son suficientes y necesarias para garantizar
que la figura sea un cuadrado, es decir plantea aun argumento sustancial en el que la garantia no

justifica el paso de los datos a la conclusién un [PDSI] (ver esquema 3)

D C
D C Representacidn La figura exterior es
grifica. G un cuadrado

chrcsclmacmngranca Relacion de orden e
de los circulos

circulos. Tiene cuatro lados y
todos son iguales
Esquema 38. Argumento PCSa

Esquema 39. Argumento PDSi

Otro argumento relacionado con la figura en discusion, es el de E10 quien también sostiene que la
figura es un cuadrado [48], pero acude a lo que €l ve, para proponer una garantia [50] y un respaldo
empirico[54], por tanto realiza un argumento sustancial con respaldo empirico [PCSe], E11 quien
proporciona una conclusion [56], que contradice los argumentos anteriores y realiza una garantia

empirica [58], basada en lo que él observa, presenta un argumento de tipo [PCSd].

La siguiente figura que se analiza es una composicién de poligonos en torno a la cual surgio la

siguiente intervencidn, con el fin de aclarar que es un poligono.
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60 P [Se dirige al tablero y realiza un contragjemplo de

poligona] .

¢Este es un poligono?

Representacion grafica 30

61 E7 | Nooooo. Esa figura no es un poligono.
62 P ¢Por qué no es un poligono?
63 E7 | Porque no todas sus lineas son rectas.
64 P Porgue no todas sus lineas son rectas. O Sea que no es un poligono, entonces ¢qué es un poligono?
65 E7 | Loslados, hay uno gue no cumple.

En torno a esta discusion surge el argumento analitico en el que se evidencia tanto la garantia como

el respaldo [PCSe], E7 quien plantea su conclusion [60], una garantia [63] y como respaldo

empirico lo observado en la representacion gréafica 4 [65].

Observemos ahora la intervencion realizada acerca de la composicion de poligonos que se abordo

dentro de esta tarea de visualizacion.

80 E8: | [...]Este triangulo, otro tridngulo, en todas las | o | P c
esquinas hay tridngulos [sefiala nuevamente con la ' '
regla). B
. K N M E
4 ~ 1
A | i | B
Representacion grafica 31
81 P En todas las esquinas hay tridngulos, bien.
82 P ¢Y qué podemos decir de los triangulos? Por ejemplo, de este tridngulo que vemos acd y este tridngulo
[sefiala los dos tridngulos de la parte superior].
83 E13 | Soniguales esos tridngulos.
84 P Ah bueno. T0 dices que son iguales, ¢por qué son iguales?
85 E13 | Porqueesun cuadradoy lo partieron por la mitad y tienen la mismas medidas.
86 E10 | Elpoligono grande es un cuadrado por que las esquina miden noventa grados.
87 P E13 dice que es un cuadrado. ¢, Hay algo que nos garantice que esa figura es un cuadrado?
jAy! Miren lo que dice E10. Tt dices que es un cuadrado porque. . .
88 E10 | Porque las esguinas miden noventa grados.
89 P ¢Como se llaman esas esquinan?
90 E \/értices.
91 P Estos punticos se llaman vértices, pero esto ;como se llama? [Sefiala el angulo del cuadrado].
92 | E14 | Angulos.
93 P T dices [Oscar] que todos los angulos tienen noventa grados, pero ;qué nos garantiza en esta figura que
todos los angulos tienen noventa grados?
A E10 | Por los cuadritos verdes.
95 P Listo, vamos con la primera parte. ;Sera suficiente que un cuadrilatero tenga angulos de noventa grados
para decir que es un cuadrado?
9 E11l | [sefiala con la regla tres tridngulos rectangulos mas, al sefialar el siguiente triangulo la profesora lo
interrumpe].
97 P Ah pero espera, ¢t me dices que este es triangulo rectangulo? (refiriendose al triangulo sombreado en la
figura].
98 E11 | Siesetriangulo es rectangulo.
99 P ¢Podriamos garantizar que es rectangulo o no es rectangulo el tridngulo? (refiriendose al triangulo
sombreado].
100 | E11 | Si
101 | P ¢Por qué? [sefiala a un estudiante].
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102 | E11 . . i '
Porque el angulo mide noventa grados, [se refiere a2 F'GK]

103 | P Bueno, pero ¢por qué tu dices que este [sefiala el angulo del triangulo] también mide noventa?

104 | E11 | Porgue hay como un cuadrado.

El E13 realiza un argumento sustancial con garantia empirica [PCSd], €él determina que los cuatro
tridngulos de las esquinas del cuadrado son iguales [83] y proporciona una garantia empirica que
parte de la observacion realizada en la figura [85], De otro lado E10 realiza otro argumento en el
cual se tiene la conclusion y para ella plantea una garantia tedrica [86], que no garantiza el paso de
los datos a la conclusion y respalda esta garantia con la notacion presente en la figura [94], es decir
uno argumento sustancial con respaldo tedrico [PCSc] (ver esquema 4). E11 realiza un argumento
analitico en el que se observa tanto la garantia como el respaldo PJAc (ver esquema 5) en el cual

plantea una conclusion [98], una garantia [102] y un respaldo tedrico [104], con base en lo

observado.
D C D C
Datos ] —1—> [ Conclusidn Datos ] —1—)- [ Conclusion
G G
| |
[Garalltia] [ Garantia tedrica ]
| |
I R
I
I
[ Respaldo T'213'*1'?i'-3'3‘] [ Respaldo ch}r:ico]
Esquema 40. Argumento PCSc Esquema 41. Argumento PJAC

T.2. TAREADEL PAR LINEAL
Esta tarea tiene como objetivo, permitir a los estudiantes la construccion de la D. Angulos par lineal,

el HG. Par lineal, EI HG. Par lineal - recto elementos del sistema tedrico local, para ello se plantean
tres problemas abiertos, que promueven la discusion, situacion que favorece la produccion de

argumentos.

T2.P1. (DEFINICION DE ANGULO PAR LINEAL)

En este seccion se presentan a los estudiantes representaciones graficas de angulos que son par lineal
y de angulos que no lo son, ellos deben identificar mediante observacion particularidades que
cumple el conjunto de angulos par lineal que no cumplen el otro conjunto de angulos, para construir

posteriormente la D. Angulos par lineal.

En trabajo grupal, los argumentos que producen los estudiantes en torno a este elemento tedrico, se

apoyan inicialmente, en los dos conjuntos de angulos dados (datos de los argumentos).
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Grupo 1

El trabajo realizado por este grupo se enfoca en analizar y comparar las representaciones graficas
planteadas, para determinar qué son angulos par lineal.

1 |P Ustedes tienen que son par lineal, ;por qué son par lineal?

2 | E1 | Porque dosangulos par lineal, cuando son adyacentes y se intersecan.

3 |P (Se intersecan? Bueno, vamos a mirar lo siguiente; [. . .] estos son par lineal [sefiala la parte izquierda de la
hoja], y esto no son par lineal [sefiala la parte derecha de la hoja]. A demés de ser adyacentes ¢qué
caracteristicas cumplen estos [sefiala los angulos par lineal] que no tiene estos [sefiala los angulos no par
lineal]?

4 | E2 | Queseintersecan.

5 | E3 | Quetiene una linea recta ;no? Estos tienen una linea recta [sefiala los &ngulos par lineal] y estos no.

6 |P Entonces, ¢qué otra condicion de cumplir?

7 | E2 Debe tener una linea ¢recta?

8 | P Bueno, tenemos que se forma una linea recta. Una linea recta ¢por qué esta formada?

9 | E3 | Rayos.

10|P ¢ Cuéntos rayos?, ;entonces completo como quedaria?

11 | E3 Dos.

12 |P ¢Cudles?

13 | E3 ) ) . .

Acaunoy acéel otro [sefialando consudedo el OB y el 0 4]

14| P Ah entonces hay dos rayos, ¢como quedaria la
definicion, completa?

Representacion gréafica 32

15 | E1 | Loséangulos parlineal tienen una recta, formada por dos rayos.

16 | P Una recta, ;cierto? Y, ¢qué pasa con el otro rayo?

17 | E4 Forma un éngulo.

18P , , . e
Bueno, forma un angulo, pero ¢qué podemos decir? ¢ Esto qué es? [Sefiala O C].

19 | E1 ] _

Eso esun rayo, ¢no? [Se refierea 0 C]
20 | P . . . . — )
Un rayo, ¢cierto?o sea, ¢qué tiene de especial este rayo [sefiala el O C] respecto a los angulos?
21 | E4 i — .
Que un rayo [Se refiere a O €] forma dos angulos.
2 |P ¢Un rayo forma los dos angulos? ;Como lo podemos decir mejor?
23 | E4 .
Que este rayo [se refiere a0OC] forma aqui un angulo y aqui el otro angulo[sefiala2BOCy
£A0C].
24 | E1 | AcAtambién, terminanen punta. Yo creeria que para ser par lineal debe tener dos &ngulos, ;no?

Los estudiantes E1, E2 y E3 proponen tres argumentos sustanciales sin garantia o respaldo [GCSa]
en [2, 4 y 5] respectivamente, en los cuales se evidencia Unicamente la conclusion obtenida a partir
de los datos sin ninguna garantia, E3 plantea un argumento sustancial [GCSd] en el cual la concluye
que los angulos par lineal estan formados por dos rayos opuestos [9 y 11] y plantea una garantia
empirica al mostrar lo que observa en la representacion grafica [13]. Otro argumento [GDSa]
realizado por E3 es en el que concluye que en los angulos par lineal se observa una recta formada
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por dos rayos [15], pero no presenta garantia o respaldo alguno, E1 plantea otro argumento de esté

tipo [19] al concluir que 0C es un rayo. E4 plantea un argumento sustancial [GCSd], una

conclusion “un rayo forma dos angulos™ [21] y una garantia empirica cuando sefiala los angulos que

forma [23], finalmente E1 manifiesta que dos angulos forman los par lineal [24], sin garantia o

respaldo alguno, es decir un argumento sustancial [GDSd].

Grupo 2

Los argumentos de los estudiantes en esta conversacion surgen de la observacion de las diferentes

representaciones graficas de los angulos par lineal y los no par lineal.

1 |P ¢ QUE es par lineal? [Conversa con un nuevo grupo de estudiantes]

2 | E5 | Siempre estan unidos por un vértice, sus lineas son infinitas, no tienen comienzo ni fin.

3 |P Bueno, miremos la primera parte. Siempre estan unidos por un vértice. ;A qué se refieren con eso? ;Qué
méas ven?

4 | E6 | Queestacompuesto por varios rayos.

5 | P ¢cuantos?

6 | E6 . -

Tres. [...]Este, este y este [sefiala el rayo OB, OCy
el rayo O 4, respectivamente].

7 |P Entonces tenemos que hay dos angulos y vamos a
decir por qué son par lineal. Ustedes decian que estan
unidos por un Vértice; miremos aca [sefiala los contra -
ejemplos]. Nos dicen que estos no son par lineal, pero S “/ )
¢estos estan unidos por un vértice?

Representacion grafica 34

8 E isi!

9 |P Y no son par lineal, entonces no es una condicion necesaria, que estén unidos por un vértice. Ah, estos
estan unidos, ¢Y codmo estan unidos estos dngulos? [se refiere a los angulos par lineal ZBOCy 2£AOC,
representacion gréfica 7].

10 | E5 | Porel vértice.

11 |P ¢Solo por el vértice?

Ya vimas que no nos sirve solo el vértice. Miremos este de acd £ZSURy £M UV [Se refier a la figura en
la intervencion 7]
¢Por qué serd que los dos angulos marcados no son par lineal?

12 | E5 | Porgue no tiene la misma medida.

13 | E6 | Porgue no comparten la letray el vértice.

14 | P Pero mira que si, ;este vértice es comun a los dos? [Sefiala el punto U].

Pero, ;qué comparten estos dos, [sefiala los dos ejemplos de angulos par lineal], que no comparten estos
dos [sefiala los dos &ngulos opuestos por el vértice, ZSUKy M UV].

15 | E6 | Unlado.

16 | P Un lado, ¢cierto? Entonces ya tenemos otra condicion. Son par lineal ¢si qué?

17 | E6 | Sicomparten un lado.

18 |P Si, comparten un lado, ¢,c6mo se llama ese lado?

19 | E6 | RayoC.

P Bueno, ¢quién més ya escribi6 algo? [Se dirige a todos los grupos de trabajo].
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Los argumentos generados por los estudiantes E5 y E6 [2 y 4] se caracteriza por una conclusion
obtenida, de la observacion de los datos por parte de los estudiantes, es decir, argumentos
sustanciales sin garantia o respaldo [GDSa], E6 realiza un argumento sustancial [GDSd] en el cual
plantea que los angulos par lineal estan compuestos por varios rayos [4] y presenta una garantia
empirica [6]. Los datos de los dos argumentos que se realizaron posteriormente, corresponden a la

representacion gréfica 8 y fueron generados para responder a la pregunta ¢por qué los angulos
marcados no son par lineal? [11], ES asumen como conclusion que £SUR 'y £M UV no son par

lineal y proporciona una garantia [12] que no justifica el paso de los datos a la conclusion, es decir un
argumento sustancial [GCSi], en cuanto a E6 realiza también realiza un argumento [GCSi] en el
cual la conclusion es la misma de E5, pero la garantia propuesta por €l [13] tampoco permite validar
el paso de los datos a la conclusion. Otro argumento de E6, en el cual los datos que tiene en cuenta,
son las representaciones graficas de angulos par lineal, a partir de los cuales plantea su conclusion
[17 y 19] pero no realiza una garantia para validar el paso de los datos a la conclusion, es decir hace

un argumento [GDSa].
Grupo 3

Los argumentos que surgen en esta conversacion se fundamentan en las observaciones realizadas

por los estudiantes sobres las diferentes representaciones graficas de los angulos, como en los grupos

anteriores.
1 |P [Se encuentra con un nuevo grupo de trabajo]. Bueno, ;ustedes a qué llegaron? [Respecto a qué son
angulos par lineal]
2 | E7 | Es cuando tiene un vértice en comun, el s i
vértice seria casi en la mitad [sefialando la c i
— . L, L, A ]
AB] Por qué ¢si ve que aqui hay una linea 'n;‘l/" e L
como en la mitad? [sefiala el segundo acien afica 35 R
ejemplo de angulos par lineal] epreseniacion getica
3 |P Listo, esos dos son par lineal. Entonces ahora si, ¢a qué llegaron ustedes? Cuando comparten un vértice,
£ QuUé Mas?
4 | E7 | Tieneun vértice en comuny tienen tres lados.
5 |P Bueno, ¢y como llamamos esos lados de un angulo?
Por ejemplo este, ;,como se llama este objeto geométrico? [sefiala O_C’].
6 E7 , b A
Un rayo. Ah este es un rayo en comun. [sefiala O C].
7 |P Si. )
Ahora miremos este [sefiala un contraejemplo]. J
Este, ¢tiene un rayo en comdn?
G
0]
Representacion gréfica 36
8 |E7 |Si
9 |P Entonces ahi tenemos un rayo en comdn, ;cual seria el rayo en com(n?
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10 | E7 | —
Ol
11| P —
OlL, cierto?
Bueno tienen un rayo en comin, pero debe haber otra condicion para que sea par lineal. Por ejemplo qué
diferencia hay entre estos angulos y estos de aca [comparacion entre los angulos £HFI y ZHFG [par
lineal] y los dngulos £/ OL y £LOG [no par lineal]]
12 | B9 | Mmmyasé.
13 |P ;QUE?
14 | E9 | Que este es llano [recta AB, ejemplo 1] y estos no son llano [contragjemplo de angulos
ZJOLy £LOG]
15 |P Ah, 10 hablas de llanos. ¢ A qué te refieres que sea llano?
16 | E9 Es una recta.
17 | P Ah, 0 sea jqué pasa .. .] [la interrumpe un estudiante].
18 | E9 -
Porque este no es recta [hace referencia a los O G yO ] del contraejemplo]
19 | P N
¢ Y esos dos rayos que forman? [Se refierea AO yO B].
2 | E7 Una recta.
21 | P , . s .
Una recta, 0 sea que los otros dos rayos, ¢qué forman? [hace referencia a los 0 G 'y O] del contra ejemplo]
22 | E8 | Esque estarecta esta partida, no es recta.

Los argumentos generados por este grupo de estudiantes se caracterizan por el uso de un vocabulario

no matematico, El E7 plantea en su conclusion [2] que los par lineal tienen un vértice en comun y

utiliza como garantia lo que observa en la grafica, es decir un argumento [GDSd], posteriormente en

[4y 6], el estudiante cambia su argumento, ya que observa que los angulos par lineal no comparten

s6lo un vértice sino un rayo a demas agrega que son los que tienen tres lados, pero no presenta una

garantia por lo tanto es [GDSa]. E9 [14] genera un argumento en el que tiene en cuenta dos

aspectos, cuando un angulo es par lineal y cuando no, relacionandolos con llano y no llano, para

justificar crea dos garantias [16 y 18], que no justifican el paso de los datos a la conclusion, por el

uso incorrecto de las expresiones llano y recta, por lo tanto este es un argumento [GCSi].

El siguiente intervencion corresponde al momento de la puesta en comun realizada en el marco de la

D. Par lineal.

[Inicio de otra sesion de clase]

La clase pasada nosotros estabamos trabajando, mirando como C

definiamos angulos par lineal y alguno ya habian dado su definicion. 'Ll/"\
0

Entonces, si yo tengo dos &ngulos £ACBy £BCD :

Ustedes trabajaron en las hojas y dieron algunas conclusiones para esos | Representacion gréfica 37
angulos, entonces ¢qué conclusiones tienen?

El

Los par lineal comparten un lado.

Entonces una condicion, comparte un rayo, ;qué otra condicion debemos tener para que sean par lineal?
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Ya tenemos que comparten un rayo, en este caso el O C. Ahora ;qué pasa con los otros dos rayos?, jqué

pasa con los rayos OB y O A?

4 | E1 | Quevanendiferente [realiza con las manos un movimiento opuesto].

5 |P Que van en diferentes direcciones y ¢qué forman?

6 | E3 | Esosson rayosopuestosy forman una recta porque estan en diferentes direcciones y son infinitos.

7 |P Entonces otra condicién, los otros dos rayos son opuestos forman una recta. ¢Nos falta alguna otra
condicion? ¢ cuantos angulos estabamos comparando para ser par lineal?

8 | E3 Dos.

9 |P

¢Cudles eran los dos rayos? Miren que aqui los nombrabamos, ZACB y 2B CD acuérdense que los

angulos siempre los nombramos dejando el vértice en el centro. Dos &ngulos son par lineal ¢si qué?
10 | E1 | Son par lineal si comparten un rayo y forman una recta.

1 |P Bien. Los &ngulos, pero escribAmoslo simbolicamente. ¢ Alguien quiere pasa a escribirlos?].
12 | E2 Yo.
3 |P Pasa.
14 | E2 [Se levante del pupitre y se dirige al tablero].
Los2£ACBy£BCD
15 |P Bueno, ¢ que vamos a decir de esos dngulos?
16 | E2

Los ZACBy £BCD son dos &ngulos par lineal si comparten un rayo y los otros dos rayos son

opuestos y forman una recta.

En la puesta en comun es posible observar dos argumentos del E1 [2 y 10] y para los cuales no
presenta ninguna garantia, o sea argumentos [PDSa], E3 [6] plantea una conclusién la cual valida
mediante una garantia que se fundamenta en los resultados obtenidos en el trabajo en grupo y en lo
que el puede observar, es decir plantea un argumento [PDSd], finalmente el argumento de E2,
mediante el cual establece la D. Angulos par lineal [16], tampoco posee garantia por lo tanto es
[PDSa].

T.2.P.2. (HECHO GEOMETRICO PAR LINEAL )

El objetivo de esta tarea es el permitir a los estudiantes construir otro de los elementos del sistema
teorico local, el HG. Par lineal, para ello inicialmente la profesora presenta la actividad y entrega a
los estudiantes el material concreto (angulos en foamy de diferentes medidas) con el cual van a

trabajar, quienes se organizan en los grupos de la clase anterior.

Los datos de los argumentos que se generan entorno a esta conversacion, se apoyan en la diferentes

parejas que armaron los estudiantes y la D. Angulos par lineal.
Grupo 1

En el trabajo de este grupo de puede observar que usan los elementos tedricos trabajados en clases

anteriores, para conseguir el proposito de la tarea.

1 |P [ ..] ¢han conseguido alguna pareja de angulos par lineal?
2 | E1 | Estapareja [refiriendose al arreglo que realizo, un angulo de cuarenta y cinco y uno de ciento treinta
y cinco]
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P | Entonces miremos la conclusion, ¢por qué son par lineal?

El | Esteesel rayo comin [sefialandolo en la pareja de &ngulos par lineal].

P | Y¢iquémas?

E1 | Tienen direcciones opuestas, tiene rayos opuestos.

P | Son rayos en direcciones opuestas. ;qué medida tienen esos angulos?, este es de [sefialando uno de los
angulos]

8 | E2 | Cuarentay cinco.

9 | P | ¢yeste?

10 | E2 | Ciento treintay cinco.

~No|o |~ lw

E1 realiza un argumento en el que plantea su conclusion [2], dos angulos que miden cuarenta y
cinco y ciento treinta y cinco son par lineal y para validar el paso de los datos a la conclusion ofrece
un respaldo fundamentado en la D. Angulos par lineal [4 y 6], es decir este es un argumento
analitico que se fundamenta en el primer elemento del sistema tedrico local estudiado un [GJAa]

(ver esquema 7)
Grupo 2

El dialogo que se presenta de este grupo también se fundamenta en el andlisis de casos particulares

de angulos par lineal escogidos por ellos.

1 E1l | [Organizauna parejade angulos] ciento cinco y noventay cinco.

2 P Ciento cinco y noventa y cinco, miremos si cumplen las dos condiciones, miremos
3 E1l | Siporguecomparten un rayoy esta conformado por una recta.

4 P ¢ Tu estas segura que esta es una recta?

5 El Pues profe, si nos sale mal. Entonces no es.

6 P No no son cierto.

7 El .Y elotro?

8 P ¢Cuél otro tenian?

9 E2 | Cientoquincey sesentay cinco.

10 E No lo arme todavia.

11 \% Organizan los angulos.

12 P £S0Nn 0 no son?

13 E2 | Sison par lineal y este si cumple las condiciones para ser par lineal.

14 P Si a bueno, entonces como son an6telos ahi, busquen mas (cambia de grupo).

E1 para realizar su argumento tiene como datos dos angulos que miden ciento cinco y noventa y
cinco [1], de los cuales €l concluye que son par lineales y proporciona una garantia tedrica [3 ], en la
cual alude a la D. Angulos par lineal, que permite invalidar la conclusion dada por el estudiante,
teniendo en cuenta los componente Yy sus caracteristicas este es un argumento [GJSb], también se
presenta el argumento de E2, en el cual nuevamente se parte de una pareja de angulos [9] datos para

los que proporciona una conclusion y una garantia teorica [13], luego es un [GJSb].
Grupo 3

En la conversacion con los estudiantes de este grupo de observa que ellos no solo usaron la D. Par
lineal si no que también obtuvieron otras conclusiones a partir de las medidas de las parejas de

angulos.
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1 P Bueno, no todos les dieron, ¢cuales tienen?
2 | B Este, este, este y este.

1

llustracion 20

3 |P ¢Son o no son par lineal, por qué son par lineal?

4 | E1 Porque dos rayos son opuestos, un rayo es comdn, porque la suma de sus angulos es ciento
ochenta.

5 |P Ah ¢ Todos los que eran par lineal te dieron ciento ochenta?

6 |El Si.

7 |P Ah, bien y entonces aqui donde dice, observa la propiedad comn para las parejas ¢ qué podemos decir de

esas parejas de angulos?, ademas de ser par lineal.
10 | E1 Que los dos median, ah la suma de los dos es ciento ochenta.

11 | P ¢Lasuma de los dos que?
12 | El Umm, la medida.
13 |P La medida, entonces, ;cOmMo nos quedaria mejor la conclusion?

14 | El1 La suma de las dos medidas da ciento ochenta, de los &ngulos que conforman el par lineal.

E1 para realizar su argumento usa como datos tres parejas de angulos que ha construido [2],
posteriormente en la intervencion asume como conclusion que las tres parejas son parejas par lineal
y proporciona la garantia del argumento [4] en la que alude a la D. Par lineal y a la suma de las
mediadas de cada pareja de angulos, es decir hay informacion que no es necesaria en el argumento,
teniendo en cuenta lo anterior este es un argumento [GJSb]. Luego este estudiante presenta otra
conclusion [14], partiendo de las configuraciones de angulos y la D. Angulos par lineal, es decir, un

argumento GJSa.

P Bien, ¢ qué conclusion sacamos?, ;qué podemos observar de cada pareja?
El Que al sumar los dos &ngulos da ciento ochenta porqué son par lineal.
¢Qué al sumar que?

Los dos &ngulos.

¢Los angulos o que de los &ngulos?

Las medidas de los angulos da ciento ochenta.

¢De los angulos qué?

E2 Par lineal.

OIO|INO(CIB|IWIN|F-
o 0|m|o
NN

P Par lineal, dilo completo.
10 | E2 La suma de la medida de dos angulos par lineal es ciento ochenta.
11 |P La suma es ciento ochenta, concluyen en las hojitas y dejamos ahi para la proxima clase.

En la puesta en comln de este curso se obtienen dos argumentos el primero de E1 realiza un
argumento [PJAa], en el cual a partir de los datos de la tabla en el tablero obtiene una conclusion y
una garantia tedrica basada en la HG. Par lineal [2], el (ver esquema 8), E6 hace un argumento
[PCSa] [6], en el cual solo presenta su conclusion, que perfecciona hasta llegar a la conclusion [10],
que hace referencia al HG. Par lineal.
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500N OPUEstos

Respaldo tedrico basado en
el sistema tedrico local

Esquema 42. Argumento GJAa Esquema 43. Argumento PJAa

T.3.P.3. HG. PAR LINEAL - RECTO
El objetivo de esta tarea es el de conjeturar y demostrar el HG. Par lineal - recto e introducir al
estudiante en la AD usando la tabla a tres columna (;qué se?, ;que uso? y ;qué concluyo?)

Propuesta, por grupo Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria “ZG, de la Universidad

Pedagdgica Nacional. Para ello inicialmente la profesora lee y explica la actividad y luego los

estudiantes trabajan en grupo.

Los argumentos realizados por los estudiantes, en el trabajo grupal, durante esta conversacion se

apoyan en la informacion de la actividad (Dos angulos par lineal y uno de ellos es recto).
Grupo 1

En el desarrollo de esta conversacion se observa que los estudiantes tienen en cuenta el HG. Par

lineal.
1 |P Si en dos &ngulos par lineal, uno de ellos es recto, ¢ qué pasaba con el otro?
2 | El Es recto.
3 |P También es recto, ¢ por qué?
4 |E Porgue la suma de dos angulos par lineales da ciento ochenta, la suma de las medidas.

El argumento que presenta el estudiante es de tipo [GJAa], ya que se evidencia una conclusion [2]
frente a los datos y esta es respaldada tedricamente mediante un elemento ya construido en el

sistema tedrico local [4].
Grupo 2

En esta conversacion los estudiantes tienen en cuenta los diferentes elementos tedricos locales para

determinar el HG. Par lineal — recto.

6 |P [Se dirige a otro grupo] ¢A qué conclusion llegaron?

7 | E1 | Profe como tenemos dos angulos par lineal y uno recto, el otro es recto.

8 |P Eso es lo que nos dan, pero ¢por qué dices que el otro tambien es recto?

9 | E1 | Como antesvimos gue dos angulos par lineal suman ciento ochenta, el otro es recto
10| P ¢Ustedes que opinan?

11 | E2 | Si, el otro angulo es de noventa

12 |P ¢Por qué?
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13 | E3 | Siel otro angulo no fuera de noventa, si es mayor o menor no formarian una recta y entonces no serian

angulos par lineal, pero tienen que ser par lineal por que ahi dice que son par lineal.

14 | E1 | Mire profe, porgue un angulo recto mide noventa grados y como al sumar los angulos par lineal de ciento

ochenta, noventa mas noventa es ciento ochenta.

5|P Escribanlo. [se dirige a otro grupo]

En este grupo E1 identifica los datos de su argumento (parte subrayada) [7], alli mismo el estudiante
plantea su condicidn, en este momento desprovista de garantia por tanto es un [GCSa], argumento
que después completa el estudiante [9], anexando como respaldo HG. Par lineal, lo que determina
un argumento [GJAa], posteriormente E2 también plantea un argumento [11], en el cual manifiesta
su conclusion frente a los datos, sin garantia o respaldo alguno, por lo tanto es un [GCSa], E3 realiza
un argumento [13], en el cual la conclusion coincide con la planteada E2 anteriormente, pero en su
razonamiento contempla la posibilidad de que el anhgulo tuviera una medida diferente de noventa, lo
cual contradice uno de los datos planteados inicialmente, ya que no cumple con las condiciones de
angulos par lineal, por tanto el otro angulo debe ser de noventa, es decir un [GJSc], finalmente E1
realiza un argumento [GCAa] [14], el cual pasa a ser parte de los datos de su argumento original, a

demés agrega una garantia tedrica, lo que determina un argumento [GJAC].

En la puesta en comun en el marco de este dialogo, los estudiantes se apoyan en que se tienen dos

angulos par lineal y que uno de ellos es recto, estos son los datos de los argumentos que ellos

realizaran.

1 |P Recuerdan la tercera pregunta que tenian en el taller del otro dia, decia que en dos angulos par, el
£2ABC y £CBDysiuno de ellos es recto, ¢ qué pasaba con el otro?.

2 | El Es recto.

3 |P Entonces, vamos a demostrar eso pero lo vamos a demostrarlo paso por paso, entonces, vamos atener en
cuenta tres columnas la primera es ¢qué se?, ¢qué uso? Y ¢qué concluyo?, En ¢qué se? es lo que tenemos
lo que conocemos, ¢en este momento que conocemos?, ;tenemos cuantos angulos?

4 E Dos.

5 |P [...];Qué tienen de especial esos dos angulos?

6 | E2 | Quesonparlineal

7 P . . .

Son par lineal, entonces, [escribe en el ftablero] ZABCy £CBD son par lineal,
¢si son par lineal qué puedo decir de esos dos angulos?

8 | E2 Miden ciento ochenta.

9 |P ¢ Qué mide ciento ochenta de esos dngulos?

10 | E2 | ¢Lamedidade losdosangulos?, lasuma de la medida de los dos angulos es ciento ochenta.

11 |P La suma de la medida de los dos angulos, cierto y ¢para decir so que nos sirve?, ¢gqué vimos nosotros?,
£Qué nos permitia decir que la suma de la medida de dos &ngulos par lineal es ciento ochenta?, a eso le
colocamos un nombre, ;qué nombre le colocamos?;,como lo llamabamos?.

12 | E (A QUE?

3|P A lo que deciamos que suma de la medida de dos angulos par lineal es ciento ochenta.

14 | E3 | Adyacentes, porgue la suma de los adyacentes es ciento ochenta.

El primer argumento que se genera es un PCSa [2], ya que se presenta inicamente una conclusion a
partir de los datos, luego este mismo estudiante a partir de estos datos [10] concluye, el HG. Par

lineal, el cual se habia trabajado en unas clase anteriores, pero nuevamente no presenta garantia

122



alguna para su argumento por lo tanto realiza un [PJSa], este argumento inmediatamente entra a ser
parte de los datos para el argumento que genera E3 [14], en el cual plantea la conclusion y la garantia
tedrica respectiva, es decir un [PCSh].

En la siguiente conversacion de la puesta en comun se presenta los argumentos que se analizan a

continuacion.

15 | P Pues son adyacentes pero no en este momento no, eso que utilizamos lo llamamos hecho geométrico, a ese
hecho geométrico ;qué nombre le pusimos?, porque hay muchos hechos geométricos.

16 | E2 Hecho geométrico par lineal.

17 | P Hecho geométrico par lineal [lo escribe en el tablero en la columna de qué uso] por ese hecho geométrico
par lineal ¢ qué es lo qué puedo decir?

18 | E4 | Que lamedidade suma de los dos &ngulos es ciento ochenta

19 |P ¢De qué angulo?

20 | E

De£ABCy+CBD

21 | P ., - .
[La profesora continia, escribiendo en el tablero] m£ABC + m<4CBD= 180, listo ahora esta es la
primera parte, a demés de esto [sefiala la primera columna] ¢que sé de lo que me han dado aca? [Sefiala la
conjetura], que los dos ngulos son par lineal y ¢qué mas sé de esos &ngulos?

2 | B2 .
Uno es recto [refiriendose a £CB D]

23 |P Que hay uno que es recto ¢cual?

24 | E5 CBD

25 | P

£CBD esrecto, eso es otra cosa que sé [lo escribe en el tablero], si el ZCB D es recto ;qué quiere decir?

26 | E2 | Mide noventa grados

27 | P ¢ QUE nos permite decir que ese &ngulo mide noventa grados?

28 | E2 | Elcuadrito [refiriéndose a la notacion de angulo recto]

29 | E5 El hecho geométrico

0 |P El hecho geométrico no. Bueno en la figura este cuadrito, pero ¢qué nos permite decir que si un angulo es
recto mide noventa grados?

31 | E6 | ¢Laclasificacion de los dngulos?

2P La clasificacion seglin las medidas.

3 | E7 La definicion.

AP ¢Pero en este caso la definicion de qué?

35 | E7 | Deléngulo recto.

3% |P Que un angulo que mide exactamente noventa grados es recto, esta es la definicion pero, entonces,
tenemos que el angulo es recto, ¢por la definicion qué podemos decir?

3| B2 Que la medida del m£CB D es igual a noventa grados.

3B |P

Que la medida del m£CBD es igual a noventa, en este momento ;Qué se?, el HG. Par lineal, la def. de
angulo recto, otras definiciones y ademas esto que he podido concluir ac4, también ya lo se, entonces,

[escribe en el tablero en la columna de ¢qué se?] m£ABC + m«CBD= 180 y también se que

m<«£CBD=90, de estos dos elementos que se, ¢qué puedo concluir?

39 | E8 | Como lasuma de los dos d&ngulos de noventa grados da ciento ochenta, da un par lineal.

Pero aqui nos estan dando la medida ¢de cual &ngulo? De 2CBD, de este no tenemos la medida [sefiala el

angulo £ABC], todavia, es a lo que tenemos que llegar, debemos determinar cuanto es esta medida y lo

debo determinar a partir de lo que se en este momento esto y esto [sefialando los dos ltimos elementos de
la columna de ¢qué se?] .
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41 | E3 | Alsumar ciento ochenta, el otro seria de noventa. ¢no profe?
42 |P ¢Por qué?
43 | E3 | Porqgue, lo mas légico noventa méas noventa ciento ochenta

Otro argumento realizado por E2 es un [PJSi], en el cual el estudiante determina de que parte [22],

es decir los datos, que concluye [26] y la garantia usada la cual es el significado de cierta notacion en

la grafica “el cuadrito” [28], el problema de esta garantia es que reafirma lo que se tiene en los datos

(que £CBD es recto), pero no justifica el paso de los datos a la conclusion, luego E7 asumen los

datos y la conclusion de E2 pero su garantia se fundamenta en la D. de &ngulo recto [33] y [35],es

decir, un argumento [PJAa].

E8 plantea un argumento [PCSa] [39], en el cual parte de unos datos (parte subrayada) para dar solo

una conclusién. E3 plantea una conclusion [41], y una garantia tedrica [43], una operacion que

relaciona el HG. par lineal ym£ABC, lo que le permite llegar a su conclusion, por lo tanto realiza

un [PJsh].

A continuacion se analizan los argumentos de otro fragmento de la conversacion, en el cual se

pretende determinar m£ABC.

4 | P Pero bueno tengo un noventa y el otro noventa ;de donde sale?

45 | E5 La mitad de ciento ochenta es noventa, de todo esto la mitad es noventa, resulta ser un numero par,
entonces la mitad es noventa.

46 | P Tu dices que lamitad de ciento ochenta es noventa.

47 | E5 | Y todo esto, si es noventa el Gnico nimero que se podria sumar para que diera ciento ochenta es
noventa.

48 | P Porque que el Gnico nimero que podria servir es noventa.

49 | BE5 Porque si ya nos esta diciendo que noventa, eso es la mitad y ya la otra mitad seria igual, porque si
pusiéramos un nimero mas, la suma seria un nmero mas.

9 |P Bueno, bien por el razonamiento, ese nos sirve para el siguiente paso, si, en esta parte ¢qué puedo hacer
con estos dos elementos que tengo? [sefialando en el tablero m£ABC + m4CBD= 180 y
m<CBD=90].

50 | E10 | Restar.

51 | P Restar ;c0OmMao? 0 miremos aqui, dime.

52 | E10 | Hacer unaecuacion.

53 | P Hacer una ecuacion ¢por qué?

54 | E10 | Averiguar gueeslo que falta.

5 | P Si lo que faltaria es lo que vamos averiguar, pero recuerden que vamos paso por paso, antes de averiguar
que es lo que falta miremos aqui, esto es lam £ CB D y ;cuél es la medida de ese angulo?

56 | E10 | Noventa.

57 | P Noventa, ¢qué podemos hacer para tener una sola ecuacion?

58 | E11 | Restar.

5 | P Eso es resolver la ecuacion, ¢qué podemos hacer para tener una sola ecuacion?

60 | E11 | X+90=180.

61 | P

Ah, X que seria este [refiriéndose a lam£ABC] ¢ por qué noventa?
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2 | E11
® Porqueeslam<£CBD.

63 | P Y aqui lo que hacemos al pasar este noventa a esta ecuacion ¢ qué es?

64 | E1 | Puesdescartamos.

65 | P No.

66 | E4 Remplazar.

67 | P Pero generalmente no se dice reemplazar, busca otra palabra ;qué?

68 | E9 Sustituir.

69 | P Entonces, por sustitucion, si hago la sustitucion ¢ qué me quedaria?

70 | E9 | Quedaria X.

71| P . .
No sustituyamos la X dejemos m2£ABC.

2B m+£ABC+90=180.

73| P . N .
Listo, bueno tengo esto [sefialam2ABC + 90 = 180] esto fue lo que concluimos, entonces, esto ya lo
sabemos, vamos a ponerlo ac [lo escribe en la columna de ¢qué se?] y entonces viene lo que estaban
diciendo hace un rato ;qué hacemos?

74 | E7 .
Pues ahi, 180 —90 para hallar el otro. [hace referenciaam2ABC].

P Ah, con esto que tenemos podemos decir que 180- 90 y entonces ¢ que estamos haciendo ahi?

76 | E7 | Sustituyendo.

77 | P No, porque sustituimos aqui [sefiala el paso anterior].

78 | E Cambiar signos.

79 | E12 | Permutando.

80 | P Permutar no.

81 | E7 | Estamos pasando al otro lado de la ecuacién y cambiar signos.

82 | P Resolviendo la ecuacion, cierto, entonces (escribe en el tablero) ;cdmo quedaria la ecuacion?

ES5 parte del HG. Par lineal para determinar m£CBD, €l plantea su conclusion [47] y la garantia la

cual se fundamenta en la suma de nimeros naturales [47 y 49], es decir un argumento [PJAc], E10

concluye que con los datos se debe plantear una ecuacion [52] y plantea como garantia a su
argumento, que esto permite averiguar m£ABC [54], un argumento [PCSd]. E7 realiza su

argumento [PJAa], En el cual los datos son la expresion matemética que habia planteado
previamente [72], a partir de la cual presenta la conclusion [74], operacion que permitira hallar la
medida buscada y plantea como garantia un proceso matematico [81], que le permite pasar de los

datos a su conclusion.

El siguiente fragmento es continuacion de la conversacion en la que se estan analizando los

argumentos.

8 |E msABC = 180 — 90.

8 |P . . o -y
Entonces teniamos que resolviendo la ecuacionm£ABC = 180 — 90, en este momento ;qué iria
aqui en qué se?

8 1B | msaBc = 180-90

86 |P Y ¢qué podemos hacer ahi?

87 | E Resolverla.
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8 | B msABC = 9C,

89 |P . .
(Lam2ABC igual aqué?
El .
% 0 Igual a noventa [hace referenciam£AB(]
91 | P ¢Por qué podemos decir eso?, ¢ QUé nos lo permite?
%2 | B Porque 180-90 = 90.
93 | P

Ah 180 — 90 da noventa ;qué hicimos ahf para poder llegar a noventa?

94 | E10 | Restar.

9% | P ¢ Restar qué es?
% | E5 Es quitarle.

97 E3 Disminuir.

% | P Bueno, la suma, la resta, la multiplicacion y la division ¢eso como se llama?
99 | E10 | Operaciones.
100 | P ¢;Operaciones entre qué?

101 | E5 | Operaciones mateméticas.
102 | P Pero ¢entre quée?
103 | E5 NUmeros.

104 | P Entre nimeros, ¢qué clase de nimeros?
105 | E6 NUmeros reales.

106 | P NUmeros reales y ¢qué podemos concluir?
107 | BE5

El otro &ngulo vale noventa, m£ABC = 90.

En el argumento de E10 los datos corresponden a [85], de lo que obtiene su conclusion [90] y
presenta una garantia tedrica [92] que hace referencia a la resta entre ndmeros reales, por tanto
realiza un argumento [PCSb], después de todo el proceso efectuado E5 elabora un argumento
[PCSa] [107], que se convierte inmediatamente en los datos del argumento que emerge en el

siguiente fragmento de la conversacién.

108 | P m«ABC = 9C. Bien y nos falta un Gltimo paso, pues ya sabemos que mide noventa grados y si es
noventa ;qué clase de angulo es?

109 | E7 | Recto.

110 | P | ¢Quésabemos aqui? [sefialando la columna de ¢qué se?].

111 | E6 | Queel angulo.

112 | P | ¢{Quéelangulo o qué del angulo?

13 | B QuemzABC = 90.

114 | P ¢ Qué vamos a concluir?

115 | E7 | Queesrecto.

116 | P ¢QUué nos permite concluir que es recto?

117 | E2 | Que mide noventa grados.

118 | P Porgue mide noventa grados ¢,qué nos permite concluir?

119 | E2 | Por ladefinicion.

120 | P | Poraquilodijeron.

121 | E2 | Ladefinicion.

122 | P | ¢Ladefinicién de qué?

123 | E7 | Del angulo recto [hace refenrencia a la D. de angulo recto].
124 | P | Por definicion del angulo recto ;qué podemos decir?

125 | E2 | Que la medida del angulo.

126 | P ¢Lamedida?
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127 | E7
£ABC esrecto.

128 | P . . . L
[escribe en el tablero 2ABC es recto], cierto y ya, esto era a lo que tenfamos que llegar, que si un angulo es

recto el otro también es recto.

E7 inicia con un argumento sustancial [PJSa] en el cual parte de que simz£ABC = 90 entonces
concluye que el angulo es recto [109], E2 plantea un argumento del mismo tipo, pero para este
estudiante los datos corresponden a que el ZABC es recto y él presenta Unicamente una conclusion

[117], que hace referencia a la medida del &ngulo. Posteriormente E7 después de la intervencion de
la profesora y de E2 completa su argumento con el respaldo [123] para ello usa la D. angulo recto, es
decir un [PJAa], Llegando a la culminacion de la demostracion del HG. Par lineal- recto.

T.2. TAREA DE CIRCUNFERENCIA

Con el desarrollo de esta tarea se pretenden que los estudiantes construyan otros elementos del
sistema tedrico local, D. Circunferencia, D. Mediatriz de un segmento, D. Punto medio de un
segmento y el HG. Mediatriz, asi como continuar favoreciendo los procesos de argumentacion de

los estudiantes, dentro de el entorno de la AD

T.3.P.1.(D. CIRCUNFERENCIA)
La meta que se persigue con esta tarea, es que los estudiantes construyan la D. Circunferencia, para

ellos se le proporcionan a los estudiantes, dados dos puntos O y C deben ubicar todos los C’ que

estan a la misma distanciade C a O.

En el trabajo grupal, Para el desarrollo de argumentos los datos que se tienen en cuenta es la

representacion grafica de los puntos que cumplen la condicién dada.
Grupo 1

La conversacion con este grupo gira en torno al cumplimiento de la condicion, por parte de los

puntos ubicados por estos estudiantes.

10 |P Bueno. (se dirige a otro grupo) ¢ cudl fue el punto que acabaron de ubicar?
11 | E1 | Este, esteyestaa la misma distancia de O que C. =

12 | P ¢ Y ladistancia si es la misma?
13 | E1 | Si, porque aca mide 7cmy aqui también.
14 | P Ah, midieron con la regla, jpueden ubicar més puntos?

15 | E1 | Simedimos con laregla.
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16 | P ¢ Cuantos?
17 |V Siete.
P ¢Siete puntos pueden ubicar?
18 | E2 iAh! No, no, no, uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis.
19 |P ¢S0lo seis?

20 | E3 ¢ Todos parten de la O?
21 | P Todos partende la O.

En el trabajo de este grupo, E1 realiza un argumento [GCSe], en el cual plantea una conclusion [11]
los puntos ubicados por ellos estan a la misma distancia de O que C y una garantia empirica, basada

en la comparacion de dos medidas[13] y un respaldo empirico, ““si, medimos con la regla” [15].
Grupo 2

Este grupo presenta una conversacion en torno al cumplimiento de la condicién dada, por parte de

los puntos ubicados por ellos, al igual que en el grupo anterior.

2 | P [....], {COémo ubicaron ustedes los puntos?

23 | E1 Con lo dedos porque no habia transportador asi.
Din (C, D), de este a este (O, D) y estos dos (O, A)
y esta asi (A,B).[ubica tres puntos que cumplen con
la condicion]

llustracion 22

24 | P Bueno, ¢esta distancia de este punto a este (O,C) es esta misma distancia de (O,D)?
25 | B2 Si esigual la distancia.

26 | P ¢Sequros?

27 | E2 SegUin con los dedos, si.

28 | P Miremos a ver.

29 | B2 Toma las distancia con los dedos.

0 |P Si la miramos, si se ve a la misma distancia.

31 | E3 No se, ve mas corrido este que este, este va un poco mas aca.
2 |P ¢ QUué estara fallando?

33 | E3 Las medidas.

4 |P Las medidas, cierto, ¢qué podrian utilizar para medir?

35 | E3 Unaregla.

E2 realiza un argumento [GCSe], ya que presenta una conclusion [25], en la cual manifiesta que la
distancia de O a C es igual a la distancia de O a D son iguales, presenta una garantia empirica [27],
“segtin los dedos si”” y un respaldo empirico [29] al tomar las distancias con los dedos, E3 refuta este
argumento mediante un argumento sustancial [GCSd] [31], en el cual manifiesta que esos puntos no

estan a la misma distancia y presenta una garantia empirica que hace referencia lo que él observa.
Grupo 3

Esta conversacion gira en torno a la cantidad de puntos que los estudiantes pueden ubicar que

cumplan la condicion.

39 | P |[...];Cuantos puntos pudieron ubicar?
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40 | E1 | (Cuenta) diecisiete.

41 | P ¢Diecisiete, pueden ubicar mas?

=

42 | E1 | Si porque mire de aqui, para acé si, Pero Tt
entonces quedaria todo muy pegado,
guedaria una cosa asi toda pegada.

.
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Ullustracion 23
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Bueno 0 sea ¢,qué cuantos puntos pueden ubicar?
Maximo veinte.

¢Maximo veinte.

No, no tanto.

Menos, pero hay no més llevan diecisiete, aqui podriamos poner uno, aqui otro y aqui otro (sefialando
entre puntos) y ya van veinte, aqui otro.

L& |&|R|S
o|m|om©

48 | E2 Uh, podriamos poner.

49 | P Aqui otro y ¢en esta parte?

50 | E2 No cabe ¢por qué las letra?

51 | P Y ¢si no estuvieran las letras?

52 | E Podriamos hacer un circulo, porque son muchos puntos.
53 | P

Ah, bueno, ustedes me dicen que podrian hacer un circulo, miremos haber, dice hay ¢cuantos puntos
podemos ubicar con esa condicidn?, entonces ¢seran solo veinte?
54 | E3 No, muchos.

5 | E2 | Si.

56 | E3 No, porque quedaria todo pegado asi [sefiala la circunferencia con su dedo].

57 | P Pero podrian ubicar mas puntos, cierto, y la siguiente dice ¢si encontré mas de un punto, como ustedes
encontraron mas de un punto, con esta condicién estos puntos cumplen una caracteristica especial ¢cual
es?

58 | E3 De que se puede formar un circulo.

En este grupo E1 al observar la grafica presenta su conclusion frente a la cantidad de puntos que se
pueden ubicar [42] y [44], pero no plantea ninguna garantia para justificar el paso de los datos a la
conclusion, es decir un [GCSa], otro argumento que surge en el marco de esta conversacion, es el de
E2, €l plantea inicialmente un argumento [GCSa] en [46], posteriormente, después de la
intervencion de la profesora el modifica su argumento para dar origen a un [GCSd] ya que realiza
una conclusion y una garantia empirica [52], finalmente E3 plantea dos argumentos en los que trata
de recoger lo trabajado hasta ese momento en el grupo, en el primero ratifica mediante su conclusion
cuantos puntos se pueden ubicar [53], presenta una garantia empirica [56], es decir un argumento
sustancial [GCSd] y en el segundo la conclusién hace referencia a que dan origen el conjunto de

€s0s puntos [58], sin garantia o respaldo, por lo tanto es un [GCSal.

Grupo 4

En esta conversacion se centra en la cantidad de puntos que se pueden ubicar, si cumplen o no la
condicion y a que forman estos puntos.

|73 [P  [[...]Bueno ;Cémo van?
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74 El Bien.

75 P Bien.

76 E2 Es que nos quedo mal la gréfica.

llustracion 24

7 P Yo creo que me pueden responder las preguntas que estan ahi ¢cuantos puntos pueden ubicar con esa
condicion?

78 E1 | Muuuchos.

79 P ¢Cuantos?

80 E2 | Tocacontar (cuentan), cuarentay ocho.

81 P Cuarenta y ocho, ¢ pueden ubicar méas?

82 El | Si

83 E2 | Artosen medio de todos estos (sefiala los extremos de los segmentos ubicados), acé, acay aqui.

84 P Jcuantos?

84 E1 | Acaque se ubique uno, cuenta cincuentay uno, cincuentay uno.

86 P Y la otra pregunta, si encontrd mas de un punto, ustedes encontraron méas de un puntos, estos puntos
cumplenuna caracteristica especial, ¢cuél es?

87 E2 | Todos miden lo mismo tiene la misma distancia a O.

88 P Ah todos tienen la misma distancia hasta O, ¢qué otra caracteristica, qué ven de especial en esos puntos?

89 E3 | Todos partes del mismo punto.

90 P Si tenemos un punto de referencia ¢qué mas?, ¢que tienen de especial esos puntos (sefialando todos los
puntos ubicados por los Es)

91 E3 | Ah, que todos cogen como una forma decirculo, porgue como todos tienen la misma medida y
estan en diferente direccion agui gue da como la forma de un circulo.

92 E1 | Siaquise pudiera quedariaasi un circulo.

E1 a partir de la actividad realizada plantea su conclusion [78], pero no presenta garantia en su

argumento por lo tanto es un [GCSa], E2 elabora otro argumento del mismo tipo [83], en el cual la

conclusion esta relacionada con la cantidad de puntos que puede ubicar segin la condicidn provista,

pero no presenta garantia, E3 crea otro argumento como los anteriores en el cual la conclusién hace

referencia a que todos los puntos parten de O [89] y finalmente E3 realiza otro argumento [91], para

el que plantea la conclusion y una garantia empirica a partir de la observacion (parte subrayada), un
[GCSsd].

La siguiente conversacion corresponde a la construccion del elemento tedrico en cuestion a partir del

trabajo realizado en los grupos. En el momento de la puesta en comdn.

107 | E2 | Conlosdedos.

108 | E1 | [empiezaa medir con sus dedos y a ubicar puntos formando una circunferencia].

109 | P ¢puedes explicamos?, ; Cuntos puntos se pueden ubicar?

10 |V Infinitos.

111 | P Infinitos y habia otra pregunta que decia ¢qué caracteristicas cumplen esos puntos?

112 | E1 | Que es una circunferencia, por que los puntos que cumplen la condicién forman una
circunferencia.

113 | P Todos los puntos forman una circunferencia, entonces podemos definir que es una circunferencia,
¢como podemos definirla?

114 | E4 Con el radio.
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115 | P ¢qué seria una circunferencia?
116 | E5 | Uncirculo, por que tambien esta formado por lospuntos que estan a igual distancia de O.

17 | P ¢Un circulo o una circunferencia?, ;qué diferencia hay?, bueno definamos que es circunferencia y
miramos que es un circulo,
118 | E2 Una figura redonda.
19 | P Pero teniendo en cuenta lo que acabamos de hacer (sefiala el tablero), ¢ qué es una circunferencia?
120 | E4 | Esunafigura que esta conformada por infinitas lineas.
121 | P Por infinitas lineas ¢cuales lineas?
E4 | Sonmuchos rayos.
122 | P Miremos aqui ¢cual es la circunferencia?, tu dices que son muchos rayas.
123 | E4 | Losque parten de O a todos los puntos
124 | P La clase pasada E6 decia que esos rayos ¢,qué nombre reciben?
125 | E6 | Radios.
126 | P Radios de la circunferencia, entonces, lo que tu llamas rayos son radios y son segmentos de recta que

tienen siempre ¢ Como es la longitud de los radios ?

127 | E6 | lgual

128 | P Igual cierto porgue es de la misma circunferencia y ¢cuél es la circunferencia? Si nosotros tenemos que
estos puntos forman una circunferencia ¢ cuél es la circunferencia?

129 | E1 | Launion de los puntos porgue hay se ve que esos puntos forman la circunferencia [refiriénndose
alos puntos C].

130 (P La unién de todos los puntos, entonces podemos decir que es el conjunto de puntos ¢qué que?
131 | E4 | Queestan unidos.

132 | P ¢ QUE se unen?, ;qué condicion deben cumplir esos puntos?

133 | E1 | Quedeben tener la misma distancia.

134 | P Que deben tener la misma distancia, ¢con respecto a qué?

135 | E1 | Alpunto de partida [se refiera O]

136 | E7 | AlpuntoO.

137 | P A O, cierto, es el conjunto de puntos, es mas podemos decir es el lugar geométrico formado por el
conjunto de puntos y me decian que cumplen una condicion ¢.cual condicién?

138 | E7 Que parten de un mismo punto.

139 | E5 Forman la circunferencia.

140 | E4 Que todos tienen la misma distancia.

141 | El1 Que todos tienen la misma medida.

142 | P Teniendo en cuenta lo anterior ;qué es una circunferencia?

144 | E4 | Un conjunto de puntos que cumplen la condicion de tener la misma distancia de O a C y todos
parten de O.

145 | P ¢Por qué los puntos describen una circunferencia?

146 | E5 | Porque esos puntos tiene la misma distancia de O, porgue si fueran distancias diferentes que daria
otra forma.

147 | P Ah, tiene la misma distancia de O a C, entonces es el lugar geométrico, formado por el conjunto de
puntos que estan a la misma distancia de O y ¢cdmo es ese punto O? Miren que, lo que ocurre con los
otros puntos es que ustedes los ubicaron, ¢este punto O cdmo es?

148 | E2 Esta en el centro del circulo.

149 | P Estan en el centro del circulo, si, de hecho ese punto O es llamado centro y es un punto fijo (escribe en el
tablero) de un punto fijo O llamado centro y entonces, si nosotros vamos a escribir simbolicamente que

esto es una circunferencia decimos, la circunferencia de centro 0®0 y radio OC. Cada uno de

estos(sefialando las distancias entre O y un C) forman un radio y dijimos que estos radios tenian siempre
la misma distancia. Bueno ya tenemos la definicion de circunferencia.

El primer argumento que surge durante la puesta en comun es el realizado por E1 [112], el cual
consta de una conclusion y una garantia tedrica, que corresponde a la condicidn dada inicialmente en
la tarea, es decir un argumento [PDSb], E4 realiza un [PDSI], el cual por sus caracteristicas es

tipificado de esta manera, ya que se evidencia una conclusion y una garantia tedrica errénea que no
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justifica el paso de los datos a la conclusion [116], este mismo estudiante realiza un argumento
[PDSa], en el cual plantea una conclusion frente a la D. Circunferencia, sin garantia alguna,E6
plantea un argumento sustancial [PDSa] en el cual plantea Unicamente que los radios de una
circunferencia tienen la misma medida [125 y 127], E1 también plantea un argumento [129], que
difiere del no sdlo en la conclusion si no también en cuanto a la estructura ya que en este se
evidencia la conclusion acompafiada de la garantia empirica, por tanto es un argumento [PDSDb],
luego este argumento en [133] y [135] es complementado por el estudiante en la medida que avanza
la conversacion, pasando a una garantia tedrica, elaborando un [PCSb]. Luego E4 plantea un
argumento [PDSa], en el cual a partir de todo el trabajo realizado durante la conversacion presenta
una definicion de circunferencia “Un conjunto de puntos que cumplen la condicion de tener la
misma distancia de O a C y todos parten de O [144],finalmente en [146] E5 presenta un argumento
[PCSd],para resaltar la importancia de la equidistancia presente entre el centro O y los diferentes

puntos de la circunferencia.

Esta conversacion finaliza con la concrecion de la D. Circunferencia como se puede evidenciar en
[149].

T.3.P.2. (DEFINICION DE MEDIATRIZ)
El objetivo de este problema es permitir al estudiante la construccion de la D. Mediatriz, para ello se

les proporciona material concreto, un conjunto de puntos mediante el uso de los cuales deben realiza
una construccién geomeétrica, en la que deben ubicar dos puntos y luego ubicar todos los puntos que

equidistan de ellos y posterior mente realizar una conjetura para llegar a la D. Mediatriz.
Grupo 1

A continuacion se presenta el fragmento del dialogo que se realizé con el grupo durante el trabajo
grupal. En este grupo se presento una mala interpretacion del problema por tanto en gran parte de la

intervencion se aclara dicha situacion, lo que origino una construccion de argumentos minima.

1 P [....]. (se dirige a un grupo) Bueno ;Qué hicieron primero ustedes?

2 El Ubicar el punto Ay B.

3 P ¢Qué son cudles? Y luego ;qué hicieron?

4 E2 | Trazamos lineas, diferente, porque no dice que tienen obligatoriamente que partir del mismo punto.

5 P No dice que parta de un mismo punto, pero si hay una condicion que debe cumplir ; Cuél es?

6 E2 | Quetengala misma distanciaentre Ay B.

7 P ¢Eso dice ahi?

8 E2 |Si

9 P Dice [lee] ubique los puntos A, B utilizando las fichas suministradas y ubique ahora un punto C que

cumpla la condicién de estar a la misma distancia de A y de B, entonces miremos [mira el trazo de los
estudiantes], de C a A es esta distancia y esa distancia es la misma que tenemos de C a B.

10 E2 Pero no, no se que decir [revisa el enunciado del ejercicio].

11 P Es que la condicion que debe cumplir ;cual es? Que C este ;,cOmo?

12 E1l | Quetengala misma distanciade Ay B.
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13 P ¢ Qué tenga la misma distancia a A que?.

14 E1 | DeAy Bsolodice, ubicar un punto C que cumpla la condicion de estar a la misma distancia de A
y B, por eso que tenga la misma medida esta [sefiala la distancia CA] y no que tenga que estar a la
misma distancia de los dos dice. [disatancia de A B].

15 P Ahi dice ;qué tenga la misma distancia de A a B?

16 El La condicion de estar a la misma distancia de A y B hay dice.

17 P Ah, pero miremos como esta escrito acade A y B, pero si nos estan hablando de distancia deberia decir de
AaBsin lay es cuestion de notacion, ahora leamos lo con entonacién, ubique ahora un punto C que
cumpla la condicién de estar a la misma distancia de Ay B.

18 E1 | Osealamismadistanciaaque hade AaB.

19 P Pero ahi no dice que la misma distancia a que hade AaB.

20 El Esta tiene que ser la misma distancia de B [sefialando la distancia de C a B].

21 P Si.

22 El Tiene que quedar con las dos.

23 P O sea ;,qué cudles distancias tendrian que tener en cuenta?

24 E1 | Esta[sefiala de A a B], esta la tendremos que corre un poco mas hacia aca [sefiala C] para que C

guede a la misma distanciade Ay B.

Los argumentos de este grupo surgen en torno a la construccion de los puntos que se piden, ya que

se presenta un problema con la interpretacion de la lectura.

El primer argumento [GCSa], que se realiza lo presenta E2 quien plantea una conclusion errada a

partir de la lectura y plantea una garantia empirica [6 y 8], realiza de esta manera un argumento

[GCSd], el cual es refutado por un argumento de la misma tipificacion realizado por E1, en el cual

se evidencia una conclusion [12], y una garantia empirica [14], finalmente E1 realiza otro argumento

[GCSd]. en el cual concluye [24] que el punto C ubicado por ellos no esta a la misma distancia de A

ydeB.

Grupo 2

La conversacion del siguiente grupo gira en torno a la cantidad de puntos que se pueden ubicar y si

estos cumplen o no la condicién dada.

1 E [miden con los dedos la distanciade Ca Ay latrasladade CaB].

2 P La distancia que hay de A a C es la misma distanciade Ba C.

3 El | Si

4 P ¢ Pueden ubicar méas puntos?

5 E2 | Si

6 P ¢Cudles?

7 E3 Pero ¢con los mismos?

8 P O sea que cumpla la condicion.

9 E1 | Asiclaro.

10 P ¢Cudles?

1 E1 | Porejemplo, puede ser también de este mismo lado, este ac, este por aca (ubica dos puntos mas
gue tienen la misma distancia que de Ca A).

12 P No porque entonces tendriamos lo mismo, mira que tendriamos, este punto C de aca este de aca es igual.

13 E2 | Ah,no, nose pueden mas.

14 P ¢ Seré que no se pueden mas?

15 E1l | No.

16 P Bueno.
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17 E3 | Sepuedeotro.

18 P ¢Otro, cual?

19 E3 | Eldeacael de esta esquina, seria asi como haciendo un cuadrado.

20 P O sea habria otro punto.

21 E3 | Siaca, que si seria lo mismo, porque entonces la mitad que daria por aca y asi seria la misma

medida.

22 P La misma distancia, ah ya tendriamos otro punto, ;puede ubicar otro?

23 E2 | Elcentro.

24 P El ¢centra?, ¢ cudl seria?

25 E2 | Segln lo que yo veo acd y tendria la misma medida que este, que este, que este. [ubica un punto
entre Ay B].

El primer argumento, que surge en el marco de esta conversacion es el realizado por E1 quien a
partir de los datos (puntos ubicados por los estudiante y la condicion dada) plantea la conclusion [9]
y una garantia empirica, realiza asi un [GCSd], E2 contradice la conclusién de E1 [13], pero no
plantea garantia en su argumento por lo tanto es [GCSa], el siguiente argumento es el realizado por
E3 quien apoya con su conclusion la de E1 [17], presenta como garantia la ubicacion de otro punto
[19] y plantea el respaldo para este argumento [21], el cual es empirico basado en la observacion y la

condicién dada inicialmente, es decir un argumento [GCSe], finalmente E2, realiza otra conclusion
en la que alude al punto medio de AB (no lo menciona de esta manera) [23] y plantea la garantia
empirica para este argumento [GCSd] [25].

Grupo 3

En este grupo se presentan dos argumentos, uno entorno a la ubicacion de los puntos que cumplen la
condicion dada y el otro entorno al punto medio.

27 P [...] Miremos haber, la condicion es que ese punto C debe estar a la misma distancia de B
¢cual es la distancia que hay de ese punto a B?, esa ¢es la misma distancia que hay del punto
aA?

28 El Se corrid un poquito, pero si se puede.

29 P Pero si se puede, o sea que ya tienen dos puntos, entonces arréglenlo[. ..] Ese punto cumple
la condicidn, listo es otro C ¢ pueden ubicar otro?

30 E3 Ac4, este es el punto central por que esta .
ala misma distancia de A gue de B y esta
entre Ay B, por eso se llama central. e @

Representacion grafica 38

En este grupo de evidencian dos argumentos el realizado por E1 [28] un [GCSa] ya que carece de
garantia y el de E3 quien concluye que es el punto central y presenta una garantia tedrica basada en

la condicidn dada (parte subrayada), lo que determina un [GDSb].
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La puesta en comun del grupo se realizd mediante el uso de material concreto, a continuacion se

presenta la conversacion que tubo lugar en torno a la construccion de la D. Mediatriz y D. Punto

medio de un segmento.

31

P

[...] Ponen atencion aqui y vamos a empezar a ubicar los puntos, entonces, por ejemplo el grupo de
Combita ¢pueden ubicar algunos puntos qué cumplan la condicion?;recuerdan cuél era la condicion que
tenia que cumplir el punto?

32 E1l | Quetengalamismadistanciade Ay B.

33 P | Lamismadistanciade Ay de B, entonces alguien del grupo que pase.

34 E1l | ¢Mide con los dedosy ubica el punto verde?

L )
L] ®
A 3
llustracion 25

35 P | ¢Puedes ubicar més puntos?

36 El | Si

38 P | ¢Puedes ubicar més puntos?

38 E1 | Si. (Ubica otros puntos)

39 P | Bien ;cudntos puntos se pueden ubicar, qué *
cumplan la condicion? 2

- U
| ]
llustracién 26

40 E2 | Siinfinitos.

41 E1 | Entonces podemos ubicar ya nos dijeron infinitos puntos (coloca mas puntos), hay dos preguntas
en la guia que decian.

42 P | ¢Cuéntos puntos pueden ubicar con esta condicion?, infinitos cierto y la segunda, si encontrd més
de un punto con esta condicién, cumplen una caracteristica especial¢,qué caracteristica tienen esos
puntos?

43 E4 | Que todos los puntos parten de Ay B.

44 P | ¢parten o estina la misma distancia?

45 E5 | Estén relacionadoscon Ay B.

46 E6 | Todos los puntos tienen la misma distanciaa Ay a B.

47 P | Todos los puntos estan a la misma distancia de Ay B.

48 E7 | Todos los puntos estan centrados.

49 E8 | Launidn de todos los puntos forman una recta.

50 P | Launionde los puntos forman una recta, Paula du decias ¢qué todos los puntos estan qué?

51 E7 | Los puntos estan centrados.

El primer argumento es el realizado por E2, quien Unicamente plantea una conclusion [40], a partir

de los datos dados es decir un [PCSa], luego E1 plantea un argumento [PCSd], es decir, una

conclusion (se pueden ubicar infinitos puntos) y presenta una garantia empirica a su argumento (ya

lo dijeron). Ante la pregunta “;qué caracteristica tienen esos puntos?” surgen cinco argumentos
[PCSa] [43, 45, 46, 48 y 49].

52 P ¢ Qué quieres decir con que todos los puntos estan centrados? ¢a qué te refieres con qué estan centrados?
53 E7 | Enlamitadde AyB.

54 P ¢ Todos estan en la mitad de Ay B? [sefiala en el tablero].

5 |V No

56 P Pero de todos esos que tenemos ¢alguno esta en la mitad de Ay B?
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57 E9 | Elquinto subiendo.

58 P Entonces vamos a tener en cuenta ese punto, vamos a | Ya nos habian dicho que todos los puntos estan
marcarlo. alineados, que todos los puntos forman una

;. recta, cierto si unimos todos estos puntos se
L forma una linea recta, esa linea recta tiene un
3 nombre especial, es una mediatriz y vamos a
: :‘/ . definir que esuna mediatriz, segin lo que
s ustedes tienen, ¢qué es una mediatriz?
llustracion 27

59 E8 | Launidnde los puntos.

60 P La unién de varios puntos, 0 sea que podemos decir que es un con juntos de puntos, entonces una
mediatriz es un conjunto de puntos, cuando nosotros escribimos la definicidn de circunferencia escribimos
una palabra, para esté objeto geométrico ¢cudl es? ;,como iniciamos la de circunferencia?

61 E10 | Lugar geométrico.

62 P Lugar geométrico [escribe en el tablero] ¢ por qué estd formado ese lugar geométrico?

63 E11 | Por puntos.

64 P Por lo puntos o por el conjunto de puntos, pero ¢que caracteristica tiene de especial ese conjunto de
puntos?

65 E6 | Forman una recta.

66 P Esté es el lugar geométrico, pero ¢qué condicién deben cumplir esos puntos? ¢cuando ustedes ubicaron
€s0s puntos que condicion?

67 E6 | Deben tener la misma medidade Ay B

68 P Con todo lo que se ha dicho ahora si ¢ Qué es la mediatriz?

69 E10 | Larectaformada por todos los puntos gue estan a la misma distancia de A que de B

70 P Deben tener la misma medida de A 'y a B, entonces es el conjunto formado por los puntos que tienen la

misma medidaa Ay aB, esto es mediatriz. [...].

Posteriormente y ante la pregunta de la profesora “;qué es la mediatriz?”, se presentan Unicamente

argumentos [PDSa], una conclusion a partir de los datos, los cuales varian de acuerdo al

cuestionamiento realizado, en este fragmento hay cinco argumentos de esta categoria [59, 61 y

69],desarrollados hasta llegar a la D. Mediatriz en [69], de otro lado en este mismo fragmento E6 en

[65 y 67] construye dos argumentos en el proceso de conjeturar de tipo [PCSal].

El siguiente fragmento de la conversacion corresponde a la construccion del elemento tedrico D.

Punto medio de un segmento.

70

P

[...] {Qué tiene de especial este punto de aca? [Seiiala el punto marcado]

71 E5 | Queestaenlamitadde AyB.

72 P Bueno primero cumple una condicion que cumplen todos estos.

73 E8 | Estaralamisma distancia.

74 P Estar a la misma distancia de este punto a B y de este punto a A y cumple otra condicion especial

75 E8 | Estienlamitadde AyB

76 P Esta en la mitad es decir esta entre A y B, entonces, atras alguien decia ese es el centro, ese punto se
denomina punto medio, escriban la definicion de punto medio y ya la leemos. Dilo.

77 E8 | Esunpunto que estaen lamitad de A y B formado por, ahi no mentiras yo no se.

78 P Bueno cumpledos condiciones, dime.

79 E12 | Estienlamisma recta.

80 P Esta en la misma recta ¢en cudl recta?, ;en la qué contiene qué puntos?

81 E12 | Enlamediatriz.

82 P Esta en la recta mediatriz

83 E12 | Y tiene la misma distancia a A que de B.

84 P Pero mira que este, esta en la mediatriz y esta a la misma distancia de A y de B [sefialando otro punto
diferente al punto medio]

85 E12 | Estaen la recta horizontal.
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86 P ¢En qué horizontal?

87 El12

AB.

88 P ) . . . T )
Miren una nueva definicién de punto medio, es el punto que esta en la mediatriz de AB'y segundo dice
que esta ;en donde?

89 E9 —

EnladelaAB.

90 P En larectaque pasapor Ay B

91 E4 | Y que por ese punto es de la mediatriz, porgue esta a la misma distanciade Ay de B

92 P No olviden que esta es la mediatriz y este es el punto medio. Dejamos ahi.

Los argumentos en este fragmento inicialmente tiene como datos la informacion en las
intervenciones [56], [57] y la gréfica [58], E8 [75] presenta slo una conclusion desprovista de
garantia, es decir un argumento [PDSa], E12 también presenta un argumento de este tipo, él a lo
largo de su intervencion, perfecciona su argumento relacionado con la D. Mediatriz [81, 84, 85 y
87], pero en ningin momento plantea una garantia, finalmente el Gltimo argumento lo realiza E4

[91], el cual consta de una conclusion y una garantia tedrica, es decir un [PDSb]
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