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2. Descripcion

Tesis de grado donde presentamos una investigacion realizada con estudiantes de quinto de
primaria de un colegio distrital en el segundo semestre del afio 2013. El propdsito de esta
investigacion consistié en sugerir una via que contribuyera al establecimiento de aspectos
normativos que generaran compartir un criterio sobre lo que se considera una
representacion grafica adecuada de una figura geométrica. Al disponer de referentes
tedricos sobre normas sociomatematicas (Yackel y Coob, 1996), figura geométrica y sus
representaciones (Laborde, 1995), y constitucion colectiva de un criterio, se muestra que es
posible establecer colectivamente un criterio sobre una representacién adecuada de una
figura geométrica, en particular triangulos isdsceles y equilateros, utilizando una
convencion que haga referencia a la propiedad de congruencia de lados en dichos
triangulos. Esta investigacion se desarroll6 en cuatro momentos: en el primero se elabor6
un marco de referencia acorde a lo presupuestado; en el segundo, se planed un experimento
de ensefianza, en el tercero se llevo a cabo la ejecucion del experimento y se recolectaron
datos; y finalmente se organizaron y analizaron los datos con la ayuda del programa
Atlas.ti.

3. Fuentes

En total se consultaron 25 fuentes entre informes de proyectos de investigacion, articulos
publicados en revistas internacionales y articulos que hacen parte de las memorias de




encuentros de Educacion Matematica. A continuacion se mencionan las principales fuentes
bibliogréficas:

Cobb, P. (2000). Conducting Teaching Experiments in Collaboration with Teachers. En
Kelly; Lesh. (2000). Handbook of research design in mathematics and science
education. Cap. 19, 517-545.

Laborde, C. (1996). Cabri-Geometra 0 una nueva relacion con la geometria. En Puig, L
(Eds.), Investigar y ensefiar: Variedades de la educacién matematica. Colombia: Una
empresa docente y Grupo editorial Iberoamérica.

Laborde, C. (2005). The Hidden Role of Diagrams in Students’ Construction of Meaning
in Geometry. En C. H. J. Kilpatrick, Meaning in Mathematics Education (pags. 159-
179). Springer US.

Mariotti, M. (1997). Justifying and proving in geometry: the mediation of a microworld.
Revised and extended version of the version published in: Hejny M., Novotna J.
Proceedings of the European Conference on Mathematical Education (pags. 21-26).
Praga: Prometheus Publishing House.

Mariotti, M.A. (2001). Introduction to proof: The mediation of a dynamic software
environment. Educational Studies in Mathematics. 44 (1), 25-53.

Mariotti, M. A. (2006). Proof and proving in mathematics education. In A. Gutiérrez & P.
Boero (Eds.), Handbook of Research on the Psychology of Mathematics Education (pp.
173-204). Rotterdam, The Netherlands: Sense Publishers.

Martin, T., McCrone, S. S., Bower, M. W., & Dindyal, J. (2005). The interplay of teacher
and student actions in the teaching and learning of geometric proof. Educational
Studies in Matematics, 60, 95 - 124.

Planas, N. (2002). Ensefiar matematicas dando menos cosas por supuestas. UNO-Revista
de Didactica de las Matematicas, 30, 114-124.

Séenz-Ludlow, A., & Athanasopoulou, A. (2008). The GSP, as a technical-symbolic tool,
mediating both geometric conceptualizations and communication. In L. Radford, G.
Schubring, & F. Seeger (Eds.), Semiotics in mathematics education. Epistemology,
history, classroom and culture (pp. 195-214). The Netherlands: Sense Publishers.

Yackel, E., & Cobb, P. (1996). Sociomathematical Norms, Argumentation, and Autonomy
in Mathematics. Journal for Research in Mathematics Education, 27(4), 458.
d0i:10.2307/749877

4. Contenidos

El documento se organiza en cinco capitulos. El primero de ellos muestra el planteamiento
de la investigacion donde se describe el problema a investigar con base a evidencias
empiricas y literarias, la pregunta de investigacion, los objetivos de la investigacion, las
hipétesis de trabajo y una resefia de los antecedentes investigativos. En el segundo capitulo
se muestra el marco de referencia tedrico que configura la investigacion. En el tercer
capitulo se presenta el disefio metodoldgico del experimento de ensefianza que describe
procesos, decisiones, herramientas y categorias de andlisis seleccionadas. En el cuarto
capitulo se encuentran los analisis y resultados mas importantes de la investigacion.




Finalmente, en el quinto capitulo, se enuncian las conclusiones arrojadas por la
investigacion en relacion a los objetivos, a las hipotesis elaboradas, a la investigacion en
general, y aportes y cuestiones abiertas a posibles investigaciones que se puedan derivar de
nuestra investigacion.

5. Metodologia

En el desarrollo de esta investigacion se observan tres grandes momentos. El primero,
relacionado con la elaboracion del anteproyecto del trabajo de grado durante el cual se
plante6 el problema de investigacion, se recolectaron evidencias empiricas que
contribuyeron a ilustrarlo, se definieron los objetivos y la pregunta de investigacion y se
establecieron los referentes tedricos iniciales. El segundo lo configuran las fases de la
metodologia de un Experimento de Ensefianza: (i) planeacion y disefio, (ii)
experimentacion y (iii) analisis retrospectivo. En el tercero, se presentan los resultados,
conclusiones y reflexiones emergentes de la investigacion.

6. Conclusiones

Uno de los resultados importantes de este trabajo es sugerir una via para contribuir al
establecimiento de aspectos normativos que posibiliten la constitucién colectiva de un
criterio sobre lo que se considera una representacion grafica adecuada de una figura
geométrica. Esta via se fundamenta en: (i) crear un ambiente de aula de indagacion y
participacion; (ii) establecer normas para explorar, representar y justificar; (iii) disponer de
un lenguaje geométrico comun con el cual se puedan referir a las representaciones
geométricas; (iv) explorar las representaciones y justificar afirmaciones de manera cada
vez mas cercana a la forma como lo hace la comunidad matemaética; (v) disponer de hechos
geométricos como garantias con las cuales justificar propiedades geométricas; (vi)
representar figuras de manera cada vez mas cercana a la forma como lo hace la comunidad
matematica; y (vii) hacer uso de la convencion que indica congruencia de segmentos en
una representacion de una figura para obtener informacion de sus propiedades.

Un ambiente de indagacion y participacion se logra con el fomento de normas sociales
como escuchar a los demas, seguir instrucciones entre otras, de manera persistente durante
cada clase a través de las interacciones entre los participantes. De manera similar, las
normas sociomatematicas para explorar, representar y justificar, y el lenguaje geométrico,
se establecen poco a poco al discutir las soluciones de las actividades matematicas
propuestas. Las normas para explorar orientaron las acciones en GeogebraPrim hacia la
deteccion de invariantes de congruencia, los cuales posteriormente fueron aceptados,
institucionalizados, y teorizados mediante hechos geométricos. Las normas para justificar
orientaron las formas de justificacion y convencimiento al establecer que las afirmaciones




hechas en el aula se realizaban con base a los hechos geométricos establecidos
previamente. Las normas para representar orientaron la representacion de figuras
geomeétricas en los tres ambientes (Geogebraprim, lapiz y papel con regla y compas y a
mano alzada), en los que se establecido que una representacion valida debe evocar las
propiedades geométricas de la figura que representa. Por otro lado, el disefio de las
actividades influyé de manera decisiva en la generacion de un ambiente propicio para las
discusiones matematicas en el aula.

Destacamos que la constitucién colectiva y con significado de la convencion para
representar la congruencia mejoré los procesos de argumentacion de los estudiantes en el
aula. Ademas se observaron los esfuerzos de la profesora para abordar varios frentes de
accion como el impulso de distintas normas sociales y sociomatematicas, la orientacion del
trabajo en GeogebraPrim y el tratamiento adecuado de las interacciones que puedan
generarse en el aula en la solucion de las actividades propuestas. También se observo que
las actividades realizadas en los tres ambientes (Geogebraprim, lapiz y papel con regla y
compas y a mano alzada) favorecieron los procesos de exploracion, representacion y
justificacion relacionados con representaciones geométricas validas y con los hechos
geométricos constituidos y aceptados colectivamente. Consideramos que esta investigacion
es un gran aporte a la comunidad de educadores e investigadores en educacion matematica
ya que proporciona elementos importantes para mejorar y orientar las practicas de aula.

Esta investigacion destaca y evidencia el alcance de las interacciones y las discusiones
matematicas en la constitucion de un ambiente de aula cercano al de una comunidad
matematica; acentla el papel de las normas sociomatematicas como un camino para
orientar las practicas matematicas del aula; evidencia un proceso estructurado donde se
observa que es posible que los estudiantes a temprana edad vayan adquiriendo una préctica
matematica donde se justifiqguen y argumenten las aseveraciones mediante criterios
tedricos acordados; muestra de manera préctica un transicion favorable entre los ambientes
donde se representan figuras geométricas (programas de geometria dinamica, lapiz y papel
con instrumentos de trazo y a mano alzada).

Mario Alberto Cafion Gutiérrez
Elaborado por: . )
Liliana Rozo Gutiérrez

Revisado por: Camargo Uribe, Leonor
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INTRODUCCION

En los ultimos afios, la ensefianza y el aprendizaje de la geometria han sido considerados
objetivos importantes de la educacién matematica debido a que la geometria proporciona a
las personas elementos para interpretar, modelar, razonar, argumentar y decidir; es decir,
les brinda herramientas que les ayuda a desenvolverse mejor en la vida y configuran un
adecuado reflejo mental de lo que es el mundo. De esta manera la geometria debe ser
ensefiada y aprendida desde los primeros afios en la escuela. Como parte fundamental, las
representaciones geométricas son un asunto que debe tratarse con cuidado puesto que los
significados ligados a la representacion de una figura geométrica no son necesariamente
compartidos por los estudiantes y profesores, 1o que puede perjudicar los procesos de
argumentacion en el aula. Este trabajo se enfoca en abordar la anterior problematica y esta
en sintonia con los intereses de la linea de investigacién de Argumentacion y Prueba del
grupo de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (£ - G) de la Universidad
Pedagogica Nacional. Tiene como objetivo sugerir una via que contribuya al
establecimiento de aspectos normativos que generen compartir un criterio sobre lo que se

considera una representacion gréfica adecuada de una figura geometrica.

El trabajo costa de cinco capitulos: el primero presenta el planteamiento de la investigacion,
donde se describe el problema a investigar con base a evidencias empiricas y literarias, la
pregunta de investigacion, los objetivos de la investigacion, las hipétesis de trabajo y una
resefia de los antecedentes investigativos. En el segundo capitulo se muestra el marco de
referencia tedrico que configura la investigacion. En el tercer capitulo se presenta el disefio
metodoldgico del experimento de ensefianza que describe los procesos, las decisiones, las
herramientas y las unidades de analisis seleccionadas. En el cuarto capitulo se encuentran
los analisis y resultados mas importantes de la investigacion. En el quinto capitulo, se
enuncian las conclusiones arrojadas por la investigacién en relacion a los objetivos, a las
hipbtesis elaboradas, a la investigacion en general, y aportes y cuestiones abiertas a

posibles investigaciones.



1. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1 Formulacion del problema

En el presente capitulo se describe el proceso que se llevé a cabo para hacer el
planteamiento de la investigacion. Dicho proceso inicia con una preocupacion personal y
profesional que nos llevé a la necesidad de ubicarnos en una linea de investigacion en la
cual encontraramos fuentes teoricas que nos ayudaran a configurar nuestro problema de
investigacion y a centrar la investigacion en un asunto especifico. Luego, buscamos fuentes
empiricas y teoricas que dieran soporte a la necesidad de abordar dicha problemaética. Para
realizar el anterior proceso fue necesario hacer una revision de antecedentes investigativos
centrada en el problema especifico. Luego de la anterior revision, planteamos el problema,
la pregunta y los objetivos de la investigacion. A continuacion presentamos detalles de este

recorrido.

1.1.1 Motivacion

El interés en realizar esta investigacion surgio del deseo constante de mejorar las practicas
de aula, puesto que, al observar nuestras clases de geometria y las de otros docentes,
evidenciamos problemas para apoyar a los estudiantes en la elaboracion de
argumentaciones basadas en las representaciones graficas de las figuras geométricas.
Algunas de estos problemas podrian deberse a: la poca importancia que se le da a la
geometria en las instituciones; la falta de utilizacién o la utilizacién inadecuada de
instrumentos de trazo para realizar representaciones graficas de parte de estudiantes y
docentes; y la consideracion de algunos docentes de pensar que la argumentacion se debe

dejar para grados superiores, entre otras.

1.1.2 Antecedentes del estudio

Luego de identificar las anteriores problematicas buscamos estudios que estuvieran
relacionados con nuestro interés. Identificamos en ellos otras causas de las dificultades méas
especificas como, por ejemplo: el descuido en las representaciones graficas que se hacen de
las figuras geométricas, en clase, ya sea con lapiz y papel, con instrumentos de trazo o con

programas de geometria dindmica (S&enz-Ludlow y Athanasopoulou, 2008); la poca



importancia que algunos docentes le dan al fomento de una cultura de la argumentacion en
geometria (Mariotti, 2006); el desconocimiento de la existencia e influencia de las normas
sociomatematicastimplicitas o explicitas acerca de este asunto (Voigt, 1995); y el
significado que se le atribuye a una figura geométrica en el aula (Laborde, 1994). Los
estudios sefialan que la falta de atencion a estos aspectos puede contribuir a la generacion
de ambientes de aula en el que cada quien “actiia matematicamente” como lo considera

pertinente.

Estos estudios hacen parte de investigaciones cuyo objetivo es la ensefianza y el
aprendizaje de la argumentacion y la justificacion, vista esta Gltima desde una perspectiva
amplia. Los trabajos de investigacion que se centran en este objetivo han sido organizados
en diferentes lineas de investigacion (Mariotti, 2006; Harel & Sowder, 2007 y Boero,
2007). Por ejemplo, Mariotti (2006), organiza dichos trabajos en tres lineas principales que
se identifican por tres grandes categorias de preguntas de investigacion: (i) investigaciones
en las que se cuestiona sobre el estado de la argumentacion y la justificacion en el aula; (ii)
investigaciones en las que se indaga por las principales dificultades que enfrentan los
estudiantes en relacion a la argumentacion y la justificacion y su posible origen y (iii)
investigaciones en las que se pregunta sobre el disefio de intervenciones de ensefianza que
ayuden a superar las dificultades que los estudiantes tienen con relacion a la argumentacion

y la justificacion.

Teniendo en cuenta esta organizacion, enmarcamos nuestra investigacion dentro de la linea
de las intervenciones de ensefianza. Las investigaciones en esta linea analizan, entre otros
asuntos, posibles actividades y tareas que se proponen a los estudiantes, los recursos
utilizados, las interacciones entre estudiantes y estudiantes con el docente, las normas
establecidas en el aula para aceptar argumentos y el rol del docente, todo esto con el fin de
impulsar el aprendizaje de la justificacion y la argumentacion. Dentro de esta linea, en este

estudio, nos centramos en las normas sociomatematicas, puesto que asumimos que la

1 En esta investigacion el término norma sociomatematica hace referencia a los aspectos normativos
establecidos en el transcurso de las interacciones en el aula entre los estudiantes y el docente y entre los
estudiantes (de manera implicita o explicita), que regulan las acciones e interacciones de la microcultura del
aula de matematicas.



interaccion social constituye un factor fundamental que afecta, motiva y alimenta el

aprendizaje de la argumentacion (Mariotti, 2006).

Asi mismo, ubicamos nuestra investigacion como parte de los proyectos de la linea de
Argumentacion y Prueba en geometria que lidera el grupo de investigacion Aprendizaje y
Ensefianza de la Geometria /£ - G, de la Universidad Pedagogica Nacional de Colombia. En
esta linea se abordan problematicas asociadas a los procesos de argumentacion en la
actividad matematica en el aula como: la argumentacion que lleva a la formulacion y
validacion de conjeturas, las tareas que favorecen dicha argumentacion, los ambientes de
aprendizaje que favorecen el desarrollo de la justificacion, el papel de las herramientas de
mediacion en los procesos de argumentacion, la interaccién social que se evidencia cuando
se desarrollan esos procesos, y las aproximaciones metodoldgicas para orientar desarrollos

curriculares en pro del desarrollo de los procesos mencionados.

Reconocimos que nuestro estudio podria contribuir a la anterior linea de investigacion al
abordar una problematica asociada a los procesos de argumentacion. Estos procesos estan
presentes en las discusiones matematicas generadas por los estudiantes y la profesora a
partir de la busqueda de representaciones adecuadas de las figuras geométricas en cuestion.
Nuestro estudio sirve como insumo para: caracterizar practicas de ensefianza en las que se
ensefia a argumentar, orientar la metodologia de las clases y restaurar la importancia de la
argumentacion en geometria; disefiar, implementar y evaluar ambientes de aprendizaje que
favorezcan el desarrollo de las competencias de los estudiantes para argumentar y justificar;
y estudiar la mediacién de la tecnologia computacional en procesos de conceptualizacion,

argumentacion y justificacion.

1.1.3 Documentacién empirica

Para concretar el problema registramos mediante un video, una clase tipica de geometria de
grado quinto de un colegio privado de Bogota, en la que se hacia una introduccién al
perimetro y al area de figuras planas. Con el fin de analizar la clase nos basamos en los
siguientes cuestionamientos: ¢Se usan representaciones? ¢Para qué se usan? ;Que
instrumentos se utilizan para hacerlas? ;Como y quién las valida? ;Se argumenta a partir de

ellas? El aspecto en el que centramos la atencion fue el tratamiento dado a las



representaciones graficas de una figura geométrica en el aula. A manera de ilustracion
presentamos un fragmento de clase que ocurre en el momento en el que la profesora hace la
introduccion al tema recordando qué es una “figura plana”. Subrayamos algunas frases
sobre las que queremos enfocar la problematica.

(1)  Profesora: Juan Diego, dime una figura plana.

(2) JuanDiego:  El cuadrado.

(3)  Profesora: Ven y lo dibujas [Juan Diego pasa al tablero y hace, a mano alzada, la representacion
grafica que aparece en la Imagen 1.1].

(4)  Profesora: ¢Eso qué es? [sefiala la representacion hecha]

(5) Carlos: Una figura plana.

(6) Luisa: Un cuadrado.

(7)  Profesora: ¢ Qué caracteristicas tiene un cuadrado?

(8) Camilo: Que tiene cuatro lados.

(9) Sofia: Y son iguales.

(10) Profesora: Vamos a mirar. Imaginemos que Juan Diego hizo esas lineas derechitas, derechitas.
(11) Mateo: iHumm imaginemos! [expresion sarcastica].

(12) Cristian: iSi, stper derechitas! [expresion sarcéstica].

(13) Profesora: [Cuenta la longitud de cada lado sefialando las marcas de la cuadricula del tablero].

Uno, dos, tres y cuatro; uno, dos, tres y cuatro; y cuatro y cuatro. Dime otra figura
plana, Felipe [Felipe pasa al tablero y hace, a mano alzada, la representacion grafica
que aparece en la parte inferior de la Imagen 1.2].

(14) Mateo: iHuiiii esa figura! [exclamacién de protesta].

(15) Camilo: iQue se tiene que imaginar! Eso estd perfecto. [responde ante la exclamacion de su
compafiero].

(16) Profesora: Bueno, vamos a imaginarnos que es un rombo.

En la Imagen 1.3, se ilustra que la profesora también hace construcciones a mano alzada en

otro momento de la clase.

Imagen 1.1 Juan Diego dibujando un Imagen 1.2 Representacion de  Imagen 1.3 Profesora dibujando
cuadrado a mano alzada un rombo a mano alzada una figura a mano alzada

[ ]
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-

Suponemos que el anterior didlogo, que se registrd en el video, ilustra el tratamiento usual

que se le da a las representaciones gréaficas de una figura geométrica en clase a lo largo del



afio escolar, y que tal tratamiento es tipico de muchas instituciones educativas. Esta
afirmacion se ha corroborado con docentes en ejercicio. Parece ser que en la clase de
geometria:
e las representaciones gréaficas se aceptan si se parecen a una representacion
construida teniendo en cuenta las propiedades de la figura que representa (3) y
(13)2.
e laintencionalidad de hacer representaciones graficas es recordar perceptivamente la
figura prototipica, puesto que también se puede acudir a la imaginacion (4) a (13).
o las representaciones graficas se pueden construir a mano alzada sin convenciones
que evoquen propiedades de la figura geométrica (3), (10), (13) y (16).
e la aceptacion de que una representacion grafica se hace aludiendo a imaginar que
los trazos estan bien hechos (10) y (15).
e las propiedades de las figuras geométricas se verifican en las representaciones
midiendo la longitud de sus lados (13).
Lo anterior nos permitié inferir, desde nuestro punto de vista, que probablemente en la
clase hay normas sociomatematicas implicitas o explicitas que crean un ambiente de aula
poco favorable para que los estudiantes desarrollen procesos de argumentacion basados en
las representaciones; esto porque: en el momento de realizar una representacion grafica de
una figura geométrica se convence a los deméas que estd bien hecha valiéndose de la
imaginacion, sin tener en cuenta lo que cada uno se imagina sobre las propiedades de la
misma; los estudiantes a partir de representaciones graficas que no necesariamente estan
bien hechas explican, justifican y argumentan basandose en lo que ven en la representacion;
se asume como cierto lo que dice la profesora sobre una representacion gréfica, el
estudiante no tiene como comprobarlo; las representaciones graficas se validan por lo que

dice la profesora, por lo que se imaginan o suponen.

En los anteriores parrafos se pone de manifiesto que el tratamiento que se le da a las
representaciones graficas de las figuras geométricas influyen en el ambiente de aula y por

ende los procesos de argumentacion de los estudiantes. Esta problematica es sefialada por

Z Los nimeros entre paréntesis hacen alusion a las lineas del didlogo citado anteriormente.



investigadores como Fishbein (1993), Mariotti (1995), Salin & Berthelot (1994) y Duval
(1995) (citados en Laborde, 2005), quienes afirman que las representaciones graficas® en
geometria juegan un papel ambiguo: por un lado, se refieren a las propiedades geométricas
tedricas, mientras que por el otro, ofrecen propiedades graficoespaciales que pueden
generar una actividad perceptual en los estudiantes. Con frecuencia, los estudiantes
concluyen que es posible construir una representacion geométrica usando solamente claves
visuales, o deducir una propiedad empiricamente revisando la representacion geométrica.
En tal sentido, las representaciones graficas pueden llegar a convertirse en un obstaculo
para el pensamiento geométrico porque los estudiantes pueden basarse en ellas y asi evitar
un razonamiento en términos tedricos. En relacion a las representaciones hechas en
programas de geometria dindmica, Hoyles (1996) y Jones (1999) (citados en Saenz-Ludlow
y Athanasopoulou, 2008), han sefialado que interactuar con dichas representaciones no
necesariamente implica entender y apreciar las propiedades de los objetos geométricos.
Laborde (2005) afirma que cuando el profesor pide a los estudiantes construir una
representacion grafica, el profesor espera que ello trabajen en el ambito de la geometria
utilizando los conocimientos tedricos, mientras que los estudiantes a menudo se quedan en
un nivel gréafico y tratan soélo de satisfacer las limitaciones visuales. Lo anterior evidencia
que el significado que se liga a una representacion grafica de una figura geométrica no

necesariamente es compartido por el docente y los estudiantes.

Lo anterior nos llevo a indagar sobre la problemaética acerca de qué tanto se comparten los
significados acerca de las representaciones graficas en el aula de matematicas.
Investigadores como Yackel y Cobb (1996) afirman que para crear un ambiente de aula en
el que se busque compartir significados, es necesario un esfuerzo sostenido tanto de los
estudiantes como del profesor para establecer normas sociomatematicas sobre diversos
asuntos. Uno de dichos asuntos puede ser sobre las representaciones gréficas, por ejemplo:
qué se considera una representacion geométrica valida, que procedimientos son validos
para representar figuras, entre otros. Otros investigadores como Maher y Martino (1996) y

Zack (1997) (citados en Mariotti, 2006), se enfocan en la creacion de ambientes de aula en

3 Laborde utiliza el término diagrama para referirse a lo que en este trabajo se menciona como representacion
grafica.



los cuales los profesores desarrollan normas sociomatematicas para favorecer los procesos
de argumentacion y justificacion de los estudiantes, a partir de las representaciones

gréficas.

Luego de ver que la problematica es pertinente, vigente, y de interés para la investigacion
en educacion matematica, planteamos nuestro problema de investigacion de la siguiente
manera: En la clase de geometria usualmente no se promueve el establecimiento de normas
sociomatematicas que generen compartir un criterio* sobre lo que se considera una
representacion grafica adecuada de una figura geométrica (con lapiz y papel, con
instrumentos de trazo o con programas de geometria dindmica), que contribuya a

desarrollar procesos de argumentacion en los estudiantes.

A partir del anterior problema planteamos la siguiente pregunta de investigacion: ¢Qué
aspectos normativos deben tenerse en cuenta para posibilitar compartir un criterio sobre lo

que se considera una representacion grafica adecuada de una figura geométrica?

Como un camino para dar respuesta a la anterior pregunta de investigacion planteamos los

siguientes objetivos.

1.1.4 Objetivos

General

Sugerir una via que contribuya al establecimiento de aspectos normativos que generen
compartir un criterio sobre lo que se considera una representacion grafica adecuada de una

figura geométrica.

Especificos
e Disefiar, implementar y evaluar una intervencion de ensefianza que posibilite
compartir el criterio sobre lo que se considera una representacion grafica adecuada
de una figura geométrica.
¢ Identificar aspectos normativos que contribuyan a compartir el criterio sobre lo que

se considera una representacion grafica adecuada de una figura geométrica.

4. Para esta investigacion la palabra criterio hace referencia a un juicio que permite diferenciar algo de otra
cosa. Por tanto, una situacion puede entenderse de formas distintas de acuerdo al criterio utilizado.



e Estudiar el potencial de la geometria dindmica en el paso de la representacion en
GeogebraPrim a la representacion con instrumentos de trazo y a la representacion

con convenciones y su relacion con el establecimiento de aspectos normativos.

1.2 Justificacion

La pertinencia de esta investigacion, respecto a la necesidad de compartir criterios en el
aula de matemaéticas, se evidencia en los planteamientos de varios investigadores como
Bartolini Bussi (1991, 1998), Arsac (1992), Maher y Martino (1996) y Yackel y Cobb
(1996) (citados en Mariotti, 2006), quienes mencionan que uno de los objetivos basicos
para fomentar el desarrollo de significados matematicos es el de establecer una comunidad
matematica en el aula, y una herramienta que posibilita tal establecimiento es la de
compartir criterios. Esta idea también es apoyada por el Ministerio de Educacion Nacional
(2006), al afirmar que es necesario que en los procesos de ensefianza de las matematicas se
asuma la clase como una comunidad de aprendizaje donde docentes y estudiantes
interactlan para construir, compartir y validar conocimiento. Y para lograr tal fin, es
necesario que el docente planee, gestione y proponga situaciones de aprendizaje
matematico significativo y comprensivo para sus estudiantes, y con ellas permitir que el
estudiante interactle con sus comparieros, profesores y materiales para reconstruir y validar

personal y colectivamente el saber matematico.

Respecto a la necesidad de establecer normas sociomatematicas en el aula, Yackel y Cobb
(1996) enfatizan en que estas regulan los aspectos especificos de las discusiones
matematicas de los estudiantes (acuerdos normativos acerca de lo que cuenta como una
explicacion o justificacion matematica aceptable, matematicamente diferente,
matematicamente sofisticada, matematicamente eficiente, y matematicamente elegante en
un aula de clase, etc.) e influyen en las oportunidades de aprendizaje. Planas y Font (2003)
resaltan que las normas, ademas de regular las practicas del aula, estan en la base misma de
los procesos de comunicacion matematica. Mariotti, (2006) apoya los anteriores
planteamientos y ademas menciona que es crucial establecer dichas normas no solo para
apoyar las afirmaciones propias sino para negociar criterios de aceptabilidad de argumentos

matematicos.



1.3 Hipotesis
En esta investigacion compartimos los siguientes planteamientos, que proponemos a

manera de hipotesis.

H: EIl reconocimiento visual de propiedades espaciales asociadas a las figuras geométricas

no es espontaneo y debe ser objeto de aprendizaje (Laborde, 1996).

H. Es importante que los alumnos aprendan a controlar, a través de conocimientos tedricos,

los aspectos perceptivos ligados a las representaciones (Laborde y Capponi, 1994).

Hz Es recomendable trabajar con programas de geometria dindmica porque estos ofrecen
un campo de experimentacion con las representaciones que no es limitado, contrario a

lo que ocurre al trabajar con representaciones en lapiz y papel (Laborde, 1996).

Hs Los programas de geometria dindmica son herramientas técnico-simbdlicas que (i)
median el paso de la construccion a la representacion y a la figura, (ii) median la
comunicacion sobre geometria entre profesor y estudiantes y (iii) inducen y facilitan los

procesos de clasificacion (Saenz-Ludlow y Athanasopoulou, 2008).

Hs La evolucion de una cultura matematica en el aula es un proceso a largo plazo, que
requiere de estrategias especificas de intervencion que comienzan temprano y se

desarrollan durante un largo periodo (Mariotti, 2006).

1.4 Antecedentes investigativos

En esta seccion realizamos una breve descripcion de investigaciones que consideramos
afines a la nuestra y que nos aportaron elementos teéricos o0 metodoldgicos. La revision se
centr6 en dos aspectos: el primero hace referencia a las normas sociomatematicas y el

segundo a la figura geométrica y su representacion.

1.4.1 Normas sociomatematicas

Al revisar la literatura centrdndonos en estudios en los que se hace alusion a las normas
sociomatematicas observamos que este tema ha sido de interés de varios investigadores en
Educacién Matematica; de esto da cuenta el nimero de articulos publicados en las ultimas

décadas. Con el fin de sintetizar la revision, decidimos enfocarnos en dos aspectos de las
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normas sociomatematicas. En primer lugar, referenciamos la definicion de norma
sociomatematica que utiliza cada investigador y su diferenciacion con norma social; y en
segundo lugar, mencionamos algunas investigaciones en las que se ilustra como se

establece una norma sociomatematica.

Normas sociales y normas sociomatematicas

El constructo norma sociomatematica se relaciona con investigaciones cuyo proposito
radica en el analisis del proceso por el cual los profesores inician y guian el desarrollo de
las normas sociales generales al considerarlo un eje fundamental para sustentar una
microcultura del aula caracterizada por la explicacion, la justificacion y la argumentacion
(Yackel y Cobb, 1996). Investigadores como Voigt (1995) afirman que las normas sociales
en el aula, en general se aplican a cualquier area tematica (ciencias, sociales, castellano,
etc.) y no son exclusivas de las matematicas. Menciona que las normas sociomatematicas
son utilizadas para describir un criterio de valores respecto a la actividad matematica en
particular, como por ejemplo, reconocer cuando una solucién matemética es elegante.
Ademas Voigt hace mencién a que no son obligaciones que los estudiantes tienen que
cumplir, sino convenciones establecidas en el trascurso de las interacciones de clase para

orientar sus actividades en la clase de matematicas.

Yackel y Coob (1996), a partir de su trabajo sobre normas sociales, avanzan en el concepto
de normas sociomatematicas describiéndolas como aquellos aspectos normativos de las
discusiones especificas en la actividad matematica de los estudiantes. Los autores suponen
que después de trabajar y negociar un tiempo en el aula, se asume que todos comparten la
misma interpretacion de la norma. Por ejemplo, acuerdos normativos acerca de lo que
cuenta como una explicacion o justificacion matematica aceptable, matematicamente
diferente, matematicamente sofisticada, matematicamente eficiente, y matematicamente
elegante en un aula de clase. Ademas, los dos investigadores mencionan que la distincion
entre las normas sociales y las normas sociomatematicas es sutil y ofrecen los siguientes
ejemplos: i) La exigencia de explicar sus soluciones y sus formas de pensar €s una norma
social, en tanto que lo que cuenta como una explicacion matematica aceptable es una norma

sociomatematica. ii) El ofrecer soluciones diferentes de las que ya se han dado como
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respuesta a un problema es una norma social, mientras que lo que constituye la diferencia

matematica de la solucidn es una norma sociomatematica.

Por su parte Planas y Gorgorid (2001) y Planas (2002), a partir de una reinterpretacion de la
definicién dada por Yackel y Coob (1996), y bajo la premisa de que las personas pueden
tener distintas interpretaciones de las normas, construyen definiciones de norma social,
norma matematica y norma sociomatematica. Segun las autoras, las normas sociales son el
conjunto de explicitos o implicitos que regulan la estructura de participacion y la dinamica
entre profesor y estudiantes, y entre estudiante y estudiante, en el transcurso de las acciones
e interacciones que ocurren en el aula; las normas matematicas regulan las practicas
matematicas en el aula y las diferentes trayectorias posibles en el comportamiento
matematico de alumnos y profesor ante una actividad propuesta; por ejemplo, los criterios
de legitimacion de una solucion matemética son normas mateméticas. Las normas
sociomatematicas son consideradas como un conjunto de explicitos o implicitos en el aula
de matematicas que influyen favoreciendo, obstaculizando o regulando el desarrollo y la

interpretacion de la practica matematica.

La lectura de las investigaciones en las que se hace explicita la definicién de norma
sociomatematica y la diferenciacion entre esta y una norma social nos sirvié para hacer
nuestra propia construccion de lo que en este trabajo vamos a entender por norma
sociomatematica; nos ayudo a reflexionar sobre la posibilidad de que ciertas normas
sociales contribuyan al establecimiento de las normas sociomatematicas, y también a
evidenciar el potencial y la necesidad del establecimiento de normas sociomatematicas en

el aula de clase.

Establecimiento de normas sociomatematicas

La revision bibliografica que se realizd sobre el establecimiento de normas
sociomatematicas se enfoca en los trabajos de Voigt (1995), Yackel y Coob (1996),
Hershkowitz & Schwarz (1999) y Martin, McCrone y otros (2005).

Voigt (1995) menciona que las normas sociomatematicas se establecen durante los

procesos de interaccion mediante la negociacién de los significados matematicos y cuando
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se trata de Ilegar a un acuerdo sobre qué resultados y qué argumentos podrian ser tomados
como soluciones matematicas y explicaciones matematicas apropiadas. Estos acuerdos y
negociaciones son un camino para liberar de ambigledades e interpretaciones a las tareas,
los cuestionamientos y los simbolos, etc., en el aula. De la misma manera, Voigt explica
mediante un ejemplo, cdmo se constituye la norma sociomatematica de lo que se considera
“matematicamente diferente (o elegante)”. Muestra que la constitucion de dicha norma
sociomatematica surge en la interaccion entre los participantes, a partir de las distintas
soluciones brindadas por los estudiantes a una situacion y por las valoraciones positivas que
el profesor, como representante de la disciplina de las matematicas, realiza a cada una de
ellas. De esta manera evidencia como el profesor puede influir positivamente en el
pensamiento matematico de los estudiantes y en el desarrollo cognitivo, de una forma

indirecta y sutil.

Yackel y Coob (1996) consideran que las normas se establecen en el curso de las
interacciones entre docentes y estudiantes. En su investigacion dan cuenta de la
negociacion de significados y el establecimiento de normas sociomatematicas, como por
ejemplo, lo que cuenta como “matematicamente diferente”. Al presentar soluciones
diferentes a una actividad, las respuestas de los estudiantes contribuyeron a la comprension
acerca de tal diferencia y por medio de las valoraciones que hacia el docente sobre la
diferencia matematica, se generd un ambiente donde los significados se compartieron. En
este proceso, se constituyd interactivamente lo que cuenta como ‘“matematicamente

diferente” y se negoci6 el significado de diferencia matematica.

Yackel y Coob (1996) también describen como se constituye lo que cuenta como una
“explicacion y justificacion aceptable”. Las explicaciones y justificaciones aceptables
tienen como base el tipo de razones matematicas que deberian ser aceptadas. Ademas como
acto comunicativo, lo que se comparte sobre nocion de explicacion y justificacion aceptable
es establecido durante las discusiones en el aula y evoluciona a medida que pasa el tiempo

siempre y cuando se logre establecer un ambiente de indagacion.

Hershkowitz y Schwarz (1999) utilizan un programa en computador disefiado

intencionalmente para trabajar en el aula de matematicas y muestran que ciertas normas
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sociomatematicas no surgen Unicamente de las interacciones entre alumnos y profesor, sino
también a partir de manipulaciones informaticas como acciones no verbales de
comunicacion. Los investigadores consideran no solo las interacciones entre docente y
estudiantes y entre estudiantes, sino ademas las interacciones entre los estudiantes y la
herramienta, y los estudiantes y la actividad. De esta manera las interacciones entre lo que
se visualiza en el computador, las acciones que realiza el estudiante en el programa multi-
representacional y la retroaccion del programa ante una situacion problema, permiten la

aparicion de la norma "lo que cuenta como evidencia de un fenomeno".

Finalmente, Martin, McCrone y otros (2005) llevan a cabo un estudio cuyo objetivo se
centra en la interpretacion de las interacciones que conducen al desarrollo de
comprensiones compartidas o individuales acerca de la argumentacion y la justificacion en
geometria, en una escuela de secundaria. Para ello, toma el marco interpretativo de Coob
(2000), y otros elementos tedricos como la comprension de los estudiantes sobre la
argumentacion y la justificacion de Harel y Sowder (1998), y el papel y las decisiones del
maestro en la clase de Herbst (2002). En dicha investigacion se concluye que las decisiones
pedagogicas tomadas por el profesor son claves para la generacion de un ambiente de aula
en el que se brindan oportunidades a los estudiantes para perfeccionar sus argumentaciones,

justificaciones y habilidades de razonamiento.

El estudio de investigaciones en las que se menciona el recorrido para llegar a establecer
una norma sociomatematica en el aula, fue de gran ayuda en nuestra investigacion en el
momento de establecer nuestra trayectoria hipotética de ensefianza y para determinar la

metodologia adecuada para esta trayectoria.

1.4.2 Estudios acerca de las representaciones de las figuras geomeétricas

La revision de la literatura en este aspecto se centr6 en estudios que hacen una
diferenciacion entre figura geométrica y representacion geométrica (incluso en el contexto
de la geometria dindmica) y en algunas investigaciones relacionadas con las

representaciones geométricas y la ensefianza de la geometria.
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Figura geométrica y representacion geométrica

Fischbein (1993), en su teoria de los conceptos figurales, establece que las figuras
geométricas poseen dos aspectos interrelacionados: los conceptuales y los figurales. Las
figuras geométricas no tienen Gnicamente de uno u otro, sino que en ellas conviven los dos
tipos de propiedades: “Los objetos de investigacion y manipulacion en el razonamiento
geométrico son entonces entidades mentales, llamadas conceptos figurales, que reflejan
propiedades espaciales (forma, posicion y tamafio). Al mismo tiempo, poseen cualidades
conceptuales, como idealidad, abstraccion, generalidad y perfeccion.” (1993, p.143). Indica
que una figura geométrica, por ejemplo un trapecio isosceles, es una figura controlada por
la definicion de trapecio isdsceles y por las propiedades geométricas derivadas de poseer
dos lados paralelos y dos lados no paralelos congruentes. Esta doble naturaleza de la figura
geométrica, relacionada a los aspectos figurales y conceptuales, define una nueva entidad
mental que Fischbein llamo6 "concepto figural”. La idea del concepto figural resalta el
hecho segun el cual imponer relaciones a las representaciones no depende de la propia
representacion sino de las definiciones y teoremas previos que tienen relacion con el
concepto. Ademas, Fischbein indica que las conclusiones que se deriven de la figura no
proceden de considerar de manera separada la imagen y las condiciones formales, sino de
un unico proceso en el que la figura se "ve de otra manera" permitiendo revelar relaciones
I6gicas. Fischbein caracteriza este proceso indicando que la figura no es una imagen

ordinaria sino una estructura controlada l6gicamente.

Por su parte, Laborde (1996) considera a la figura geométrica como una relacién entre la
representacion y el objeto geométrico; es decir, se constituye a partir del emparejamiento de
un referente dado abstracto con todas sus representaciones. Asi, una figura geométrica
gueda definida como el conjunto de pares formados por dos elementos: un referente y una
representacion que refiere al universo de todas las representaciones posibles del referente.
En ese sentido, una representacion geomeétrica es cualquier representacion de la figura en
un ambito tedrico (geometria euclidea, proyectiva, etc.). Sin embargo también manifiesta
que en esta relacion, las propiedades del objeto geométrico se traducen graficamente en
relaciones espaciales y se complejizan en la medida en que el paso de la representacion al

objeto geométrico se ve abocado por la interpretacion que se le dé a la representacion.
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Al pasar al &mbito de los programas de geometria dinamica, Laborde (1996) menciona que
los entornos informaticos, como Cabri, ofrecen un sistema de representacion de objetos
geométricos mediante Cabri-dibujos en la pantalla del computador que pueden ser
producidos por medio de comandos dados en un lenguaje geométrico. Estas
representaciones permiten un dominio de funcionamiento mas extenso que las
representaciones con lapiz y papel debido al movimiento que se les puede realizar a los
elementos que las constituyen. Dichos Cabri-dibujos pueden ser elaborados con
herramientas predeterminadas en el programa, denominadas primitivas de dibujo puro
(segmento, recta, punto, etc.), o por primitivas geométricas (punto medio, mediatriz, recta
paralela, recta perpendicular, etc.). El trazado en la pantalla de una representacion ligada a
un objeto geométrico tiene que conservar en el transcurso del desplazamiento las
propiedades espaciales que dan cuenta de las propiedades geométricas de ese objeto;

entonces tiene que hacerse mediante las primitivas geométricas.

Mariotti (1997), teniendo en cuenta la teoria de los conceptos figurales de Fischbein,
relaciona los conceptos figurales y conceptuales de un objeto geométrico con las imagenes
producidas por los programas de geometria dindmica. A partir de la idea que una
construccion geométrica consiste de un procedimiento que, (a través del uso de
herramientas especificas y segin normas especificas), produce una representacion,
menciona que en un computador una representacion posee su propia logica y depende de
los procedimientos que se usaron para producirlo; es decir, el programa produce imagenes
en la pantalla que son controladas I6gicamente por un menu de comandos donde ambos
componentes, el perceptual y el figural, pueden estar presentes en la representacion. De esta
manera una figura geométrica y sus elementos estan relacionados por una jerarquia de
relaciones, correspondiente al procedimiento de construccion. La funcion de “arrastre” en
el programa de geometria dinamica permite mover los elementos, mientras se mantienen
todas las relaciones geométricas definidas por el mend de comandos usado en su
construccién. De esta manera, el movimiento llega a ser un componente esencial del

significado de figura.
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Saenz-Ludlow y Athanasopoulou (2008) consideran que uno de los problemas de la
geometria es el de determinar métodos para hacer representaciones de figuras geométricas
con ciertas propiedades. A estos métodos les llaman construcciones. Una representacion es
entonces el producto de una construccion sin importar el método con que se logro. Las
autoras mencionan que las representaciones pueden ser robustas y blandas. Una
representacion robusta pasa la prueba del “arrastre”, es decir mantiene sus propiedades al
mover sus elementos de lo contrario es una representacion blanda. Para hablar de figura
geométrica aluden a que es una familia que esta constituida por todas las representaciones
robustas (reales o posibles). En esta conceptualizacién, cada representacién llega a ser un
ejemplo de una figura geométrica en vez de confundirse con la figura geométrica misma.
La representacion se refiere a objetos materiales en la arena, el papel o la pantalla de
computador; en contraste, la figura se refiere a un objeto geométrico tedrico. Finalmente
mencionan que para conceptualizar una figura es necesario observar (en el arrastre de las
representaciones robustas) la variacion o cambio de algunos atributos (sus atributos no

esenciales) lo mismo que la invariabilidad de otros atributos (sus atributos esenciales).

En Gutiérrez (2005) se utilizan los términos figura y representacion con los significados
habituales en el contexto de la geometria dindmica: Una figura es un objeto geométrico
abstracto caracterizado por las propiedades matematicas derivadas de los elementos y
herramientas usadas para su creacion. Una representacion es un dibujo particular de una
figura en la pantalla. Por lo cual, una figura se puede mostrar mediante representaciones

derivadas del cambio de posicién o tamafio de los elementos de la figura.

La revisidn de investigaciones en las que se hace una diferenciacion entre figura geométrica
y representacion geométrica fue de gran ayuda para la creacién de un constructo sobre los
diferentes tipos de representaciones de una figura geométrica que se pueden dar en los
ambientes que se utilizaron en la investigacion (programas de geometria dinamica y lapiz y

papel con y sin instrumentos de trazo).
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Representaciones en programas de geometria dinamica y el aprendizaje de la geometria
La revision sobre las investigaciones relacionadas con las representaciones en programas de
geometria dindmica se realizd prefiriendo aquellas que muestran las potencialidades de la

geometria dindmica para el aprendizaje de la geometria.

Laborde (2005) investiga las relaciones entre el dominio de las representaciones en papel y
l&piz o en entornos de geometria dindmica y el dominio de objetos tedricos de la geometria.
La autora analiza algunas actividades realizadas con estudiantes y hace hincapié en el papel
ambiguo de las representaciones. Lo anterior debido a que las representaciones hacen
referencia a propiedades geométricas teoricas y ofrecen propiedades gréafico espaciales que
generan una actividad perceptual en el estudiante que puede llevar a convertirse en un
obstaculo o fuente potencial para el desarrollo de su pensamiento geométrico. A
continuacion se presenta un ejemplo con el cual Laborde ilustra lo anterior (Laborde, 2005
p. 160).

“La representacion de la Imagen 1.4 representa un paralelogramo. Muestra varias
propiedades graficoespaciales: dos lados son horizontales; los otros dos son oblicuos en una
direccion dada (de izquierda a derecha); los lados opuestos son paralelos; los lados
horizontales tienen una longitud dada. Nétese que estas propiedades estan seleccionadas de
un conjunto mas extenso de propiedades como color o espesor de los lados. Algunas de
estas propiedades graficoespaciales se pueden interpretar de una manera geomeétrica,
mientras que las otras no se consideran interesantes desde un punto de vista geométrico; por
ejemplo, la posicién del diagrama en la hoja de papel es generalmente considerada
irrelevante en geometria, lo mismo que la pendiente de los lados ya que dependen del
problema en el que ocurre el paralelogramo. Asi que, algunas propiedades graficoespaciales
del diagrama son incidentales al problema geométrico, mientras que otras son necesarias
como, por ejemplo, las propiedades de paralelismo. Ademas, las propiedades
graficoespaciales necesariamente se siguen de otras: hay un vinculo necesario entre el
paralelismo de lados opuestos y el hecho de que el punto de interseccion de las diagonales
es también su punto medio. La ensefianza de la geometria trata con estos vinculos
necesarios entre propiedades graficoespaciales, pero se puede entender la naturaleza de
estos vinculos si y so6lo si también se puede entender que algunos otros vinculos son
meramente incidentales. La necesidad tiene sentido en oposicion a la contingencia. La
geometria se puede ver (til si le permite a uno predecir, producir o explicar propiedades
graficoespaciales de los diagramas debido a estos vinculos necesarios; pero primero se
requiere una consciencia de la distincion entre tales propiedades y las que son teéricas.”
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Imagen 1.4 Representacion de un paralelogramo

[/

Ademas muestra, entre otros hallazgos, que los entornos de geometria dindmica refuerzan

el movimiento entre el dominio espacial y el dominio teorico de las figuras.

Séenz-Ludlow y Athanasopoulou (2008) basadas en sus definiciones, mostradas en el
apartado anterior, y por medio del analisis de una entrevista tomada de un experimento de
ensefianza con un profesor en formacion, encuentran argumentos para sostener que los
programas de geometria dindmica se pueden ver como herramientas de mediacién técnico-
simbdlica que median el paso de la construccion al dibujo y a la figura, median la
comunicacion sobre geometria entre el profesor y los estudiantes, e induce y facilita los
procesos de clasificacion. Ademas muestra ejemplos sobre el tipo de tareas (no
estructuradas, semiestructuradas, o estructuradas) que se pueden proponer para trabajar en

el aula.

La revision de estas investigaciones fue de gran ayuda en el momento de disefiar las tareas
del experimento de ensefianza y en el momento de disefiar la norma de exploracion con las

que los estudiantes debian explorar las representaciones en GeogebraPrim.
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2. MARCO DE REFERENCIA

En este capitulo se expone el marco de referencia que sustenta la investigacion. Para poder
dar cuenta de la constitucion colectiva del criterio sobre lo que es una representacion
geométrica adecuada, inicialmente exponemos nuestro punto de vista sobre la constitucién
colectiva de criterios. Posteriormente, describimos lo que en esta investigacion se entiende
por figura geomeétrica y su representacion. En ese apartado consideramos las
representaciones hechas en programas de geometria dindmica, con instrumentos de trazo y
a mano alzada con convenciones para asi poder hacer un acercamiento a la idea de
representacion geométrica adecuada. Ademas proponemos una estructura de organizacion
para la actividad de representacion en los &mbitos mencionados anteriormente. Finalmente,
presentamos los significados y procesos relacionados con las normas sociales y
sociomatematicas y su relacion con la constitucion colectiva del criterio. El siguiente

esquema orienta nuestro marco de referencia.

Esquema 2.1 Componentes del marco de referencia

~

Normas sociales

y
sociomatematicas

2.1 Constitucion colectiva de un criterio
En nuestra investigacion consideramos que el aprendizaje es un proceso social de
participacion en précticas que las comunidades en las que nos desenvolvemos consideran
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relevantes. Particularmente, tal como lo sefiala Camargo (2010), aprender geometria es un
proceso de participacion en practicas que son valoradas por comunidades que producen y
usan la geometria. De esta manera, el aula de clase de geometria puede llegar a convertirse
en una comunidad cuyos fines sean, por ejemplo, descubrir y validar hechos cientificos
articulando dos tipos de précticas: descubrir y justificar. Otro de los fines es que procesos
como el de participacion, conlleven a actividades colectivas donde se discute, se practica,
se negocian significados y se determinan criterios de aceptacion Wenger (1998), (citado en
Camargo, 2010).

Puntualmente, entendemos que en una comunidad, como el aula de clase de geometria, al
solucionar y socializar actividades matematicas es posible construir interactivamente entre
los participantes un ambiente social adecuado que permita la practica de la participacion y
la indagacion. Ademas, a través de la discusion mediante la explicacion y la justificacion
con argumentos es posible negociar significados, establecer acuerdos y criterios, con los

cuales la comunidad continuara evolucionando en el trascurso de las clases.

Otro aspecto importante que contribuye a la constitucién de un criterio es que la
comunicacion y la participacion sean direccionadas por un motivo de discusién, es decir
una discusién matematica que como lo menciona Bartolini Bussi (1996), (citados en
Mariotti, 1997), se convierta en una polifonia de voces articuladas sobre un objeto de
discusion, en este caso los objetos matematicos. En correspondencia con este hecho, el
objeto de discusion puede proponerse por medio de actividades debidamente planeadas,

organizadas y ejecutadas.

Para lograr lo anterior, es necesario el desarrollo de un lenguaje comun con el cual
comunicarse y participar. Sin un lenguaje comun dificilmente se llegara a compartir
significados con los cuales se establezcan acuerdos y criterios colectivos. Un lenguaje
comun se logra a partir de la interacciéon entre docente y estudiantes en las discusiones

sobre los objetos matematicos; este se refina poco a poco.

Las normas que regulan las practicas de la comunidad matematica del aula, entre ellas las

normas sociomatematicas, también contribuyen a la constitucion colectiva de criterios.
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Estas normas se van constituyendo poco a poco a través de la interaccion de los
participantes y van afectando sus formas de comunicar, participar, justificar, representar y

validar.

Otro aspecto importante tiene que ver con la guia de un experto cuya mision es acercar a la
comunidad de aula a las practicas y conocimientos que determinan el criterio. Durante el
proceso de constitucion, el papel del profesor es fundamental puesto que es el representante
de la comunidad matematica en el aula, y como tal debe guiar las discusiones matematicas

y facilitar el establecimiento del ambiente de aula mencionado anteriormente.

A continuacion presentamos los referentes tedricos que fundamentan el estudio,
especialmente la conceptualizacion de figura geométrica y de su representacion. En ellos,
nos enfocamos en los tipos de representaciones que puedan orientarnos para la constitucion

del criterio y en las posibilidades que nos brinda la geometria dindmica para este fin.

2.2 Figura geométrica y su representacion

Arsac (1989), Fischbein (1993), Mariotti (1995), (citados en Mariotti, 2006) y Laborde
(1996), han mostrado la importancia de realizar la diferenciacion entre representacion y
figura geométrica en la ensefianza de la geometria. Por tal razon, se recurrié a la
elaboracion de un referente tedrico que respondiera a ese llamado, utilizando un lenguaje
segun nuestro contexto nacional, con el fin de orientar y mostrar las consideraciones con las

cuales abordamos la investigacion.

Como punto de partida, consideramos que los objetos de la geometria euclidiana escolar
son figuras, trasformaciones/operaciones, y relaciones. Respecto a las figuras geométricas,
estas pueden ser representadas mediante simbolos (#ABC, cABCD, 4ABC), con lenguaje
corriente (por ejemplo una descripcion verbal teniendo en cuenta sus propiedades) o de
forma visual, grafica o pictorica. Esta Gltima clase de representaciones se pueden construir
mediante objetos reales o fisicos (como el trazado de una circunferencia en la arena), con

lapiz y papel y en un programa de geometria dinamica.

Las representaciones en lapiz y papel pueden ser construidas con instrumentos de trazo

(regla y compas, entre otros), a mano alzada con convenciones (convenciones que aluden a
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propiedades geométricas) y a mano alzada sin convenciones. Las representaciones
construidas en un programa de geometria dindmica, como lo mencionan Sdenz-Ludlow y
Athanasopoulou (2008), pueden ser robustas (pasan la prueba del arrastre) o blandas (no

pasan la prueba del arrastre). Las anteriores clasificaciones se presentan en el Esquema 2.2.
Esquema 2.2 Figura geométrica y su representacion

OBJETOS DE LA
GEOMETRIA

Transformaciones . .
. Figuras Relaciones
Operaciones

Representacion

el Lenguaje
Simbélicas grafica, guaj
i corriente
pictorica
Real Representaciones a Representaciones en
Objetos fisicos |apiz y papel programas f:ie.geometrla
dindmica
A mano A mano
alzada sin alzada con Instrumentos
convencione convencione de trazo Blandas Robustas
s s

Al representar una figura o al interactuar con una representacion pueden surgir varios
problemas. Uno de ellos es mencionado por Parzysz (1988) al manifestar que al representar
una figura geométrica, quien la representa puede centrarse en aspectos ligados a como se ve
la figura y no a propiedades de la figura en si y esto genera una pérdida de informacion de
la figura en su representacion. También manifiesta que cuando una persona interacta con
una representacion tiende a considerarla como la figura a la que alude. Por su parte Laborde
(1996), en relacién a la ensefianza de la geometria, menciona que la geometria escolar ha
ignorado la lectura espacial de las representaciones y se ha enfocado en su lectura simbolica
y no tiene en cuenta la ambigliedad que una representacion puede generar debido a su
configuracion grafico-espacial. Por ejemplo, una persona puede ver la representacion de un

paralelogramo como un rectangulo en perspectiva.
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Para evitar tales ambiguedades asumimos que una figura representada adecuadamente debe
aludir a sus propiedades presuponiendo minimos acuerdos en su interpretacion. Por
ejemplo, una representacion de una figura a mano alzada sin convenciones sobre las
medidas de lados o0 angulos, puede generar ambigliedad en su interpretacion y quedar sujeta
a la interpretacion de quien interactta con ella. Por el contrario, una representacion de una
figura a mano alzada con convenciones relacionadas con la medida, alude a propiedades
geométricas que son identificadas por el intérprete quien conoce el significado de la
convencion. Asi, aunque una representacion no tenga trazos “uniformes” o “rectos”, la
convencion informa a quien se enfrente a ella que la figura representada posee una
propiedad. Por ejemplo, en el siguiente tridngulo, la convencién muestra que el tridngulo es
rectangulo.

Imagen 2.1 Triangulo construido a mano alzada con convenciones

C
AAB
Por otro lado, las representaciones adecuadas de las figuras geométricas con instrumentos
de trazo (regla no graduada y compas) se derivan de su construccion. Es decir, la forma en
la que son construidas valida la representacion, ya que los instrumentos utilizados
imprimen o evocan la propiedad de la figura. En la Imagen 2.2 se proporciona un ejemplo
de una secuencia de construccién para hacer una representacion adecuada de un triangulo
isdsceles en el ambiente de 1apiz y papel con instrumentos de trazo. El uso del compas, con
igual amplitud, en los pasos 2 y 3 garantiza la congruencia de segmentos y por tanto que el
triangulo sea isosceles.

Imagen 2.2 Secuencia de construccion para hacer una representacion adecuada de un tridngulo is6sceles con
instrumentos de trazo

A

B A B

En los programas de geometria dindmica, las representaciones posibilitan un campo de

experimentacion que las representaciones en lapiz y papel no brindan. Los programas de
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geometria dindmica son potentes mediadores que favorecen la interaccion de los
estudiantes con las representaciones geométricas. Como lo mencionan Saenz-Ludlow y
Athanasopoulou (2008), los programas de geometria dindmica son herramientas técnico-
simbolicas que median el paso de la construccion a la representacion y a la figura, y median
la comunicacion entre el profesor y los estudiantes sobre geometria. Esto se debe en gran
parte a que han sido elaborados intencionalmente bajo una teoria geométrica, para poder
representar objetos geométricos por medio de herramientas predeterminadas y la
combinacion de ellas, y luego permitir acciones directas de movimiento y arrastre sobre
estas representaciones (Laborde 1997, 2005).

El movimiento y/o arrastre de una representacion permite un campo de experimentacion en
donde es posible hacer énfasis en las propiedades de las figuras mas que en su aspecto
visual. La exploracion de las representaciones puede desencadenar en la deteccion de
propiedades invariantes, que pueden ser enunciadas como conjeturas y finalmente
constituirse en hechos geométricos que mas adelante serviran para verificar y justificar

(Esquema 2.3).

Esquema 2.3 Acciones que puede generar la exploracién en un ambiente de geometria dindmica

Exploracién Identificacién de Produccion de ‘ Verificaciéon y
P invariantes una conjetura justitifcacion

Por otro lado, el movimiento y/o arrastre de los elementos constitutivos de las
representaciones introduce un criterio de validacion: soportar la prueba por arrastre. Esto
lleva como consecuencia que el criterio de validacion no dependa de la apariencia
perceptual. La funcion de arrastre permite seleccionar ciertos elementos de las
representaciones y arrastrarlos, mientras se mantienen todas las relaciones geométricas
usadas en su construccion. Después del arrastre, la nueva representacion puede parecer
diferente, pero sus propiedades geométricas se preservan, es decir se mantienen invariantes
(Mariotti, 1997). Asi, no es suficiente que dos segmentos se “vean” de igual medida para
asegurar que son congruentes sino que la igualdad de medidas debe preservarse al arrastrar

la representacion. En este sentido, por medio del movimiento y/o arrastre se pueden validar
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representaciones adecuadas de las figuras. En este ambiente una representacion adecuada
de una figura geométrica es una representacion robusta.

De esta manera las siguientes funciones del movimiento y/o arrastre mencionadas por
Olivero (2003), adquieren sentido en esta investigacion: (i) retroalimentar las acciones que
realiza el usuario, permitiéndole tener control sobre la representacion; (ii) mediar entre la
figura y la representacion, permitiéndole al usuario hacer una distincion entre ambas
nociones; y (iii) examinar representaciones y buscar propiedades invariantes.

En el siguiente apartado hacemos mencion a la propuesta de articulacion de los tres

ambientes de las representaciones en la organizacion del disefio de las tareas y actividades.

2.3 Disefio de tareas que articulan los ambientes de las representaciones

La representacion de las figuras y la manipulacion de estas en la pantalla, haciendo uso de
las herramientas del menu predeterminado, no necesariamente llevan a entender y apreciar
las propiedades de los objetos geométricos. Por lo tanto, el disefio de tareas se convierte en
una prioridad para desarrollar una adecuada mediacion. Las tareas disefiadas para trabajar
en geometria dindmica deben ser diferentes a las tareas disefiadas para entornos de papel y
lapiz, ya que cambiar las herramientas conduce a cambiar la manera en que las tareas son
realizadas. Es decir, las tareas propuestas deben permitir la exploracién, las preguntas
abiertas, la elaboracion de conjeturas, entre otras.

Como mencionamos anteriormente, las representaciones geométricas también se hacen y se
usan en contextos de lapiz y papel con instrumentos de trazo y a mano alzada. Por lo tanto
es importante realizar una articulacion de los tres ambientes, de tal manera que en
cualquiera de ellos la representacion evoque las propiedades de la figura representada. Una
posible via para lograr tal articulacion consiste en aprovechar inicialmente el poder de la
geometria dindmica y su funcion de arrastre como un mecanismo para la deteccion de
propiedades invariantes, para que luego, por medio de tareas y actividades de enlace,
trabajar con representaciones construidas con regla y compas y representaciones en lapiz y
papel que los evoquen. Para esto, es necesario establecer relaciones entre las herramientas
utilizadas en el programa de geometria dindmica y las herramientas regla no graduada y

compas. Posteriormente, se propone abordar representaciones hechas a mano alzada en las
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cuales converjan los significados de las propiedades invariantes en una convencion. El

Esquema 2.4 proporciona una vision grafica de la articulacion de los tres ambientes.

Esquema 2.4 Articulacion de los ambientes en los que se trabajan las representaciones

Geometria Instrumentos
dindmica de trazo

Mano alzada

En el siguiente apartado determinamos el significado de las normas sociales vy
sociomatematicas en la investigacion y su relacion con la constitucion colectiva del criterio

sobre lo que se considera una representacion gréafica adecuada de una figura geométrica.

2.4 Normas sociales y normas sociomatematicas

Como se menciono anteriormente, para lograr que una comunidad, como la conformada por
los integrantes de un aula de clase de geometria, en el que se constituyan criterios
colectivos, se negocien significados y se establezcan acuerdos, es importante constituir un
ambiente social basado en normas sociales que posibiliten la participacion y por ende la
comunicacion al interior de la comunidad. Consideramos a las normas sociales como
aquellos aspectos normativos explicitos e implicitos de cualquier aula, que regulan las
acciones e interacciones entre estudiantes y docentes y entre estudiantes. Compartimos la
afirmacion de Yackel y Coob (1996) al mencionar que una norma social se aplica a
cualquier area temética en la escuela (ciencias, sociales, castellano, etc.). Por ejemplo, que
los estudiantes deban explicar sus soluciones y sus formas de pensar, son normas sociales
no exclusivas de la clase de matematicas o de geometria, y se pueden exigir en clases de
otras asignaturas. Estas normas, por lo tanto, pueden regular los procesos de participacion,
indagacion y justificacion en un aula de matematicas, de ciencias, de idiomas, etc.

En el ambito de las interacciones entre estudiantes y profesor, el esfuerzo sostenido del

profesor constituye una caracteristica primordial para impulsar, practicar y constituir las
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normas sociales. Mediante las intervenciones del profesor sobre las acciones o expresiones
favorables o desfavorables de los estudiantes, este impulsa el establecimiento de las normas
de manera individual y colectiva.

Otro de los esfuerzos que debe hacer el profesor para la constitucion de un criterio tiene que
ver con el impulso por establecer normas sociomatematicas con las que pueda regular la
actividad matematica de los estudiantes. Las normas sociomatematicas son entendidas
como los aspectos normativos establecidos en el transcurso de las interacciones en el aula
entre los estudiantes y el docente y entre los estudiantes (de manera implicita o explicita),
relacionados con la actividad matematica. Estas regulan las acciones e interacciones de la
microcultura del aula de matematicas.

Asumimos la idea de que en el trascurso de los procesos de interaccion en el aula, al
solucionar tareas matematicas es posible el desarrollo de normas sociomatematicas
adecuadas que puede llevar a la determinacion de criterios de aceptacion de
representaciones, justificaciones, etc. Por ejemplo, como se mencioné en el Capitulo 1, en
relacibn a la constituciéon de la norma sociomatematica de lo que se considera
“matematicamente diferente”, Yackel y Coob (1996) mencionan en su investigacion que en
el aula analizada no se tenia el significado de diferencia matemaética. Los estudiantes
resolvieron una tarea propuesta y en la discusion con todo el grupo se compararon los
diferentes modos de resolucion. Mediante la interaccion derivada de la indagacion
insistente de resolver la tarea de modo diferente, las respuestas de los estudiantes, la
valoracion y respuestas del profesor, se establecio el significado de matematicamente
diferente. La norma sociomatematica de lo que se considera “matematicamente diferente”
se fue constituyendo interactivamente al igual que el criterio de diferencia matematica.
Analogamente, en esta investigacion consideramos que mediante la interaccion del
estudiante y el profesor sobre la solucion de las tareas propuestas es posible generar un
ambiente de negociacion donde se compartan los significados de las normas
sociomatematicas relacionados con la representacion de figuras geométricas y se constituya
el criterio colectivo de la convencion que indica congruencia de segmentos en una

representacion como una herramienta para hacer una representacion geométrica adecuada.
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Para compartir un criterio sobre una representacion adecuada de una figura geométrica, las
normas sociomatematicas estaran relacionadas con la configuracion de un ambiente de aula
de indagacion, participativo y explicativo, asi como con aspectos derivados de lo que
consideramos una figura geométrica y su representacion y los ambientes donde se utilizan
representaciones (programas de geometria dindmica, lapiz y papel con instrumentos de

trazo y a mano alzada).

29



3. METODOLOGIA

De manera general, en el desarrollo de esta investigacion se observan tres grandes
momentos (Esquema 3.1). EI primero, relacionado con la elaboracion del anteproyecto del
trabajo de grado, durante el cual se planted el problema de investigacion, se recolectaron
evidencias empiricas que contribuyeron a ilustrarlo, se definieron los objetivos y la
pregunta de investigacion y se establecieron los referentes tedricos iniciales. EI segundo, lo
configuran las fases de la metodologia de Experimento de Ensefianza: (i) planeacion y
disefio, (ii) experimentacion y (iii) analisis retrospectivo. En el tercero, se presentan los
resultados, conclusiones y reflexiones surgidos de la investigacién. Particularmente, este
capitulo describe la aproximacion metodoldgica, y caracteriza y describe las fases de la

metodologia.

Esquema 3.1 Momentos de la investigacion

Problema de investigacion
Fases metodoldgicas

Analisis y resultados

Teniendo presentes los objetivos y la pregunta de investigacion, esta tesis se enmarca
dentro de la perspectiva cualitativa de disefio, ya que pretende analizar el aprendizaje en el
contexto del aula, mediante el disefio sisteméatico de estrategias, herramientas, tareas y
actividades. Es de tipo descriptivo, interpretativo y analitico, ya que a partir de unos datos
derivados de la implementacion de un disefio planeado de tareas y actividades, se describe,
interpreta y analiza la constitucion colectiva de un criterio sobre qué es una representacion
gréfica adecuada de una figura geométrica en un aula de geometria. Las acciones realizadas
por los estudiantes en la solucidn de tareas y actividades fueron interpretadas y analizadas a

partir de ciclos continuos de puesta en préactica, analisis y redisefio.

La metodologia usada es una adaptacion de un Experimento de Ensefianza. De manera
general, un Experimento de Ensefianza consiste en una secuencia de episodios de
ensefianza donde participan un investigador-docente, uno 0 mas alumnos y uno 0 mas

investigadores-observadores. Los investigadores estan motivados por el propdésito de
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experimentar de primera mano el aprendizaje y razonamiento de los estudiantes (Steffe y
Thompson, 2000) (citados en Molina, M.; Castro, E.; Molina J. y Castro, E., 2011). Se
espera que los estudiantes construyan conocimiento, que el investigador-docente construya
conocimiento sobre la construccidn de conocimiento por parte de los alumnos, y que los
demaés investigadores construyan conocimiento sobre ambos y sobre sus interacciones
(Molina, M.; Castro, E.; Molina J. y Castro, E., 2011).

En la presente investigacion no se siguié exactamente esta metodologia sino que se hizo
una adaptacion a partir de las siguientes situaciones: (i) la profesora del aula con la cual se
llevd a cabo la investigacion no hacia parte del equipo de investigacion. Su participacion
fue colaborativa en dos aspectos: el primero, por la apropiacion y aportes dados a los
disefios elaborados por el equipo investigador, en el momento de socializarlos con ella
antes de la experimentacion; segundo, por llevar a cabo la ejecucién de los disefios de las
actividades. (ii) Entre la elaboracion del disefio de actividades por parte del equipo de
investigacion y la implementacion, se cred un paso intermedio que consistid en socializar
con la profesora del aula el disefio elaborado en el equipo investigador. A partir de algunas
consideraciones observadas en la socializacion y los aportes de la profesora, en ocasiones
surgia un redisefio que finalmente era el que se implementaba. (iii) Dos investigadores
asistian a las sesiones de clase y tenian un papel participativo en el aula. Este papel
consistié en servir de apoyo a la profesora ejemplificando ocasionalmente las acciones que
podia implementar con los estudiantes en los pequefios grupos de trabajo.

En esta adaptacion de la metodologia de Experimento de Ensefianza se reafirman las tres
fases que la componen: (i) planeacion y disefio, (ii) experimentacion y (iii) andlisis
retrospectivo. En la fase (ii), se llevd a cabo la experimentacion de los disefios, creandose
un ciclo iterativo de disefio, puesta en practica, recoleccion de datos y microanalisis. A
continuacion describimos las fases del experimento de ensefianza y acciones especificas

realizadas en cada una de ellas.

3.1 Fase de planeacion y disefio
En esta fase, el equipo de investigacion selecciond el contexto experimental, definio roles

de los participantes, retomo, afianzé y amplié los referentes tedricos iniciales, eligio el
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dominio matemaético especifico a abordar, elaboro la trayectoria hipotética de ensefianza y
disefid tareas y actividades iniciales.

3.1.1 Contexto experimental y definicion de roles en el aula

El equipo de investigacion se conformo por tres personas: la directora de la tesis, y dos
estudiantes de maestria (autores de este informe). Las reuniones se realizaban
semanalmente y se utilizaban para planear, disefiar actividades y realizar microanalisis, una

vez se experimentaban los disefios en el aula.

Se tomo la decision de implementar el experimento de ensefianza en el Colegio Distrital
Ciudadela de Bosa (jornada mafiana) en el grado quinto, con el curso 504 y con la profesora
titular de la asignatura de matematicas. La profesora colaboradora, a la cual nos referiremos
como Rosa, es Licenciada en Basica Primaria con estudios de postgrado en educacion, en la
linea de lenguaje. Rosa no ha hecho estudios relacionados con Educacion Matematica. Al
contactar a Rosa se le explicaron los objetivos de la investigacion y su intervencion en la
misma. Se realizaron entrevistas para conocer el ambiente de la clase, las tematicas que
habia trabajado en el afio, asi como las que tenia presupuestado abordar en el cuarto
periodo.

El rol de Rosa era implementar en clase el disefio instruccional bajo las pautas que el
equipo de investigacion le proponia y con los aportes que ella como profesora del aula
consideraba. El rol de los investigadores dentro del aula consistia en intervenir
ocasionalmente en los pequefios grupos de trabajo, pero Rosa era la encargada de liderar las

socializaciones con el grupo completo.

3.1.2 Afianzamiento y ampliacion de los referentes tedricos iniciales

En esta etapa se retomaron los documentos previamente estudiados para formular el
anteproyecto y se amplio el estudio sobre las representaciones de las figuras geométricas, la
relacion entre las representaciones geometricas y el aprendizaje de la geometria (Fischbein,
1993; Laborde, 1996-2005, Mariotti, 1997; Gutierrez 2005; y Séaenz-Ludlow vy
Athanasopoulou, 2008), y las normas sociomatematicas, su instauracion y el

establecimiento colectivo de criterios en el aula (Voigt, 1995; Yackel y Coob, 1996; Planas
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y Gorgorio, 2001 y Planas, 2002; Hershkowitz y Schwarz,1999). Este estudio se realiz6 con

el fin de estructurar el marco de referencia de la investigacion.

3.1.3 Eleccion del dominio matematico especifico

Luego de las entrevistas con la profesora Rosa y de analizar el contexto, el equipo
investigador tomo la decision de trabajar con las propiedades de congruencia de segmentos
(a partir de la congruencia de los radios de una circunferencia) y la de congruencia de
angulos de 90° (a partir de la relacion de perpendicularidad) en los cuadrados, rombos y

triangulos isosceles y equilateros.

3.1.4 Elaboracion de la trayectoria hipotética de ensefianza

La confluencia de los referentes tedricos para la elaboracion del disefio de tareas y
actividades y la eleccion del dominio matematico especifico, llevd a plantear una
trayectoria hipotética de ensefianza relacionada con la constitucion colectiva de un criterio
sobre una representacion grafica adecuada de una figura geométrica, relacionada con la
propiedad de congruencia de lados y angulos. La trayectoria hipotética de ensefianza inicial
se fundamenta en las hipotesis mencionadas en el Capitulo 1 (seccion 1.3) y se puede
visualizar en el Esquema 3.2. Esta trayectoria incluye las siguientes fases: comienza con la
utilizacion de una herramienta en GeogebraPrim que reproduzca equidistancias; luego, los
estudiantes verifican propiedades invariantes en representaciones que el equipo
investigador construye en GeogebraPrim; posteriormente, los estudiantes construyen
representaciones de cuadrados, rombos y tridngulos isésceles y equilateros en
GeogebraPrim a partir de sus propiedades con la finalidad de verificar invariantes; a
continuacion los estudiantes, a partir de estrategias como ponerle marcas a la regla no
graduada o utilizar el compés para trasladar medidas, construyen en papel blanco
representaciones de figuras que tienen lados y angulos congruentes; por ultimo, los
estudiantes construyen representaciones a mano alzada, en las que utilizan la convencion
que indica congruencia en una representacion, al evocar los invariantes de lados y angulos
de las figuras geometricas estudiadas, observados en GeogebraPrim. Al plantear esta
trayectoria se previo utilizar los computadores de la sala de sistemas de la institucion en los

cuales se instalaria el programa GeogebraPrim.
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Esquema 3.2 Trayectoria hipotética de ensefianza inicial

Construccién de

Utilizacién de una representaciones en Construccion de
herramienta en GeogebraPrim a partir representaciones
GeogebraPrim que de las propiedades y geométricas a mano
reproduzca verificacion de las alzada con
equidistancias. mismas. convenciones.
€ ¢ ¢ © ©

Verificacion de Construccion de

propiedades representaciones

invariantes en geomeétricas en papel

representaciones dadas blanco con regla no

en GeogebraPrim. graduada y compas.

En esta trayectoria hipotética se pretendié aprovechar las potencialidades que brinda el
entorno de geometria dinamica como son las herramientas que permiten la exploracion, las
posibilidades de deteccion de invariantes y la representacion de figuras geométricas. Para
lograr el anterior fin, se presupuestd la norma sociomatematica de exploracién (Ni): al
explorar una representacion mediante el arrastre es necesario observar lo que cambia, lo
que no cambia y lo que cambia simultdneamente. También se pretendié que los estudiantes
representaran con geometria dinamica figuras geométricas, a partir de sus propiedades,
luego las representaran en el entorno de papel blanco con instrumentos de trazo (regla no
graduada y compas) y que por ultimo las representaran a mano alzada con convenciones
(congruencia de lados y éangulos). Se buscaba desligarlos de la idea de que una
representacion esta bien hecha si se ve bien hecha, y que empezaran a considerar la idea de
representacion con convenciones que hacen referencia a las propiedades de la misma. Para
lograr el anterior fin, se presupuestdé la norma sociomatematica de validacion de una
representacion de figura geométrica hecha en lapiz y papel a mano alzada (N2): una
representacion debe hacer alusion a las propiedades de la figura a través de una convencion.
El equipo de investigacion presupuso inicialmente que mediante esta trayectoria, se podria
establecer un proceso en el que las propiedades de las figuras pudieran ser significativas y
representadas adecuadamente.

3.1.5 Elaboracion de las tareas del disefio
Para elaborar el disefio inicial de instruccion, se partio de la trayectoria hipotética de
ensefianza y se plantearon inicialmente cinco tareas. Para cada tarea se previeron

actividades que se llevan a cabo en los diferentes entornos: Tareas 1, 2 y 3, en
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GeogebraPrim; Tarea 4, en lapiz y papel con instrumentos de trazo; Tarea 5, en lapiz y
papel sin instrumentos de trazo. Las Tareas 2, 3, 4 y 5 se realizan para cada una de las
figuras del dominio matematico seleccionado, es decir, segmentos y triangulos. EI Esquema

3.3 muestra las acciones que el estudiante debia realizar en cada tarea.

Esquema 3.3 Tareas previstas inicialmente

Identificar la
congruencia entre
los radios de una
circunferencia.

Verificar, con la
herramienta
circunferencia, la
congruencia de
segmentos en

Construir Tarea 4
representaciones de

cuadrados, rombos

Construir

representaciones
dadas en
GeogebraPrim

Verificar, a partir de
la relacién de

y triangulos
isosceles y
equildterosen
GeogebraPrim a
partir de sus

representaciones de
cuadrados, rombos
y tridngulos
isdsceles y
equilateros, en

Construir
representaciones
de cuadrados,
rombos y tridngulos

propiedades y
verificar invariantes

perpendicularidad,
la congruencia de
angulos de 902 en
representaciones
dadas en
GeogebraPrim

papel blanco, a
partir de sus
propiedades
utilizando
instrumentos de
trazo (regla no
graduada y compds)

isosceles y
equildterosa mano
alzada utilizando la
convencidn para la
congruencia

3.2 Fase de experimentacion

En esta fase se describen aspectos de la implementacion y los instrumentos utilizados para
llevar a término la implementacion y la recoleccion de la informacion. También se abordan
las decisiones y modificaciones que durante el ciclo iterativo de disefio se presentaron en la
trayectoria hipotética, en la secuencia de tareas y actividades y en las demas caracteristicas

del disefio.

3.2.1 Concrecidn del contexto experimental

El curso tenia 39 estudiantes. La edad de los nifios oscilaba entre los 10 y los 12 afios y su
estrato socioecondmico era 2. Se utilizaron dos salones de clase: uno de ellos, organizado
por mesas de trabajo, lo que permitia una organizacion por pequefios grupos; el segundo,
contaba con un televisor que se utilizaba para hacer las socializaciones en las que era
necesario mostrar videos o utilizar las construcciones hechas en GeogebraPrim. Aunque el
colegio cuenta con salas de sistemas no se tuvo acceso a ellas debido a que son de uso



exclusivo de las clases de tecnologia. La anterior situacion generd la necesidad de
conseguir portatiles a los que se les instald6 GeogebraPrim.

La implementacion se realiz6 en el cuarto periodo del afio escolar en las clases de
geometria que tenian una intensidad horaria de dos horas semanales, cada una de 45
minutos. Cada semana se realizaba con Rosa una reunion previa a las clases en la que se le
presentaba el disefio correspondiente, la finalidad del mismo y se resaltaban aspectos en los
que debia hacer énfasis en cada sesion. A partir de los aportes de Rosa, en ocasiones, se

redisefiaron las actividades a implementar.

3.2.2 Instrumentos utilizados para llevar a cabo la experimentacion

A partir de las condiciones dadas por el contexto, los instrumentos utilizados para la
experimentacion fueron: siete computadores portatiles, en seis de los cuales se instald
GeogebraPrim y en uno Geogebra®, extensiones, televisor, mouse, compas, regla y

actividades impresas.

3.2.3 Instrumentos utilizados para la recoleccion de la informacion

Por la naturaleza de la investigacion y los objetivos trazados, fue necesario recurrir a varias
formas de registrar la informacion. El registro se realizé en audio, video y notas de campo
fisicas y virtuales. La Tabla 3.1 muestra de manera detallada los instrumentos de

recoleccion de la informacion y su uso.

Tabla 3.1 Instrumentos de recoleccién de informacién

Instrumento A quién observa Qué observa
Cémara 1 Dirigida al grupo completo | Registraba intervenciones de la profesora o los
estudiantes, el ambiente y demas caracteristicas durante
las socializaciones que nos podian brindar informacién

de interés.

Ipad Dirigida al trabajo Registraba intervenciones de los estudiantes, entre ellos,
individual o en pequefios con la profesora o con los investigadores con preguntas
grupos puntuales referidas a las actividades, dirigidas a los

estudiantes.

Camtasia Dirigida al trabajo en Registraba las intervenciones de los estudiantes al
pequefios grupos cuando interactuar con el programa de geometria dinamica, con
se utilizaba GeogebraPrim | o sin la presencia de la profesora o los investigadores.

Actividades Dirigido al trabajo en Registraba las intervenciones puntuales de interés, de

impresas pequefio grupo e los estudiantes, a raiz de las actividades propuestas.

5> En este computador por razones técnicas no fue posible instalar GeogebraPrim.
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individual

Archivos Dirigida al trabajo en Registraba las respuestas, las conclusiones y los
GeogebraPrim pequefios grupos cuando protocolos de construccion de los estudiantes.
se utilizaba GeogebraPrim

3.2.4 Ciclo iterativo de disefio y microanalisis

La secuencia prevista para el disefio instruccional se fue modificando paulatinamente a
partir de los andlisis de la actividad de los estudiantes. Las reuniones semanales del equipo
investigador se utilizaron para planear, disefiar actividades y realizar un microandlisis de la
sesion, una vez se experimentaba con los disefios de la semana. Luego de planear las tareas
y actividades, estas se socializaban con la profesora Rosa mediante un guion de trabajo que
acompafaba las actividades. A partir de esta socializacion, de ser necesario, se realizaba un
redisefio. Las experimentaciones se realizaron una vez a la semana en el aula, entre agosto
y noviembre de 20135 En total fueron ocho sesiones de 90 minutos. Dos de los
investigadores (los estudiantes de maestria) asistieron a todas las sesiones. El Esquema 3.4

ilustra la anterior dindmica.

Esquema 3.4 Ciclo iterativo de disefio y microanalisis

(Re)Planeacion y (re)disefio
en el equipo investigador

Socializacién del disefio con
la profesora de aula y
redisefio

Experimentacion de los
disefios

Los microanalisis de las sesiones de trabajo con los estudiantes eran de dos tipos:

e Realizados por el equipo de investigacion. Se centraban en hacer seguimiento a la
informacién partiendo de la trayectoria hipotética.

e Realizados con la profesora Rosa, sin la presencia de la profesora asesora, en el
momento en que se socializaban con ella las actividades de una sesion para planear

® La profesora modificé su horario para posibilitar el trabajo en dos horas de clase seguidas.
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la siguiente. Se centraban en las preocupaciones de la profesora sobre el aprendizaje
de los estudiantes y sobre la forma como se llevaron a cabo las actividades.
Como resultado de los microandlisis se realizd una reduccion del dominio matematico. El

equipo investigador tomo la decision de trabajar unicamente con triangulos isosceles y
equilateros y especificamente con la propiedad de congruencia de lados’. Se previé que en

el desarrollo del trabajo se institucionalizarian los siguientes hechos geométricos:

Hecho geométrico 1: Cualquier punto de la circunferencia equidista del centro de la misma.
Hecho geométrico 2: Los radios de una circunferencia son congruentes.

Hecho geométrico 3: Un tridngulo is6sceles tiene dos lados congruentes.

Hecho geométrico 4: Un triangulo equilatero tiene tres lados congruentes.

A partir de los microandlisis se realizd una redefinicion de la trayectoria hipotética de
ensefianza. EI Esquema 3.5 muestra la trayectoria modificada. En esta trayectoria, a
diferencia de la prevista (Esquema 3.2), se especificaron y ampliaron las acciones en cada
fase y apareci6 una nueva fase. En la primera fase se ampliaron los usos de las funciones de
la herramienta circunferencia, al utilizarla como instrumento para descubrir, verificar y
justificar la congruencia entre segmentos (la justificacion surge de la institucionalizacion de
los hechos geométricos mencionados anteriormente). De esta manera surgié la norma
sociomatematica de justificacion (Naz): las justificaciones deben aludir al uso de los hechos
geométricos establecidos en el aula. La segunda fase, que era nueva, aparecio para suplir la
necesidad de que los estudiantes diferenciaran representaciones robustas de
representaciones blandas, para asi poder aprovechar el potencial de la funcién de arrastre
como herramienta para verificar la validez de una representacion. Por lo anterior, surgio la
norma sociomatematica de validacion de una representacion en GeogebraPrim (Na): al
arrastrar los elementos constitutivos de una representacién se deben conservar las
propiedades de la figura que representa (prueba del arrastre). En la tercera fase se esperd
que la exploracion de las representaciones diera lugar a la deteccion de invariantes
(congruencia de segmentos), que luego debian ser verificados. En la cuarta fase se introdujo

el uso de la convencién para la congruencia de segmentos; esta surgid luego de la

7 Se optd por no incluir propiedades de los angulos porque esto implicaba mayor tiempo para que los
estudiantes pudieran manejar instrumentos para medir angulos.
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verificacion de la congruencia de segmentos en los tridngulos isosceles y equiléteros. Las
dos ultimas fases se mantuvieron iguales a las previstas pero se hizo explicito el paso de las
representaciones en cada ambiente (GeogebraPrim, instrumentos de trazo y mano alzada).
Entre las representaciones hechas en GeogebraPrim y las realizadas con instrumentos de
trazo 0 a mano alzada se debia hacer evidente, por parte de los estudiantes, la evocacion de
los invariantes detectados en el programa de geometria dindmica y debian establecer una
relacion entre las herramientas del programa y los instrumentos de trazo. Es asi como
surgié la norma sociomatematica de validacion de una representacion en el ambiente de
lapiz y papel con instrumentos de trazo (Ns): la representacion debe evocar los invariantes
detectados en GeogebraPrim a través de los instrumentos de trazo utilizados.

Esquema 3.5 Trayectoria de ensefianza final

Utilizacién de la
herramienta
circunferencia
como un
instrumento para
descubrir, verificar
y justificar
congruencia entre
segmentos.

€

P

Exploracién de
representaciones
blandas y robustas
en GeogebraPrim.

Deteccion y
verificacién de
propiedades
invariantes
(congruencia de
segmentos), en
representaciones
dadas en
GeogebraPrim.

@

Construccion de
representaciones
geomeétricas en
GeogebraPrim a
partir de las
propiedades ,
verificacion de
invariantes y
utilizacién de la
convencion.

Construccion de
representaciones
geométricas
(triangulos
isosceles y
equilateros), en
papel blanco con
regla no graduada
y compas.

© €

Construccion de
representaciones
geométricas
(tridngulos
isosceles y
equilateros), a
mano alzada con
convenciones
(congruencia de
segmentos).

En esta trayectoria el equipo de investigacion procurd vincular las representaciones de las
figuras geométricas en distintos ambientes, con el fin de lograr una interrelacion y no
utilizarlos por separado como comunmente se hace en las aulas de clase. Esta interrelacion
tiene como finalidad que las representaciones hechas por los estudiantes en cada ambiente,
estén sustentadas por los hechos geomeétricos. Para esto, se parte de representaciones hechas
en geometria dinamica en las que, a partir de procesos de exploracion y construccion, se
debe detectar un invariante (congruencia de segmentos) que se debe justificar a partir de los
Hechos Geométricos 1 y 2 y a este invariante se le debe asignar una convencion para su

representacion; luego, en el entorno de lapiz y papel con instrumentos de trazo (regla no

39



graduada y compaés), al evocar el invariante detectado en el programa, se debe establece una
relacion entre los usos de la herramienta circunferencia en el programa y las formas de usar
el compas fisico, la cual permite hacer uso de la convencién en este ambiente. Luego de
que la convencion para la congruencia tenga significado para los estudiantes en los
ambientes anteriores, se llega al ambiente de l&piz y papel sin instrumentos de trazo, en
donde las representaciones se deben hacer a mano alzada utilizando la convencién de
congruencia. Esta convencién, como se ha descrito anteriormente habra surgido de un
proceso de construccion geométrico teorico, habra sido consolidada en distintos ambientes
y no habra sido impuesta por el profesor logrando asi que no carezca de significado para los
estudiantes. EI Esquema 3.6 muestra tal interrelacion.

Esquema 3.6 Interrelacién entre los ambientes en torno a la convencién

ta Opcicnes Merramientas

Geometria dinamica

—
[\

> 1 y‘;

Al realizar los cambios y ajustes a la trayectoria de ensefianza fue necesario reestructurar y
disefiar nuevas tareas y actividades. Una de las diferencias entre las tareas previstas y las
modificadas es que las actividades de las tareas previstas se desarrollaban en un solo

entorno (GeogebraPrim o lapiz y papel con instrumentos o lapiz y papel sin instrumentos),
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mientras que en las tareas modificadas, para cada tarea, hay actividades para realizar en los
tres ambientes. EI Esquema 3.7 muestra el nombre de las tareas y las acciones que el

estudiante debe realizar en cada una de ellas.®

Esquema 3.7 Tareas planteadas

Tarea 1 Circunferencia

Identificar la Tarea 2 Segmentos congruentes

representacion de una
circunferencia R ol Tarea 3 Triangulotisosceles
Construir el lugar entre segmentos
eométrico de puntos e T ST A X
8! ico de p Justificar la congruencia | Establecer el hecho Tarea 4 Triangulo equildtero
que equidistan de un de segmentos trico 3
punto gl geométrico
\dentificar Ia Eg:s:ailr:tseesgmentos !dlentlfllcar tridngulos Establecer el hecho Tarea 5 Aplicacion
congruencia entre los 8 isosceles geométrico 4
i Instrumentalizar el ir tria i is N P
r§dl05fde et compas evocando i(':irs]zteﬁglsr reneulos tdentificar tridngulos Aplicar el significado de
circunferencia actiones hechas on equilateros la convencién para la
Establecer los hechos N Verificar la congruencia | construir triangulos congruencia al calculo
P GeogebraPrim 4 )
geométricos 1y 2 de dos lados del equilateros de perimetros
| i ! tridngulo isésceles . .
nstrumentalizar el - i Verificar la congruencia
compds evocando Justificar por qué dos de | 4a tres Jados del
acciones hechas en los lados del tridngulo tridngulo equilatero
GeogebraPrim construido son o |
congruentes Justificar por qué los
tres lados del tridngulo
son congruentes

En la Tabla 3.2 se presentan las actividades disefiadas para la Tarea 1. La tarea se desarrollo
durante las sesiones 1 y 2, aunque inicialmente estaba prevista para realizarse en una
sesion. Fue necesario prolongar las actividades porque el equipo investigador vio oportuno
hacer una socializacion, en la siguiente sesién, de los procedimientos que los estudiantes
habian seguido para dar solucidén a las actividades propuestas. Lo anterior, para poder
verificar si los estudiantes empezaban a acercarse a una cultura participativa y de
indagacion, en la que es necesario que las soluciones que dé un estudiante estén validados
por las normas sociomatematicas establecidas en el aula. Las actividades tuvieron como
finalidad que los estudiantes reconozcan la circunferencia como una herramienta para
descubrir, verificar y justificar congruencia entre segmentos. Para poder lograrlo se invit6 a
los estudiantes a: (i) observar las caracteristicas que hacen que a partir de un segmento, la
activacion del rastro de un vértice y su movimiento, se represente una circunferencia; (ii)
realizar en GeogebraPrim la representacion de una circunferencia a través de la propiedad

de equidistancia entre el centro y cualquier punto de la misma; (iii) detectar invariantes de

8 Las actividades propuestas a los estudiantes se encuentran en el anexo A.
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la figura geométrica circunferencia; (iv) establecer la relacion entre la herramienta

circunferencia de GeogebraPrim y el instrumento de trazo compés. En estas sesiones se

establecieron los dos primeros hechos geométricos.

Tabla 3.2 Actividades Tarea 1 Circunferencia

Actividad 1
Entorno GeogebraPrim
Enunciado Dibujar un segmento.
Activar el rastro a uno de los extremos del segmento.
Conservando la longitud del segmento, mover el extremo que tiene activo el rastro.
Preguntas ¢Qué se dibujo en la pantalla? ¢Por qué a unos les qued6 mejor el dibujo que a otros?
orientadoras ¢ Qué se debe tener en cuenta para que quede bien hecho el dibujo?
Finalidad Identificar en la representacion de una circunferencia el lugar geométrico de puntos que
equidistan de un punto fijo llamado centro.
Justificar que para que el trazo se asemeje a una circunferencia es necesario que la
longitud del segmento se mantenga fija.
Actividad 2
Entorno GeogebraPrim
Enunciado Dibujar un segmento.
Activar el rastro a uno de los extremos del segmento.
Dibujar algunos puntos por donde debe pasar el extremo con rastro para que la
representacion de la circunferencia quede bien dibujada.
Pasar el extremo con rastro por los puntos que se dibujaron.
Preguntas ¢Quedé bien dibujada la circunferencia? ;Qué se debe tener en cuenta para que quede bien

orientadoras

dibujada? ;Qué condiciones deben cumplir los puntos que dibujé para que la
representacion de la circunferencia quede bien?

Finalidad Identificar la equidistancia entre cualquier punto de la circunferencia y el centro de la
misma (primer hecho geométrico).

Actividad 3

Entorno GeogebraPrim

Enunciado Dibujar una circunferencia utilizando la herramienta del programa GeogebraPrim.
Identificar los elementos que aparecen en la pantalla (centro, circunferencia y punto sobre
circunferencia®)

Preguntas y | ¢Qué objetos aparecen en la pantalla? ;Ddnde estdn ubicados los puntos? Mover los

acciones puntos para observar: qué cambia, qué no cambia y qué cambia simultdneamente.

orientadoras

Construir un segmento que una los dos puntos (centro y punto sobre circunferencia).
Volver a mover los objetos y observar qué cambia, qué no cambia y qué cambia
simultaneamente.

Construir otro radio, mover nuevamente los objetos y observar qué cambia, qué no cambia
y qué cambia simultaneamente.

Finalidad Identificar la congruencia entre los radios de una circunferencia (segundo hecho
geométrico).

Actividad 4

Entorno Lapiz y papel con instrumentos de trazo (ver anexo A.1).

Finalidad Evocar en un contexto de lapiz y papel los dos hechos geométricos de la circunferencia.

Utilizar el compas como instrumento de construccion en papel y lapiz.
Relacionar la funcién del compas con los hechos geométricos de la circunferencia.

® En GeogebraPrim cuando se utiliza la herramienta predeterminada para construir una circunferencia, en la
pantalla aparecen los objetos centro, circunferencia y punto sobre circunferencia.
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La Tarea 2 y sus actividades se enfocaron en utilizar la herramienta circunferencia para
descubrir, verificar y justificar congruencia de segmentos. Esta tarea se llevo a cabo en la
Sesion 2. En la Tabla 3.3 se presentan las actividades disefiadas para esta tarea. Los hechos
geométricos establecidos fueron vinculados a este proceso. Se propuso a los estudiantes (i)
utilizar la circunferencia para determinar parejas de segmentos congruentes en
GeogebraPrim, (ii) identificar y determinar parejas de segmentos congruentes utilizando el

compas y (iii) justificar, a partir de los hechos geométricos, la congruencia de segmentos.

Tabla 3.3 Actividades Tarea 2 Segmentos congruentes

Actividad 1
Entorno GeogebraPrim
Enunciado Se presenta en GeogebraPrim un archivo con segmentos de diferentes longitudes no
modificables y una circunferencia con radio fijo° (ver anexo A.2).
Preguntas ¢ Cudles segmentos son congruentes con el segmento d? (el segmento d es congruente con
orientadoras el radio de la circunferencia). ;Por qué?
Finalidad Utilizar los dos hechos geométricos para establecer congruencia entre segmentos.
Actividad 2
Entorno Lapiz y papel con instrumentos de trazo (ver anexo A.2).
Finalidad Utilizar el compas como instrumento para transportar medidas.
Evocar en un contexto de lapiz y papel los dos hechos geométricos de la circunferencia.

Las actividades propuestas para la Tarea 3 se presentan en la Tabla 3.4. Esta tarea se llevo a
cabo en las Sesiones 3, 4 y 5. En las actividades para esta tarea se propone a los estudiantes
(i) explorar representaciones blandas y robustas de triangulos isosceles para identificar la
propiedad invariante (congruencia de dos lados), (ii) construir tridngulos isésceles a partir
de la propiedad de congruencia de dos de sus lados, (iii) justificar la congruencia de lados
en triangulos mediante hechos geométricos y (iv) utilizar la convencién para indicar la

congruencia de segmentos.

Tabla 3.4 Actividades Tarea 3 Tridngulo isosceles

Actividad 1
Entorno GeogebraPrim
Enunciado Se menciona a los estudiantes que un tridngulo que tiene dos lados congruentes se

denomina tridngulo isdsceles (tercer hecho geométrico).
Se presenta en GeogebraPrim un archivo, en el que hay tres representaciones robustas de
tridngulos isosceles y tres blandas (ver anexo A.3).

Finalidad Detectar el invariante de dos lados congruentes en las representaciones robustas.

Actividades 2, 3y 4

10 | os segmentos de longitud fija estan estaticos. La circunferencia de radio fijo se puede mover por toda la interfaz.
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Entorno GeogebraPrim

Enunciado Se presenta en GeogebraPrim tres archivos en los que se les pide construir un triangulo
isosceles a partir de condiciones dadas (ver anexo A.3).
Finalidad Identificar la naturaleza multiple!! de un elemento en una construccion.

Establecer que un triangulo isosceles tiene dos lados congruentes (tercer hecho
geomeétrico).

Utilizar la herramienta circunferencia para construir triangulos isdsceles.

Utilizar los hechos geométricos para justificar la construccion de los triangulos isésceles.
Utilizar la convencion para la congruencia.

Actividad 5
Entorno Lapiz y papel con instrumentos de trazo y sin instrumentos de trazo (ver anexo A.3).
Finalidad Establecer si la convencion para la congruencia evoca el invariante detectado en

GeogebraPrim en el contexto de lapiz y papel.

Evocar en el contexto de lapiz y papel los dos hechos geométricos de la circunferencia.
Utilizar la herramienta compas para construir triangulos isosceles.

Utilizar los hechos geométricos para justificar la construccion de los tridngulos isdsceles.
Utilizar la convencion para la congruencia para representar triangulos isdsceles a mano
alzada.

Las actividades propuestas para la Tarea 4 se desarrollaron en las Sesiones 6 y 7 y se
presentan en la Tabla 3.5. En ellas se propone a los estudiantes (i) construir triangulos
equilateros a partir de la propiedad de congruencia de tres de sus lados, (ii) justificar la
congruencia de los lados de tridngulos mediante hechos geométricos y (iii) utilizar la

convencidn para la congruencia de segmentos.

Tabla 3.5 Actividades Tarea 4 Tridngulo equilatero

Actividades 1y 2
Entorno GeogebraPrim
Enunciado Se menciona a los estudiantes que un tridngulo que tiene sus tres lados congruentes se

denomina tridngulo equilatero (cuarto hecho geométrico).
Se presenta en GeogebraPrim dos archivos en los que se les pide construir un tridngulo
equilatero a partir de condiciones dadas (ver anexo A.4).

Finalidad Identificar la naturaleza maltiple de un elemento en una construccion.

Utilizar la herramienta circunferencia para construir triangulos equilateros.

Utilizar los hechos geométricos para justificar la construccion de los triangulos
equilateros.

Utilizar la convencion para la congruencia.

Actividad 3
Entorno Lapiz y papel con instrumentos de trazo y sin instrumentos de trazo (ver anexo A.4).
Finalidad Establecer si la convencion para la congruencia evoca el invariante detectado en

GeogebraPrim en el contexto de lapiz y papel.

Evocar en el contexto de lapiz y papel los dos hechos geométricos de la circunferencia.
Utilizar la herramienta compds para construir triangulos equiléteros.

Utilizar los hechos geométricos para justificar la construccion de los triangulos

11 Con naturaleza multiple de un elemento nos referimos a que un elemento de una construccién puede
identificado y nombrado a la vez de diferentes formas. Por ejemplo, en una construccion un elemento puede
ser a la vez segmento, radio de una circunferencia y lado de un tridngulo.
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equilateros.
Utilizar la convencion para la congruencia para representar triangulos equilateros a mano
alzada.

Las cuatro primeras tareas se implementaron en siete sesiones de la clase de geometria. La
Tarea 5 se realiz0, en la Sesion 8, en una clase de aritmética. En esta sesion se propuso a los
estudiantes un taller sobre el calculo de perimetros de dibujos en los que habia segmentos
congruentes (ver anexo A.5). La finalidad de esta actividad era observar y verificar el uso
del significado de la convencion, en un contexto aritmético, para la congruencia de

segmentos, establecida en clase de geometria.

3.3 Fase de analisis retrospectivo
El andlisis retrospectivo generd, de manera articulada, el conjunto de datos a analizar y los
cddigos emergentes. El proceso seguido se muestra en el Esquema 3.8. A continuacion se

hace una descripcion de cada una de las etapas de dicho proceso.

Esquema 3.8 Proceso seguido para el analisis

Alimentacion
deun
Depuracién programa de Codificacion
del material gestion de inicial
informacion
(Atlas.ti)

Depuracién y
Constitucion e creacion de
. Codificacién
de familias de ! una segunda
o final N
codigos unidad
hermenéutica

Creacion de
tablas, redes y
mapas para el
analisis

Organizacion
del material
registrado

Anélisis

3.3.1 Organizacion de material registrado

En esta etapa del proceso se organiz6 la informacion recolectada mediante los diferentes
registros. Para cada sesion se organizé una carpeta virtual y una carpeta fisica, con archivos
digitales y con material impreso, respectivamente. Se obtuvieron ocho carpetas virtuales,
cada una correspondiente a una sesion y cinco carpetas fisicas correspondientes a las
sesiones en las que se dio material impreso a los estudiantes. Dentro de cada carpeta virtual
se crearon carpetas que correspondian a cada instrumento de recoleccion de informacion

que se habia usado en la sesion, salvo de los instrumentos Camtasia y GeogebraPrim que se
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organizaron en carpetas Illamadas Computador 1, Computador 2, etc., segun correspondiera.

En la Imagen 3.1 se muestran las ventanas que ilustran la anterior organizacion.

Imagen 3.1 Organizacion de material registrado
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Con la anterior organizacion, se obtuvieron 16 archivos del instrumento Camara 1, 50
archivos para el instrumento Ipad, 80 archivos para las carpetas Computador (40 Camtasia

y 40 GeogebraPrim) y del material impreso se tenian 160 talleres.

3.3.2 Depuracion del material

Debido a la gran cantidad de archivos, a la larga duracién de los videos y a la intencién de
configurar un conjunto inicial de datos, se realizaron dos depuraciones de la informacion
recolectada.

Primera depuracion: Se observaron los videos de la Camara 1 y del Ipad y se
seleccionaron aquellos donde la calidad del audio y del video fueran Optimas y donde
estuviera el registro de hechos que inicialmente creimos eran importantes para el
establecimiento del criterio sobre lo que se considera una representacion grafica adecuada
de una figura geométrica, como por ejemplo, las intervenciones provechosas de los

estudiantes y de la profesora.

Los archivos de Camtasia, registrados cuando se utilizaba GeogebraPrim, fueron
observados y escuchados detalladamente eligiendo aquellos donde el audio y el video
fueran optimos. Luego, se seleccionaron tres archivos para cada sesion, es decir, el registro

de tres grupos de estudiantes.

46



En cuanto al material impreso se seleccionaron los registros de facil lectura de las

respuestas de los estudiantes y aquellos que estuvieran resueltos completamente.

Los archivos de GeogebraPrim fueron desechados ya que el programa Camtasia recolectd
de mejor manera las acciones y productos de los estudiantes al dar solucion a las

actividades propuestas en GeogebraPrim.

Segunda depuracién: Se realizé la edicién de los archivos de video (Camara 1, Ipad y
Camtasia) seleccionados en la anterior depuracion. Esta edicion consistié en cortar las
partes del video donde se interrumpia el desarrollo de la actividad, o donde lo que hablaban
los estudiantes no era significante para nuestros propdésitos (visita de un profesor o del
coordinador, charla de los estudiantes sobre lo que hicieron el fin de semana, etc.). Esta
edicién tuvo como finalidad seleccionar los fragmentos relevantes en donde los estudiantes
intervenian en la solucion de las actividades. Las actividades impresas seleccionadas en la
anterior depuracion fueron observadas nuevamente y se seleccionaron las que
representaban a grupos de respuestas semejantes o comunes. EI material seleccionado fue
escaneado y se guardaron los archivos de las imagenes en formato PDF en las carpetas de
las sesiones correspondientes. Con esta seleccion se obtuvo un ndmero considerable,
representable y manejable de registros del material impreso.

Los archivos finalmente seleccionados fueron etiquetados nuevamente y se cre6 una hoja
de Excel (Imagen 3.2), en la que aparece el tipo y el nombre del archivo para cada sesion
(de esta misma manera fueron organizadas las demas sesiones). En esta etapa se incluyeron
los archivos de los audios de las reuniones del equipo investigador y los archivos de los

guiones que se elaboraron para la interaccion con la profesora Rosa.
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Imagen 3.2 Ventana de Excel con los archivos depurados

A B C
2 Reunion 1 Equipo investigador sesion 1 REU_1 EI_S1 15-ago-13
3 Reunion 2 Equipo investigador sesion 1 REU_2_EI_S1 22-ago-13
4 | Reunion Equipo investigador 3 sesion 1 REU_3 EI_S1 05-sep-13
5 Guidn Sesién 1 GUION1 09-sep-13
6 Camara 1 inicio sesion 1 CA_a_s1 09-sep-13
7 Camara 1 socializacion actividad 1 sesion 1 |CA b_S1 09-sep-13
8 Camara 1 socializacion actividad 2 sesion 1 |CA_c_51 09-sep-13
9 | Camara 1 socializacion actividad 3 sesion 1 |CA d_S1 09-sep-13
10 |Camara 1 socializacion cierre CA e S1 09-sep-13
11 Computador 1 sesion 1 COMP_1_S1 09-sep-13
12 |Computador 3 sesion 1 COMP_3_S1 09-sep-13
13 Computador 5 sesion 1 COMP_5_S51 09-sep-13
14 lipad 1 sesion 1 IPD_1 S1 09-sep-13
15 lipad 2 sesion 1 IPD_2 S1 09-sep-13
16 Actividad lapiz y papel sesion 1 ALP_a_S1 09-sep-13
17 |Actividad lapiz y papel sesion 1 ALP_b_S1 09-sep-13
18 |Actividad lapiz y papel sesion 1 ALP_c_S1 09-sep-13
19 |Actividad lapiz y papel sesion 1 ALP_d_S1 09-sep-13

A partir de las anteriores depuraciones se obtuvieron los registros que sirvieron como

insumo para alimentar el programa Atlas.ti.

3.3.3 Alimentacion de un programa de gestion de la informacion

Optamos por utilizar Atlas.ti porque es un programa que permite recolectar, conectar y
analizar informacién. Debido a las cualidades que posee para gestionar la informacién nos
permitié manejar los archivos seleccionados sin importar el tipo de registro (video, audio e
imagen), de una manera sistematizada. Lo usamos como medio de almacenamiento,
categorizacion, codificacion y estructuracion de la informacién depurada, con el fin
analizar la informacion por medio de tablas, diagramas y redes. Los 149 archivos que se
obtuvieron como resultado de las depuraciones fueron formateados segun el tipo de archivo
que permite el programa (los archivos de video en formato WMV, los de audio en MP3, los
guiones en Word y las imagenes en PDF), y luego fueron incorporados en él. Este primer
conjunto de documentos constituyeron los documentos primarios (DP) de la primera unidad
hermenéutica (UH1)'2. En total, se incorporaron 149 documentos primarios. En la Imagen

3.3 se muestra la ventana donde aparecen los documentos primarios.

121 0s archivos en el programa Atlas.ti se denominan “unidad hermenéutica”.
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Imagen 3.3 Ventana documentos primarios Atlas.ti

’@ Primary Doc Manager [HU: trabajo de grado Base] {"‘:' =l é"
Documents  Edit Miscellaneous  Output  View
5 O 2 B-| G
Id Name Media o
@PSI ALP_17_S5.PDF PDF
EPQZ ALP_18_55.PDF PDF
@PSS ALP_19_S5.PDF PDF
EPN ALP_20_S5.PDF PDF
fpes AP 21_ss.PDF PDF
| Hpoe  ALP_23_55.PDF PDF
Fpo7  ALP_24_55.PDF PDF
@PSB ALP_25_S5.PDF PDF
H P99 CA S6wmv Video
|E| P100  IPD_1_S6.wmv Video
! |H P101  IPD_2_SG.wmv Video
|E| P102  IPD_3_S6.wmv Video
' |E P103  IPD_4_S6.wmv- Video
|E| P104  IPD_5_SEowmv Video
| @E1P105  ACTIVIDAD 4. Tridngul... Rich Text << DOCX L
\[E| P106  IPD_1_S7.wrv-~ Video 1
|| B P107 IPD_2 ST.wmv Video —!
[H| P108  IPD_3_S7.wmv Video
B P109  IPD_4_STowmv Video
|E|P110  IPD_5_S7.wmv Video
B P11l IPD_6_ST.wmv Video
|H P112  IPD_7_ST.wmv Video
B P113  IPD_8_STowmv Video -
4 n ] 2
149 Primary C No item selected All Id - The P index
.

3.3.4 Conformacion de las familias de codigos

Una vez subidos los documentos primarios a la unidad hermenéutica (UH1) se empez6 la
conformacién de las categorias de analisis. Para ello, se cre6 una hoja de Excel (Imagen
3.4), en la que describimos las actividades realizadas en cada sesion, revisadas a través de
los documentos primarios y los posibles asuntos que se podian rastrear para hacer

seguimiento a la constitucion del criterio.
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Imagen 3.4 Ventana hoja de Excel actividades y asuntos a rastrear

sesion — ACTIVIDADES REALIZADAS EN LA SESION DF CLASE FOSIBLES ASUNTOS A RASTRAR PARA HACERLE EL SEGUIMIENTO A LA CONSTITUCION DE LA NORMA
A TapiTY
papat:
Actividad Geogebra: Se Introduccidnde  circunferencia
oz rduee Manipulacién de Tipo de ,
propuso construir un términos (interfaz: Usodeun  Reghas paratener Validacién o
) ’ Construirla ‘ Usode elementosconel  Seguimientode  Produceion de actividades
segmento, activarel  Aplicar la técnica del geométricos determinar | programaque  en cuenta cusnda refutacion de
circunferancia con vocabulario  finderealizar  instrucciones. (NS figuras de los | propuestas
1 | cRcunFeReNIA |arrastre en un extremoy  hilvanado para obtener [centro, radio, ~ segmentosque  |permite explorar  se maneja - cojeturas entre
las herramientas ) geométrico.  conjeturas.  nodtilparalogus  nifiosen | porel !
mover el extremo sin Ia circunferencia dircunferencia, forman lasfiguras.  Geogebra. [Reglas compafieros. [NS.
del programa (NSoNSM)  (Reglss  necestamosmirar) Geogsbra | profesor.
que cambie I3 longitud puntosobre  circunferncias, |  (Ambiente) explicitas) . fitws util
explicitas
del segmento. circunferencia) ivanado y 3
contruccion de una
cirenufemcia con
Actividad compis
Actividad Geogebra: P Actividad ldpiz, Tipo de
papely lapiz. Reglas paratener  Usode validacién o
segmentos congruentes - compis y papel: actividades N
5 |comsnuenciane scuvidad 1 e Manejo comps. " " encusnta cusndo vocabulario o refutscion de
segmentos fijosyuna o ' cudles segmentos - opuestas
SEGMENTOS mediante videos. ® s Elaboracion de © semaneja  peométrico P cojeturas entre
circunferencia movil | son congruentes con porel :
circunferancias con Geogebra.  adecuado compaferos
para coparar los radios) atro dado. profesor.
compds.
Recordacién hecho
: Actividad 1 Geogebra: . . Actividad 4
geométrico. Todos los Actividad 2 Actividad 3
! Exploracién de. Geogebra. Construir Tipo de .
radios da una Geogebra Geogebra Usodeun  Reglas para tener Manipulacién de Validacion o
tridngulos blandos y un tridngulo usade actividades
TRIANGULOS circunferencia son Construirun Construirun programaque  en cuenta cuande elementosconel  Seguimienta de refutacién de
3 " robustos para ! Isésceles a partir de vocabulario propuestas
1SOSCELES | congruentes. tridngulo isdsceles  tridngulo permite explorar s manefa finderealizar instrucciones, cofeturas entre
identificar dos un segmento que no| geométrico. porel -
Elaboracion de cartel. . utilizsndouns  isésceles 3 partir o Ias figuras. Geogebra. conjeturas. ; compafieros.
- segmentos ! esun lado profesor.
Identificacion de & circunferencia,  de un segmento.
congruentes. cangruente.
segmentas cangruentes.
Retomar las Tipo de
Socializar lo trabajado ‘ Usodeun  Reglas para tener Manipulacién de Validacion o
actividades 2, 3y 4 Usade actividades ‘
TRIANGULOS | hasta el momento programaque  en cusnta cuando elementos conel  Seguimiento de rafutacién de
a ’ Recuento actividad 1 yaque nose vocabulario propuestas
ISOSCELES 1 | (Hecho geométricay permite explorar s manefa finderealizar  instrucciones, cojeturas entre
alcanzo la sesion geometrico porel .
normas) las figuras. Geogsbra. conjeturas. compafieros.
pasada. profesar.

De la anterior hoja de Excel surgieron los posibles asuntos a rastrear (en total 16), los
cuales se organizaron en otra hoja de Excel con su correspondiente descripcion y codigo

asignado (Imagen 3.5).

Imagen 3.5 Ventana hoja de Excel asuntos a rastrear

Nombre Descripcién Cadigo Nombre ipcié Codigo
A \dentificacién de invariantes en la
Se hace mencion de la norma 8 | Deteccion de Invariantes Eiplomcion IDENT_INVA
explicita de las tres reglas a seguir
- d I . ’ .
1 |Reglas de exploracion bt sl laklobone REG_EXP 9 de conlas que los ESTR_VER
GeogebraPrim: qué cambia, qué no = 5 % 5 .
[t A estudiantes verifican una propiedad
ia y qué cambia T
simultdneamente. Intervenciones del profesor
- T i de las respecto a las intervenciones del
Expresiones con las que los 10 |intervenciones delos | estudiante donde saca provecho en TRA_INTER_EST
: estudiantes se refieren a la estudiantes funcion de la construccion del
2 |Lenguaje geométrico geam-?trfa o la profesora y los LEN_GEO criterios compartidos
investigadores discuten sobre el
i étri Promocion de
lenguaje geométrico. [ Se hace mencion a instrucciones para ST
; realizar actividades. i
Técnicas de construccion de dibujos. instrucciones
B s 2 s I
3 C::::'c"c‘]'::“” Gy 57 ‘g":’:.é"""f que ““"’:“ 3 PRO_DI_CONS | | 4, | Promocién det e fomenta la participacion de los e
|estudiantes: en geogebra, con amblente participativo 5 . _|
|instrumentos y a mano alzada.
13| Promocién del
Se hace mencién a que dibujo se ambiente indagativo Se fomenta la formulacién de preguntas. NS_AMB_INDAG
4 |Validez de una construccion  [aceptay cudl no en la comunidad | DIB_GEO_VAL | [Fomentodala escuchay | s professracres estratieylas pats qud o
PRpTE S 14| de lasideas de los estudiantes vean la necesidad de escuchar X
» demas a sus compaiieros. NS_ESCU,
5 |Justificacién tedrica Creacion de un hecho geométrico y JUST_T i Discrimiaricn ey |
utilizacion del hecho para justificar. e i6n de las unidades
S e los dibujos
6 |Justificacion desde la norma :“‘“ﬁm@_")‘” base'alaidrma JUST_N que Ia figura. DISC_PROP_GEQ
(convencion, = S 3 Cuando hacen una formulacién explicita de|
TR 16| produccion de conjetura s
7 | nustificacion no geometrica |U5tficacin sin uso de los hechos WsthoG | una prof PROD_CONJE

A partir de este listado inicial de codigos se empezaron a codificar fragmentos en los
documentos primarios. En varias reuniones del equipo investigador, se revisaban
nuevamente las descripciones de los codigos, la informacion codificada con ellos y en
ocasiones surgieron nuevos codigos. Se obtuvieron en total 25 cddigos. En este proceso se

establecieron relaciones entre los codigos y estas relaciones determinaron las familias de
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cddigos. En la Imagen 3.6 se presentan, a modo de ejemplo, algunas familias de codigos

(para visualizar todas las familias ver Anexo B).

Imagen 3.6 Familias de codigos

Familia Descripcion Cédigo asignado

El codigo se usa cuando profesora, estudiantes o investigadores hacen NORM_REPR_VAL
mencion explicita de las normas acordadas para representar una figura

geomeétrica, a mano alzada (se usa la convencidn), con instrumentos de

trazo (se usa el compas y la regla no graduada) o en GeogebraPrim (soporte

el arrastre).

El codigo se usa cuando profesora, investigadores o estudiantes hacen NORM _EXP
mencion explicita a la norma que se debe poner en practica al hacer una

exploracién en GeogebraPrim: identificar qué cambia, qué no cambia y qué

cambia simultaneamente al mover los elementos constitutivos de la

representacion.

El cddigo se usa cuando profesora, estudiantes o investigadores hacen NORM _JUST
mencién explicita a la norma de justificar propiedades con base en los
hechos geométricos aceptados previamente.

El cddigo se usa cuando los estudiantes hacen uso (o intentan hacer uso) de USO_LEN_GEO
lenguaje geométrico especializado al comunicar la solucion a un problema,
al explicar una idea, al justificar sus afirmaciones, etc.

El cddigo se usa cuando profesora, investigadores o estudiantes fomentan el FOM_LEN_GEO
uso de lenguaje geométrico para favorecer el intercambio comunicativo al
referirse a las representaciones geométricas.

El cddigo se usa cuando los estudiantes reconocen en una representacion los DISC_ELE_REP
elementos constitutivos o unidades configurales de una figura.

El codigo se usa cuando la profesora, los investigadores o los estudiantes DIF_ROL_ELEM_FIG
mencionan que un elemento de una figura geométrica puede desempefiar un
rol diferente en las representaciones existentes.

Lenguaje
geométrico

El codigo se usa cuando los estudiantes intervienen sobre una EXP_IDENT_INVA
representacion hecha en GeogebraPrim, en busca de invariantes.
El cddigo se usa cuando los estudiantes intervienen sobre una EXP_VER_PROP

representacion para verificar que cumple una propiedad.

El codigo se usa cuando los estudiantes hacen una formulacion explicita de PROD_CONJE
una conjetura relacionada con una propiedad de la figura geométrica.

3.3.5 Codificacion

En Atlas.ti se realiz6 la codificacion de la informacion que estuvo caracterizada por ser
emergente, puesto que los codigos no estaban establecidos previamente por una teoria y
porque fueron surgiendo a partir de la observacion de los DP, tal como se describio

previamente.

Particularmente, la codificacion de la primera sesion fue realizada por separado por dos de

los investigadores (estudiantes de la maestria). Esta codificacion fue socializada y analizada
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por el equipo investigador para discutir los significados asignados a cada fragmento y a los
cddigos utilizados. Con ello, se buscaba triangular la informacién. Posteriormente, se llevo
a cabo la codificacion de los DP de las demas sesiones. En las reuniones con el equipo
investigador se analizaron los casos en los que existia duda frente al codigo para codificar
algin fragmento en particular. Por lo anterior, en estas reuniones se describian de mejor

manera los cddigos y en ocasiones surgian nuevos.

La Imagen 3.7 muestra la interfaz de Atlas.ti cuando se estaba codificando el documento
primario nimero 8 (DP8:CA_S1d.wmv), registrado en la camara 1 y que presentaba una
socializacion. En la zona etiquetada con 1 se observa la imagen del video; en la zona 2 se
observa el fragmento del video a codificar; y en la zona 3 se observan los cddigos
asignados al fragmento. En este fragmento se observo que la profesora, a partir de las
intervenciones de los estudiantes, hizo preguntas enfocadas a que evidenciaran la necesidad
de discriminar los elementos de una representacion de una circunferencia (centro, punto
sobre circunferencia y circunferencia), para identificar invariantes al hacer una exploracién
en GeogebraPrim. De esta manera se asignaron los cédigos: TRAT _INTER_EST
(tratamiento de las intervenciones de los estudiantes), NS_AMB_INDAG (ambiente de
indagacion), EXPL_VER_INV (exploracion para verificar invariantes) y DISC_ELE_REP

(discriminar elementos de las representaciones).

Imagen 3.7 Ventana Quotation Manager de Atlas.ti

[J Quotation Manager [HU: trabajo de grado 1] s o0 |

Quotations Edit Miscellaneous Output View

IEREIE: = = 0 I W25

Id Name Codes

@ P 8: CAS1dwmv =

)
> B KM
@ P 8: CA_S1dwmv (0:05:0151) B3 |
2
2 CA_5 1d.wmv (0:00:08.44 [0:02:07.50] ) 0:00:08.44 [0:02:16.24 | 0:02:07.80
D ')
W L L Bikhad
e N -
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3.3.6 Preparacion de una segunda unidad hermenéutica

La primera unidad hermenéutica creada fue utilizada para la seleccion y codificacion de los
fragmentos y para realizar un primer analisis, que nos llevé a la configuracion final de los
codigos y las familias de codigos. El primer anélisis también nos permitié contrastar y
encontrar regularidades en los datos, sesion por sesion, lo cual sirvid para disminuir la
cantidad de documentos primarios. A partir de esta decision, se constituyd una segunda
unidad hermenéutica (UH2) con los documentos primarios en los que encontramos mayor
informacidn en los fragmentos codificados. A estos nuevos documentos primarios con sus
respectivos codigos se les hizo un analisis detallado, por medio de tablas, diagramas y
redes. Este analisis se describe en el siguiente capitulo. A continuacion esbozamos el
procedimiento llevado a cabo para la constitucion de la segunda unidad hermenéutica
(UH>).

Para este proceso se observaron los DP por instrumento de registro y fueron seleccionados
aquellos que eran representativos por sesion. Esta representatividad surgio del andlisis de
los registros que proporcionan los administradores de Atlas.ti: (i) documentos primarios
(Primary Doc Manager), (ii) fragmentos (Quotation Manager), (iii) codigos (Code
Manager), y (iv) redes (Networks). Por ejemplo, el administrador de DP permite comparar
los DP por la cantidad de fragmentos que este tiene; luego, en el administrador de
fragmentos se pueden comparar las codigos que tiene cada fragmento y por medio del

administrador de cddigos y las redes generadas se analiza y decide cuales DP elegir.

3.3.7 Configuracion de las categorias de analisis

Una vez se generd la segunda unidad hermenéutica se configuraron tres categorias de
andlisis: (i) Administrador de codigos; (ii) Redes por instrumento de registro; y (iii)
Familias de cédigos.

Administrador de cédigos

Segun el objetivo de nuestra investigacion, el administrador de codigos nos brinda una
informacion valiosa para ser analizada, ya que nos muestra una panoramica de la frecuencia
de los codigos y la familia a la que pertenecen. La Imagen 3.8 muestra el administrador de

cddigos que seré analizado en el Capitulo 4. En la primera columna aparece el nombre de
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cada codigo; en la siguiente, la cantidad de fragmentos que se codificaron con cada cédigo;
y en la ultima se indica la familia a la que pertenece cada codigo.

Imagen 3.8 Ventana Administrador de codigos de Atlas.ti

75 Code Manager [HU: trabajo de grado 2] e
Codes Edit Miscellaneous Output  View
Name Grounded Families
% 47 Ambiente de aula
‘% 44 Ambiente de aula
%JUSTJ'- 42 Justificacién
& EXP_VER_PROP~ 10 Exploracian
ﬁUSO_LEN_GEO 36 Lenguaje geométrice
$& REP_GEQ_VAL~ 36 Representaciones
%PRO_REP-FIGn 33 Representaciones
‘% 30 Ambiente de aula
Y8 DISC_FLE_REP-~ 25 Exploracién
Y& FOM_LEN_GEQ~ pr! Lenguaje geométrico
F& NORM_IUST~ 19 Mormas
FEIUST_COMYV~ 19 Justificacién
I F& IUST_EVOCINV~ 19 Justificacién
18 Arnbiente de aula
| Y& NORM_REP_VAL~ 18 MNormas
I & USO_CONY~ 17 Representaciones
% 14 Ambiente de aula
$& DIF_ROL_ELEM_FIG~ 13 Exploracién
J& EXP_IDENT_INVA~ 12 Exploracién
F& NORM_EXP -~ 12 Normas
ZEINDAG_CONV-~ 9 Representaciones
& PROD_COMJE~ 8 Exploracian
%[NET[_H_GECI’-:F 7 Hechos geométricos
%JUST_NO_G~ (7] Justificacion
FE APLL CONV- 5 Convencién
25 Codes Mo item selected All Grounded - Number o |
L =4

Redes por instrumento de registro

Las redes elaboradas por Atlas.ti se configuraron por tipo de instrumento de registro y por
sesion. Para elaborar una red se seleccionan todos los fragmentos asociados a un
instrumento de registro de la sesién deseada. Por ejemplo, para elaborar la red del
instrumento de registro Actividades impresas de la Sesidn 5, se seleccionaron en la ventana

Quotation Manager los fragmentos de dicho instrumento de esa sesidn. Se selecciono la

herramienta i] y aparecieron en otra ventana los fragmentos seleccionados. Luego, se
aplico la opcién Import Neighbors a cada fragmento y aparecié la red que se muestra en la
Imagen 3.9. La red esta constituida por los fragmentos asociados al registro Lapiz y papel

de la Sesion 5y por los cddigos asignados a dichos fragmentos.
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Imagen 3.9 Red de relaciones lapiz y papel Sesion 5 (RRLP_S5)

Las redes de relaciones se elaboraron con el fin de observar la presencia y evolucion de
algunos cddigos a lo largo del experimento de ensefianza. Se elaboraron redes relacionadas
con cada instrumento de registro. Las redes del instrumento C&mara 1 se construyeron para
analizar y comparar las socializaciones; a estas redes se les dio el nombre de redes de
relaciones de socializaciones (RRS). Las redes del instrumento Camtasia se elaboraron para
analizar y comparar las acciones de los estudiantes en GeogebraPrim. A estas redes se les
dio el nombre de redes de relaciones de trabajo en GeogebraPrim (RRGP). También se
elaboraron redes de los instrumentos Ipad (RRI) y actividades impresas (RRLP), para que
junto con las redes anteriores sirvieran para alimentar la hoja de Excel de las familias de
codigos que se menciona en la siguiente seccién. Las redes generadas en Atlas.ti se pueden

observar en la ventana de administrador de redes (Network View Manager) (Imagen 3.10).
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Imagen 3.10 Ventana Administrador de redes de Atlas.ti

( *7 Network View Manager [HU: trabajo de gmdtl EIM-‘
NetworkViews  Edit  Miscellaneous  View
5 oy -
Name Size  Aut.. Created Maodified
=L RRGP _S1 26 Super 20/11/20141.. 20/11/2014 10:151...
=L RRGP_S2 6 Super 20/11/20141.. 20/11/2014 10:31:3...
=L RRGP 53 21 Super 21/11/20140.. 21/11/2014 08:40:5...
=L RRGP_S4 32 Super 21/11/20140.. 21/11/2014 08:59:5...
=L RRGP_S6 19 Super 10/11/20141.. 10/11/2014 12:18:3..
RRI_S1 7 Super 20/11/20141.. 20/11/2014 10:17:2...
=L RRI_S2 & Super 20/11/20141.. 20/11/2014 10:32:3..,
RRI_S3 7 Super 21/11/20140.. 21/11/2014 08:41:3...
=L RRI_S4 13 Super 21/11/20140.. 21/11/2014 09:02:1...
"‘; RRI_S5 15 Super 10/11/20141.. 10/11/2014 11:48:5...
=L RRI_S7 24 Super 10/11/20141.. 10/11/2014 12
=L RRL_S8 4 Super 10/11/20141.. 10/11/2014 12
|| =L RRLP_S1 7 Super 20/11/20141.. 20/11/2014 10
= RRLP_S2 6 Super 20/11/20141.. 20/11/2014 10
=L RRLP_S5 16 Super 10/11/20141.. 10/11/201412
I = RRLP_S7 17 Super 10/11/20141.. 10/11/2014 12
=f RRLP_S8 3 Super 10/11/20141.. 10/11/201412
= RRS_S1 28  Super 08/01/20151.. 08/01/201511
= RRS_52 17 Super 18/01/20150.. 18/01/201507
= RRS 53 19 Super 08/01/20151.. 0&/01/2015 11:50:2..,
=L RRS_54 32 Super 08/01/20151.. 08/01/201512:134..
=L RRS S5 33 Super 08/01/20151.. 08/01/201512:12:4..
=L RRS_S6 18 Super 08/01/20151.. 08/01/201512:15:5..

| |
23 Network Views No item selected

En la primera columna se encuentra el nombre de la red por sesién. En la segunda aparece
la cantidad de cddigos asociados a la red y en las siguientes columnas autor, fecha de

creacion y fecha de modificacion de la red, respectivamente.

Familias de codigos

Como se menciond anteriormente los codigos fueron clasificados por familias. En Atlas.ti a
cada familia se le asigné un color (morado-justificacion, rojo-exploracion, etc.). Estos
colores hicieron posible distinguir en las redes la familia a la que pertenece cada cddigo
(ver Imagen 3.8). A partir de las redes se cred en una hoja de Excel una tabla (Imagen
3.11), en la que se hicieron evidentes los codigos, de cada familia, utilizados por
instrumento de registro y por sesion. Al observar la tabla fue posible entrever relaciones
entre cddigos de una misma familia y una dinamica interna durante todo el experimento de

ensefianza.
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Imagen 3.11 Ventana Excel aparicion de cédigos durante el experimento

Familias

Normas

Circunferencia

Dominic

Sesidn 1

Sesiones

Computador
Ipad
Lapiz y papel

NORM_EXP| NORM_REP_VAL[NORM_JUST|

Lenguaje geométrico

FOM_LEN_GEO| USO_LEN_GEO

Hechos geométricos
INST_H_GEOM

Representaciones

REP_GEQ_VAL | PRO_REP_FIG] US0_CONV

INDAG_CONV|

Segmentos
congruentes

Sesiin 2

Socializacion
Computador

Ipad

Lapiz y papel

Triangulo sdsceles

Socializacion
Computador

Computador
Ipad

B
Ipad
Lapiz y papel

Triangule
equikitero

Socializacién

Computador

Ipad

Lapiz y papel

Aplicacién

Sesiin B|Sesion 7|Sesién {Sesidn 5 Sesién 4 |Sesion 3

Ipad

Lapiz y papel

Familias

Explaracian

Justificacidn

Circunferenci

Dominio

Sesidn 1

Sesiones.

Computador
Ipad
Lapiz y papel

EXP_IDENT_INVA] DISC_ELE_REP

Segmento
s
congruent

es
Sesidn 2

Socializacion
Computador

Ipad
Lapiz y papel

Triangulo bdsceles

Sesion 3

EXP_VER_PROP] DIF_ROL_ELEM_FIG

PROD_CONJE | JUST_NO_G [IUST_EVOC_INV] JUST_T | JUST_conv

Triangulo
equikitera

Socializacién

Computador

Ipad

Lapiz y papel

Aplicacién

Sesion 8 Sesidn 7 |Sesidn 6 [Sesion 5| Sesion4

Ipad

Lapiz y papel

Familias

Jconvencion

Ambiente de aula

Dominio

Circunferencia

Sesion 1

Sesiones

Computador

Ipad
Lapiz y papel

APLL_CON

MNS_AMB_PART | TRA_INTER_EST

MS_SEG_INSTR

NS_AMB_INDAG| NS_ESCUCHA

Segmentas
congruentes

Sesion 2

socializacion
Computador
Ipad

Lapiz y papel

Trianguk ésceles

Sesion

Socializacion
Computador

Computador

Ipad

Socializacién

Ipad
Lapiz y papel

Triangulo
equikitera

Socializacién

Computador

Ipad

Lapiz y papel

Aplicacion

Sesion 8 |Sesion 7 [Sesion 6 [Sesidn 5| Sesion 4

Ipad

Lapiz y papel
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4. ANALISIS Y RESULTADOS

En este capitulo se presenta el andlisis de las tres categorias descritas en el capitulo anterior
(Apartado 3.3.7) y configuradas con la ayuda de las herramientas del programa Atlas.ti. En
primer lugar, se presenta el analisis de las frecuencias de cddigos; en el segundo lugar, se
muestra el analisis de las redes de relaciones; y en tercer lugar, se encuentra el analisis por

familias de cddigos.

4.1 Analisis frecuencia de codigos

Para este andlisis se utilizd la ventana Administrador de codigos (Code Manager) de
Atlas.ti, con la informacion de las columnas que se muestran en la Imagen 4.1. En la
primera columna de esta ventana se observa cada uno de los 25 codigos definidos (Imagen
3.6); en la siguiente columna esta la cantidad de fragmentos (de los 154 obtenidos), que
estan conectados con cada cédigo (frecuencia de cada c6digo); y en la ultima se indica la

familia a la que pertenece el codigo.

Imagen 4.1 Ventana Administrador de codigos de Atlas.ti

% Code Manager [HU: trabajo de grado 2] o o[ |
Codes Edit Miscellaneous Output  View
Name Grounded  Families

& a Ambiente de aula
= a4 Ambiente de aula
FEIUST_T~ 42 Justificacion

& EXP_VER_PROP-~ 40 Exploracion

£% USO_LEN_GEQ £ Lenguaje geométrico
¥ REP_GEO_VAL~ 36 Representaciones
%% PRO_REP-FIG~ 3 Representaciones
bl 30 Ambiente de aula
$& DISC_ELE_REP-~ 5 Exploracion
£5 FOM_LEN_GEO~ pI} Lenguaje geométrico
% NORM_JUST~ 19 Normas
£ JUST_CONY~ 19 lustificacién

I £ JUST_EVOC NV~ 19 lustificacién
= 13 Ambiente de aula

| 25 noRM_REP_VAL- 18 Normas

I $& USO_CONY- 17 Representaciones
bl 14 Ambiente de aula

| fEDIF_ROL ELEM FIG~ 13 Exploracion
& EXP_IDENT_INVA~ 12 Exploracion
£ NORM_EXP~ 12 Normas
T INDAG_CONY-~ 9 Representaciones
£ PROD_CONJE~ 8 Exploracion
FEINSTLH_GEOM-~ 7 Hechos geométricos
£ JUST_NO_G~ 6 Justificacion
£ APLL_CONV-- 5 Convencién

25 Codes No item selected All Grounded - Number o

En la Imagen 4.1 se observa que cada cddigo aparece con un color. Este representa la

familia a la que pertenece. Por ejemplo, los coddigos que aparecen en color verde
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(NORM_JUST, NORM_REP_VAL y NORM_EXP), pertenecen a la familia Normas; esto
se constata con la informacion de la tercera columna. Por ejemplo, se puede observar que
42 fragmentos se conectaron con el cddigo JUST T, que pertenece a la familia
Justificacion.

La informacion que brinda esta herramienta se convierte en una via para el anélisis, en
términos de identificar los cdédigos que tuvieron mayor y menor protagonismo en el
experimento de ensefianza. Esto nos permite entablar una relacion entre las acciones que
describen cada codigo y el establecimiento colectivo del criterio sobre la representacion
gréafica adecuada de una figura geométrica.

En el Esquema 4.1 se representa la misma informacion que proporcioné el Administrador
de codigos. A continuacién se mencionan las descripciones de las acciones que encierran
cada uno de los cinco codigos que obtuvieron las frecuencias mas altas para asi analizar

este hecho.

Esquema 4.1 Frecuencia de cédigos

36

47 a4
22 42 49

40
35
30
25
20
15
a

Con el codigo TRAT_INTER_EST se codificaron fragmentos que evidenciaban que la

w

(o)}
w
w

30

23
18

[ty
~
=
B
=
w
=
N
=
N

(o))
v

EXP_VER_PRO

APLI_CONV

NS_AMB_INDAG

JUST T
REP_GEO_VAL
USO_CONV e
NS_ESCUCHA

INSTI_H_GEOM mm

NS_AMB_PART
JUST_NO_G

DIF_ROL_ELEM_FIG e

N
(]
N
_ ©
NN
©
=
©
s
0

DISC_ELE_REP n——
JUST_CONV
NORM_JUST
NORM_EXP mmm

INDAG_CONV mmm ©

PROD_CONJE mmm  co

JUST_EVOC_INV —

FOM_LEN_GEO
NS_SEG_INSTR

TRA_INTER_EST
NORM_REP_VAL

EXP_IDENT_INVA

profesora sacaba provecho de la intervencion de un estudiante para favorecer la
constitucion colectiva del criterio; esto se evidencid, por ejemplo, en el uso del lenguaje
adecuado, y en la identificacion de los elementos constitutivos de una representacion. Con
el cédigo NS_AMB_INDAG se codificaron fragmentos que evidenciaban que la profesora
o los investigadores promovian intervenciones que motivaban a los estudiantes a justificar

afirmaciones, a hacer (o hacerse) preguntas sobre el porqué de ciertos hechos geométricos,
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de algunos comportamientos al arrastre, de las construcciones que realizan, de sus
respuestas, etc., con expresiones como “;Qué pasa cuando movemos el punto sobre la
circunferencia?” o “;Qué significa que el tridngulo sea isosceles?” El codigo JUST T se
usé cuando en los fragmentos se observaba que los estudiantes justifican una propiedad
geométrica utilizando uno de los hechos geométricos aceptados en el aula. Por ejemplo,
ante la pregunta ;Como puedes convencer a tu compafiero que el triangulo es isosceles?
encontramos respuestas como “Porque el segmento AB y el segmento AC son radios de la
circunferencia, asi que son congruentes”. El codigo EXP_VER_PROP se us6 cuando los
estudiantes intervenian sobre una representacion para verificar que existe una propiedad y
para convencerse de que si se cumplia. Por ejemplo, cuando la profesora preguntaba sobre
coémo hicieron para darse cuenta que el triangulo era isésceles o equilatero los estudiantes
respondieron respectivamente, “Utilizamos la circunferencia para verificar que tenemos dos
lados congruentes” o “Arrastramos para verificar que si era equilatero”. Por Gltimo, con el
cddigo REP_GEO_VAL se codificé informacién que evidenciaba que la profesora,
investigadores o estudiantes juzgaban si una representacion (a mano alzada, con
instrumentos de trazo o en GeogebraPrim) era correcta o no, segun lo acordado con las

normas de representacion.

Las frecuencias de los cddigos TRAT _INTER_EST y NS_AMB_INDAG, que pertenecen a
la familia de Ambiente de aula, pone en evidencia el esfuerzo sostenido que realiz6 la
profesora Rosa por sacar provecho a las intervenciones de los estudiantes, haciéndolos
sentir y actuar como participantes activos de las discusiones que surgian en el aula. Para
lograr el anterior objetivo, la profesora Rosa tuvo que fomentar un ambiente de clase de
indagacion fundamentado en la justificacion de afirmaciones propias y ajenas. Por ejemplo,
para explicar sobre los comportamientos de las representaciones al arrastrarlas, el

funcionamiento de las construcciones, el porqué de las respuestas, entre otras.

Para analizar la frecuencia del cddigo JUST T es necesario compararla con la de
JUST_NO_G. Este codigo tuvo una frecuencia de seis. La anterior situacion deja ver que
los estudiantes en la etapa inicial del experimento (momento en el que aparecen los

fragmentos codificados con JUST_NO_G, ver Imagen 4.2), justificaban sus afirmaciones
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con argumentos que no eran de indole geométrico, pero a partir del ambiente que se fue
creando en la clase, es notoria la evolucion de los argumentos de los estudiantes al tipo de

justificacién geomeétrica que se esperaba.

La Imagen 4.2 muestra el panel de herramienta de consulta de Atlas.ti (Query Tool) en
donde se realiz6 la seleccion del cddigo JUST_NO_G (1). Se realiz6 un filtro cuyo
resultado (2), muestra que los fragmentos ligados a este codigo aparecen solamente en las

sesiones 1y 3 (esto se observa en la columna nombre).

Imagen 4.2 Filtro del cddigo JUST_NO_GEO en Query Tool

4] ATLAS.t Query Tool O | B )
Query Fol = 2 [ 7= Undo Redo
v JUST_NO_G
2
~
] o
D JUST_NO_G"
I+
o Coces:
5| Bromien Geo 2301~
B IUST_EVOC_INY {19-0}~
B | SNORMIUST 1901~ 2
B FHIUST_CONY (190}~
98 NORM_REP_VAL {180}~
B | &ns_seG_INSTR (1801~
Iy | f&uso_conv u7-0p~ X &
¢ | Sins_escucha g
b | S DIF_ROLELEM FIG 1301~ Codes
£ | T NORM EP 12:0)- JUST_EVOC_INV, JUST_NO_G, NS
g EXP_IDENT_INVA {12.0}~ £XPIDENTINVA, JUST_NO_G, N
oA CON D g JUST_NO_G, NS_AMB_INDAG, NS
%81 PROD_CONE -0~ JUST_NO_G, NS_ESCUCHA
= £XP_IDENT_INVA, JUST_NO_G
o JusT Ho G 601~ DISC_ELE_REP, EXP_IDENT_INVA,
I « [ ’ « . »
‘Adjacency Operator Setings Refresh Codes Scope tep
|Resuit: 6 diacency: 1Parsgraphs _ Scope: Al

La amplia aparicion del codigo EXP_VER_PROP muestra que, durante el experimento, se
realiz6 una ardua labor para que los estudiantes dudaran de todo lo que a simple vista veian
en una representacion. Esto ratifica que los estudiantes respondieron a los objetivos de
exploracién que tenian las actividades propuestas para cada uno de los ambientes. Esta
exploracion estuvo en estrecha relacion con la utilizacion de los hechos geométricos de la
circunferencia (JUST_T), como una herramienta de verificacion de propiedades presentes
en las representaciones. También, con la frecuencia de este cddigo se hace evidente la
buena transicion lograda del ambiente de geometria dindmica al de instrumentos de trazo.
Lo anterior debido a que los estudiantes lograron una asociacion de las herramientas para
verificar, en los dos ambientes mencionados; lograron establecer una relacion entre la
herramienta circunferencia de GeogebraPrim y el compas fisico del ambiente instrumentos

de trazo.
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Por ultimo, la frecuencia del codigo REP_GEO_VAL evidencia que en el aula
constantemente se hizo alusion a la necesidad de hacer representaciones geométricas que
estuvieran validadas por las normas sociomatematicas que se habian establecido para cada
uno de los ambientes (N2, N4 y Ns). Las normas de validacion de las representaciones en
cada ambiente tenian como finalidad que las representaciones no satisficieran Unicamente
la percepcion visual sino que aludieran a las propiedades geométricas de la figura que

representaban, uno de los objetivos de la investigacion.

A continuacion se presenta la transcripcion del inicio del fragmento 16:5 al que se le
asignaron los codigos JUST_T, EXP_VER_PROP, TRAT_INTER_EST, REP_GEO_ VAL,
NS _AMB_INDAG, entre otros. En este fragmento la profesora Rosa interactia con un
grupo de estudiantes que intentan dar solucién a la Actividad 1 de la Tarea 3 (actividad de
exploracién de representaciones para identificar y posteriormente verificar invariantes). Los
estudiantes del grupo han explorado visualmente los triangulos y han determinado que

todos los triangulos tienen dos lados congruentes y que los triangulos son congruentes entre

Ve

SI.

Profesora: Bueno nifios ustedes dijeron que todos los triangulos eran...

Nifios del grupo: Congruentes

Profesora: Ademas dijeron que...

Arley: Tienen la caracteristica de que dos de sus lados son congruentes.

Profesora: Ahora van a mover. Ustedes dijeron que estos dos lados son congruentes. [sefiala los dos
lados que los estudiantes determinaron como congruentes]. Empiecen a mover los puntos y
digan si esos dos lados siguen siendo congruentes [refiriéndose al triangulo A].

Arley: A ver, movamos este punto [mueve un vértice del triangulo A].

Profesora: Todos van a mirar que sucede. ¢Siguen siendo congruentes?

Arley: No.

Juan: Uno es mas grande que el otro.

Profesora: Mueve el otro punto [Arley mueve el otro vértice y los demés observan que el tridngulo no
tiene lados congruentes]. Si lo siguen moviendo igual ya se dan cuenta que no siguen
siendo...

Grupo: Congruentes.

[Inicio del fragmento 16:5]

En esta parte del fragmento se evidencia uno de los objetivos de la actividad: hacer ver a
los estudiantes que las afirmaciones que hacen sobre una representacion no deben surgir de

lo que a simple vista se ve de ella, y que es necesario dudar de lo que se ve. Al inicio, la
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profesora utiliza las intervenciones de los estudiantes con la finalidad de que las justifiquen.
Al final, se observa que las utiliza para que obtengan conclusiones. En el fragmento se
observa que la profesora introduce la necesidad de utilizar las herramientas propias del
ambiente para verificar las propiedades que se habia presupuestado tenian las
representaciones, en este caso el arrastre. También se observa que la profesora utiliza
preguntas para guiar la exploracion que realizan los estudiantes (ambiente de indagacion) y
centrarla en una caracteristica puntual (congruencia de lados), ya que en la exploracion por
arrastre ellos pueden fijarse en otras cosas. Implicitamente los estudiantes determinan que
el tridngulo A no es una representacion geometrica valida de un triangulo isosceles. Las
acciones realizadas por la profesora confirman las afirmaciones de Saenz-Ludlow y
Athanasopoulou (2008), sobre los programas de geometria dinamica, mencionadas en el
Capitulo 1 como Hipdtesis 4: Los programas de geometria dinamica son herramientas
técnico-simbdlicas que (i) median el paso de la construccion a la representacion y a la
figura, (ii) median la comunicacién sobre geometria entre profesor y estudiantes y (iii)

inducen y facilitan los procesos de clasificacion (Sadenz-Ludlow y Athanasopoulou, 2008).

A continuacion presentamos otra parte del Fragmento 16:5. En este momento, Arley utiliza
la herramienta circunferencia y construye una circunferencia haciendo corresponder el
centro de la misma con uno de los vértices del triangulo B, de tal manera que dos lados

correspondan con los radios de la circunferencia (Imagen 4.3).

Imagen 4.3 Accién realizada por Arley

- [E=E—)

" . Elige y Mueve: Arrastra o selecciona objetos (Esc)

Arley: Ahora si.

Profesora: Ya podemos seleccionar la flechita [La profesora toma el mouse, elige la herramienta
arrastre y un vértice y arrastra para ejemplificar el arrastre por varios sitios de la interfaz del
programa]. Si mueven para donde sea, para donde sea. ¢ Qué pasa? Los lados que me dijeron
que eran congruentes, ¢;siguen siendo congruentes?
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Arley: Si.

Varios nifios: iNo!

Arley: iSi sefiora! [en un tono mas alto] Claro porque...

Juan: [Observa el movimiento del tridngulo ligado a la circunferencia]. jSi! Porque siguen
teniendo la misma distancia del punto del centro al punto de la circunferencia.

Profesora: ¢Siguen siendo c6mo?

Grupo de nifios: Congruentes

Profesora: Pero este segmento, ¢codmo se llama?

Arley: Radio

Profesora: Sigue siendo radio. Entonces ustedes lo mueven y sigue pasando lo mismo.

[Final del fragmento 16:5]

En esta parte del fragmento se muestra que los estudiantes, a partir de la exploracion
realizada con el triangulo A y la interaccién llevada a cabo con la profesora, utilizaron las
herramientas circunferencia y arrastre, del programa, para verificar la congruencia de los
lados del triangulo y luego la necesidad de justificar tal afirmacion con los hechos
geométricos. Al comparar el inicio y el final del Fragmento 16:5 se ve como los estudiantes
fueron puliendo las formas de explorar una representacion y las formas de justificar, ya que

estas eran normas que se estaban estableciendo en el aula.

A lo largo del Fragmento 16:5, se evidencia el papel primordial que tiene la profesora en la
discusion que se esta llevando a cabo; accion que apoya nuestra Hipotesis 5 sobre la
evolucion de una cultura matemética en el aula como lo menciona Mariotti (2006). En tal
discusién se observa como se van constituyendo en el aula diferentes normas
sociomatematicas (N1, N3 y N4), que ayudan a establecer colectivamente el criterio sobre
una representacion grafica adecuada de una figura geométrica. Ademas de llevar el hilo
conductor, la profesora, con las preguntas, va haciendo que los estudiantes recuerden las
normas frente a las representaciones (N1, N3 y Na).

En la Imagen 4.4 se muestran las respuestas de un estudiante en una actividad de
exploracion, en el ambiente de lapiz y papel con instrumentos de trazo, para verificar
propiedades de dos representaciones. A esta solucion se le asignaron los cddigos
EXP_VER_PROP, JUST_T, REP_GEO_VAL, entre otros.
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Imagen 4.4 Respuesta de un estudiante a una actividad de verificacion de congruencia

3. )Comprueba si cada tridngulo es isdscales, explica tu respuesta. Coleca las marcas que sefalan los lados Transcri pC oNn

'_/ congruentas sl ef tridngulo es isdsceles. 3 Comprueba Sl Cada trlé.ngl.l|0 es

| ' : s i isosceles, explica tu respuesta. Coloca
BL//“ CiSCon AN 45 o (i) las marcas que sefialan los lados
N\ / b ‘x”, \ congruentes si el triangulo es isosceles.
\t\‘é T R : No, el C no hace parte de Ila
X circunferencia porque no es un radio.
' ! Ningun lado es congruente con el otro
S Trorwe porque todos los radios de una
D i | e o W de (i circunferencia son congruentes
{”\’\\\ | U _sae conet 7 i
SR iy e Si porque todos radios de una
E/f,/// circunferencia son congruentes al ser
= congruentes se demuestra que es un

triangulo isosceles
En la imagen se observa que el estudiante utiliza el compas para construir una

circunferencia y asi determinar si cada tridngulo tiene lados congruentes; esto a partir de las
relaciones que se crearon entre la herramienta circunferencia de GeogebraPrim y el
instrumento compéas. También se observa que para justificar la existencia de la congruencia,
utiliza los hechos geométricos establecidos (justificacion tedrica). Pero también se
evidencia que para usarlos primero establece una relacién entre los elementos constitutivos
de la representacion y la circunferencia que dibuja con el compés. En la Imagen 4.4 se
observa que la convencién para la congruencia esta cargada de un significado construido

previamente y que el uso de la convencion ratifica la validez de la representacion.

En cuanto a la validez de las representaciones se observa que, aunque a simple vista la
representacion del primer triangulo pareciese la representacion de un triangulo isdsceles, el
estudiante no se queda en el nivel visual sino que va un paso mas alla. Tienen la necesidad
de verificar la propiedad de congruencia, a partir de argumentos ostensivos (mediante el
uso del compaés) y tedricos (mediante hechos geométricos), para por ultimo, determinar que
la representacion no es valida para representar un triangulo isésceles. Las acciones de los
estudiantes validan nuestra Hipdtesis 2 sobre la necesidad de que los estudiantes aprendan a
controlar, a través de conocimientos teoricos, los aspectos perceptivos ligados a las

representaciones (Laborde y Capponi, 1994).

Los codigos cuyas frecuencias estan entre 12 y 23 evidencian que las acciones que se

relacionaban con esos cAdigos estuvieron presentes en algunas sesiones y en otras no; esto

65



se debe a la naturaleza y la finalidad de las actividades propuestas para cada sesion. Los
cbédigos con menor frecuencia, entre 5 y 9 (ver Esquema 4.1) son cddigos que hacian
referencia a acciones que no se daban continuamente durante el experimento de ensefianza
y que aungue eran claves, razon por la cual se crearon, su finalidad era la de servir como
base para otros codigos. Por ejemplo, el cddigo INSTI_H_GEOM, durante el experimento
se institucionalizaron cuatro hechos geométricos con los cuales los estudiantes justificaron

tedricamente sus afirmaciones y sus construcciones (JUST _T, REP_GEO_VAL).

4.2 Analisis redes de relaciones

El andlisis de las redes de relaciones se realiz6 sobre las redes generadas por los
instrumentos de registro en Atlas.ti, mencionadas en el apartado 3.3.7, redes de
socializaciones y de trabajo en GeogebraPrim. Las redes se analizaron observando la
presencia y evolucién de los codigos y las relaciones generadas a lo largo del experimento
de ensefianza. Para ello, se seleccion6 una red de la sesion inicial, con la finalidad de tener
un estado inicial; y otras dos de las demas sesiones, seleccionadas de acuerdo a la riqueza
de relaciones que evidenciaban (el lector puede hacer un analisis similar con todas las

redes, ver anexo C).

4.2.1 Redes de relaciones de las socializaciones

Para el andlisis de las redes de relaciones de las socializaciones, nos centramos en las
acciones asociadas a los cddigos de las familias: normas (verde), lenguaje geométrico
(blanco), ambiente de aula (anaranjado) y hechos geométricos (azul petréleo). Esta decision
obedece a que dichas familias describen las acciones centrales que buscabamos se dieran en
las socializaciones.

Se seleccionaron las redes de socializacién de las sesiones 1 (RRS__S1), 4 (RRS3_S4)y 6
(RRS5_S6). La RRS_S1 corresponde a la socializacion de la Tarea 1 Circunferencia
(Imagen 4.5); la RRS_S4 a la socializacion de la Actividad 1 de la Tarea 3 Triangulo
isosceles (Imagen 4.6) y la RRS_S6 a la socializacion de la Actividad 3 de la Tarea 3
(Imagen 4.5). En las redes se muestran, a traves de las flechas, los cddigos asignados a cada

fragmento.
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Imagen 4.5 Red de relaciones socializacion Sesion 1 (RRS_S1)
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Imagen 4.6 Red de relaciones socializacion Sesion 4 (RRS_S4)




Imagen 4.7 Red de relaciones socializacion Sesion 6 (RRS_S6)
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Al comparar las redes se observo que las relaciones entre los fragmentos y los cédigos se
fueron complejizando a medida que avanzaba el experimento de ensefianza. Lo anterior se
evidencia en la aparicion y desaparicion de cddigos y familias de c6digos que muestran las

dindmicas de las socializaciones que colaboraron en la constitucién colectiva del criterio.

En las redes se observé una fuerte presencia de los codigos pertenecientes a la familia
ambiente de aula. Al analizar los fragmentos relacionados con estos cddigos se evidencia
que tal situacién obedece al esfuerzo sostenido de la profesora Rosa porque en el aula se
creara un ambiente en el que fuera primordial: seguir instrucciones para realizar las
actividades propuestas (NS_SEG_INSTR); incentivar a los estudiantes a expresar sus ideas
sin prejuicio al error y como un mecanismo de participacion de los acuerdos
(NS_AMB_PART); escuchar las opiniones de los comparieros con la finalidad de aprobar o
desaprobar, con argumentos, las afirmaciones hechas (NS_ESCUCHA); preguntar el
porqué de las afirmaciones (tanto estudiantes como profesora), y dudar de lo que se exprese
si no estd fundamentado en acuerdos establecidos (NS _AMB_INDAG); tratar

adecuadamente las intervenciones de los estudiantes para direccionarlas en torno a la
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consecucion de establecer de manera colectiva el criterio (TRAT_INTER_EST). En las
redes se observa la presencia de estos cddigos durante las tres sesiones. Esto permite
deducir que para que se logre un ambiente de aula con tales caracteristicas es necesario que
durante las clases se generen situaciones que permitan poner en préctica dichas acciones y
que la creacion de tal ambiente no se da de manera espontanea o con la simple enunciacion

de normas que lo describan.

Es preciso aclarar que aunque los codigos de la familia ambiente de aula estan presentes en
las tres redes, la cantidad de acciones que se relacionaron con estos codigos varian de
acuerdo a la sesion. Esto se debe a que la profesora debia fomentar en las primeras
sesiones, con mayor énfasis, dichas actitudes en los estudiantes y en las siguientes sesiones

solo era necesario recordarlas en algunas ocasiones.

Las acciones que enmarcan los cddigos de la familia ambiente de aula fueron importantes
en la constitucion colectiva del criterio porque hacian énfasis en las formas de interactuar,

entre estudiantes y profesora, que favorecieron el establecimiento de acuerdos.

Para lograr una mejor interaccion entre los participantes fue necesario el fomento y uso de
un lenguaje geométrico apropiado; dichas acciones se relacionaron con los codigos de la
familia lenguaje geométrico: FOM_LEN_GEO y USO LEN_GEO. La presencia del
cédigo FOM_LEN_GEO en las primeras socializaciones obedece al esfuerzo de la
profesora por establecer un lenguaje geométrico comdn para referirse a los objetos,
representaciones y relaciones geométricas. Por ejemplo, en la socializacion de la Tarea 1
(RRS_S1), la profesora Rosa fomenta el uso del lenguaje geométrico adecuado para
referirse a los elementos constitutivos de la circunferencia de GeogebraPrim (centro de la
circunferencia, circunferencia, puntos sobre la circunferencia y radio). El fomento de este
lenguaje facilité la comunicacion entre los estudiantes y la profesora y entre los estudiantes.
El uso del lenguaje geométrico adecuado facilité una mejor expresion y comprensién de los
invariantes encontrados cuando exploraron los elementos de la circunferencia
(USO_LEN_GEO). Lo anterior, nuevamente de la mano de un tratamiento adecuado de las
intervenciones de los estudiantes cuya finalidad era establecer las relaciones entre los

elementos de la circunferencia (Hechos Geomeétricos 1 y 2). La presencia de los anteriores
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cddigos en las redes muestra la importancia del lenguaje geométrico apropiado en la
constitucién del criterio como una herramienta para referirse a los objetos geométricos
adecuadamente y asi poder participar al expresar, comprender, justificar y refutar ideas

geométricas.

Las acciones que fomentaban el lenguaje geométrico en las socializaciones, también
estaban relacionadas con la familia normas y con la familia hechos geométricos. Por
ejemplo, en la red RRS_S1 se observa la presencia del codigo normas de exploracion
(NORM_EXP). Esto obedece a la enunciacion por parte de la profesora de la norma para
explorar las representaciones en GeogebraPrim (N1). Esta enunciacion fue uno de los pasos
importantes dentro del experimento, puesto que con esta norma se esperaba que los
estudiantes identificaran invariantes de las representaciones y con el lenguaje geométrico

adecuado las expresaran.

En la primera sesion, la profesora direccioné las intervenciones de los estudiantes frente a
lo que veian y a lo que expresaban para llegar a constituir entre todos los dos primeros
hechos geométricos (INST_H_GEO). A continuacion se presenta la trascripcion del
fragmento 4:1 perteneciente a la red RRS_S1. Previo a este momento los estudiantes
exploraron, a partir de la regla de exploracion, la representacion de la circunferencia.
Luego, se realizé la socializacion sobre los elementos constitutivos de la misma.

Profesora: Recuerden que vamos a escuchar las conclusiones. Ya movimos nuestra circunferencia y

observamos qué cambia de posicion, ¢cierto? Pero, cuando movemos el centro, ¢ Qué le pasa
a la circunferencia?

Diego: Se agranda o se encoje dependiendo del movimiento.

Juan: Cambia de tamafio.

Profesora: Cambia de...

Varios

estudiantes: Tamario.

Profesora: Entonces, cuando cambia de tamafio, ¢su medida es igual o es diferente?

Varios

estudiantes: Es diferente.

Profesora: ¢ Qué pasa cuando movemos el puntico que esta sobre la circunferencia?

Juan: Se aleja de la A... del centro.

Profesora: ¢ Se aleja del centro?

Juan: Si, se aleja del centro.

Profesora: (Siempre se aleja del centro? [La profesora observa que Kevin levanta la mano]. Kevin...no
te escuche.
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Kevin; Si, siempre se aleja del centro.

Profesora: ¢ESo qué quiere decir? Esta medida que tiene del centro [sefiala la distancia del centro al
punto sobre la circunferencia], ¢de qué depende?

Juan: Depende del D [refiriéndose al punto sobre la circunferencia].

Kevin: Depende del A [refiriéndose al centro]. Si se mueve el A, se va agrandando y si se mueve el
D también se va agrandando.

Profesora: Listo.

[Fragmento 4:1]
En la anterior transcripcion se puede observar que la profesora fomenta un ambiente

participativo y una actitud de escucha frente a lo que dice el otro. Esto a través de
constantes preguntas y un tratamiento adecuado de las intervenciones de los estudiantes.
También vale la pena resaltar en este fragmento el uso de etiquetas para los puntos (centro
con A y punto sobre la circunferencia con D). Esto surgié porque, como se menciono
anteriormente, un computador tenia instalado Geogebra y alli los puntos aparecen
etiquetados (accion que no sucede en GeogebraPrim). Aunque a solo un grupo de
estudiantes les sucedia esto, al expresar a sus comparfieros los invariantes detectados
haciendo alusion a dichas etiquetas, se observo que el resto de estudiantes comprendio lo
que comunicaba y para expresar mejor y complementar lo dicho, también hicieron uso de
las etiquetas. La anterior situacion nos llevé a tomar la decision de etiquetar algunos
elementos de las representaciones en las futuras actividades para que los estudiantes
tuvieran una herramienta que mejorara la comunicacion.

A continuacion trascribimos el fragmento 5:2 que finaliza la socializacion de la Actividad

3, Tarea 1y perteneciente a la red RRS_S1.

Profesora: Bueno nifios, vamos a sacar las conclusiones de lo que aprendimos en la clase. Pero yo no
las voy a sacar. Vamos a cerrar los computadores y vamos a participar. Cuando yo mido la
distancia la medida del segmento desde el centro a cualquier punto sobre la circunferencia,
;qué pasa? [Sefala dichos elementos en el tablero].

Arley: Miden exactamente lo mismo.

Mayra: Porque estan a la misma distancia del centro.

Profesora: ¢Y qué podemos decir de los radios de la circunferencia? [Sefala los radios en el tablero].
Tamara: Que los radios nunca cambian.

Profesora: ¢ Qué quiere decir con que nunca cambian? [Pregunta a todos].

Tamara: Que uno los puede mover y miden lo mismo, pero nunca cambian su tamafio.

Profesora: ¢Escucharon lo que dijo Tamara? Yo puedo mover todo en la circunferencia y los radios van

a medir siempre lo mismo... lo que va formar una circunferencia. Entonces, ;qué podemos
concluir respecto a los radios?

Kevin: Que todos los radios de una circunferencia son iguales.

Tamara: Que todos los radios de una circunferencia son iguales y no van a cambiar.
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Profesora: Entonces, todos los radios de una circunferencia miden...

Varios

estudiantes: Lo mismo.

Profesora: Cuando algo mide lo mismo que otro, quiere decir que son congruentes. Entonces todos los
radios de una circunferencia son...

Varios

estudiantes: Congruentes.

[Fragmento 5:2]
En el anterior fragmento se puede observar que la socializacién sirvié para concluir sobre el

invariante detectado en GeogebraPrim (primer hecho geométrico), y que esta conclusion
era valida porque al arrastrar los elementos la propiedad se mantuvo. También se observa
que dicha conclusion no fue mencionada por la profesora sino que fue constituida
colectivamente (INST_H_GEO). La profesora llevo el hilo de la discusién por medio de sus
intervenciones y del tratamiento adecuado de las intervenciones de los estudiantes guiando
con sus preguntas hasta la explicitacion del hecho geométrico observado. Finalmente, se

introdujo un nuevo término geométrico: congruencia.

En las anteriores trascripciones se puede observar que el fomento y uso de un lenguaje
geométrico, en las primeras sesiones, se enfoc6 en nombrar adecuadamente las
representaciones, sus elementos constitutivos y sus relaciones; en las posteriores sesiones,
se enfocO en la expresion coherente y clara de ideas y justificaciones relacionadas con
representaciones dadas o con procedimientos llevados a cabo para construirlas a partir de
los hechos geométricos establecidos. Es por ello que se agrupan estas acciones y se les
asigna un codigo NORM_JUST y/o NORM_REP_VAL pertenecientes a la familia normas.

Luego de que los estudiantes detectaran los invariantes y colectivamente se constituyeran
en los Hechos Geométricos 1 y 2, las acciones se enfocaron en la elaboracion de
justificaciones. Es importante mencionar que para esta finalidad, fue de gran ayuda el
trabajo realizado con la circunferencia, puesto que se convirtid en una herramienta para
descubrir, verificar, construir y justificar congruencias. La norma de justificacion
(NORM_JUST), se hizo explicita a los estudiantes mediante frases pronunciadas por la
profesora Rosa como “utilicemos los hechos geométricos establecidos para responder” o

“nosotros sabemos que debemos justificar con base a los hechos geométricos”. Es asi,
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como en las socializaciones se logro que los estudiantes utilizaran los hechos geométricos

establecidos en el aula para justificar sus afirmaciones.

En la socializacion de las actividades de la Tarea 2 sobre segmentos congruentes se
evidencia lo mencionado anteriormente. En dicha socializacién, la profesora logré que los
estudiantes utilizaran la circunferencia como herramienta para verificar congruencia de
segmentos en GeogebraPrim. Posteriormente, en la solucion de la actividad de lapiz y papel
su esfuerzo se centro en que los estudiantes relacionaran las herramientas de GeogebraPrim
con herramientas del ambiente de l&piz y papel; la herramienta circunferencia con el
compés y el movimiento de arrastre con el cambio en la amplitud del compas. Es asi como
los estudiantes solucionaron la actividad de lapiz y papel utilizando el compas para
trasportar la medida de los segmentos y compararlos. A continuacion se presenta la
transcripcion del fragmento 14:2 correspondiente a la socializacion de la Actividad 2 de la

Tarea 2 sobre segmentos congruentes y perteneciente a la red RRS_S3.

Profesora: Bueno nifios, aqui hay una circunferencia y esta identificado el centro. Vamos a identificar
cudles de estos segmentos son congruentes con el radio de la circunferencia. ;Quién quiere
pasar? [Wilson levanta la mano y la profesora le pide que pase al tablero. La profesora le da
un marcador y un compas hecho con una cuerda y una chupa. Wilson coloca la chupa en el
centro de la circunferencia y con la cuerda copia la longitud del radio como se muestra en la

Imagen 4.8. Luego trasporta la medida para compararla con la de los otros segmentos e
identificar los congruentes (Imagen 4.9)]. Vamos a simular como si la cuerda fuera qué...

Varios

estudiantes: Un compas.

Profesora: Nifios, todo esto lo hicimos la clase pasada. Por supuesto ustedes estuvieron trabajando con
un compas. [Wilson escribe en el tablero “c y b son congruentes con la
circunferencia”*®].Todos atentos con lo que escribié Wilson porque muchos de ustedes
escribieron cosas similares en el programa. Dice “El segmento ¢ y el segmento b son
congruentes con la circunferencia”. ;Esto esta bien escrito?

Varios

estudiantes: No

Profesora: ¢Por qué? A ver, escuchen atentos nifios. Cuando Wilson midid, ;qué midi6? ;La
circunferencia?

Varios

estudiantes: No, el radio.

Profesora: El midi6 el radio. Si el midi6 el radio. Pero me esta diciendo aca, miren, que ¢ y b son

congruentes con la circunferencia. ¢Quedo algo mal escrito?

13 Al inicio del experimento de ensefianza no se hizo énfasis en la notacion para segmentos y se dio cierta
libertad a los estudiantes para nombrarlos. Lo anterior fue abordado y modificado en las sesiones siguientes.
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Varios

estudiantes: Si.
Tamara: Porque c y b... son congruentes con el radio.
Profesora: Muy bien Tamara. Ojo nifios, esto nos muestra que ustedes no se estan expresando

correctamente. Recuerden que hemos dicho que todos los términos que aprendamos los
vamos a utilizar correctamente, como los hechos geométricos. Wilson, corrigelo. [Wilson
pasa al tablero y escribe ¢ y b son congruentes con el radio].

[Fragmento14:2]
Imagen 4.8 Accién realizada por Wilson para copiar  Imagen 4.9 Accidn realizada por Wilson para
la longitud del radio determinar segmentos congruentes
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Por altimo analizamos en las redes el codigo NORM_REP_VAL, perteneciente a la familia
normas. Con este codigo se codificaron fragmentos en donde profesora o estudiantes hacian
mencién explicita de las normas acordadas para dar validez a la representacion hecha en
cada ambiente (N2, Nz y Ns).

La norma de representacion en GeogebraPrim fue enunciada antes y durante las actividades
de construccion de triangulos isosceles y equilateros. Para ello, la profesora utilizd
expresiones como: “luego que construyan el triangulo isosceles verifiquen, utilizando la
herramienta arrastre, que debe mantener dos lados congruentes” o “ya construyeron el
tridngulo, recuerden que estd bien construido si pasa la prueba del arrastre”. La siguiente
trascripcion del fragmento 23:11 corresponde a la socializacién de la Actividad 3 de la
Tarea 3 (RRS_S5), en donde se discute sobre el procedimiento de representacion de un

triangulo isdsceles a partir de un segmento dado.

Profesora: A ustedes se les dio un segmento y tenian que construir un tridngulo isdsceles. Primero,
algunos pensaron que construian a ojo los otros segmentos y asi iba a ser isésceles [La
profesora muestra en el televisor el segmento y en el computador completa el triangulo
isdsceles a ojo utilizando la herramienta segmento]. Pero ;qué hicimos para comprobar que
si correspondia a un triangulo isosceles?

Varios

estudiantes: Hacer una circunferencia.
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Profesora: Hacer una circunferencia [la profesora ubica el centro de una circunferencia en uno de los
vértices haciendo corresponder visualmente los lados del tridngulo con dos radios de la
circunferencia (Imagen 4.10] y corroborar que dos de sus lados fueran...

Varios
estudiantes: Congruentes.
Profesora: Pero que fuera ¢qué de la circunferencia?
Varios
estudiantes: Radios.
Profesora: Que fueran radios...Pero recuerden que verificibamos la construccion arrastrando los

vértices del triangulo. ¢Cierto? VVamos a ver [La profesora arrastra cada uno de los vértices].

Cuando construimos a 0jo miren lo que pasa. [La profesora arrastra uno de los vértices

dejandolo como lo muestra la Imagen 4.11]. ¢(En este momento el triangulo sigue siendo

isdsceles?
Varios
estudiantes: No.
Profesora: ;Por qué?
Laura: Porque no hay dos lados congruentes.
Profesora: Muy bien. ¢Cuéales lados no son congruentes? Recuerden como se nombran los lados.
Juan: BC no es congruente con AC.

[Fragmento 23:11]
Imagen 4.10 Construccion realizada a ojo de un Imagen 4.11 Triangulo luego de mover uno de
triangulo isosceles sus vertices
o8 Uno de 108 Tados ¢ 3 es uno de los lados con
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£ " o
- - o B

En el anterior fragmento se puede ver que algunos estudiantes solucionaron inicialmente la
actividad realizando un proceso no valido para representar un triangulo isosceles,
basandose en la percepcidn para dibujar segmentos congruentes. Esto conllevd a utilizar la
norma de representacion de arrastrar los elementos de dicho triangulo y mostrar asi que esa
representacion no era valida. En la transcripcion también se evidencia que la socializacion
buscd que los estudiantes comprendieran que el uso de la herramienta circunferencia era
necesaria pero no suficiente para comprobar la congruencia de los lados. Esto porque al
ubicar la circunferencia adecuadamente se percibia que dos lados podian ser los radios. Por
esta razon fue importante mostrar a los estudiantes que arrastrar los elementos del triangulo

permitia librarse de las falacias que puede dejar la percepcion.
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A continuacién presentamos la continuacion del fragmento 23:11, donde la profesora se

enfoca en la construccion y representacion adecuada del triangulo isdsceles.

Profesora: Entonces ¢ qué hicimos para construir bien un triangulo isdsceles?
Varios
estudiantes: Trazar una circunferencia. [La profesora deshace la construccion anterior, deja el segmento

inicial y construye una circunferencia utilizando uno de los extremos del segmento como
centro y el otro como punto sobre la circunferencia, por tanto el segmento se convierte en un

radio].

Profesora: ¢ Y después qué haciamos?

Varios

estudiantes: Construir un triangulo.

Profesora: Pero, ¢c6mo?

Arley: Se construye otro radio y luego se unen.

Profesora: Muy bien [La profesora construye otro radio y un segmento cuyos extremos son los puntos
de la circunferencia que pertenecen a cada radio y obtener un tridngulo] y ahora movemos
[La profesora arrastra cada uno de los vértices del triangulo].;Sigue manteniendo dos lados
congruentes?

Varios

estudiantes: Si.

Profesora: Ahora, nosotros aprendimos a sefialar los dos lados que eran congruentes. ;Cémo lo
haciamos?

Juan: Con decoracion [Juan evoca la forma de colocar la convencion en el programa].

Profesora: Cuando dos lados son congruentes colocamos la misma sefial. [La profesora coloca la
convencion y luego pregunta]. Que el segmento AC y el segmento BC tengan la misma
rayita, ¢que significa?

Arley: Que esos dos lados son congruentes.

[Continuacién del Fragmento 23:11]
El anterior fragmento evidencia que la socializacion puso sobre la mesa el uso adecuado de
la circunferencia para construir la representacion del tridngulo isésceles, ya que al usarla
desde el inicio se asegura la obtencion de radios y por ende la congruencia. Posteriormente,
con el arrastre de los elementos del triangulo, se valido la representacion. Finalmente, en el
fragmento se evidencia que la profesora recuerda el uso de la convencion.
El uso de la convencién en GeogebraPrim se constituy6 en un antecedente para abordar la
norma de representacion en lapiz y papel con instrumentos de trazo y a mano alzada. La
norma de representacion en el ambiente de lapiz y papel con instrumentos de trazo fue
recordada por la profesora en expresiones como: “lo que hicimos en GeogebraPrim lo
vamos a hacer ahora con la regla y el compas”. Estas expresiones hicieron que los
estudiantes trajeran al ambiente de lapiz y papel lo explorado en GeogebraPrim,

estableciendo una relacién entre las herramientas del programa y la regla y el compas.
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La norma de representacion en el ambiente de l&piz y papel sin instrumentos de trazo (a
mano alzada), constituyd uno de los retos mas grandes de las socializaciones. Durante estas
socializaciones se evocaron los hallazgos hechos durante el experimento para que los
estudiantes lograran controlar, mediante aspectos teoricos, los aspectos perceptivos ligados
a la representacion. La siguiente trascripcion corresponde al fragmento 28:4 perteneciente a
la RRS_S6, donde se socializa la solucion de la Actividad 5 de la Tarea 3, especificamente

sobre la utilizacion de la convencion para representar triangulos isdsceles a mano alzada.

La profesora representa en el tablero un triangulo isésceles a mano alzada con convencion.

Profesora: Un tridngulo que tiene las dos marcas me esté sefialando que el triangulo tiene...

Varios

estudiantes: Dos lados que son congruentes.

Profesora: Yo utilizaba para corroborar una circunferencia o un compas y utilizabamos esos radios para

medir y obtener dos radios iguales, pero ya pasamos a otro momento en la geometria donde
estoy aprendiendo mas conceptos y en este momento, ¢;qué concepto aprendi?

Carlos: Que un triangulo is6sceles tiene dos lados congruentes y se diferencian por las dos marcas
que tiene.

Profesora: Ahh entonces, ojo con esto...si tiene dos marcas que sefialan [sefiala en el tablero las marcas
en un triangulo], quiere decir que el triangulo es

Arley: Isésceles.

Profesora: Nifios... si no tuviera una regla, si no tuviera un compas y de hecho muchos trazaron el

triangulo sin regla ni compas ¢cierto?, pero sefialaron que tenian dos lados congruentes yo
ya aprendi que si tiene dos marcas quiere decir que son congruentes no importa co6mo se
vea, no importa la apariencia desde que tenga dos lados congruentes.

[Fragmento 28:4]

En este fragmento se evidencia que para responder la pregunta que hizo la profesora sobre
la convencion varios estudiantes recordaron que esta hacia referencia a la congruencia de
lados. Finalmente, la profesora concluye que es posible representar un triangulo isosceles a
mano alzada utilizando la convencion y esta serd una representacion valida, aunque
perceptualmente los lados no sean congruentes.

Segun el analisis de las anteriores redes, se evidencia que las normas para explorar,
representar y justificar fueron estableciendo poco a poco un ambiente propicio para la
constitucion colectiva del criterio.

4.2.2 Redes de relaciones del trabajo en GeogebraPrim

Para el analisis de las redes de relaciones del trabajo en GeogebraPrim nos centramos en las

acciones asociadas a los codigos de las familias exploracion (rojo) y representaciones
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(fucsia). Esta decision obedece a que en el trabajo realizado por los estudiantes con
GeogebraPrim podemos analizar la forma en la que actuaron al explorar representaciones

dadas y al representar figuras geomeétricas.

Se seleccionaron las redes del trabajo en GeogebraPrim de las sesiones 1 (RRGP_S1), 3
(RRGP_S3) y 4 (RRGP_S4). La RRGP_S1 corresponde a la Tarea 1 Circunferencia
(Imagen 4.12); la RRGP_S3 a la Actividad 1 de la Tarea 3 Triangulo isosceles (Imagen
4.13) y laRRGP_S4 a las Actividades 2, 3 y 4 de la Tarea 3 (Imagen 4.15).

Inicialmente, al contrastar las tres redes, se observa la presencia reiterada de varias familias
de cddigos. Al igual que en las redes de relaciones de las socializaciones, la familia
Ambiente de aula permanecio de manera constante durante el trabajo en GeogebraPrim.
Interpretamos que el fomento del ambiente de indagacion (NS_AMB_INDAG) también se
evidencié en el trabajo en GeogebraPrim debido a la necesidad de cuestionar a los
estudiantes sobre lo que observaban en la pantalla; por ejemplo, al preguntar por el porqué
del comportamiento de las representaciones al arrastrar alguno de sus elementos. De la
misma manera sucedié con el tratamiento de las intervenciones de los estudiantes
(TRAT_INTER_EST), ya que la profesora se enfocd en sacar provecho de estas para:
trabajar sobre la instrumentalizacion de GeogebraPrim, recordar continuamente la norma de
exploracion (NORM_EXP), fijar la atencion en reconocer los elementos constitutivos de
una representacién (DISC_ELE_REP) y en los comportamientos particulares, luego del
arrastre, para identificar invariantes (EXP_IDENT_INVA), entre otras.
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Imagen 4.12 Red de relaciones del trabajo en GeogebraPrim Sesién 1 (RRGP_S1)
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Aunque los codigos relacionados con la exploracion y la representacion aparecen en todas
la redes, en la RRGP_S1 las acciones que enmarcan tienen caracteristicas especiales porque
evidencian los estados iniciales de estos procesos. Inicialmente, el trabajo en GeogebraPrim
de la Sesién 1 se enfoco en la enunciacion de normas sociales (escuchar NS_ESCUCHA y
seguir instrucciones NS _SEG_INSTR), para dar recomendaciones del trabajo con el
programa ya que era la primera vez que los estudiantes lo utilizaban. La norma de
representacion (NORM_REP_VAL) se enfoc6 en detectar las condiciones para representar
adecuadamente una circunferencia por medio de un acercamiento basado en la experiencia

mano-corporal de mantener fija la longitud de un segmento y mover uno de sus extremos.

Luego, al utilizar la herramienta circunferencia de GeogebraPrim para construir una
circunferencia, las interacciones se enfocaron en la visualizacion de la representacion para
identificar sus elementos constitutivos (DISC_ELEM_REP). La norma de exploracion
(NORM_EXPL) y la identificacion de los elementos constitutivos permitio iniciar la
regulacion de la practica de explorar y su finalidad: explorar mediante el arrastre para
identificar invariantes (EXPL_IDENT _INV). Por lo anterior, fue necesario que los
estudiantes conocieran cémo se arrastra y qué se debe arrastrar. Ademas, el uso
(USO_LEN_GEOQO) y fomento (FOM_LEN_GEO) del lenguaje geométrico que la profesora
promovié en las interacciones con los estudiantes hizo que se fueran afinando la

exploracién, la expresion de los hallazgos, y la identificacion y decantacion de ideas para la
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deteccion de invariantes. De esta manera se fue abonando un camino para la produccién de
conjeturas (PROD_CONJ).

A continuacion se presenta la trascripcion del fragmento 6:10 perteneciente a la red
RRGP_S1 que corresponde a la interaccién entre la profesora y un grupo de estudiantes al
solucionar la Actividad 3 de la Tarea 1. Los estudiantes han construido una circunferencia y
un radio de esta.

Profesora: Siempre que construyamos algo vamos a mover y empiecen a decir qué cambia, qué no

cambia y qué cambia simultaneamente. [Nicoll mueve la circunferencia]. Por ejemplo ahi,
¢qué estas moviendo?

Nicoll: La circunferencia.

Profesora: ¢Y qué pasa?

Carlos: Pues todo se mueve a la vez.

Profesora: Todo se mueve a la vez con la circunferencia. Muevan otra cosa. [Nicoll mueve el punto
sobre la circunferencia].

Carlos: Se agranda.

Mayra: Se aleja.

Profesora: ¢ Qué se agranda?

Carlos: La circunferencia.

Profesora: ¢Algo mas se agranda a la vez que se agranda la circunferencia?

Nicoll: Cuando muevo este cosito, este cosito se va agrandando.

Profesora: ¢Como dijimos que se Ilaman esos cositos?

Carlos: Punto sobre la circunferencia.

Mayra: Segmento.

Profesora: ¢Entonces?

Nicoll: El segmento se va agrandando también.

Profesora: Cuando muevo el segmento, el segmento se va agrandando y ¢ la circunferencia?

Mayra: O también se achiquita.

Nicoll: El punto del centro queda quieto.

Profesora: Si, muy bien. Muevan el punto del centro.

Mayra: Pasa lo mismo, se agranda el segmento y la circunferencia. ..

[Fragmento 6:10]
En el anterior fragmento se evidencia la evocacion de la norma de exploracion por parte de

la profesora. Luego, la interaccion se enfoca en identificar el elemento constitutivo para
moverlo. Una vez se mueve, la profesora realiza preguntas basadas en la norma de
exploracion y orienta las participaciones hacia los cambios significativos sobre los que se
queria llamar la atencion de los estudiantes. La profesora implicitamente mostré que la
exploracién se debia centrar en ciertas caracteristicas puntuales que iban a determinar el

invariante. De lo contrario, los estudiantes se podrian haber quedado en una exploracion sin
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sentido. También se observa que la profesora fomentd el uso de un lenguaje adecuado
segln lo acordado, gracias a esto la comunicacion se hizo més directa y comprensible.

En la Imagen 4.13 se presenta la RRGP_S3. En esta sesion la exploracién gener6 otras
acciones relacionadas con las representaciones. Al analizar los primeros fragmentos de la
red (16:1 y 16:3), se observo que en las justificaciones hechas los estudiantes no usaban los
hechos geométricos. Los estudiantes recurrieron a sobreponer los triangulos o a utilizar
objetos externos como regla o escuadra para comparar el tamafo. Asi establecieron que los
triangulos eran congruentes. Luego, a partir de las intervenciones de la profesora en los
grupos, los estudiantes usaron la circunferencia para verificar la congruencia de lados.

Como resultado, las justificaciones se convirtieron en justificaciones tedricas.
Imagen 4.13 Red de relaciones del trabajo en GeogebraPrim Sesion 3 (RRGP_S3)
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A continuacién se presenta la transcripcion del fragmento 16:5 perteneciente a la
RRGP_S3. En este fragmento la profesora Rosa interactlia con un grupo de estudiantes que
intentan dar solucion a la Actividad 1, de la Tarea 3. Los estudiantes del grupo han
determinado que todos los triangulos tienen dos lados congruentes y que los triangulos son

congruentes entre si.
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Profesora:

Nifios del grupo:
Profesora:
Arley:
Profesora:

Arley:
Profesora:
Arley:
Juan:
Profesora:

Grupo:

Bueno nifios ustedes dijeron que todos los triangulos eran...

Congruentes.

Ademas dijeron que...

Tienen la caracteristica de que dos de sus lados son congruentes.

Ahora van a mover. Ustedes dijeron que estos dos lados son congruentes. [Sefiala los dos
lados que los estudiantes determinaron como congruentes]. Empiecen a mover los puntos y
digan si esos dos lados siguen siendo congruentes [refiriéndose al tridngulo A].

A ver movamos este punto [mueve un vértice del triangulo A].

Todos van a mirar que sucede. ¢Siguen siendo congruentes?

No.

Uno es mas grande que el otro.

Mueve el otro punto [Arley mueve el otro vértice y los demas observan que el tridngulo no
tiene lados congruentes]. Si lo siguen moviendo igual ya se dan cuenta que no siguen
siendo...

Congruentes.
[Inicio del fragmento 16:5]

En el anterior fragmento se muestra que los estudiantes no habian realizado una

exploracién utilizando la norma sino que habian concluido a partir de lo que veian en la

pantalla. La profesora hizo explicito que debian mover los elementos constitutivos de cada

triangulo, de manera ordenada, para verificar su conjetura inicial. A continuacion otra parte

del Fragmento 16:5. En este momento Arley utiliza la herramienta circunferencia para

verificar la congruencia de lados (Imagen 4.14).

Imagen 4.14 Accion realizada por Arley

Arley:
Profesora:

Arley:
Arley:

Juan:

R | o

Bo Elige y Mueve: Arrastra o selecciona objetos (Esc)

Ahora si.

Ya podemos seleccionar la flechita [Toma el mouse, elige la herramienta arrastre y un
vértice y arrastra para ejemplificar el arrastre por varios sitios de la interfaz]. Si mueven
para donde sea, para donde sea... ;Qué pasa? Los lados que me dijeron que eran
congruentes, ;siguen siendo congruentes?

Si. [El resto del grupo dice que no].

iSi sefiora! [En un tono mas alto]. Claro porque... [Juan observa el movimiento del
triangulo ligado a la circunferencia].

iSi! Porque siguen teniendo la misma distancia del punto del centro al punto de la
circunferencia.
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Profesora: ¢Siguen siendo como?
Nifios del grupo: Congruentes.

Profesora: Pero este segmento, ¢cédmo se llama?
Arley: Radio.
Profesora: Sigue siendo radio. Entonces ustedes lo mueven y sigue pasando lo mismo.

[Final de fragmento 16:5]

En el anterior fragmento se evidencia que la herramienta circunferencia fue utilizada para
explorar un triangulo y asi verificar la propiedad de congruencia de dos de sus lados.
Aunque inicialmente, a través de la visualizacion se pudo inferir que los lados eran
congruentes, la profesora por medio de su accion propuso que se debian arrastrar los
elementos en todas las direcciones, ya que los estudiantes no lo hacian.

Para hablar de las representaciones en estas redes, abordaremos la RRGP_S4 cuya

codificacion esta relacionada con las Actividades 2 y 3, de la Tarea 3 (Imagen 4.15).
Imagen 4.15 Red de relaciones del trabajo en GeogebraPrim Sesion 4 (RRGP_S4)

La construccion del triangulo isosceles a partir de la circunferencia no causé mayor
dificultad ya que los estudiantes lograron identificar los lados congruentes al asociarlos con
los radios de una circunferencia (DISC_ELEM_FIG y DIF_ROL_ELEM_FIG). De esta
manera los estudiantes representaron el tridngulo isésceles (PRO_REP_FIG) y mediante el
arrastre se valido tal representacion (REP_GEO_VAL).
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A continuacion se presenta la transcripcion del fragmento 20:12 perteneciente a la
RRGP_S4. Este fragmento corresponde a la solucion de la Actividad 3, de la Tarea 3. Los
estudiantes realizan la construccion de un triangulo isosceles a partir de un segmento AB

dado como uno de los lados congruentes del triangulo.

Profesora: ¢Qué van a hacer?
Ricardo: Vamos a utilizar la circunferencia primero.
Profesora: ¢Donde crees que debes dibujar la circunferencia? [Ricardo dibuja una circunferencia como

lo muestra la Imagen 4.16].

Imagen 4.16 Construccion realizada por Ricardo

Cirsunferencia dados =u Sentro v uno

,/ \\
Fusigh. )
N—
Profesora: Fijense que el lado que les dieron debe ser un lado congruente. Para que el lado sea
congruente, ;qué parte de la circunferencia tenia que ser?
Esneider: Un radio.
Profesora: Un radio. ¢ Y qué hacen para que ese segmento que esta ahi sea un radio?
Esneider: Poniendo una circunferencia aqui [sefiala el centro de la circunferencia].
Profesora: Poniendo una circunferencia. Muy bien, escuchen a su compafiero.
Diego: Ah ya sé. [Diego toma el mouse y ubica una circunferencia con centro en A como se
muestra en la Imagen 4.17].
Profesora: ¢ Y ahora qué hacen?
Ricardo: Un triangulo [Con la herramienta segmento Diego completa el triangulo. Exploran la

representacion para verificar que se mantienen dos lados congruentes y colocan la
convencidn a los dos lados congruentes como se muestra en la Imagen 4.18].
[Fragmento 20:12]

Imagen 4.17 Accion realizada para que el segmento  Imagen 4.18 Accion realizada para construir el
fuera uno de los lados congruentes triangulo isosceles

*los s pamgpuenies, 25 ladas cangruentes._

i “ - “

En el anterior fragmento se evidencia que los estudiantes inicialmente tuvieron dificultad
sobre la ubicacion adecuada de la circunferencia para construir el tridngulo. La interaccion

entre el grupo y la profesora, a partir de la indagacion, orientd el proceso de representacion
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adecuado. Una vez se obtuvo la representacion (PRO_REP_FIG), se recurrid a la
exploracion para verificar propiedades (EXP_VER PROP) y se us6 la convencion para
simbolizar e identificar visualmente los lados congruentes (USO_CONV).

Los anteriores analisis, evidencian que las normas regularon las acciones especificas al
explorar, justificar y representar. Estas acciones mediaron las interacciones y
participaciones entre los estudiantes, el profesor y el ambiente en GeogebraPrim, apoyando
la conformacion de un ambiente de aula apropiado para la constitucion colectiva del

criterio.

4.3 Analisis familias de coédigos

Como se menciono en el Capitulo 3, los codigos se agruparon por familias a las cuales se
les asignd un color. En los analisis anteriores se pudieron entrever relaciones entre codigos
de una misma familia y una posible dindmica interna durante el experimento de ensefianza.
La dindmica interna de cada familia describe la presencia de los cddigos a través de todas
las sesiones, permitiendo ver graficamente la vida e interrelacion de los mismos. En este
apartado se analizan dos familias que consideramos evidencian una evolucion que apoya la

constitucion colectiva del criterio. Estas son: representaciones y justificacion.

4.3.1 Familia justificacién
En esta familia se analizaron aspectos de la justificacion que fueron rastreados por los
codigos que se muestran en la Imagen 4.19. En la imagen se puede observar que durante

cada sesion y en cada registro se evidenciaron distintas formas de justificar.
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Imagen 4.19 Dindmica interna familia Justificacion

Familias Justificacidn

Dominio | Sesiones | Codigas JUST_NO_G_JUST_EVOC INV] JUST T | JUST_CONV
Socializacion 1
Socializacion 2
Socializacion 3
Socializacion 4
Socializacion 5
Computador
Ipad
Lépiz y papel

Circunferencia
Sesion 1

Socializacion

Computador

Segmentos
congruentes
Sesién 2

Ipad
Lapizy papel
Socializacion
Computador

Ipad
Socializacion A
Socializacion B
Computador
Ipad
Socializacion
Ipad
Lapiz y papel
Socializacion

Triangulo dsceles

Computador

Triangulo
equikitero

Ipad

Lépiz y papel

Ipad
Aplicacién B

Sesion 8 Sesion 7 |Sesion 6|Sesion 5| Sesion 4 | Sesion 3

Lépiz y papel

Durante el experimento se rastrearon justificaciones hechas por medio de la ostension y la
percepcion; es decir los estudiantes realizaban explicaciones relacionadas con las
propiedades refiriéndose a lo que veian en una representacion. A este tipo de justificaciones
se les asignd el cdodigo JUST _NO _G. La Imagen 4.19 muestra que este tipo de
justificaciones tuvieron mayor presencia en la Sesion 1 y esporadicamente en la Sesion 3.
La presencia de este cddigo se interpreté como un estado inicial de las justificaciones de los
estudiantes al inicio del experimento y nos permitid tener un punto de partida para observar

el proceso y los avances.

El siguiente fragmento, correspondiente a la Actividad 1 de la Tarea 3, en donde un grupo
de estudiantes realizan la actividad de exploracion para detectar el invariante tener dos

lados congruentes, muestra un ejemplo de justificacion no geométrica.

Juan: Yo pienso que este lado es congruente con este [Sefiala en la pantalla dos lados del triangulo
A que perceptualmente se ven congruentes].

Profesora: ¢Cudles lados son congruentes?

Juan: Este y este [Sefiala los dos lados].

Profesora: ¢ Cémo pueden comprobar que este lado mide lo mismo que este?

Juan: Uhmm...

David: Miren esto se ve [Sefiala los dos lados del triangulo A que sefial6 Juan]. Mire Juan este se ve

como perfecto.
[Fragmento 16:3]
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En el anterior fragmento se observa que la justificacion de David a la pregunta de la
profesora se basa en la percepcion es decir, para David es suficiente justificar que los lados

del triangulo son congruentes porque se ven congruentes.

En la Imagen 4.20 se observa la justificacion dada por un estudiante a la pregunta 5 de la
Actividad 4, de la Tarea 1.

Imagen 4.20 Respuesta de un estudiante a la pregunta 5 de la Actividad 4 Tarea 1

Trascripcion

4 - 5. ¢Cudles son circunferencias? ¢Por
qué?
Porque tiene forma y no es un ovalo
i 7 sino un circulo la segunda y la cuarta

En la anterior respuesta se observa que el estudiante puso en juego una justificacion basada
en la percepcion. El estudiante no utilizé instrumentos de verificacion trabajados en las
actividades previas. Para el estudiante fue suficiente identificar la forma o lo mas cercano a

ella para justificar su eleccion.

La Imagen 4.19 también muestra que el codigo JUST_NO_G est4 ausente a partir de la

Sesion 4, lo que evidencia que los estudiantes avanzaron en sus formas de justificar.

Uno de estos avances se evidencio cuando los estudiantes utilizaron, para justificar, las
acciones realizadas en GeogebraPrim es decir, evocaron las acciones que derivaron en los
invariantes detectados en dicho programa al explorar las representaciones. A este tipo de
justificaciéon se le asigno el cédigo JUST_EVOC INV. En la Imagen 4.19 se observa que
este tipo de justificaciones se presenta durante todas las sesiones trabajadas en las clases de
geometria. Esto se debe a que se realiz6 un trabajo sostenido en GeogebraPrim sobre
deteccion de invariantes que era importante para dar el paso a las representaciones en los

ambientes de lapiz y papel con regla y compas y a mano alzada.

Este tipo de justificaciones se observé constantemente en las actividades en lapiz y papel.
Esto se debe a que las algunas actividades se disefiaron para tal fin, es decir, para que las
acciones realizadas en GeogebraPrim se utilizaran significativamente en las

representaciones en lapiz y papel.
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La Imagen 4.21 muestra un ejemplo de este tipo de justificaciones.

Imagen 4.21 Respuesta de un estudiante a la Actividad 4 de la Tarea 1, numeral 4

4. (Puedes escribir I3 medida de los demas radios de cada circunferencla? ¢ Por qué? Escribela TranSCfipCién
= - Por  9ve¢ nonca 4. ¢Puedes escribir la medida
245 ; o —‘fc(‘;—a—ﬁ‘;fﬁm- d_e los dema_s radios de cao,la
Pt ot Ve oy o oy g circunferencia? ¢Por qué?
—— ‘ c | Sieande Seey Escribela.
= "Wi4s) —Peduedo  donca

215 e s —‘;ﬁ*ﬁlf::f:\—\r‘i Porque nunca va a cambiar
e la medida, asi sea grande o
pequefioc nunca cambia la

medida

En la justificacion anterior se puede evidenciar que el trabajo realizado en GeogebraPrim
sobre el invariante se traslada a una representacion en el ambiente de lapiz y papel. La
expresion “nunca va cambiar asi sea grande o pequefia” muestra que el estudiante evoco el
movimiento de arrastre y la invariancia que deja tal movimiento en la circunferencia para

justificar.

Al contrastar la presencia del cddigo JUST_EVOC_INV con los deméas de la familia
Justificacion (Imagen 4.19), se observa una coexistencia con cada uno de ellos. Por
ejemplo, la coexistencia con el codigo JUST NO G se debe al paso transitorio de
justificaciones por medio de la ostension a justificaciones evocando el invariante. Esta
emigracion se debe, por un lado a las experiencias que van teniendo los estudiantes en

GeogebraPrim y por otro, como fruto de la reflexién y las socializaciones.

La coexistencia con el cddigo JUST_T (Sesion 2 en adelante), se debe a la relacion con la
instauracién de los primeros hechos geométricos y la norma de justificacion. Por ende, las
justificaciones cambian al utilizar los hechos geométricos lo que las convierte en
justificaciones que denominamos tedricas (JUST_T). Al igual que las justificaciones
anteriores, las justificaciones tedricas comienzan a permear las socializaciones, el trabajo

en GeogebraPrim y en lapiz y papel.

Las siguientes respuestas de los estudiantes dan cuenta de las ideas expuestas en los
parrafos anteriores. La Imagen 4.22 corresponde a la respuesta de un estudiante a la
Actividad 5 Tarea 3.
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Imagen 4.22 Respuesta de un estudiante a la Actividad 5 de la Tarea 3, numeral 3

ngulo es isdsceles, explica tu respuesta. Coloca las marcas que sefialan los lados TrascrlpC|0n R .,

ulo es isdsceles, 3. Comprueba si cada tridngulo es
— T isdsceles, explica tu respuesta. Coloca
‘ A ! las marcas que sefialan los lados

3. Comprueba

congruente:

e AR ; congruentes si el triangulo es
s S i ‘ isosceles.
' J No. EI C no hace parte de la

‘ 1 circunferencia porque no es un radio
T R e ningln lado es congruente con el
e T e e otro, porque todos los radios de una

D ‘ circunferencia son congruentes

Mo | Si. Si porque todos radios de una

- circunferencia son congruentes al ser
congruentes se demuestra que es un
triangulo isosceles

m

En la imagen anterior se evidencia que el estudiante utilizo la circunferencia para verificar
la congruencia de lados y de esta manera relacionar los hechos geométricos que justificaran
la comprobacion. En la primera respuesta, el estudiante trazé la circunferencia y se dio
cuenta que el punto C no hacia parte de esta. Este hecho lo pudo llevar a pensar en que si
no pertenece a la circunferencia el segmento AC no es un radio y como no lo es no hay
congruencia entre los segmentos AB y AC porque si fuera un radio se sabe que todos los
radios de una circunferencia son congruentes. En la segunda respuesta, el estudiante trazé
la circunferencia y se dio cuenta que dos lados DE y DF son radios de la misma. De esta
manera enuncia el primer hecho geométrico “todos los radios de la circunferencia son
congruentes” lo que le permite usar al tercer hecho geométrico, “al ser congruentes se
demuestra que el triangulo es isdsceles” y por tanto coloca la convencion que denota tal
congruencia. Finalmente podemos apreciar que para justificar el estudiante utiliz6 los

hechos geométricos adecuadamente.

La Imagen 4.23 corresponde a otra respuesta de un estudiante a la misma pregunta.
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Imagen 4.23 Respuesta de un estudiante a la Actividad 5 de la Tarea 3, numeral 3

s [Porgue LeneZ laodosCongyue)
VIS N de<squal al moveicac{as-
D Tl el vetice D6 pnohiiens;
. X A %A : 3 o
" \as2aclas cong{uentes o unlads
~ desiauol =
1 -~ 1 "0 \ \ o ~n
2 Ne | Toambién los2iag cong{ U e
- : -
Lan {0dinsS de una L A0 O LA
E L‘Irl 4 ) e Sradistio 1
. (el gy (i 4]
et __lpuniao a iy 10

Trascripcion

Si. Tiene dos lados congruentes y uno desigual al mover o arrastrar el vértice D se mantienen los dos lados
congruentes y uno desigual. También los dos lados congruentes son radios de una circunferencia que tienen
la misma distancia del punto del centro a cualquier punto de la circunferencia.

La anterior justificacion hace uso de una justificacion evocando el invariante y de una
justificacién tedrica. Ademas en la justificacion por invariante se incluye el lado desigual,
donde a pesar del movimiento, las propiedades se mantienen, es decir, los lados
congruentes se mantienen y el lado desigual también. Al comprobar que la representacion
cumplia las propiedades el estudiante coloco la convencién. De esta manera se evidencia

que la convencion esta cargada de significado.

Es asi, como las justificaciones de los estudiantes se ampliaron a un tipo de justificaciones
en las que el uso de la convencion servia para identificar y justificar la congruencia de lados
en una representacion. De esta manera aparecieron justificaciones en las que existia una
conviccion de la propiedad de congruencia de segmentos en una representacion, mediante
la convencion (JUST_CONV).

Posteriormente poco a poco y con un esfuerzo constante, las justificaciones de que una
representacion fuera la representacion de un tridngulo equilatero o isosceles, se fueron
desprendiendo de las caracteristicas perceptuales y se enfocaron en la presencia de la

propiedad de congruencia a través de la convencion.

En la Imagen 4.24 se presenta la respuesta de un estudiante al proponérsele indicar y

explicar si el triangulo dado es o no equilatero, sin utilizar el compas.
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Imagen 4.24 Respuesta de un estudiante a la Actividad 3 de la Tarea 4, numeral 2

ta Trascripcion
= Si | Porque OO fugn@ QS rocroorS o | 2. Sinutilizar el
. bl 55 —~ ;(_{::a;ﬂ”__v’ compds indica si cada
' ~ dibujo representa o no
un triangulo
e | — equilatero. Explica tu
B [ 33be respuesta.
No. No tiene las
marcas que lo
diferencien de que si
es congruentes 0 no
= W [Foraue oor e Trrne 1o Si. Porque tiene las
oS  Tgue s, ol Eerar. marcas que o
7| e | @a—de jﬁ %jﬂu"/fdmjﬁnf‘ . diferencian que es
L - SRR i appee = g | equilatero no importa
: o | es _ous 25 conovrucnies su aspecto o como se
e abe | ot dodesS. = vea lo importante es
€ — ‘ que es congruentes

sus lados.
Las anteriores justificaciones evidencian que el estudiante se desligd de los aspectos

2. Sin utllizar el compas indica ¢l cada dibujo representa o no un triangulo eguildters. Explica tu respuesta.

o

perceptivos de la representacion y usé el significado de la convencién. En la primera
respuesta, aunque el tridngulo parecia equilatero, el estudiante enfatizd en la no presencia
de la convencion y por tanto no lo identific6 como equilatero. En la segunda respuesta, el
estudiante hizo énfasis en que no importa la apariencia, lo importante es la presencia de la
convencion. Esto significa que para el estudiante una representacion adecuada de un
triangulo equilatero debe tener la convencion que evoque la propiedad de congruencia de

lados.

4.3.2 Familia representaciones
En esta familia se analizaron aspectos de las representaciones que fueron rastreados con los
codigos que se muestran en la Imagen 4.25. Se puede observar que la aparicion de los

cddigos al inicio es escalonada y luego su presencia durante las sesiones es constante.

Como se observa en la imagen, el primer cédigo en aparecer es REP_GEO_VAL; con este
codigo se relacionaron los fragmentos en los que se realizaba un juicio sobre si una

representacion de una figura geomeétrica era valida, o no.
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Imagen 4.25 Dindmica interna familia Representaciones

Familias Repr i
Dominio | Sesiones |cédigos REP_GEO_VAL [PRO_REP_FIG] Uso_conv [inDaG_comy
Socializacion 1

Socializacion 2
Socializacion 3
Socializacion 4
Socializacién 5
Computador
Ipad
Lapiz y papel
Socializacion
Computador
Ipad

Circunferencia
Sesion 1

Segmentos
congruentes

Lapiz y papel
Socializacién
Computador

Ipad
Socializacién A
Socializacién B
Computador
Ipad
Socializacién
Ipad

Lapiz y papel

Triangulo sdsceles

Socializacién

Computador

Triangulo
equilitero

Ipad

Lapiz y papel

Ipad

Sesiin 8 | Sesion 7 |Sesidn 6 |Sesiin 5| Sesiind [Sesidn 3| Sesion 2

Aplicacién
Lapiz y papel

En la Sesion 1 estos juicios se enfocaron en determinar las caracteristicas y propiedades
para representar correctamente una circunferencia. En la trascripcién del Fragmento 5:1 se
ejemplifica el anterior hecho. EI fragmento corresponde a la socializacion de la Actividad 1
de la Tarea 1 y hace parte de la discusion sobre como debe ser el segmento para que al
activar la herramienta traza a uno de los extremos y moverlo se represente una

circunferencia.

Profesora: ;Como debe ser el segmento que va desde el centro a cualquier punto sobre la
circunferencia?
Pablo: El segmento debe medir lo mismo, deben medir exactamente lo mismo, porque si ho mide

lo mismo quedaria mal hecha. Entonces no daria circunferencia.
[Fragmento 5:1]

En el fragmento se evidencia que el estudiante entiende que la caracteristica para que se
represente adecuadamente una circunferencia es que el segmento radio conserve su

longitud.

En las sesiones posteriores, los juicios sobre si una representacion era valida, o no,
dependieron del ambiente donde se representaban figuras y de las normas de representacion

enunciadas para cada ambiente (N2, N2 y Ns).
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Las representaciones de las figuras tridngulo isésceles y triangulo equilatero en los tres
ambientes se derivaron de los procedimientos que los estudiantes utilizaron para realizar la
representacion. Estos procedimientos fueron codificados con el cédigo PRO_REP_FIG. En
la Imagen 4.25 se observa que constantemente se representaban figuras y se discutia sobre
dichas representaciones. Ademas, su coexistencia con REP_GEO_VAL indica que los
procedimientos de representacion eran juzgados y discutidos para determinar su validez.

Los procedimientos y las normas de representacion en cada ambiente se relacionaron
durante las sesiones para dar significado a la convencion de congruencia. Su proceso fue
largo y merecid esfuerzo compartido por los estudiantes y la profesora. Al representar
triangulos isdsceles y triangulos equilateros en GeogebraPrim, y verificar mediante el
arrastre la congruencia de sus lados, la profesora propuso colocar la convencién para
identificarlos. Posteriormente esta convencion se extiende a los procedimientos y normas
de representacion con regla y compas, y a los de mano alzada. En este transito, se comparan
y se establecen relaciones entre las acciones, las herramientas y los procedimientos en cada
ambiente durante las socializaciones, el trabajo en GeogebraPrim y en lapiz y papel. En este
proceso se va logrando poco a poco que los estudiantes den sentido teorico a la convencion

de congruencia, para asi constituirla y utilizarla.

Como consecuencia del anterior proceso los estudiantes usaron la convencion cuando
representaron triangulos isosceles y equilateros en los tres ambientes. Se asignd el cddigo
USO_CONV al uso de la convencién para indicar congruencia de segmentos en las
representaciones. En la Imagen 4.25 se observa que este codigo aparece al desarrollar las
actividades de la Tarea 3 sobre triangulos isosceles y permanece para las siguientes tareas,

lo que ratifica que los estudiantes usaron la convencion para indicar congruencia de lados.

A continuacién se muestra una parte del fragmento 23:11, correspondiente a una
socializacion, con la cual queremos dar cuenta de algunas de las ideas anteriores. Previo a
este momento la profesora mostréo un procedimiento de representacion de un triangulo
isosceles a partir de un segmento dado, el cual era uno de los lados congruentes (al finalizar

el procedimiento se obtenia una representacion blanda de un triangulo isdsceles).
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Profesora: Entonces, ¢qué hicimos para construir bien un triangulo isésceles?
Varios

estudiantes: Trazar una circunferencia [La profesora deshace la construccién anterior, deja el segmento
inicial y sobre él traza una circunferencia donde el segmento inicial se convierte en el radio].

Profesora: ¢Y después qué haciamos?

Varios

estudiantes: Construir un triangulo.

Profesora: Pero, ¢como?

Arley: Se construye otro radio y luego se unen.

Profesora: Muy bien [La profesora construye otro radio y los une en los extremos para construir un

triangulo] y ahora movemos [La profesora arrastra cada uno de los vértices del triangulo]
¢se siguen manteniendo dos lados congruentes?

Varios

estudiantes: Si.

Profesora: Ahora, nosotros aprendimos a sefialar los dos lados que eran congruentes. ¢Como lo
haciamos?

Juan: Con decoracion [Juan evoca la forma de colocar la convencion en GeogebraPrim].

Profesora: Cuando dos lados son congruentes colocamos la misma sefial. [La profesora coloca la
convencion y luego pregunta]. Que el segmento AC y el segmento BC tengan la misma
rayita, ¢qué significa?

Arley: Que esos dos lados son congruentes.

[Fragmento 23:11]
Como se evidencia en el anterior fragmento, la profesora realiz6 preguntas para reconstruir
el procedimiento adecuado de representacién. Cuando se comprob6 que la representacion
era robusta, se colocé la convencion a los lados congruentes. Finalmente la profesora

preguntd por el significado de la convencion obteniendo una respuesta favorable.

Finalmente, en la Imagen 4.25 se observa el codigo INDAG_CONV. Este cdédigo se usé
para los fragmentos en donde la profesora o los estudiantes preguntaban sobre la
convencion acordada para representar congruencia, o donde se impulsaba a los estudiantes
a usarla. La presencia de este codigo durante las sesiones finales es interpretado como el
esfuerzo por conformar un ambiente de indagacion sobre el significado y uso de la
convencion para representar congruencias. Como se ha mostrado en varios ejemplos
durante el capitulo de analisis, estos esfuerzos dieron sus frutos ya que los estudiantes se
enfocaron en el significado de congruencia que provee la convencion y lograron representar
un tridngulo isosceles y equilatero a mano alzada a partir de la propiedad de congruencia de
lados. La Imagen 4.26 muestra las representaciones hechas por un estudiante de varios

triangulos isdsceles.
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Imagen 4.26 Representaciones a mano alzada de un triangulo isésceles por parte de un estudiante

En la imagen se observa que el estudiante represento triangulos is6sceles a mano alzada con

convencién. Ademas, usé una convencién distinta en cada triangulo.
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5. CONCLUSIONES
Este trabajo de investigacion, a partir de unos antecedentes y unas problematicas detectadas

en nuestras practicas como docentes de geometria y en la literatura investigativa, se
propuso sugerir una via que contribuyera al establecimiento de aspectos normativos que
generaran la constitucion de un criterio sobre lo que se considera una representacion grafica
adecuada de una figura geométrica. Para tal fin, se elabor6 y puso a prueba un experimento
de ensefianza en un aula de geometria con estudiantes de quinto grado. El analisis y
resultados de los datos recolectados evidencian el alcance del experimento de ensefianza.
En este capitulo presentamos las conclusiones en relacion a los objetivos propuestos, las
hipotesis de la investigacién, los aspectos generales de la investigacion y algunas

cuestiones abiertas a futuras investigaciones.

5.1 Respecto a los objetivos de la investigacion

Presentamos a continuacion las conclusiones en relacion con los objetivos especificos de la
investigacion para luego determinar el alcance del objetivo general.

Respecto al primer objetivo especifico que correspondia a disefiar, implementar y evaluar
una intervencién de ensefianza que posibilitara el establecimiento colectivo de un criterio
sobre lo que se considera una representacion grafica adecuada de una figura geométrica,
consideramos que este se cumplid, como lo hemos mostrado en este escrito. Se logro llevar
a cabo un experimento de ensefianza planeado cuidadosamente por el equipo investigador,
se implementd la propuesta con estudiantes de quinto grado con el apoyo de la profesora
titular del curso, y finalmente se logré recopilar, organizar y analizar la informacién con el
fin de evidenciar, mediante el analisis hecho, que los estudiantes y la profesora lograron
constituir colectivamente el criterio de representar un triangulo isdsceles y un triangulo
equilatero mediante una convencion que indicara congruencia de lados.

En cuanto al objetivo de identificar aspectos normativos que contribuyeran a compartir el
criterio sobre lo que se considera una representacion grafica adecuada de una figura
geométrica, mediante las categorias emergentes derivadas del analisis se logré evidenciar
que los aspectos normativos sociales y sociomatematicos influyeron de manera positiva en
la conformacion del criterio. Por un lado, se determind que el impulso de normas sociales

como: seguir instrucciones para realizar las actividades propuestas; incentivar a los
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estudiantes a expresar sus ideas sin prejuicio al error y como un mecanismo de
participacion de los acuerdos; escuchar las opiniones de los compafieros con la finalidad de
aprobar o desaprobar, con argumentos, las afirmaciones hechas; preguntar el porque de las
afirmaciones (tanto estudiantes como la profesora), y dudar de lo que se exprese si no esta
fundamentado en acuerdos establecidos; tratar adecuadamente las intervenciones de los
estudiantes para direccionarlas en torno a la consecucién de compartir el criterio;
contribuyeron al establecimiento de un ambiente de aula de indagacion y de participacion.
Por otro lado, las normas sociomatematicas que tenian relacion con las normas de
exploracion, representacion y justificacion, fundamentaron las practicas, las participaciones
y las interacciones que determinaron la constituciéon del criterio sobre la representacion
gréfica adecuada de una figura geométrica. Las normas de exploracién orientaron las
acciones en GeogebraPrim hacia la deteccion de invariantes de congruencia, los cuales
posteriormente fueron aceptados, institucionalizados, y teorizados mediante hechos
geométricos. Las normas de justificacion orientaron las formas de justificacion y
convencimiento al establecer que las afirmaciones hechas en el aula se sustentaban con los
hechos geométricos establecidos previamente. Las normas de representacion orientaron la
representacion de figuras geomeétricas en los tres ambientes (Geogebraprim, l&piz y papel
con regla y compas y a mano alzada), en los que se establecié que una representacion
valida evoca las propiedades geométricas de la figura que representa.

Finalmente, respecto al tercer objetivo, estudiar el potencial de la geometria dinamica en el
paso de la representacion en GeogebraPrim a la representacion con instrumentos de trazo y
a la representacion con convenciones y su relacién con el establecimiento de aspectos
normativos, consideramos que el estudio corroboré resultados investigativos previos y dio
luces sobre otros elementos que tienen que ver con la exploracion y la representacion que
son importantes considerar. La geometria dinamica permitio explorar las representaciones
de una manera dindmica, lo que llevdé a (i) la identificacion de invariantes; (ii) la
identificacion de los elementos constitutivos de las representaciones y gracias a ello a
centrar la atencion de los estudiantes en los efectos del movimiento sobre ellos; (iii) la
verificacion de propiedades; (iv) la elaboracion de conjeturas; (v) la identificacion de

propiedades; (vi) el establecimiento de hechos geometricos; (vii) la identificacion de
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diferentes roles que pueden desempefiar los elementos constitutivos de una representacion
para poderlos relacionar con hechos geométricos establecidos y detectar invariantes para la
elaboracion de conjeturas. El programa de geometria dindmica facilito la representacion de
figuras y la comprobacion de la validez de las mismas.

Respecto al transito entre los ambientes de representacion, la geometria dinamica facilito:
(i) establecer relaciones entre las acciones y las herramientas del programa y los
instrumentos de trazo (regla y compas); (ii) evocar el movimiento de una representacion en
Geogebraprim en una representacion en lapiz y papel; (iii) trasferir los invariantes
detectados (hechos geométricos) a las representaciones en los dos ambientes de lapiz y
papel; (iv) utilizar la convencion a partir de un significado tedrico al representar figuras con
los instrumentos de trazo y a mano alzada.

Respecto a la relacion del programa con el establecimiento de aspectos normativos este
facilito la conformacién de un ambiente de indagacion y participacion, y el establecimiento
de normas sociomatematicas de exploracion y representacion de figuras que permitieron
que las practicas de aula en las que se utilizan las representaciones de las figuras
geométricas fueran cercanas a las practicas matematicas.

Finalmente, la consecucion de los tres objetivos anteriores configuraron el alcance del
objetivo general: sugerir una via que contribuyera al establecimiento de aspectos
normativos que generaran la posibilidad de compartir un criterio sobre lo que se considera
una representacion grafica adecuada de una figura geométrica. La via sugerida con la cual
estd enmarcado este experimento de ensefianza se muestra en el Esquema 5.1.
Manifestamos que un aula de clase, con un ambiente apropiado basado en normas sociales
basicas y normas sociomatematicas, que se constituyen en la practica diaria a través de la
solucion y socializacion de unas actividades planeadas cuidadosamente, referidas a una
figura geométrica y su representacion, van constituyendo en las interacciones de los
participantes una comunidad. En esta comunidad el lenguaje geométrico, las practicas de
explorar, justificar y representar se van refinando poco a poco, y se van acercando al
lenguaje y practicas de la comunidad matematica generando un ambiente propicio que
posibilita la constitucion colectiva del criterio sobre una representacion grafica adecuada de

una figura geométrica.
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Esquema 5.1 Via sugerida como resultado del experimento de ensefianza

= . . =

I

----
\ J J /

[ Constitucion colectiva del criterio sobre una representacion J

gréfica adecuada de una figura geométrica.

5.2 Respecto a las hipotesis de investigacion

Las hipotesis planteadas para esta investigacion fueron comprobadas. Respecto a la
Hipotesis 1 en la cual se menciona que el reconocimiento visual de propiedades espaciales
asociadas a las figuras geométricas no es espontaneo y debe ser objeto de aprendizaje
(Laborde, 1993), corroboramos que para que los estudiantes reconocieran visualmente la
propiedad de congruencia de lados en tridngulos isdsceles y equilateros mediante una
convencion fue necesario la constitucion de un ambiente de aula basado en normas sociales
y sociomatematicas, y que por medio de la interaccion de profesor y estudiantes se
constituy6 poco a poco colectivamente el significado de la convencién. De esta manera la
representacion de la propiedad de congruencia de lados de dichos triangulos a través de una
convencion no fue espontanea y fue objeto de aprendizaje.

Respecto a la Hipotesis 2 sobre la importancia de que los alumnos aprendan a controlar, a
través de conocimientos teoricos, los aspectos perceptivos ligados a las representaciones,

encontramos que los estudiantes fueron poco a poco hallandole significado a lo que la
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convencion de congruencia representaba en cada uno de los ambientes. Por ejemplo,
durante el proceso de representacion de figuras a mano alzada, los estudiantes se fueron
desligando de aspectos perceptivos en las representaciones de triangulos isosceles y
equilateros como la rectitud e igualdad de medidas de los lados, y se fueron fijando en el
significado teodrico de la convencion de congruencia que evocaba la propiedad de
congruencia de lados en dichos tridngulos. De tal manera, encontramos que el uso de la
convencion en una representacion a mano alzada libera al estudiante, de tratar con
representaciones adecuadas unicamente en GeogebraPrim o con instrumentos de trazo, y le
permiten utilizar los conocimientos tedricos al mismo tiempo que representa un tridngulo
isdsceles o equilatero a mano alzada.

Sobre las Hipotesis 3 y 4 segun las cuales es recomendable trabajar con programas de
geometria dindmica por el potencial que poseen, corroboramos que GeogebraPrim fue un
mediador indispensable para introducir a los estudiantes al universo geométrico respecto a
la exploracion de representaciones de figuras para determinar propiedades invariantes y
representar figuras teniendo en cuenta aspectos tedricos. También corroboramos que fue un
mediador de las interacciones del profesor y los estudiantes puesto que facilitd la
constitucién de conocimientos geométricos tedricos a partir de los invariantes encontrados
en la interaccion con el entorno informéatico. Ademas se corrobor6 que finalizado el trabajo
en Geogebraprim los estudiantes podian discriminar entre un tridngulo isosceles y
equilatero a partir de sus lados congruentes.

Finalmente la Hipotesis 5 menciona que la evolucion de una cultura matematica en el aula
es un proceso a largo plazo, que requiere de estrategias especificas de intervencién que
comienzan muy temprano y se desarrollan durante un largo periodo. Ello se evidencié en
los esfuerzos sostenidos y prolongados realizados por la profesora y el equipo investigador
para crear un ambiente de aula de discusion y concertacion de conocimiento matematico, de
practicas de exploracion, justificacion y representacion y otros elementos que caracterizan

la cultura matematica.
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5.3 Generales de la investigacion
Las conclusiones generales de la investigacion se abordan en dos direcciones: la primera
sobre conclusiones relativas a la investigacion y la segunda sobre algunas conclusiones

importantes de la metodologia del experimento.

5.3.1 Relativas a la investigacion

Como conclusién general de la investigacion planteamos que para constituir colectivamente
un criterio sobre una representacion grafica adecuada de una figura geométrica es necesario
(i) crear un ambiente de aula de indagacion y participacion; (ii) establecer normas para
explorar, representar y justificar; (iii) disponer de un lenguaje geométrico comun con el
cual se puedan referir a las representaciones geométricas; (iv) explorar las representaciones
y justificar afirmaciones de manera cada vez mas cercana a la forma de explorar y
justificar de la comunidad matematica; (v) disponer de hechos geométricos como garantias
con las cuales justificar propiedades geométricas; (vi) representar figuras de manera cada
vez mas cercana a la forma de representar de la comunidad matematica; y (vii) hacer uso de
la convencion para obtener informacion de las propiedades de una figura.

La implementacién del experimento de ensefianza permitié observar aspectos importantes
relacionados con la geometria dindmica. Uno de ellos es que aunque la geometria dindmica
proporciona una herramienta predeterminada para representar una circunferencia, o un
triangulo equilatero, su uso no implica el reconocimiento de las propiedades geométricas de
dichas figuras. Por tanto, esta representacion puede carecer de sentido tedrico para los
estudiantes. Por lo anterior, es necesario que previamente se desarrollen actividades que
contribuyan a establecer las relaciones geométricas implicitas, no solo en la herramienta
circunferencia o triangulo equilatero, sino en las demés las herramientas que ofrece el
programa.

En cuanto a la exploracion en geometria dinamica, concluimos que es apropiado,
conveniente y necesario que los estudiantes: (i) identifiquen los elementos de una
representacion; (ii) expresen lo que observan al arrastrar los elementos de una
representacion; (iii) comprendan los hechos geométricos con los cuales estan configuradas

las herramientas predeterminadas de los programas de geometria dinamica.
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Por otro lado, el disefio de las actividades influyé de manera decisiva en la generacion de
un ambiente propicio para la constitucion del criterio. Por esta razon se propone un disefio
de actividades de exploracién para que los estudiantes identifiquen invariantes y relaciones
entre los elementos de una figura y se acompafien los hallazgos de los estudiantes con
cuestionamientos que ayuden a validar o refutar dichos hallazgos; se propone un disefio de
actividades de justificacion para que los estudiantes aprendan a justificar por medio de
hechos geométricos; se propone un disefio de actividades de representacion para que los
estudiantes representen figuras geometricas aludiendo a sus propiedades y se acomparien
los procedimientos de representacion para validarlos o refutarlos; se disefien secuencias de
actividades que involucren el uso de los programas de geometria dindmica, instrumentos de
trazo y las convenciones para la representacion de figuras geomeétricas.

Finalmente, consideramos que esta investigacion es un aporte a la comunidad de
educadores e investigadores en educacién matematica ya que proporciona elementos que
pueden orientar las précticas de aula. Esta investigacion destaca y evidencia el alcance de
las interacciones en la constitucion de una ambiente de aula cercano al de una comunidad
matematica; acentla el papel de las normas sociomatematicas como un camino para
orientar las practicas matematicas en el aula; evidencia un proceso estructurado donde se
observa que es posible que los estudiantes a temprana edad vayan adquiriendo una préctica
matematica en donde se justifiquen y argumenten las aseveraciones mediante criterios
teodricos acordados; muestra de manera practica un dialogo favorable entre los ambientes de
representacion de figuras geométricas (en programas de geometria dinamica, en lapiz y

papel con instrumentos de trazo y a mano alzada).

5.3.2 Sobre la metodologia del experimento

Resaltamos dos aspectos metodoldgicos importantes que fueron favorables para nuestro
trabajo de investigacion y que pueden interesar a la comunidad de investigadores y
docentes de la educacion matematica. Por un lado, la dindmica entre el equipo investigador
(dos de sus integrantes) y la profesora Rosa, y por otro, dos instrumentos tecnoldgicos que
favorecieron la recoleccion y organizacion de la informacion para el analisis.

La dinamica de socializacion de las actividades entre dos integrantes del equipo
investigador y la profesora Rosa fue benéfica para todas las partes implicadas. Cuando la
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profesora realizaba las actividades antes de llevarlas a cabo en el aula, ampliaba sus
conocimientos en geometria y en el uso de GeogebraPrim; al mismo tiempo se lograba
afinar las actividades. En la interaccion en el aula de clase en los momentos de trabajo en
grupo, ella observé las dinamicas de interaccion modeladas por los dos integrantes del
equipo investigador lo que le permitid6 mejorar sus practicas como profesora. Ademas ella
vivencié durante el desarrollo del experimento de ensefianza que los estudiantes avanzaban
en el conocimiento geométrico y se mejoraba el ambiente de aula. Por su parte, como
investigadores, los autores de este estudio pudimos apreciar que los aportes de la profesora
Rosa fueron importantes para la investigacion al orientarnos sobre las dindmicas de su aula
de clase y lograr una relacion amena entre la investigacién matematica y la practica de aula.
En cuanto a los instrumentos tecnoldgicos utilizados, destacamos el uso del programa
Camtasia, de los computadores portéatiles, ya que permitié capturar por medio de video las
producciones de los estudiantes en GeogebraPrim, y las interacciones entre profesora y
grupo de estudiantes y entre estudiantes, lo que facilitd la interpretacion de dichas
interacciones. También queremos destacar el uso del programa Atlas.ti ya que facilito la
organizacion, categorizacion y codificacion de la informacion, y la configuracion de las
categorias de analisis.

5.3.3 Sobre cuestiones abiertas a futuras investigaciones

En la investigacion se evidencio que en el aula de clase de geometria se establecen de
manera implicita y explicita diferentes normas sociales y sociomateméticas que afectan el
ambiente de clase; por ello, es oportuno investigar sobre otras normas sociomatematicas
que apoyen los procesos de argumentacion en geometria.

Como se evidencio en el Capitulo 4, los programas de geometria dinamica favorecen la
ensefianza de la geometria. Al mismo tiempo, introducen cuestionamientos y retos referidos
a su funcién, los cuales son necesario conocer y abordar con la finalidad de mejorar la labor
docente y aportar a la investigacion en didactica de las matematicas. Uno de esos
cuestionamientos fue detectado en nuestra investigacion y estd relacionado con el uso
significativo de las herramientas predeterminadas del programa previo a su uso. Con lo

anterior queremos llamar la atencion sobre la necesidad de hacer, con los estudiantes, un
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trabajo previo que se centre en la identificacion de las propiedades geométricas con las que
estan configuradas las herramientas del programa de geometria dinamica.

En esta investigacion se presenta una via para la constitucion colectiva del criterio sobre
una representacion grafica adecuada de una figura geomeétrica; es oportuno que tal via se
ponga en préctica para retroalimentarla y complementarla.

En la via que se propone en la investigacion se hace énfasis en la interrelacion de los
ambientes en los que se trabajan las representaciones; es oportuno que las investigaciones
en educacion matematica busquen otras formas de relacionar tales ambientes. Lo anterior
con la finalidad de brindar a los estudiantes herramientas que les permitan desenvolverse
adecuadamente en uno u otro ambiente.

Los andlisis del experimento de ensefianza mostraron que estudiantes de quinto de primaria
lograron avances significativos en sus conocimientos geométricos. Por tal razon es
necesario y oportuno realizar investigaciones sobre establecimiento de normas con

estudiantes de grados inferiores.

5.4 Aportes personales del ejercicio investigativo
A continuacion mencionamos los principales aportes de este ejercicio investigativo a la

formacion de los autores del estudio.

Nos permitio reflexionar sobre una problemética de ensefianza y aprendizaje desde una
perspectiva teodrica y a profundizar en la literatura investigativa para analizarla con otros

lentes.

La participacion como ponentes en distintos eventos nos brind6 la posibilidad de comunicar
nuestros hallazgos ante la comunidad académica siguiendo los estandares que ella propone.
Al mismo tiempo, nos permitié llamar la atencion de los profesores asistentes sobre el
manejo que le dan a las representaciones de las figuras en sus clases y a reflexionar sobre el

efecto de las normas en un aula de clase.

La investigacién nos dejé una experiencia importante frente al acompafiamiento de
profesores en el aula bajo el rol de investigadores. Este acompafiamiento nos permitio
brindar a la profesora estrategias de planeacion y ejecucion que mejoraran tanto la practica

de aula de la profesora como de la nuestra en las clases de geometria.
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El ejercicio investigativo nos enfrentd al estudio y dominio de las herramientas de los
programas Camtasia y Atlas.ti. El estudio de las herramientas de Camtasia nos permitio
adquirir destrezas sobre la edicidn de archivos de audio y video. El estudio de Atlas.ti nos
permitio adquirir habilidades sobre el manejo de informacion para facilitar su organizacion,
depuracién, codificacion y categorizaciéon, habilidades necesarias en el ejercicio

investigativo.
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ANEXOS

ANEXO A Actividades por tarea

Anexo A.1 Tarea 1 Circunferencia

Actividad 1

Dibujar un segmento.

Activar el rastro a uno de los extremos del segmento.

Conservando la longitud del segmento, mover el extremo que tiene activo el rastro.

Discutir: ¢Qué se dibujo en la pantalla? ;Por qué a unos les quedé mejor el dibujo que a otros?
¢Qué se debe tener en cuenta para que quede bien hecho el dibujo?

Actividad 2

Dibujar un segmento.

Activar el rastro a uno de los extremos del segmento.

Dibujar algunos puntos por donde debe pasar el extremo con rastro para que la representacion de
la circunferencia quede bien dibujada.

Pasar el extremo con rastro por los puntos que se dibujaron.

Discutir: ;Qued6 bien dibujada la circunferencia? ;Qué se debe tener en cuenta para que quede
bien dibujada? ;Qué condiciones deben cumplir los puntos que dibujé para que la representacion
de la circunferencia quede bien?

Actividad 3

Dibujar una circunferencia utilizando la herramienta del programa GeogebraPrim.

Identificar los elementos que aparecen en la pantalla (centro, circunferencia y punto sobre
circunferencia®¥).

Discutir: ¢Qué objetos aparecen en la pantalla? ; Ddnde estan ubicados los puntos? Mover los
puntos para observar: qué cambia, qué no cambia y qué cambia simultaneamente.

Construir un segmento que una los dos puntos (centro y punto sobre circunferencia).

Volver a mover los objetos y observar qué cambia, qué no cambia y qué cambia
simultdneamente.

Construir otro radio, mover nuevamente los objetos y observar qué cambia, qué no cambia y qué
cambia simultaneamente.

14 En GeogebraPrim cuando se utiliza la herramienta predeterminada para construir una circunferencia, en la
pantalla aparecen los objetos centro, circunferencia y punto sobre circunferencia.



Actividad 4

IhC'I'I"l.l"IDAD CIRCUNFERENCIA

MNombre: Fecha:

1. iCual pareja de segmentos, al activar el rastro, forma una circunferencia? iPor quér
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2. Ubica sais puntos que estén a la misma distancia de cada punto dado y construye una circunferencia en cada
caso. Utiliza el compas para marcar y luego para trazar.




3. Construye una circunferencia en cada caso segun la medida de cada radio.

4, iPuedes escribir la medida de los demas radios de cada circunferencia? iPor qué? Escribela.

5. dCudles son circunferencias? i Por que?

OOOO




Anexo A.2 Tarea 2 Segmentos congruentes

Actividad 1

Se presenta en GeogebraPrim un archivo con segmentos de diferentes longitudes no modificables y
una circunferencia con radio fijo®. Se les pide a los estudiantes que identifiquen los segmentos
congruentes con el segmento d (el segmento d es congruente con el radio de la circunferencia).

L3 et ity e et
:Amhivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Conectar...
TSl Al <l o An=aY IR i sl i 2l
(1‘%{‘0'\ o IR’ ’.' !‘?","7i"' ‘[X P vl -"l!"i‘-' G 28
1' L

Al ollll =
4,].\f .+ Elige y Mueve oY

15 Los segmentos de longitud fija estan estaticos. La circunferencia de radio fijo se puede mover por toda la
interfaz.



Actividad 2

ACTIVIDAD SEGMENTOS CONGRUEMTES

Nombres:

Fecha:

1. iCudles segmentos d2 los qua aparecen en |z pantalla son congruentes con el segmento d° iPor quér
d g q P & 24 4 erarqg

2. dCudles de estos segmentos son congruentes? iComao lo averiguaron?
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Anexo A.3 Tarea 3 Tridngulo is6sceles

Actividad 1
Se presenta en GeogebraPrim el siguiente archivo, en el que hay tres representaciones robustas de

tridngulos isdsceles y tres blandas.

Ao Edia Vista Opciones Heramintas Venana Anda r—
“i‘%]‘.‘l,.' /I?/I@l :;__:,_ i X%‘f:-':.’\ i. ::-‘inc é‘ix‘l:‘,] Elige y Mueve ;:
TLE

1. Observa los triangulos.

2. Explora teniendo en cuenta:

-Lo qué cambia:

-Lo que no cambia: c
-Lo que cambia simultaneamente:

m

Actividades 2,3y 4
Se presenta a los estudiantes cada uno de los siguientes archivos.

£ Actaxted 1oz 4

'Amaauwa Ogpcicnes Herramientas Ventana Ayuda Conectar... I

(v S I ) TS R R Y T B P N T 5

1. G yan un triangulo isésceles ABC wtilizando |a siguiente circunferencia

2.;Queé es AB? A
$Qué es AB en la circunferencia? (
£Que es AB en el triangulo? \ f

3. Verfiquen que el triangulo ABC es i les y coleq \
las marcas para seialar los lados congruentes, 5

4. ;Cémo pueden convencer a todo el curso que N —
el triangulo ABC e5 isésceles?

5. ;Por qué el lado desigual sl cambia?

Vi
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1. Construyan un triangulo isésceles ABC en el que el segmento AB es uno de los lados congruentes.

2. Verifiquen que el triangulo ABC es isésceles y coloquen las marcas para
sefialar los lados congruentes.

3. ¢Cémo pueden convencer a todo el curso que el tridngulo ABC es isosceles?

€3 st gl N
0 = . = -
| Y P o () = 2 1 2 = P R TR Y
T L
1. Construyan un triangulo isdsceles ABC donde el segmento AB es el lade desigual del triangulo,
A B
2. Verifiquen que el tridngulo ABC es istsceles y cologuen las marcas.
3. (Como pueden convencer a todo el curso que el triangule ABC es isdsceles 7
=

vii



Actividad 5

ACTIVIDAD TRIANGULO ISOSCELES

Mombre: Fecha:

1. 40ué pasa en GeogebraPrim con los lados del tridngulo ABC al arrastrar los vértices?

£ GesGebes
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

o 1 1] - - " ‘)\f :‘ :\_ !__ :-:' ABC o

=

2. 40ué pasa en GeogebraPrim con los lados del tridngulo ABC al arrastrar los vértices?

[2r guctntn
Archive Edita Vista Opeiones Herramientas Ventana Ayuda

ORI EEE RN
T LE
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Comprueba =i cada triangulo es isosceles, explica tu respuesta. Coloca las marcas que sefalan los lados
congruentes si el trigngulo es isdsceles.

5i | Porque
A
B
Me
C
S5i | Porque
D
.
o Me
E/
]
G S5i | Porque
-
Me
-
o

Construye un tridngulo isdsceles ABC v escribe como puedes convencer 3 tus compafieras que es isdsceles.




Realiza los siguientes pasos para construir un triangulo a partir del segmento AB:

y

+« Construye dos circunferencias que tengan el mismo radio, una con Ccentro en Ay otra con centro en B.
+  Iarca con C uno de los puntos donde s cortan |as circunferencias.

+ Construye el trigngulo ABC.

« i0wé tipo de triangulo es? Explica tu respuesta.

El profesor Jorge dibujo en el tablero el siguiente triangulo.

i0ué pusdes decir de |los segmentos AC y AB?

iQué puedes decir del trigngulo ABCY




Anexo A.4 Tarea 4 Tridngulo equilatero
Actividades 1y 2

Se presenta a los estudiantes los siguientes archivos.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

Conectar...

) B
Elige y Mueve 0a

Y 350 S 1 o] == 8 e S S S PN
T LE

1. Construye un triangulo con los tres lados congruentes.

2. ;Qué garantiza que los tres lados sean congruentes?

€7 Actividad 2.ggb

=
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda Conectar... ||
I @l
3 £33 ) P 1% o == 8% 1 53 5 5P BN oo
T m- > m-

1. Construye un triangulo equilatero a partir del segmento dado.

2. ;Como garantizas que es un triangulo equilatero?

Xi



Actividad 3

ACTIVIDAD TRIANGULO EQUILATERO
MNombre:

Fecha:

1. 3iobservas estos triangulos en el computador de un compafiero, égué crees pasara con las medidas de los lados
cuzando &l arrastre los vartices, A, By C en cada trigngulo?

s e
Archivo Edita Vista Aparencias Opciones Hemamientas Ventana Ayuda
nEREEEE SRR ENEC
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C
L]
&
-
B
L ]

-ﬂﬁwﬁlbr\l = EE
Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda
ol _n' & ':' gt _'_ >‘:" :-. :‘! !_- AEC ‘:: A, :. Elige y ...
| Be~M- s~ s~

C
-
A
-
‘E.

xii



Sin utilizar el compas indica si cada dibujo representa o no un triangulo eguildtero. Explica tu respussta.

C
A

Si

Porque

Mz

Mo
e
sabe

Si

Porque

Mo

Mz
5
sabe

S

Porque

Mz

M
e
sabe

Si

Porque

Mo

Mo
5
sabe

Si

Porque

Mo

Mz
e
sabe
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3. Construye un trigngulo equildtere ABC utilizando regla v compas. Escribe camo puedes Convencer a tus
compafieros que es equilatero.

4. Sin dibujar los lados del trigngulo que s2 forma al unir los puntos &, By C, determina si el tridgngulo es equildtero.
Explica porque proponas 258 respuesta.

C

5. Calcula en el recuadro la suma de las medidas de los lados del triangulo FGH.

Xiv



Anexo A.5 Tarea 5 Aplicacion

hlurnbre: Fecha:

1. Andrés guiere colocarle pita &l contorno de su cometa, iCuZnta pita necesita?

£ kY
£ % 30 cm
. i
i K
1& 7
Fi
3 /
'x- .‘r
\ »
% /

2. Don Federico va 8 Cercar un terreno para sembrar mazaorca, icudnto alambre de pla necesita
COMQrar para cercar con una vuelta? iCuanto para cercar con dos vueltasy?

30 metros

45 metros

3. iCudntos metros de cable se necesitan para gue el sarvicio de luz llegue a Iz casa de Marcos?

il
20 metros 10 metros |
15 metros E
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ANEXO B Descripcion de cdodigos por familias

Familia Descripcion Cédigo asignado

El codigo se usa cuando profesora, estudiantes o investigadores hacen NORM_REPR_VAL
mencion explicita de las normas acordadas para representar una figura

geométrica, a mano alzada (se usa la convencion), con instrumentos de

trazo (se usa el compas y la regla no graduada) o en GeogebraPrim (soporte

el arrastre).

El codigo se usa cuando profesora, investigadores o estudiantes hacen NORM _EXP
mencion explicita a la norma que se debe poner en practica al hacer una

exploracion en GeogebraPrim: identificar qué cambia, qué no cambia y qué

cambia simultaneamente al mover los elementos constitutivos de la

representacion.

El cddigo se usa cuando profesora, estudiantes o investigadores hacen NORM _JUST
mencién explicita a la norma de justificar propiedades con base en los
hechos geométricos aceptados previamente.

El cddigo se usa cuando los estudiantes hacen uso (o intentan hacer uso) de USO_LEN_GEO
lenguaje geométrico especializado al comunicar la solucion a un problema,
al explicar una idea, al justificar sus afirmaciones, etc.

El cddigo se usa cuando profesora, investigadores o estudiantes fomentan el FOM_LEN_GEO
uso de lenguaje geométrico para favorecer el intercambio comunicativo al
referirse a las representaciones geométricas.

El cddigo se usa cuando los estudiantes reconocen en una representacion los DISC_ELE_REP
elementos constitutivos o unidades configurales de una figura.

El codigo se usa cuando la profesora, los investigadores o los estudiantes DIF_ROL_ELEM_FIG
mencionan que un elemento de una figura geométrica puede desempefiar un
rol diferente en las representaciones existentes.

Lenguaje
geomeétrico

El codigo se usa cuando los estudiantes intervienen sobre una EXP_IDENT_INVA
representacion hecha en GeogebraPrim, en busca de invariantes.
El cddigo se usa cuando los estudiantes intervienen sobre una EXP_VER_PROP

representacion para verificar que cumple una propiedad.

El codigo se usa cuando los estudiantes hacen una formulacion explicitade PROD_CONJE
una conjetura relacionada con una propiedad de la figura geométrica.

El cddigo se usa cuando los estudiantes realizan una representacién de una PRO_REP_FIG
figura geométrica (a mano alzada, con instrumentos de trazo o en
GeogebraPrim).

El codigo se usa cuando profesora, investigadores o estudiantes juzgan si REP_GEO_VAL
una o representacion (a mano alzada, con instrumentos de trazo o en
GeogebraPrim) es o no véalida, segun las normas de representacion.

El cddigo se usa cuando los estudiantes, la profesora o los investigadores USO_CONV
usan, por insinuacién o de manera esponténea, la convencién para indicar la
congruencia de segmentos.

El codigo se usa cuando profesora o investigadores hacen preguntas sobre  INDAG_CONV
la convencion acordada para representar la congruencia o impulsan a los
estudiantes a referirse a tal convencion.

El codigo se usa cuando los estudiantes evocan el invariante detectadoen ~ JUST_EVOC_INV_
GeogebraPrim para responder preguntas en lapiz y en papel y en las
socializaciones.

El codigo se usa cuando los estudiantes explican la congruencia de JUST_CONV
segmentos a partir de la convencion.

XVi



Hechos

Convencion

Ambiente de aula
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El cddigo se usa cuando los estudiantes justifican una propiedad geométrica
utilizando uno de los hechos geométricos aceptados en el aula.

El cddigo se usa cuando los estudiantes justifican una propiedad geométrica
sin apoyarse en los hechos geométricos establecidos.

El codigo se usa cuando profesora, investigadores y estudiantes
institucionalizan los hechos geométricos o hacen mencion a que se
institucionalizaron.

El codigo se usa cuando los estudiantes hacen uso del significado de la
convencion para obtener informacion de una representacion.

El cédigo se usa cuando la profesora o los investigadores promueven la
participacion oral de los estudiantes para socializar procedimientos o ideas,
opinar sobre las ideas o los procedimientos de otros, complementar o
aclarar informacion dicha por un compafiero, establecer acuerdos, etc.

El cddigo se usa cuando la profesora saca provecho de la intervencién de un
estudiante para favorecer la constitucion colectiva del criterio.

El cddigo se usa cuando la profesora o los investigadores promueven que
los grupos de estudiantes lleven a cabo la misma actividad y en tiempos
acordados para que tengan experiencias similares que puedan compartir y
de las que se puedan llegar a acuerdos.

El codigo se usa cuando la profesora o los investigadores promueven
intervenciones que motivan a los estudiantes a justificar afirmaciones o a
hacer(o hacerse) preguntas sobre el porqué de ciertos hechos geométricos,
el porqué de algunos comportamientos al arrastre, el porqué de las
construcciones que realizan, el porqué de sus respuestas, etc.

El cddigo se usa cuando la profesora o los investigadores promueven un
ambiente de escucha y respeto a las intervenciones de los compafieros.
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ANEXO C. Redes de relaciones

Anexo C.1 Red de relaciones socializacién Sesion 1
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Anexo C.2 Red de relaciones socializacién Sesion 2
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Anexo C.3 Red de relaciones socializacion Sesién 3
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