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2.Descripcién

El presente trabajo de grado pretende establecer la manera en que las formas de
conocer determinadas por la teoria APOE se relacionan la estructura de dos libros de
texto de grado octavo en cuanto a los procesos infinitos que se involucran en la
construccion de los Numeros Reales. Para alcanzar este fin, se analizaron las unidades
de dos textos de octavo grado que estuvieran dirigidas a la construccion de los nUmeros
reales y en éstas se determind la manera como los procesos infinitos se involucran con
la Conmensurabilidad e Inconmensurabilidad, la Racionalidad e Irracionalidad, la
Completitud y Continuidad que son aspectos que junto a las formas de conocer
establecidas por la teoria APOE determinaron las categorias de analisis.




3.Fuentes

Entre las fuentes de informacion sobre las que soportamos los aspectos tedricos y
metodologicos de nuestro estudio se encuentra el articulo A framework for research and
curriculum development in undergraduate mathematics education de Asiala, Brown,
DeVries, Dubinsky, Mathews y Thomas (1996) el cual nos sirvid en la fundamentacion
sobre la teoria APOE. Por otra parte, acudimos a articulos relacionados con el analisis
de contenido y otros que fundamentan la presencia de los procesos infinitos en la
Construccién de los Numeros Reales. Los documentos consultados estan relacionados
en la bibliografia.

4.Contenidos

El trabajo se ha dividido en los siguientes capitulos:

1. Contexto general del estudio.
En este capitulo se presentan las generalidades del estudio a realizar en donde

se hace referencia a las motivaciones que lo originaron, a los objetivos que se
pretenden alcanzar con su desarrollo y al problema que se afronta a partir de la
investigacion.

2. Consideraciones Teoéricas
Los aspectos tedricos en los que sustentamos este trabajo estan relacionados con

dos ejes: la teoria APOE Yy los procesos infinitos que se involucran en la
construccion del conjunto de los Numeros Reales. En cuanto a la teoria APOE se
hace una resefia de los principales aspectos, en especial, los que van a ser de
sensible importancia en el andlisis de los textos y en cuanto a los procesos
infinitos, se hace un breve recorrido histérico de la construccion de los Numeros
Reales resaltando en cada etapa historica el impacto y la importancia que tuvo
este tipo de procesos.

3. Aspectos metodoldgicos
El tercer capitulo ha sido dedicado a la descripcion de la metodologia del estudio

en donde se detalla el tipo de comunicacion que seré estudiada, las categorias y
unidades de andlisis que se han determinado y el sistema de recuento.

4. Analisis de Resultados
En el capitulo correspondiente a los resultados del estudio, se exponen los

diferentes segmentos de cada uno de los libros con su correspondiente
clasificacion en las categorias determinadas y con un breve analisis, en donde se
justifica la forma de conocer y el aspecto del niumero real con el que cada
segmento se encuentra relacionado. Luego de esto se presentan las tablas de

Xi




resultados en las cuales se basa el analisis definitivo de cada texto, analisis que
esta determinado por las formas de conocer de la teoria APOE, por los aspectos
de los numeros reales que se relacionan con los procesos infinitos y con la
linealidad y coherencia del libro de texto.

5. Conclusiones
Por ultimo, en las conclusiones del estudio se realiza un paralelo entre los

resultados de analisis de los dos libros de texto, con el proposito de determinar
semejanzas Yy diferencias marcadas por las formas de conocer de la teoria APOE,
los aspectos estudiados en relacion a los nameros reales y la forma como los
procesos infinitos aparecen relacionados a estos aspectos.

5.Metodologia

En este capitulo se han descrito los elementos metodolégicos que tomamos en cuenta
para desarrollar nuestro estudio. El procedimiento que realizamos se dividié en cuatro
fases: 1. Seleccibn de la comunicacidbn que sera estudiada. 2. Seleccion de las
categorias que se utilizaran. 3. Seleccidn de las unidades de analisis y 4. Seleccién del
sistema de recuento o de medida.

Estas fases fueron determinadas teniendo en cuenta los pasos que sefiala Raigada
(2002) para elaborar un andlisis de contenido.

6.Conclusiones

Este capitulo resalta los principales aportes de nuestro estudio en relacién con los
objetivos que nos hemos planteado, asi como sugerencias al trabajo en grado octavo en
la construccion de los nimeros reales y la potencialidad que tiene nuestro trabajo como
disefio de analisis de textos de matematicas.
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INTRODUCCION

En el curriculo colombiano, la Construccion de los NUumeros Reales esta propuesta
para ser realizada en grado octavo de educacion basica, lo cual indica que los libros de
texto de este grado deberan incluir esfuerzos en este sentido; por otra parte, la
complejidad de los numeros reales exige que su construccion contemple diversos
aspectos gque son esenciales para su comprension tal como lo es la Completitud y la
determinacién de la racionalidad o irracionalidad de un namero en relacién con el tipo
de magnitudes que representan. Teniendo en cuenta lo anterior y el hecho de que en la
Construccion de los numeros reales subyacen los procesos infinitos, hemos optado por
realizar un analisis de dos libros de textos de matematicas de grado octavo con el
propésito de establecer la manera como se involucran los procesos infinitos en la
construccion de los numeros reales ya que el libro de texto, aparte de reflejar la manera
como el conocimiento es puesto en juego en el aula de clase, “es un valioso
instrumento educativo dado que materializa los programas curriculares, ayuda a la
organizaciéon y administraciéon del tiempo, presenta informacion verbal y grafica
estructurada pedagdgicamente y propone actividades y ejercicios en sus paginas y
fuera de ellas, que sirven para estimular y ayudar los procesos de pensamiento” (Perilla

Rubiano y Vargas Hernandez, 2003)

Para el analisis de los libros de texto nos sustentamos en la perspectiva de la teoria
APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema) la cual es una teoria cognitiva del
pensamiento matematico avanzado, que parte de una interpretacion y reformulacién de
ideas de la teoria piagetiana constructivista que se basa, principalmente, en la
abstraccion reflexiva para describir como un individuo logra determinadas

construcciones mentales sobre un concepto particular cuando se enfrenta a la actividad



matematica (Oktac, Roa-Fuentes, 2010, citado por Lépez, 2011) A partir de las formas
de conocer determinadas por la teoria APOE y los aspectos de la construccion de los
nameros reales que seflalamos anteriormente, determinamos las categorias
emergentes en las cuales clasificamos los segmentos de los libros de texto; estas
categorias emergentes no contemplan, en cuanto a la teoria APOE, la forma de
conocer Esquema dado que no es posible que esta forma de conocer los niumeros
reales se dé en grado octavo y en lo concerniente a los aspectos involucrados en la
construccion de los numeros reales, se consideré la Completitud y la Continuidad como
dos aspectos separados esto generado por las consideraciones que hacen los textos en
cuanto a las actividades de aproximacién numérica y en lo relacionado con la ubicacién

de puntos en la recta.

El trabajo se ha dividido en cinco capitulos los cuales describimos a continuacion con el

fin de dar una idea general del trabajo:

1. Contexto general del estudio: En este capitulo se presentan las generalidades del
estudio a realizar en donde se hace referencia a las motivaciones que lo originaron,
a los objetivos que se pretenden alcanzar con su desarrollo y al problema que se

afronta a partir de la investigacion.

2. Consideraciones Tedricas: Los aspectos tedricos en los que sustentamos este
trabajo estan relacionados con dos ejes: la teoria APOE y los procesos infinitos que
se involucran en la construccion del conjunto de los Numeros Reales. En cuanto a la
teoria APOE se hace una resefa de los principales aspectos, en especial, los que
van a ser de sensible importancia en el analisis de los textos y en cuanto a los
procesos infinitos, se hace un breve recorrido histérico de la construccién de los
Numeros Reales resaltando en cada etapa historica el impacto y la importancia que

tuvo este tipo de procesos.

3. Aspectos metodoldgicos: El tercer capitulo ha sido dedicado a la descripcion de la

metodologia del estudio en donde se detalla el tipo de comunicacidn que sera
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estudiada, las categorias y unidades de andlisis que se han determinado y el

sistema de recuento.

4. Analisis de Resultados: En el capitulo correspondiente a los resultados del estudio,
se exponen los diferentes segmentos de cada uno de los libros con su
correspondiente clasificacion en las categorias determinadas y con un breve
analisis, en donde se justifica la forma de conocer y el aspecto del nUmero real con
el que cada segmento se encuentra relacionado. Luego de esto se presentan las
tablas de resultados en las cuales se basa el andlisis definitivo de cada texto,
analisis que esta determinado por las formas de conocer de la teoria APOE, por los
aspectos de los numeros reales que se relacionan con los procesos infinitos y con la

linealidad y coherencia del libro de texto.

5. Conclusiones: Por ultimo, en las conclusiones del estudio se realiza un paralelo
entre los resultados de andlisis de los dos libros de texto, con el propésito de
determinar semejanzas y diferencias marcadas por las formas de conocer de la
teoria APOE, los aspectos estudiados en relacion a los nimeros reales y la forma

como los procesos infinitos aparecen relacionados a estos aspectos.

Hemos elaborado este estudio con el propdsito de aportar al analisis de los diferentes
aspectos que estan involucrados en la educacién matematica y sin mas lo presentamos

a la comunidad académica quien le dara valor y lo podré utilizar en estudios posteriores.



1. Capitulo I. Contexto general del estudio

1.1. Motivaciones que conllevan al estudio

Se puede considerar que la ensefianza del Calculo “(...) se ha convertido en uno de
los problemas neuralgicos para la educacion matematica” (Garcia, Serrano y Diaz,
1999, p. 51). lo cual se evidencia en los resultados de las investigaciones realizadas en
torno a la Didactica del Caélculo, al sefialar que la ensefianza y el aprendizaje del calculo
es un proceso complejo que genera multiples dificultades tanto a los estudiantes como
a los profesores (Gonzélez, 2007), ademas se identifica que estas se encuentran
relacionadas con los siguientes aspectos:

- Convertir conceptos béasicos como limite y derivada en un conocimiento
puramente algoritmico.

- Aspectos ligados con el infinito, ya que introduce una nueva forma de
razonamiento.

- Conceptos en torno a cantidades infinitamente grandes e infinitamente pequefas

(Azcarate, Bosch, Casadevall y Casellas, 1996)

Las anteriores dificultades sugieren tener en cuenta en la conceptualizacion y
discurso del calculo escolar aspectos relacionados con el infinito y procesos infinitos; sin
embargo esto aun no se evidencia en las aulas de matematicas como lo sefala
Montero y Scheuer (2006), al considerar que es normal tratar en los cursos de
matematica basica el concepto de infinito sin mayor profundidad y explicacion como si

fuese un concepto de facil asimilacion para los estudiantes.

De acuerdo a lo expuesto consideramos que la inclusion, acercamiento y trabajo en
el aula de matematicas con procesos infinitos, bien sea a través del discurso y
actividades propuestas por el docente o por el uso del libro de texto, puede facilitar en
los estudiantes de Educacion Media el trabajo y comprensién de los conceptos

fundamentales del calculo; ya que sirven como bases conceptuales para la construccion



de nociones tales como la de limite, derivada e integral, lo cual estd en concordancia
con planteamientos realizados por Gonzélez (2007) al sefialar que la ensefianza de
conceptos del calculo deberia ser un proceso que cuente con mayor tiempo y que se
inicie desde la ensefianza primaria hasta la superior, de tal manera que pueda tener en
cuenta las fases: intuitiva (en la ensefianza realizada en educacion primaria a través
nociones que involucren el cambio y la variacion en la vida cotidiana), pragmatica (fase
de tipo exploratorio que sirve como fundamento para las nociones porsteriores del

calculo) y formal (en esta ya se enfatiza en el lenguaje formal y la parte demostrativa).

Afadimos que de acuerdo con Gonzalez (2007) las investigaciones relacionadas con
la ensefianza universitaria corresponden en su mayoria a cuestiones enmarcadas en la
ensefanza del calculo “(...) como consecuencia de las dificultades y concepciones que
los alumnos arrastran de su paso por las ensefianzas medias” (p. 408). Ahora bien, se
evidencia la importancia de centrar la atencion en un trabajo previo a los conceptos
basicos y fundamentales del calculo escolar (fase pragmatica) y especificamente, en
nuestro caso, cobra relevancia realizar acercamientos al estudio de los procesos
infinitos que estan involucrados en conceptos que se pueden trabajar a través de
contenidos propios del curriculo de matematicas en el grado octavo de la Educacion
Basica Secundaria, en consideracion a que en este nivel es donde se formaliza la

construccion de los numeros reales.

Para realizar dicho estudio se podria analizar diferentes actores o recursos que
hacen parte en los procesos de ensefianza y aprendizaje en nuestro caso particular de
la construccién de los numeros reales, como por ejemplo la gestién del profesor en el
aula, el libro texto de matematicas, las tareas planteadas a los estudiantes, la actividad
matematica del estudiante, entre otros. En este estudio nos centrarnos en el analisis de
dos textos de 8 grado porque es en este grado donde se puede vislumbrar con mayor
claridad los rastros de los procesos infinitos inmersos en la construccién de los nimeros
reales. Asi mismo, en este analisis adoptamos la teoria APOE ajustando las formas de
conocer que contempla para explicar como un individuo construye el conocimiento a las
intencionalidades de ensefianza del libro de texto, con la intension de identificar las

formas de conocer que se promueven en estos de textos en la construccién de los



nameros reales. Lo que consideramos puede llegar a aportar en el disefio de textos
haciendo el uso de la teoria APOE desde una descomposicion genética que genere en
el estudiante un transito entre las diferentes formas de conocer, para que este pueda

construir su propio conocimiento ayudado por la gestion del profesor.

Por lo anterior, pretendemos indagar si en las explicaciones, ejemplos o actividades
gue proponen estos textos escolares a los estudiantes se puede vislumbrar el trabajo
con procesos infinitos a través de las formas de conocer accién, proceso y objeto de la
teoria APOE, con el fin de aportar en la construccién y comprension de conceptos
asociados al calculo infinitesimal abordados en la Educaciéon Media y Superior, ya que
la forma en la que los libros presentan los conceptos puede influir en gran medida en el
aprendizaje de los estudiantes, pues estos son fuente de consulta del conocimiento

abordado en la clase (Diaz y Morales citados por Castafieda, Rosas y Molina, 2010).

1.2. Marco legal y exigencias curriculares

En el sistema escolar colombiano el curriculo de matematicas esta regido
principalmente por los Lineamientos Curriculares en Matematicas y los Estandares
Basicos de Competencias en Matematicas; los primeros son las orientaciones
epistemologicas, pedagodgicas y curriculares que define el Ministerio de Educacién para
apoyar el proceso de fundamentacion y planeacion, en nuestro caso particular, en el
area de matematicas (MEN, s.f.) En cuanto los Estdndares son los criterios que
permiten establecer los niveles basicos de calidad de la educacion a los que tienen
derecho los escolares de todas las regiones del pais, en todas las areas que integran el
conocimiento escolar (MEN, s.f.) para nuestro caso especifico en el area de

matematicas.

Tomando como referentes estos documentos y principalmente los Estandares
Basicos de Competencias en Matematicas, encontramos que en algunos apartados de

éstos se menciona de manera explicita el trabajo en la Educacion Basica y Media con



los procesos infinitos y su relacion con la construccion de los nameros reales, los cuales

citaremos a continuacion.
En el pensamiento numérico y los sistemas numéricos establece:

Las conceptualizaciones relativas a los numeros reales implican la
aritmetizacion de procesos infinitos, y por ende, la construccion de las
nociones de inconmensurabilidad, irracionalidad, completitud y continuidad.
Igualmente, este paso de los nimeros racionales a los numeros reales
requiere del uso y comprensiéon de diferentes tipos de representaciones
numeéricas, sobre todo, las relativas a los numeros irracionales, tanto por
medio de decimales infinitos como de simbolos algebraicos. (MEN, 2006, p.
60)

En el pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos, contempla que:

Es necesario sefalar que el desarrollo de este pensamiento debe también
atender al estudio de las actividades matematicas propias de los procesos
infinitos, pues son éstos los que caracterizan el campo conceptual del
analisis matematico, en el cual se sitta el calculo diferencial e integral que
se suele introducir en el grado 11. Por tal razén es necesario incorporar
tempranamente a los estudiantes en el estudio de los conceptos
fundamentales de ese campo y de las técnicas y métodos de estimacion y
de aproximacion. (MEN, 2006, pp. 68-69)

En cuanto a los estandares propios de octavo a noveno grado consideran para el
pensamiento numérico y sistemas numéricos; pensamiento variacional y sistemas

algebraicos y analiticos, respectivamente:

Utilizo nameros reales en sus diferentes representaciones y en diversos
contextos (MEN, 2006, p. 86).



Analizo los procesos infinitos que subyacen en las notaciones decimales
(MEN, 2006, p. 87).

Finalmente en relacion a los estandares de grado décimo a undécimo se establece
en dos de los aspectos contemplados para el pensamiento numérico y sistemas

numéricos:

Analizo representaciones decimales de los numeros reales para diferenciar

entre racionales e irracionales (MEN, 2006, p. 88).

Reconozco la densidad e incompletitud de los niUmeros racionales a través

de métodos numéricos, geométricos y algebraicos (MEN, 2006, p. 88).

En este mismo sentido para el pensamiento variacional y sistemas algebraicos y
analiticos se especifica: “Utilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos
numéricos” (MEN, 2006, p. 89).

Con lo anterior, se puede afirmar que los procesos infinitos y la construccion de los
nameros reales deberia estar presente en la enseflanza de las matematicas en la
Educaciéon Béasica y Media lo cual implica, entre otras cosas, que los libros de texto de
matematica por ser una herramienta de apoyo para el docente contemplen en su
desarrollo tematico tales requerimientos; en consecuencia se hace de suma
importancia el analisis de textos de matematicas, por ello en nuestro estudio, el analisis
de dos libros de texto se utilizara con el propésito de caracterizar la presencia de los
procesos infinitos en grado octavo, ademas de la pertinencia de dichas actividades en
la fundamentacion del infinito como base conceptual de la nocién de limite sustentado
esto en las palabras de Choppin (1980 citado por Gonzalez y Sierra, 2004) en cuanto a

su consideracion del libro de texto como un

(...) apoyo del saber en tanto que impone una distribucion y una jerarquia
de los conocimientos y contribuye a forjar los andamios intelectuales tanto
de alumnos como de profesores; es instrumento de poder, dado que contri-



buye a la uniformizacion linguistica de la disciplina, a la nivelacion cultural y

a la propagacion de las ideas dominantes. (p. 389)

1.3. Problema de investigacion

Como se evidencia en el apartado anterior, la nocion de infinito es fundamental para
la conceptualizaciobn de varios tépicos desarrollados en la educacion mateméatica
escolar, como por ejemplo en la construccion de los conjuntos numéricos, el trabajo con
sucesiones, progresiones, series y en la fundamentacion de los conceptos propios del
calculo. En particular en el célculo, el infinito se presenta como una de las herramientas
mas poderosas para abordar el concepto de limite, derivada e integral razén por la que,
como lo sefiala Hitt (2003, citado por Gonzéalez, Morales y Sigarreta, 2013), también
puede constituirse en un obstaculo ya que existe una confusién de los alumnos entre
los procesos infinitos (infinito potencial) y la situacion limite (infinito actual), lo cual se
evidencia desde nuestra experiencia como docentes al observar que los estudiantes se

guedan en el proceso, es decir, no crean un puente entre el infinito potencial y el actual.

Lo anterior muestra la necesidad de analizar la manera de como se estan abordando
las actividades o tareas relacionadas con los procesos infinitos en la matematica
escolar, para que posteriormente pueda ser de utilidad en la construccion de los
conceptos propios del célculo en los grados siguientes de formaciéon y por ello se
considera pertinente realizar un analisis de estas. Es asi que el interés se debe centrar
en evidenciar si al abordar la construccion de los nUmeros reales se pueden vislumbrar
y trabajar con procesos infinitos, para ello no cabe duda que se puede examinar de
diferentes formas como por ejemplo a través del andlisis de: los libros de texto, de la
planeacion y gestion del docente o del curriculo de matematicas, entre otros. En
nuestro caso hemos elegido el analisis de contenido de algunos libros escolares de
grado octavo empleados en el aula, con el fin de evidenciar la presencia de los

procesos infinitos en las explicaciones, ejemplos o actividades que plantea el texto.



1.4. Objetivos

1.4.1 General

Caracterizar la manera como se involucran los procesos infinitos presentes
en la construccion de los numeros reales en dos libros de texto de octavo

grado, vistos desde la teoria APOE.
1.4.2 Especificos

e Localizar los contenidos de los dos libros que estan relacionados con

procesos infinitos, en la construccion de los numeros reales.

e Identificar desde la teoria APOE las formas de conocer accion,
proceso u objeto que se promueven en los dos libros de texto

analizados.

e Categorizar los procesos infinitos en la construccion de los nimeros
reales, a través de los contenidos especificos y la teoria APOE en los

dos libros de texto analizados.
e Realizar un analisis de contenido de los procesos infinitos vistos en
la construccion de los numeros reales.

1.5. Pregunta de investigacion

¢,Colmo se promueven los procesos infinitos en la construccion de los

nameros reales en algunos libros de texto de 8° desde la teoria APOE?
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2. Capitulo II. Consideraciones Tedricas

2.1 Los Procesos Infinitos a través de la construccion de los NUmeros

Reales

La motivacion que da origen a este estudio es la caracterizacion de la manera como
los libros de grado octavo relacionan los procesos infinitos en la construccion de los
nameros reales, ya que dichos procesos aparte de estar inmersos de manera natural en
el concepto de numero real, son de sensible importancia a la hora de abordar
conceptos bésicos del calculo como el limite, la derivada y la integral en los grados
siguientes. En este mismo sentido, y dado que los libros de texto deben cumplir con los
Estandares y los lineamientos curriculares para matematicas, tenemos en

consideracion el hecho de que el desarrollo del pensamiento Variacional debe atender

(...) al estudio de las actividades matematicas propias de los procesos
infinitos, pues son éstos los que caracterizan el campo conceptual del
analisis matematico, en el cual se sitda el célculo diferencial e integral que se
suele introducir en el grado 11. MEN (2004, p 68)

Para comenzar, al revisar el desarrollo histérico del concepto de nimero real se
evidencia que los vinculos de los procesos infinitos con la construccion de este
concepto se relacionan en mayor medida, con la definicién de los niumeros irracionales,
con la inconmensurabilidad de magnitudes y, con la continuidad y completitud de los
nameros reales; es por ello que estos aspectos han sido considerados como categorias
de andlisis en este estudio, al igual que las magnitudes conmensurables y los nimeros
racionales en los cuales se evidencia la presencia de procesos infinitos a partir de lo

expuesto en los libros de texto analizados.

Para comenzar, presentamos la idea de proceso infinito sobre la cual vamos a sustentar

el andlisis y para ello iniciamos la presentacion con el siguiente ejemplo:
5
-~ =0,8333..(1)
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En la igualdad (1) la parte derecha puede ser expresada de varias formas como sumas
de fracciones decimales como por ejemplo:

08333 .=+ 043> _4.. (2
10 100 1000 10000

. . . 5 .
Lo que indica que el racional - se puede enunciar como el resultado de un proceso

que involucraria realizar infinitas sumas lo cual no es posible y para sustentar la
igualdad dada en (1) se hace necesario realizar el paso al limite el cual es el salto entre

el infinito potencial y el actual. Lo que se quiere estudiar tanto en (1) como en (2) es la
. . e ., . 5 .
presencia del proceso infinito en la representacion del racional - que guedo expresado

como un proceso infinito el cual consiste en la expresién de cada cifra decimal como
una fraccion que queda determinada por las potencias de 10. Por otra parte, al querer
ubicar este racional en la recta numérica aludimos a su expresion decimal 0,83 de
donde tenemos como primer punto que esta ubicado entre 0 y 1, intervalo que esta
dividido en 10 partes de las cuales tomamos 8 segun la primera cifra decimal del

racional:

A partir de esto se tiene que el racional se ubica entre 0,8 y 0,9 intervalo que de
igual manera esta dividido en 10 partes de las cuales tomamos 3 segun la segunda cifra

decimal

Repitiendo el proceso, dividimos en intervalo [0.83, 0.84] en 10 partes y tomamos la

tercera segun la tercera cifra decimal del racional

T T v T T v T T
oe3 [R=ch] 0.g3z 0.833 0.834 0835 0.836 0.837 038 0.830 o.e4
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En resumen, la sucesion de puntos con los cuales nos hemos aproximado al racional

5
P se puede ver como

Lo cual sugiere que la ubicacion de este punto en la recta requeriria de una
aproximacion dada por un proceso infinito de subdivision de intervalos en 10 partes

iguales de las cuales se toma la que indica la cifra decimal correspondiente del racional
5 . .
. En este ejemplo hemos abarcado tres de los cinco aspectos que hemos contemplado

relacionados con la construccién de los niUmeros reales la racionalidad, la continuidad
de la recta y la Completitud y a partir de este ejemplo y de otros como la aproximacion
al niumero de oro a partir de los cocientes de términos sucesivos de la sucesion de
Fibonacci 0 en la geometria con el triangulo Sierpinski podemos concluir que los
procesos infinitos estan directamente relacionados con la definicién de una funcién en

forma recursiva.

Con base en lo anterior, podemos decir que un Proceso Infinito es un proceso en el
cual siempre se puede realizar una accion mas la cual esta determinada por un
procedimiento que se realiza de forma iterativa sobre los resultados que van surgiendo;
a partir de la aproximacién del nimero de oro haciendo uso de los términos de la
sucesion de Fibonacci ilustraremos la definicibn de Proceso Infinito que hemos

presentado:

Una de las tantas propiedades que tiene la Sucesion de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8,...)

es que al realizar los cocientes de la forma =% para todon € N en donde a, es un

an
término de la sucesion, los resultados que van surgiendo determinan una sucesion
alternante de términos que encajonan al numero de oro (¢). En el sentido de nuestra

definicion de proceso infinito, el procedimiento que se presenta es la determinacion de

los cocientes de la forma Z*ya que estos determinan los encajonamientos para ¢; al

an
aplicar este procedimiento en forma iterada sobre los términos de la sucesion de
Fibonacci, los valores que van surgiendo se aproximan a ¢ en la medida en que

n crece, disminuyendo el error en cada uno de los pasos del proceso. A continuacion se
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presenta la tabla de resultados de este proceso hasta n =19 lo cual nos da una

aproximacion a ¢ con 14 decimales:

n S:;:Ez::;:;e cocientes ¢ Aproximado
1 1 1 1,61803398874989
2 1 2 1,61803398874989
3 2 1.5 1,61803398874985
4 3 1,66666666666667 1,61803398874989
5 5 1,6 1,61803398874989
] a8 1,625 1,61803398874989
7 13 1,61538461538462 1,61803398874985
a8 21 1,61904761904762 1,61803398874989
9 34 1,61764705882353 1,61803398874989
10 55 1,61818181818182 1,61803398874985
11 89 1,61797752808989 1,61803398874989
12 144 1,61805555555556 1,61803398874989
13 233 1,61802575107296 1,61803398874989
14 377 1,61803713527851 1,61803398874985
15 610 1,61803278688525 1,61803398874989
16 987 1,61803444782168 1,61803398874989
17 1597 1,61803381340013 1,61803398874989
18 2584 1,61803405572755 1,61803398874985
15 4181 1,61803396316671 1,61803398874989

En los deméas ejemplos que presentamos los procedimientos que se aplicaron en

forma reiterada son:

. . 5 . .
1. En la escritura del racional - Como una suma de fracciones decimales el
procedimiento corresponde en la asignacion a cada cifra decimal de la
potencia de diez que corresponde segun la posicion.

. 5 , . L. , ..
2. Al ubicar a c en la recta numérica, el procedimiento esta definido como la

R . . . . 5
division en diez partes iguales de cada intervalo que encajona a cY el tomar

tantas partes como indique la cifra decimal correspondiente de la cual se
obtendra un nuevo intervalo.

3. Y por ultimo en el triangulo de Sierpinski el procedimiento implicado es la
obtencion de triangulos a partir de los puntos medios de los lados del
triangulo anterior y la eliminacion del triangulo que queda ubicado en el

centro.

Luego de definir la idea de proceso infinito que cobija nuestro analisis, presentamos

el marco matematico de los conceptos que analizamos en los libros de texto, el cual se
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ha disefiado a partir de la division en épocas propuesta por Gonzalez Castiblanco
(2011) quien considera tres periodos en la evolucion del namero real: 1) Descubrimiento
de la Irracionalidad, 2) Fracciones Decimales, Continuas y los Numeros Irracionales y
3) Formalizacion del Numero Real, estableciendo en cada una de estas épocas los

desarrollos que involucran los procesos infinitos.

2.1.1 Descubrimiento de la Irracionalidad

El primer apartado en el camino de construccion de los numeros reales esta
dedicado al descubrimiento de la Irracionalidad el cual estuvo directamente relacionado
con la aparicidon de las magnitudes inconmensurables, magnitudes que se definen como
aquellas que no eran conmensurables. Partiendo de la definicién 1 del libro X de Los
Elementos (Euclides, 1994) las magnitudes conmensurables se definen como aquellas
que se miden con la misma medida y, a partir de esto, las magnitudes
inconmensurables son aquellas de las que no es posible hallar una medida comun. En
este mismo sentido y partiendo de la idea de racionalidad como medida comun a dos
magnitudes, la irracionalidad expresaria la imposibilidad de encontrar una medida

comun a dos magnitudes en donde una de ellas es la unidad.

Para comenzar, el andlisis se sitla en los trabajos realizados por culturas como la
mesopotamica, la griega y la china quienes fomentaron la nocibn de magnitud
inconmensurable a partir de la aplicacién de procesos de aproximacion infinita ya sea
de tipo aritmético o geométrico. Un ejemplo de esto es el problema 50 de la criba de
Ahmes en donde se considera el area de un circulo de diametro 9 igual a la de un
cuadrado de lado 8; en este problema Ahmes considera el area del circulo como

2
A= (d —g) lo cual da un valor para m como © = % = 3,1605. Es posible que este

resultado haya sido originado en el problema 48 el cual pretendia comparar el area de
un circulo con la del cuadrado circunscrito. En la cultura china el astrénomo Tsu
Ch’ung-Chih (430 - 501) asigno a « el valor de

355
=113
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El cudl era el valor mds aproximado hasta ese momento y luego de este debieron

pasar varios siglos para encontrar resultados mas exactos.

Por otra parte en Mesopotamia, se realizaron aproximaciones para la diagonal de un
cuadrado de lado 30 resultando los numeros 42, 25 y 35 valores que en fracciones

sexagesimales representan la diagonal d del cuadrado en cuestion

d—42+25+ 35 = 42,42638
B 60 602

Al aplicar el teorema de Pitdgoras (que ya era conocido por los babilonios) se tiene

que
d = /2(30)% = 30V2 = 42,42640687

De igual forma se presenta una aproximacion para v/2 en fracciones sexagesimales

10

24 5
V2=1+4 =+ —+—

3 . e s . -
e El proceso infinito se manifiesta en el método para calcular

raices cuadradas que utilizaban los babilonios (Solorza & Rubi, 2007) el cual se
fundamentaba en la aproximacion por encajonamiento proceso que Se expone a

continuacion:

La idea trata de encontrar la solucién para la ecuacion cuadrética

Y el proceso que los babilonios realizaban para tal fin era la asignacién de valores a x

. 3 ., .
como por ejemplo x = > Al reemplazar este valor en la ecuacion (1) se tiene que

Y se llega a que
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. . 3 .
Lo cual no es cierto pero si lleva a que x = V2 < > Ahora si se toma otro valor por

. 6 .
ejemplo x = : se tiene que

36 )= 0
25 7

. . . 6 .
Que aunque no es cierto permite concluir que x=\/§>§ y asi se encuentra un

intervalo razonable para v2 como
6 3
<2<
5 vz 2

El siguiente paso es determinar la media aritmética de las cotas del intervalo que en

este caso es

N W
Ul o

+ 27

2 20

El cual es un nuevo valor aproximado para v2. Reemplazando este valor en la ecuacion

(1) se tiene que

27 , T 27 2
y aunque —-no es /2, al buscar un nimero que multiplicado con % de como resultado 2

se encuentra que
27\ (40
() (=)=
20/ \27
Determinando esto un nuevo intervalo para v2 en

27 40
%<ﬁ<ﬁ
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Y ubica a V2 entre 1,35 y 1,4814. Al continuar este proceso se puede aproximar por

encajonamiento de mejor manera a v2.

Por su parte los griegos, a partir de los procesos infinitos, hicieron grandes aportes a
la teoria de las magnitudes inconmensurables a pesar de las dificultades filosoficas que
implicé el descubrimiento de este tipo de magnitudes por parte de los pitagoricos. Con
base en las magnitudes inconmensurables los griegos realizaron varios avances
entorno a la formalizacién de los nimeros irracionales y como ejemplo de esto hacemos
mencion del método de Eudoxo de Cnido (355 a.C) y de Arquimedes de Siracusa (287

a.C) los cuales son métodos que se basan en los procesos infinitos.

En la cultura griega se tenia la idea de que las areas de las figuras curvilineas como
los circulos y los segmentos de parabolas eran del mismo tipo que las de las figuras
poligonales y asi, para determinar el area este tipo de figuras, se hacia necesario
determinar una sucesion de poligonos (Py, Py, Ps,. Py, Ppy1, - ) que aproximen de forma
progresiva el area requerida. El método de Exhausién de Eudoxo sustituye de manera
formal la idea vaga de que el area de la figura curvilinea fuese el limite de las areas de
los poligonos de la sucesion considerada y utiliza los procesos infinitos para afirmar el

siguiente principio:

“Dado ¢ > 0 se puede encontrar un poligono B, de tal forma que si A(C) es

el area de la figura curvilinea entonces A(C) — A(B,) < € para algun n”

En este sentido, la proposicién 1 del libro X de Los Elementos de Euclides (Euclides,
1994) cumple un papel fundamental, ya que permite afirmar que si R, y € son dos

magnitudes dadas a priori y si (Rl,RZ,R3 ) es una sucesién de magnitudes tales que

.......

R R R R
7°,R2 <71 Ry <=2, Rypy < —, .

R, < = ..
1 2 2

entonces existe un natural n tal que R, <e&. Al utilizar el axioma de Eudoxo —
Arquimedes (cuarta definicion del V libro de Los Elementos de Euclides) se puede

encontrar un entero positvo N tal que (N+1)¢e>R, y asi se tiene que

R N+1 .
R, < 70 < % < Ne o de forma anéloga
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R, Ne (N-1e
Rh<—<—<—F—
2> 2 T2 2

Al continuar el proceso en forma sucesiva se llega a N
pasos en la desigualdad deseada llegando a que R, < ¢.
Lo anterior se puede notar al inscribir un cuadrado en un
circulo ya que la diferencia entre los dos es menor que la
mitad del area del circulo pues el cuadrado inscrito es la
mitad del cuadrado circunscrito cuya area es mayor que

el area del circulo.

Ahora al tomar cada lado del cuadrado inscrito y
bisecarlo, se pueden construir triAngulos isésceles
que determinaran los veértices de un octadgono
regular inscrito sobre la circunferencia, y se
evidencia que la diferencia entre cada segmento
circular (limitado por un lado del cuadrado y el
circulo) y el tridngulo is6sceles es menor que la

mitad del segmento circular.

Al continuar el proceso de biseccion y construccion de triangulos isdsceles, se podra
comprobar que cada segmento circular resultante serd menor que la mitad del
segmento circular anterior y de esta manera se llegara a que para algun paso del
proceso existird un poligono B, de tal forma que A(C)—A(B,) <& para algun ¢

seleccionado (Gonzéalez Urbaneja, 2008).

Este proceso fue utilizado por Arquimedes quién alcanz6 una aproximacion para @
desarrollando razones entre los perimetros de poligonos inscritos y circunscritos a la
circunferencia y el diametro de la misma. Arquimedes consideré6 como punto de partida
hexagonos regulares inscritos y circunscritos y fue duplicando la cantidad de lados
hasta llegar a un poligono regular de 96 lados; el perimetro de estos poligonos lo
encontrd realizando aplicaciones sucesivas de teorema de Pitdgoras y finalmente
realizaba las razones de los perimetros de los poligonos inscritos y circunscritos para

llegar a que la razon entre la circunferencia de cualquier circulo y su diametro es menor
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que 3 + % pero mayor que 3 + % lo cual ubica a m entre 3,14084507 y 3,142857143

aproximacion que cumplié con las necesidades del calculo durante muchos siglos
(Montesinos Sirera, 2000).

El trabajo de los griegos con las magnitudes inconmensurables delat6 la necesidad
de establecer una manera de realizar calculos con las mismas pero el hecho de evitar a
los irracionales tratandolos solo como magnitudes dificultd este proceso. Es por ello que
hemos considerado importante mencionar los trabajos de los arabes e hindldes quienes

afrontaron el asunto de los irracionales ideando algoritmos para calcular con ellos.

Método Hindu y Arabe

Dado que los algoritmos de los hindues y éarabes fueron pensados a partir de
necesidades practicas, se pudo pasar por encima de las consideraciones ontolégicas
que para los griegos eran fundamentales y esto permitio6 la relacion de la
inconmensurabilidad geométrica con la irracionalidad numérica aparte de borrar, gracias
al enfoque de aplicacion de los calculos, la distincion entre los racionales y los
irracionales. Por otra parte, el hecho de usar de forma libre a los nimeros irracionales,
permitié que los desarrollos en el algebra generaran que las letras pudiesen determinar

un dominio de numeros mayor al considerado anteriormente.

En Historia y Ensefianza de las Matematicas. Aproximaciones de las Raices
Cuadradas (Miralles de I. Llobet y Deulofeu Piquet, 2005) los autores exponen varios
métodos utilizados, a través de la historia, para aproximar las raices cuadradas,
indicando que en la gran mayoria de los casos dichos métodos estan sustentados en
procesos de aproximacion sucesiva en donde la idea de proceso infinito se encuentra
presente, mas en la mayoria de los casos citados, los métodos eran empleados solo
para aproximar la raiz deseada hasta un punto necesario y satisfactorio para la
aplicacion practica. A continuacion presentamos uno de los métodos expuestos en este
documento, el cual consideramos esta estrechamente ligado a la consideracion de los
procesos infinitos en el trabajo con nimeros irracionales en este caso surgidos de las
raices cuadradas.
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El método que vamos a presentar es el método de Chuquet (1445 - 1500) quién en
su trabajo Triparty en la Science des nombres publicado en 1484 present6 un sencillo

meétodo para aproximar raices cuadradas. La idea basica del método de aproximacion

. + , . . .
de Chuquet es que si %<§ entonces %<%<£ y asi si se quiere aproximar

cualquier raiz cuadrada como por ejemplo V19 se sigue el siguiente procedimiento:

Como primera medida se tiene que 4 < V19 < 5 es decir que la parte entera de V19

. . 1 1 . .z
es 4 y al tomar como primer racional a 5; entonces 4+§ €S uha aproximacion por

2
1 7 1 . .
defecto ya que (4 + 5) =18+ 5< 19. Al tomar a ~ como segundo racional se obtiene
. ., 1 .
una aproximacion por exceso 4 +-=5. Al sumar entre si los numeradores y
. . . 1 1 . 1 1+1
denominadores de los racionales considerados Sy setieneque - < —< 1 de donde

. 1+1 1 . .. . .,
se obtiene que —— = - es un racional que me origina una aproximacion por exceso ya

que (4+§)2 =20+ > 19.

De esta manera se encuentra el primer encajonamiento para +19 en

1 1 . 13 9 . 13
4 + 3 < V19 <4+ 50 lo que es lo mismo 5 < V19 < 5 Ahora al tomar los racionales "y

9 . 13 1349 22 9 . 22
y 5 se tiene que —<——=7""<-y de aqui se encuentra a =~ como una segunda

. ., 13 22
aproximacion por exceso por lo que — < V19 <.

Al continuar el proceso se encontraran aproximaciones mas finas de V19 aunque
dichas aproximaciones no son alternantes. EI método de Chuquet aunque tiene una
convergencia mas lenta hace uso de racionales con numeradores y denominadores
menores a los usados en el método babildnico. A partir de este tipo de aproximaciones
de las raices cuadradas se generd un mayor convencimiento sobre el tratamiento de los
irracionales como numeros mas la formalizacion de esta concepcion solo se daria en

una etapa posterior.
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2.1.2 Sobre las fracciones decimales, las Fracciones Continuas y los

NUmeros Irracionales

Fracciones decimales como representacion de niumeros reales

En este apartado se expone un ejemplo de representacion del nimero 1 a partir de
una suma infinita de fracciones decimales; con ello se puede evidenciar la manera
como se pueden tratar los procesos infinitos en la construccion de los nUmeros reales
en grado octavo y ademas mostrar de una manera natural la idea de Completitud de

este conjunto. Al considerar la igualdad
0,99999....=1 (1)

Tenemos, como primera cuestion a mencionar, la equivalencia entre un proceso
infinito 0,9999999... y un numero entero (1) lo cual de nuevo expone el salto entre el
infinito potencial y el actual (entendiéndose el primero como la posibilidad de realizar
una operacion o de aplicar una funcién recursiva y el segundo como la consideracion
del infinito como el resultado de un proceso infinito) y esto puede sustentar el trabajo

posterior con limites de funciones reales.

Ahora, al detenerse en el significado de la expresion 0,999999999...... a partir de

fracciones decimales, una de las multiples representaciones que surge es

9 9 9 9 9

9
0,99999 .....= — ?
01 1 T s T @

la cual muestra un proceso infinito que sustenta la igualdad (1) a partir de las series
geométricas. Ademas de lo anterior, en (2) se percibe la Completitud del conjunto de los
nameros reales, lo cual nos permite afirmar que los procesos infinitos, aparte de servir
como sustento del concepto de numero real, entrelazan sus diferentes caracteristicas
entendiéndose estas como los aspectos de Racionalidad, Irracionalidad, Completitud,

etc...

A partir del concepto de serie geométrica, se tiene que
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Zar" sza¢0y|r|<1

n=0
En donde es necesario mencionar la presencia de paso al limite dada la imposibilidad
. L e . . 9
de realizar infinitas sumas. En la serie dada en (2) se puede ver que a =5 Y que

1
r=5<1yporello

2

9,9,9,9 9 9, _59(1>”_ 10
10 102 103  10* 105 107 Zu10\10/ 1

n=0 1_E

>l - -

n=0

ol @ISI ©

Por otra parte, al considerar la suma — + —+—+4+—+—+4+—+ - sobre larecta
102 103 104 105 107

numeérica se tiene que cada uno de los términos de la suma representa una division de
un segmento de la recta y cada una de estas subdivisiones determina un numero

racional que se encuentra cada vez mas aproximado a 1.

9

10

=T
o
ol
i
o
W

01 04 05 08 07 08 ) 1 11

9 9 [ 0.1 02 03 04 05 08 07 08 08 1

10 T 102

9+9+9
10 102 103

Cada etapa del proceso determinara numeros racionales mas cercanos a 1 pero
cada uno de estos pasos, la determinacion del nimero racional y su ubicacion sobre la
recta numérica, son posibles gracias a la Completitud del conjunto y a la continuidad de
la recta sirviendo ademas como sustento de verificacion de estas dos caracteristicas de

los nimeros reales.
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De las fracciones continuas y su relacion con la racionalidad o irracionalidad de

un namero real

En el apartado anterior se mostré la relacion entre los procesos infinitos y las
fracciones decimales en la representacibn de numeros enteros y por supuesto
racionales. Otra manera en que las fracciones han sido usadas en la representacion y
la formalizacion del nimero real son las fracciones continuas, las cuales afloraron de
manera temprana en la historia ya que eran utlizadas para resolver ecuaciones
diofanticas por Aryabhata (476 - 550) y posteriormente, en el siglo XVI, fueron utilizadas
por Bombelli y Cataldi para aproximar raices cuadradas. En un inicio, las propiedades
de las fracciones continuas no fueron objeto de estudio hasta que entre los siglos XVIl y
XIX Wallis (1616 - 1703), Euler (1707 - 1783) y Lambert (1728 - 1777) y Lagrange (1736
- 1813) establecieron de manera definitiva sus fundamentos (Haro Delicado & Redondo
Buitrago, 2005). En particular, fue Euler quién logr6 demostrar la relacién entre la
naturaleza de las fracciones continuas simples y la racionalidad o irracionalidad de un
namero real, estableciendo que si la representacion en fraccién continua simple de un
namero real era finita, el nimero real dado es racional mientras que si es infinita es

irracional.

A manera de ejemplo, se presenta un proceso de aproximacion de 2 a partir de
fracciones continuas, que surge a partir de la inconmensurabilidad de la hipotenusa de

un triangulo rectangulo isésceles de catetos de longitud 1 de donde surge dicha

fraccion.
Para comenzar, se considera el A ABC el cual cumple las
caracteristicas anteriormente expuestas. Es de notar que el
i cateto de dicho triangulo esta contenido solo una vez en su
hipotenusa y por ello el primer valor a considerar para la
. | construccién de la fraccién continua es 1.
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A continuacion, se nota que el segmento CD el cual es el
igual a CA - 1, esta contenido dos veces en la unidad y por

ello el segundo valor a considerar es 2.

oA

De manera analoga, se considera el segmento AE y se
determina la cantidad de veces que cabe en el CD. Como
se puede verificar, esta contenido dos veces y por ello el
tercer término a considerar 2. Al continuar con el proceso,
se puede notar que siempre hay un sobrante al intentar
determinar cuantas veces cabe el segmento sobrante en el
considerado en el paso anterior y ademas que este

sobrante esta contenido dos veces en dicho segmento.

Por ello, de este proceso que intenta medir la hipotenusa del triangulo dado con uno

de sus lados (el cual representa la unidad), surge la fraccién continua

1+

=11,2222,..]

1
2+ il

24—

2+ﬁ

La cual es una fraccion continua infinita. Ahora al determinar el resultado de las

primeras reductas de esta fraccion continua se obtienen los siguientes valores

3 7 17 38 92 222 536

quienes aproximan en forma alternante a v2 o de manera similar representan

encajonamientos para aproximarlo.
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Aproximacién Aproximacién Aproximacién Aproximacion decimal Aproximacién
Por defecto Por exceso Por defecto de 2 Por exceso

1 V2 ; 1 1,41421356237309... 15
7 17
< V2 I 1,4 1,41421356237309... 1,416666...
38 92 —
27 V2 ] 1,407 1,41421356237309... 1,41538461...
% V2 2378 1,41401273... 1,41421356237309... 1,41424802..

Para comprobar que la fraccion continlia representa a V2 se desarrolla el método de

Cataldi — Bombelli (Boyer, 1986)

V2=1+x

De donde se desprende que
2=(1+x)?=x*+2x+1

1=x2+x)

Y asi se tiene que

Y por se concluye que

V2=1+x=1+ 1
2+ 1
24—

26



2.1.3 Formalizacion del Niumero Real

Como un gran numero de aspectos que han dado origen a la evolucién de los
conceptos matematicos, la formalizacion del Conjunto de los Numeros Reales obedecio
a la necesidad de dar rigor a los trabajos de un gran nimero de matematicos que sobre
el siglo XIX fueron encontrando dificultades a la hora de demostrar las teorias que
formulaban. Varios de estos trabajos estuvieron relacionados con la necesidad de
definir el concepto de numero irracional, ya que, en trabajos en limites como el de
Bolzano los resultados indicaban que algunas sucesiones de numeros racionales
podrian tener un limite irracional y la demostracion de estos resultados se debia basar
en aspectos relacionados con la intuicion y el sustento geométrico. Resultados como el
de Bolzano generaban la pregunta sobre el sistema numérico en el que se estaba
trabajando y este aspecto generd la necesidad de la formalizacién de los numeros

reales.

A partir de la necesidad surgida, fueron numerosos los trabajos que se
emprendieron en pro de la caracterizacion de los niumeros reales, entre los cuales se
pueden mencionar los trabajos de Hamilton con dos articulos publicados en 1833 y
1835, el trabajo de Weirstrass en 1859, Maray en 1869, Cantor en 1872 y durante el
mismo afio se public6 también el trabajo de Heine y de Dedekind (Gonzalez
Castiblanco, 2011) pero para nuestro proposito de estudiar la influencia de los procesos
infinitos en la construccion del Conjunto de los NUumeros Reales analizaremos la

construccion realizada por Cantor entre 1871y 1883.

La idea planteada por Cantor consistia, en esencia, en la construccion de un sistema
numérico A en el que, basicamente, toda sucesion fundamental tuviera limite, lo cual
equivale a unir el conjunto Q de los numeros racionales con el conjunto formado por los
limites de sucesiones fundamentales que no son racionales; luego de la determinacién
de este conjunto A, Cantor extendid a este las cuatro operaciones aritméticas y la
relacion de orden definida en Q. Por otra parte, Cantor determina la relacion entre los

elementos del conjunto A y los puntos de la recta a partir del siguiente razonamiento:

Al determinar sobre la recta un punto de origen y un segmento unidad U, se

hace corresponder a cada segmento conmensurable con U un ndmero
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racional. Cantor afirma que para cualquier segmento S, inconmensurable
con U, existe una sucesion fundamental de segmentos conmensurables con
U que lo aproximaran. Lo anterior lo fundamenté en el teorema 2 del libro X

de Los Elementos.

Con lo anterior, Cantor sustentd la relacion entre los puntos de la recta y los
elementos del conjunto A, mas para la relacion reciproca, la asignacion de un elemento

de A a cada punto de la recta necesito del siguiente axioma:

“...a cada cantidad numérica corresponde un determinado punto en la recta

cuya coordenada es igual a esa cantidad numeérica”

A partir de este axioma, Cantor enuncidé su principio de continuidad el cual se
sustenta en la existencia de un punto en la recta para cada sucesion fundamental salvo
las equivalencias. En la construccion del conjunto de los NUumeros Reales realizada por
Cantor, aparece un concepto que resulta basico en el sentido que sustenta su trabajo,
el cual es el de Sucesién Fundamental, que es un concepto desarrollado por Cauchy y
gue esta apoyado en los procesos infinitos, razén por la cual escogimos la construccion
realizada por Cantor en nuestra resefia de los nexos de los procesos infinitos en los

numeros reales.

Sucesiones Fundamentales o Sucesiones de Cauchy

Las Sucesiones Fundamentales o de Cauchy son sucesiones que cumplen que para
cualquier distancia dada, por pequefia que sea, existen términos de la sucesion cuya
distancia entre si es menor que la dada, lo que expresado en otras palabras se resume

en:

“Una sucesiéon de numeros reales (x,) con valores en un conjunto D c R
es una Sucesion de Cauchy o Sucesién Fundamental si satisface la
siguiente condicion (llamada naturalmente condicién de Cauchy): Para todo
€ >0 existe un numero natural N tal que |x, —x,| <& siempre que

nm>N"

28



El hecho de que en el conjunto de los nimeros reales todas las sucesiones de
Cauchy son convergentes y algunas de estas no convergen a numeros racionales,
verifica la existencia de numeros irracionales y a partir de estos la completitud de los

nameros reales entendiéndose esta como el cumplimiento de la siguiente propiedad:

“Para cada subconjunto A no vacio de Niameros Reales acotado superiormente,

existe un namero real S tal que:

1. S es cota superior de A.
2. S es menor o igual que cualquier otra cota superior de A.

Al nimero S se le denomina minima cota superior o supremum de Ay se denota

S = supA.

Analogamente, para cada subconjunto A no vacio de numeros reales acotado

inferiormente, existe un numero real | tal que:

1. | es cota inferior de A.
2. |1 es mayor o igual que cualquier otra cota inferior de A.

Al nUmero real | se le denomina la maxima cota inferior o infimum de A

y se denota
| =inf A

Un ejemplo de una sucesion de Cauchy que no converge a un niamero racional es

n

w0 =(1+1)

La cual es una sucesion de numeros racionales que converge a € demostrando la

no completitud de los niumeros racionales pero si de los numeros reales.
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Segun Claros, Sanchez y Coriat (2009), los procesos infinitos que se evidencian en

la definicién de sucesién de Cauchy son los siguientes:

El primero de ellos se relaciona con la condicion n,m > N la cual es anéloga a
m,n — oo lo cual se sustenta en la nocién de sucesor que por si mismo encarna

la nocién de proceso infinito que hemos definido y

El segundo proceso infinito esta relacionado con las diferencias x, — x,, las

cuales se hacen cada vez mas pequefias en relacion al € que se considere.

Con lo anterior concluimos este breve recuento de la influencia de los procesos
infinitos en la construccion del conjunto de los numeros reales y, a continuacion, se
presentan algunas definiciones para los aspectos de los numeros reales que vamos a

analizar a excepcion de la definicion de Completitud que se presentd anteriormente:

Conmensurabilidad e Inconmensurabilidad:

Cuando para dos magnitudes a y 8 del mismo tipo se encuentra otra magnitud y con la
cual se puedan expresar las dos primeras, se dice que las magnitudes a y f son
conmensurables. Por otra parte, si al restar continua y sucesivamente la menor de la
mayor de dos magnitudes desiguales, la restante nunca mide a la anterior entonces las

magnitudes son inconmensurables.

Racionalidad:

Considerando a Q" = {(a,b):a,b € Zy b # 0}, y la relacion de equivalencia ~ tal que

para (a,b) y (c,d) en Q* se tiene que
(a,b) ~(c,d) sii ad = bc

El conjunto

Q*/~ ={[(a,b)]:a,b €Zyb + 0}
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Es el conjunto Q de los nameros racionales. Por otra parte, la nocion difundida en los

textos escolares de matematicas es la de enunciada por Pakhrou (2013) como:

La coleccion de todas las fracciones que son equivalentes entre se llama

Numero Racional, y el conjunto de todos ellos se designa por Q es decir:

Q= {%:a,beZybqeo}

a
En donde 5 representa a [(a, b)].

Irracionalidad:

Al tener a p € R, p es un numero irracional si se presenta como la cortadura (4,4, )

de tal forma que

A ={reqQr<p} y A, ={reqQ:r>p}

Continuidad:

La continuidad de la recta consiste en el cumplimiento de las siguientes condiciones:

a. Entre dos puntos cualesquiera de la recta existe otro punto de la recta.

b. Si todos los puntos de la recta pueden separarse en dos clases tales que cada
punto de la primera clase esta situado a la izquierda de cada punto de la
segunda clase entonces existe un punto y solo uno que efectla este corte en la

recta

La continuidad de la recta se postula a través del axioma de Cantor — Dedekind el cual
establece la equivalencia entre el continuo aritmético y el continuo lineal geométrico. En
este axioma se asume que a cada numero real le corresponde un punto en la recta y

solo uno y que no hay otros puntos de la recta.
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Luego de la consideracion que hemos realizado sobre los Procesos Infinitos que se
estan involucrados en la Construccion del Numero Real, realizamos a continuacion la
presentacion de los aspectos de la teoria APOE en los que soportaremos los analisis
posteriores de los textos y que, al igual que lo estudiado en cuanto a los Numeros

Reales, nos servird para determinar nuestras categorias de analisis.

2.2. Teoria APOE

Dado que en esta investigacion tomamos como referencia la teoria APOE, en este
apartado haremos una aproximacién a sus fundamentos, centrandonos en describir a
manera general las construcciones mentales: accion, proceso y objeto; a las cuales
haremos alusion también en el desarrollo de nuestro estudio cuando nos refiramos a
formas de conocer. Asi mismo describiremos los mecanismos de construccion de
interiorizacion y encapsulacion que puede realizar un estudiante para construir un
concepto matematico determinado. Es de mencionar que a pesar de hacer parte de la
teoria APOE, no haremos referencia en nuestro marco teorico a la construccion mental
esquema y a los mecanismo de construccién coordinacion, generalizacion e inversion,
dado que consideramos no son posibles de ver en un analisis de contenido, pues estos

son propios de analisis en el estudiante a través de sus actuaciones.

La teoria de Dubinsky y su grupo de colaboradores, denominada APOE (accion,
proceso, objeto y esquema), es una teoria que parte de una interpretaciéon y
reformulacion de ideas de la teoria piagetiana constructivista, principalmente se basa en
la abstraccion reflexiva para describir como un individuo logra determinadas
construcciones mentales sobre un concepto particular, cuando se enfrenta a la actividad
matematica (Dubinsky, 1996). Por tanto desde esta perspectiva el conocimiento se

concibe de la siguiente manera:

el conocimiento matematico de un individuo es su tendencia a responder,

ante la percepcion de situaciones problematicas de la matematica,
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mediante la reflexion sobre los problemas y sus soluciones en un contexto
social y por medio de la construccion y reconstruccion de acciones
matematicas, procesos y objetos; y su organizacidn en esguemas, para
usarlos al tratar con esas situaciones. (Asiala, Brown, DeVries, Dubinsky,
Mathews y Thomas, 1996, p. 5)

En la definicion anterior, cuando un individuo se enfrenta a una situacion
matematica debe recurrir a la construccion y reconstruccion de acciones, procesos,
objetos y esquemas; para poder dar solucidn a la situacion; es asi que tales elementos
se constituyen en uno de los principales referentes de la teoria APOE, ya que estos
son las construcciones mentales sobre las cuales el individuo cimienta su conocimiento,
mas adelante por su relevancia, nos centraremos en cada una de ellas. En
consecuencia se puede afirmar que el conocimiento de un individuo se evidencia en la
teoria APOE, cuando él involucra las construcciones mentales para el tratamiento de

una situacion (Asiala et al., 1996).

En este sentido las acciones, procesos, objetos y esquemas son las construcciones
mentales que en el marco de la teoria APOE, un individuo realiza para construir
significados a través de las situaciones problema; asi mismo los mecanismos mentales
que permiten hacer estas construcciones son las abstracciones reflexivas:

interiorizacion, coordinacién, encapsulacion, generalizacion y reversion.

La propuesta de la teoria APOE permite delimitar y describir un camino hacia la
construccion de un concepto matematico en la mente de un individuo, a través de una
herramienta denominada descomposicién genética, con la que se intenta realizar la
descripcion teorica de los pasos que ha de seguir esta construccion, es decir, permite
establecer una trayectoria posible para la formacion de un concepto en un individuo

(Badillo, Azcarate y Font, 2011), y es entendida como:

la descomposicion genética de un concepto matematico es un conjunto
estructurado de constructos mentales, los cuales pueden describir como el
concepto puede ser desarrollado en la mente de un individuo. (Asiala, et
al., 1996, p.5)
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A continuacion, definiremos en el marco de la teoria APOE, los mecanismos de
construccion interiorizacion y encapsulacion, para posteriormente continuar con las
construcciones mentales: accion, proceso y objeto; que puede realizar un estudiante
para construir un concepto matematico determinado; es de anotar, como ya se habia
mencionado, que no hablaremos sobre el esquema y los mecanismos de construccion
coordinacion, generalizacion e inversion, dado que en nuestro estudio no consideramos
que se pueda vislumbrar en el desarrollo del libro, ya que estos son propios de analisis
en las actuaciones del estudiante al enfrentarse a una situacion; en consecuencia solo
emplearemos estas construcciones mentales y mecanismos de construccion de la
teoria APOE como parte de las categorias en el analisis de los dos libros de texto de
octavo grado, para establecer las formas de conocer accion, proceso y objeto que se
desprenden de los procesos infinitos inmersos en el desarrollo de los dos libros de texto

analizados.

2.2.1 Mecanismos de Construccion
En la teoria de Dubinsky y colaboradores, se consideran cinco tipos de abstracciéon

reflexiva 0 mecanismos de construccion que dan lugar a las acciones, procesos, objetos
y esquemas; tales mecanismos son: la interiorizacion, la coordinacién, la
encapsulacién, la generalizacion y la reversion; dado que segun afirman Roa y Oktag
(2010) las construcciones mas elementales son las acciones y los procesos, las cuales
se relacionan directamente con los mecanismo de interiorizacién y encapsulacién, en
nuestro estudio solo nos basamos en estos dos, por ello a continuacion los describimos

a manera general.
Interiorizacion:

Dubinsky y colaboradores definen el mecanismo de interiorizacidbn de una accion

como:

“la construccion mental de un proceso, mediante una serie de acciones sobre

objetos cognitivos, que pueden ser realizados o imaginados para ser ejecutados en
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la mente del individuo sin necesariamente llevar a cabo todos los pasos
especificos.” (Ramirez, 2000, p. 37)

En este mismo sentido se afirma que Interiorizar una accion segun Dubinsky (1992)
“consiste en que una cierta construccion interna es hecha con relacion a la accion. (...)
la interiorizacion permite ser consciente de una accion, reflexionar sobre ella y

combinarla con otras acciones” (p.107).

En este sentido la interiorizacidon de una accion, se basa en construir una estructura
mental que realiza el mismo trabajo que el de la accion externa, la cual se produce

cuando el individuo repite y reflexiona sobre la accion (Roa y Oktag, 2010)

Encapsulacion:

Segun Roa y Oktac¢ (2010) la encapsulacion “consiste basicamente en la conversién
de una estructura dinamica (proceso) en una construccion estatica (el objeto), que se
genera cuando el individuo debe transformar al objeto para resolver una situacion”
(p.95). Por otro lado Ramirez (2000) sefala que “el mecanismo de construccion
encapsulacién es la transformacion mental de un proceso, el cual se ha interiorizado en
una accion, en un objeto cognitivo. Este objeto puede considerarse como una entidad

total y puede actuarse mentalmente sobre él por medio de acciones y procesos”. (p.38)
De esta manera, la encapsulacion es la que permite convertir un proceso dindmico

en uno estatico, dado que ha logrado interiorizar acciones y procesos para dar lugar al

objeto.

2.2.2 Construcciones Mentales o Formas de Conocer

2221 Accion
Asiala et al. (1996) sefiala que en la Teoria APOE, la construccion mental accion

es una concepciéon muy limitada del concepto, sin embargo constituye el principio
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fundamental de la construccion de dicho concepto. A continuacion presentamos dos
nociones de accién de acuerdo a la teoria APOE.

“(...) es una transformacion de objetos que el sujeto percibe como algo
externo” (Asiala et al., 1996, p. 7; Dubinsky, 1996).

“cualquier manipulacion repetible, fisica o mental, que transforma objetos
(por ejemplo, numeros, figuras geométricas, conjuntos, etcétera) para

obtener objetos” (Breindenbach et al., 1992, citado por Barbosa, 2003, p. 4).

Desde este punto de vista se podria decir, en la teoria APOE, que un individuo se
encuentra en la forma de conocer accion, si a partir de una reaccion a algo externo
realiza o muestra indicios de cualquier operacion fisica o mental repetible que
transforma de alguna manera un objeto. Un ejemplo de lo anterior, se podria ver
cuando sigue una serie de indicaciones detalladas de los pasos a dar para realizar

cierta transformacion, sin tener un proceso de reflexion previo.

En este sentido, en la siguiente tabla se ilustra la forma de conocer accién de los
procesos infinitos que adoptaremos en nuestro estudio; para cada uno de los aspectos

contemplados en la construccion de los nimeros reales.

Aspecto de la construccioén

Accion
nimero real
Medir, saber cuantas veces cabe una magnitud en otra
Conmensurabilidad e - Se entenderd por accién aquellas explicaciones o
Inconmensurabilidad actividades que contienen, incluyen o solicitan al
estudiante determinar cuantas veces “cabe” una magnitud
en otra.
Convertir de expresion fraccionaria a decimal vy
viceversa.
Racionalidad - Se entenderd por accién aquellas explicaciones o

actividades que contienen, incluyen o solicitan al
estudiante determinar las expresiones decimales finitas o

infinitas perioddicas de un nimero segun corresponda.

Irracionalidad
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Aproximaciones por exceso y por defecto de un
numero real.
- Se entendera por accién aquellas explicaciones o

actividades que contienen, incluyen o solicitan al

estudiante:
Completitud
e Aproximacion de racionales e irracionales por exceso
y por defecto.
e Aproximaciones de raices cuadradas por defecto y
por exceso.
Ubicar en la recta un numero real (medir el segmento
con lareglay ubicarlo con ayuda del compas).
Asignacion de un punto de la recta con un nimero
Continuidad real.

- Se entenderd por accién aquellas explicaciones o
actividades que contienen, incluyen o solicitan al
estudiante:

e Ubicacion de puntos en la recta numérica.
e Construcciébn de segmentos cuya longitud sea un

nUimero determinado.

2.2.2.2 Proceso

Dado que la interiorizacion, como ya se habia mencionado, se basa en construir una
estructura mental que desarrolla el mismo trabajo que el de la accion externa, esta se
genera cuando el individuo repite y reflexiona sobre la accion (Roa y Oktac, 2010);
cuando se llega a tal interiorizacion, de acuerdo a la teoria APOE, el individuo logra la
construccion mental de proceso la cual se basa en una construccion interna, es decir,
que individuo ya puede describir los pasos que intervienen en la transformacion e
incluso invertirlos (Badillo et. al, 2011). En las siguientes definiciones de proceso

podremos evidenciar lo mencionado.

“cuando una accidén se repite y el individuo reflexiona sobre ella, ésta puede

interiorizarse en un proceso” (Asiala et al., 1996, p.7; Dubinsky, 1996).
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“los procesos suceden cuando se repite una accion y el estudiante adquiere
la capacidad de reflexionar, describir, coordinar con otros procesos o incluso
revertir los pasos de la transformacion sobre ello y lograr tomar el control, sin
necesidad de actuar como respuesta a estimulaciones externas.” (Camacho,

Diaz, Mosquera y Salamanca, 2013; p. 351)

Por lo tanto se puede decir que un estudiante se encuentra en la forma de conocer
proceso, cuando es capaz de ver una transformacién de manera dinamica, ademas la
puede distinguir como una transformacion interna que él puede controlar de alguna
manera, sin tener que recurrir a estimulos externos, porque ya ha pasado por un
proceso de reflexiobn e interiorizacion de las acciones que dan lugar a dicha

transformacion.

Desde esta perspectiva, a continuacion presentamos la forma de conocer proceso
de los procesos infinitos que proponemos como punto de partida para nuestros analisis

de contenido.

Aspecto de la construccion
i Proceso
numero real

Interiorizar la accién de medir, para determinar si es

o finito o infinito dicho procedimiento.
Conmensurabilidad e
. - Se entendera por proceso aquellas explicaciones o
Inconmensurabilidad o ] ] o
actividades que contienen, incluyen o solicitan al

estudiante dar cuenta que el proceso de medicion es

infinito o finito.

Interiorizar la forma decimal del niumero racional, es
i ) decir, si es finita o infinita periddica.

Racionalidad 3 .
- Se entenderd por proceso aquellas explicaciones o
actividades que contienen, incluyen o solicitan al

estudiante dar cuenta que el decimal es periddico o finito.

Interiorizar la no periodicidad de la expresion decimal.
- Se entendera por proceso aquellas explicaciones o
Irracionalidad actividades que contienen, incluyen o solicitan al

estudiante dar cuenta que el decimal es infinito no

periddico.
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Reflexionar sobre las distancias entre los
encajonamientos e inferir su cercania al cero.

- Se entendera por proceso aquellas explicaciones o
actividades que contienen, incluyen o solicitan al
estudiante:

Completitud
e Construccién de encajonamientos para decimales
periédicos y su relacion con fracciones decimales.

e Determinar las distancias entre los encajonamientos e

identificar su cercania al cero.

Reflexion sobre el proceso de encajonamiento,
haciendo uso de la recta numérica.

- Se entenderd por proceso aquellas explicaciones o
Continuidad actividades que contienen, incluyen o solicitan al

estudiante ubicar nimeros en la recta numérica mostrando

encajonamiento o0 aproximacion.

2.2.2.3 Objeto
Contrario a las acciones y procesos, que son transformaciones dinamicas, los

objetos son estaticos, dado que son el resultado de la encapsulacién de un proceso.
Este mecanismo de encapsulacién consiste en la conversibn de una estructura
dindmica en una estatica, la cual se genera cuando el individuo debe transformar el
objeto con el fin de dar solucion a una situacién. Teniendo esto, los objetos desde la

teoria APOE son vistos de la siguiente manera:

cuando un sujeto reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso en
particular, toma conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas
transformaciones (ya sean acciones o procesos) que pueden actuar sobre él,
y puede construir de hecho esas transformaciones. Entonces esta pensando
en este proceso como un objeto. En este caso, decimos que el proceso se ha

encapsulado en un objeto. (Asiala et al., 1996, p. 8)
“los objetos son reconstrucciones de los procesos ya que implican reflexionar
sobre las transformaciones (acciones y procesos) como un todo que

estructurado conforma objetos cognitivos, se tiene una buena comprension
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del objeto matemético y se puede construir, reconstruir, transformar y
especificar dicho objeto de manera interna y en algunos casos sin llegar a
hacer uso de ejemplos especificos, sino Unicamente tratando el concepto en

general.” (Alvarenga, 2006, citado por Camacho et al., 2013, p. 351)

De lo anterior, se infiere que cuando el individuo piensa en el proceso como un todo
y realiza transformaciones sobre su totalidad se encuentra en una concepcion objeto
(Roa y Oktag, 2010), dado que su comprension de la idea es tan profunda que la trata

como un objeto.

Siguiendo estas ideas y ajustandolas a nuestro estudio, en la siguiente tabla
resumimos la forma de conocer objeto de los procesos infinitos que adoptaremos para

el andlisis de contenido propuesto por este trabajo.

Aspecto de la construccion

nimero real Objeto
Certeza de poder 0 no poder medir con una unidad.
- Se entendera por objeto aquellas explicaciones, ejemplos
actividades que contienen, incluyen o solicitan al
Conmensurabilidad e estudiante:

Inconmensurabilidad

e Determinar si existe una unidad patrén para medir una
determinada magnitud.

e Caracterizacion de la inconmensurabilidad vy

conmensurabilidad.

Encapsulacion de acciones y procesos para definir
numero racional como una razén entre dos numeros
enteros 0 como un numero con expresion decimal
finita o infinita periddica.

- Se entendera por objeto aquellas explicaciones, ejemplos
actividades que contienen, incluyen o solicitan al

Racionalidad ]
estudiante:

e Caracterizacion de la racionalidad de un namero, vista
como la razén entre dos niUmeros enteros 0 como una
expresion decimal finita o infinita periodica.

e Determinar si la raiz cuadrada de un numero

corresponde a un ndmero racional.
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e Caracterizar numeros racionales a partir de su
expresion decimal.
e Relacion entre los nimeros decimales periédicos con

una fraccién y viceversa.

Irracionalidad

Encapsulacion Coordinaciéon de acciones y procesos
para definir nimero irracional como un ndmero cuya
expresion decimal es infinita no periddica.

- Se entendera por objeto aquellas explicaciones, ejemplos
actividades que contienen, incluyen o solicitan al

estudiante:

e Determinar si la raiz cuadrada de un numero
corresponde a un nimero irracional.

e Caracterizar numeros irracionales a partir de su
expresion decimal.

e Relacionar los numeros irracionales con las

magnitudes inconmensurables

Completitud

Paso al limite (encontrar el nUmero)
- Se entendera por objeto aquellas explicaciones, ejemplos
actividades que contienen, incluyen o solicitan al

estudiante:

e Acercamiento al concepto de densidad, es decir,
dados dos numero encontrar la cantidad que hay
entre ellos.

e Afirmaciones 0  justificaciones acerca  del

procedimiento de encajonar.

Continuidad

Encapsulacion de acciones y procesos para tener la
certeza que a ese numero le corresponde un unico

punto en larecta numérica.

- Se entendera por objeto aquellas explicaciones, ejemplos
actividades que contienen, incluyen o solicitan al

estudiante:

e encapsular acciones y procesos para tener la certeza
gue a ese nimero le corresponde un Unico punto en
la recta numérica.

e Afirmaciones o justificaciones acerca como se ubican

los nimeros en la recta numérica.
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Finalmente, en la siguiente figura Dubinsky (1992) presenta un esquema de las
relaciones entre las construcciones y mecanismos a los que alude la teoria APOE.

Intenon=zacion
Arcidn
OBJETOS FROCESOS
Coordinacién
Inversion
Encapsulacion
Generalizacion

Esquemas y su construccion (p. 107)
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3. Capitulo lll. Aspectos Metodoldgicos

Este capitulo esta dedicado a describir los elementos metodoldgicos que tomamos
en cuenta para desarrollar nuestro estudio; el procedimiento realizado se divididé en
cuatro fases, teniendo en cuenta los pasos que sefala Raigada (2002) para elaborar un
andlisis de contenido, las cuales se relacionan con: seleccion de la comunicacién que
sera estudiada, seleccion de las categorias que se utilizaran, seleccién de las unidades

de analisis y seleccién del sistema de recuento o de medida.

En consecuencia, pretendemos abordar una investigacion centrada en el estudio de
los procesos infinitos presentes en la construccion de los niumeros reales en dos libros
de texto de matematicas de octavo grado; por ello nuestro estudio adopta una
metodologia cualitativa de naturaleza descriptiva e interpretativa, que hace uso del
analisis de contenido cualitativo, ya que éste incluye técnicas que permite realizar en el
proceso de andlisis una interpretacion del sentido oculto del texto (Abela, 2002). En
tanto en el desarrollo de la investigacion adoptamos las ideas de Laurence Bardin
(citado por Abela, 2002) en relacion a que “...el analisis de contenido es el conjunto de
técnicas de andlisis de las comunicaciones tendentes a obtener indicadores,
cuantitativos o no, por procedimientos sistematicos y objetivos de descripcion del
contenido de los mensajes, permitiendo la inferencia de conocimientos relativos a las
condiciones de produccion/recepcion (contexto social) de estos mensajes permite

realizar interpretaciones e inferencias” (Bardin citado por Abela, 2002, p. 3).

A continuacion describimos las cuatro fases que implementamos en la

investigacion.
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3.1. Seleccidon de la comunicacion

Segun planteamientos de Raigada (2002) el analisis de contenido se puede
diferenciar de acuerdo a los objetivos del estudio a realizar en: exploratorio, descriptivo,
y de verificativo o explicativo; el presente estudio se enmarca en el ultimo, es decir es
verificativo o explicativo dado que su finalidad es identificar los procesos infinitos
involucrados en la construccion de los numeros reales en libros de texto de octavo
grado; por ello, requerimos realizar una exploracion y analisis del contenido manifiesto y
latente de los textos buscando identificar, inferir, deducir o explicar la presencia o no de

los procesos infinitos en las unidades de analisis seleccionadas.

Por lo anterior, la seleccion de los dos libros de texto de octavo grado de los cuales
se tomoé la informacion para analizar en esta investigacion, se realizd a través de tres
criterios principalmente; asi el primero atiende a que tales textos fueran formulados de
acuerdo a los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas y a los
Lineamientos Curriculares de Matematicas, dado que estos son los documentos que
actualmente rigen para regular la educacién mateméatica escolar en nuestro pais; como
segundo criterio que los textos manifestaran procesos de aproximacién y en los cuales
se lograra evidenciar mayor presencia, implicita o explicita, de procesos infinitos en sus
explicaciones, ejemplos o actividades planteadas en el desarrollo de la construccion de
los numeros reales. Por ultimo se tuvo en cuenta que los textos tuvieran un capitulo,

seccion o unidad dedicada los niumeros reales.

En consecuencia, en nuestra investigacion los dos textos escolares de matematicas
de grado octavo que se seleccionaron son: Matematicas 8 serie codigo, ediciones SM
S.A., 2008. El libro Alfa 8 de Editorial Norma, edicion 2002; dado que se ajustan a los
objetivos, a la informacién que pretendemos recoger y a los criterios de seleccion

descritos en el parrafo anterior.

3.2. Unidades de anélisis
En nuestro trabajo optamos por tomar como unidades de muestreo, entendidas
estas como aquellas porciones del universo observado que seran analizadas (Abela,

2002, p. 13); el capitulo o secciones de los dos libros escogidos donde se aborde la
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construccion de los nimeros reales; asi mismo las unidades de registro, las cuales se
refieren a los segmentos que hacen parte de las unidades de muestreo que se
analizaran (Abela, 2002) y que se convierten en definitiva los datos del presente
estudio; son los segmentos (explicaciones, ejemplos o actividades) que dan cuenta de

la presencia implicita o explicita de los procesos infinitos.

Realizamos el analisis de los datos a través de la triangulacion de los mismos,
entendida ésta como “...la recogida y comparacion de distintas perspectivas sobre una
misma situacion de comunicacion” (Raigada, 2002, p 14); ya que los dos investigadores
fragmentamos por separado la informacién, considerando para ello los segmentos que
dan cuenta o permiten evidenciar rastro de los procesos infinitos en la construcciéon de
los niumeros reales; posteriormente revisamos y consolidamos un conjunto amplio de
datos, que constituye nuestras unidades de registro y sobre las cuales luego realizamos
una clasificacion, descripcion y contraste para poderlas incluir en una de las categorias
preestablecidas (las que se abordaran en el siguiente apartado); para finalmente a la
luz de tales categorias poder realizar las explicaciones e inferencias sobre los procesos
infinitos que se pueden evidenciar en los dos libros de texto analizados. Por ello nuestro
analisis de contenido no so6lo debe hacer énfasis en el contenido manifiesto sino que
debe profundizar en gran medida en el contenido latente presente en las unidades de

registro.

3.3. Categorias de analisis

Las categorias que se emplean en nuestro estudio para interpretar, explicar y
relacionar las unidades de registro, fueron disefiadas a priori al analisis de los datos, sin
embargo posteriormente se ajustaron de acuerdo a reflexiones posteriores a tales
analisis. En consecuencia se parti6 de lo planteado en los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas en relacién a que “Las conceptualizaciones relativas a
los numeros reales implican la aritmetizacion de procesos infinitos, y por ende, la
construccion de las nociones de inconmensurabilidad, irracionalidad, completitud y
continuidad” (MEN,2004, p. 60); dado que como ya se menciond en el apartado anterior
nuestras unidades de muestra son las secciones o capitulos de los libros donde se
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aborda la construccién de los numeros reales; por tanto las categorias se enmarcan
bajo tres elementos principales, por un lado en la conmensurabilidad e
inconmensurabilidad, racionalidad, irracionalidad, completitud y continuidad; nociones
fundamentales para conceptualizar los niumeros reales como se evidencia en el marco
tedrico y de acuerdo a lo sefialado por el MEN (2004); por otra parte, ya que el andlisis
de los datos se va a realizar bajo la perspectiva de la teoria APOE, las categorias
adoptan las formas de conocer accion, proceso y reformulamos la forma de conocer
objeto en declarado por un lado y por otro objeto promovido. Finalmente dado que se
esta realizando nuestro estudio bajo el andlisis de contenido, como tercer elemento a
tener en cuenta dentro de las categorias, incluimos la intencionalidad de nuestras
unidades de analisis, es decir, las explicaciones, ejemplos y actividades planteadas por

el libro de texto en el desarrollo de la construccién de los nUmeros reales.

Clasificacion segun las Clasificacion segun las Clasificacion segun
componentes consideradas del formas de conocer de la la intencionalidad del
concepto de numero real Teoria APOE segmento
Conmensurabilidad o C.l Accién A Explicacién Ex
Inconmensurabilidad
Racionalidad R Proceso P Ejemplo Ej
Irracionalidad Ir Objeto Promovido Op Actividad Ac
Completitud Cm Objeto declarado Ood
Continuidad Cn
Tabla 1

Con base en lo anterior, de acuerdo a la naturaleza de nuestros datos y mediante
la seleccion de las unidades de registro establecimos las categorias y el sistema de
codificacion para cada una de ellas, como se muestra en la tabla 2. Posteriormente en
la Tabla 3 se describe de manera general cada categoria a la luz de los componentes
considerados en la conceptualizacién de los nimeros reales y segun las formas de
conocer adoptadas por la teoria APOE; finalmente la Tabla 4 particulariza algunos
aspectos que se esperan evidenciar en las unidades de andlisis (explicaciones,

ejemplos y actividades) en relacion a los dos aspectos mencionados anteriormente.
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Accion

Proceso

Objeto Declarado

Objeto Promovido

Conmensurabilidad e
Inconmensurabilidad

Explicacién-accién-conmensurabilidad e

inconmensurabilidad

Explicacion-proceso-conmensurabilidad e

inconmensurabilidad

Explicacion-objeto declarado-
conmensurabilidad e

inconmensurabilidad

Explicacién-objeto promovido-
conmensurabilidad e
inconmensurabilidad

Cadigo Ex-A-C.| Ex-P-C.1 Ex-Od-C.I Ex-Op-C.I
. . . . . Ejemplo-objeto declarado- Ejemplo-objeto promovido-
Ejemplo-accién-conmensurabilidad e Ejemplo-proceso-conmensurabilidad e
conmensurabilidad e conmensurabilidad e
inconmensurabilidad inconmensurabilidad
inconmensurabilidad inconmensurabilidad
Cédigo Ej-A-C.I Ej-P-C.I Ej-Od-C.I Ej- Op —C.I
o . - o » Actividad-objeto declarado- Actividad-objeto promovido-
Actividad-accién-conmensurabilidad e Actividad-proceso-conmensurabilidad e » »
conmensurabilidad e conmensurabilidad e
inconmensurabilidad inconmensurabilidad . . . .
inconmensurabilidad inconmensurabilidad
Cadigo Ac-A-C.I Ac-P-C.1 Ac-0Od-C.| Ac-Op-C.1
. . o . . . L ) . Explicacién-objeto declarado- Explicacién-objeto promovido-
Racionalidad Explicacién-accion- Racionalidad Explicacion-proceso- Racionalidad . . . .
Racionalidad Racionalidad
Cadigo Ex-A-R Ex-P-R Ex-Od-R Ex-Op-R
. B . . . . . Ejemplo-objeto declarado- Ejemplo-objeto promovido-
Ejemplo-accion- Racionalidad Ejemplo-proceso- Racionalidad . . . .
Racionalidad Racionalidad
Cédigo Ej-A-R Ej-P-R Ej-Od-R Ej- Op -R
Actividad-accién- Racionalidad o . . Actividad-objeto declarado- Actividad-objeto promovido-
Actividad-proceso- Racionalidad . . . .
Racionalidad Racionalidad
Caédigo Ac-A-R Ac-P-R Ac-Od-R Ac-Op-R

Irracionalidad

Explicacion-accion- Irracionalidad

Explicacién-proceso- Irracionalidad

Explicacion-objeto declarado-

Irracionalidad

Explicacion-objeto promovido-

Irracionalidad

Caédigo Ex-A-Ir Ex-P-Ir Ex-Od-Ir Ex-Op-Ir
Ejemplo-accién- Irracionalidad . . . Ejemplo-objeto declarado- Ejemplo-objeto promovido-
Ejemplo-proceso- Irracionalidad ; ) ) )
Irracionalidad Irracionalidad
Cédigo Ej-A-Ir Ej-P-Ir Ej-Od-Ir Ej- Op—Ir
. B . . . . . Actividad-objeto declarado- Actividad-objeto promovido-
Actividad-accion- Irracionalidad Actividad-proceso- Irracionalidad . . ) .
Irracionalidad Irracionalidad
Caédigo
. o . ) o . Explicacion-objeto declarado- Explicacién-objeto promovido-
Completitud Explicacién-accion- Completitud Explicacion-proceso- Completitud . )
Completitud Completitud
Cadigo Ex-A-Cm Ex-P-Cm Ex-Od-Cm Ex-Op-Cm
Ejemplo-accion- Completitud Ejemplo-proceso- Completitud Ejemplo-objeto declarado- Completitud Ejemplo-objeto promovido- Completitud
Cadigo Ej-A-Cm Ej-P-Cm

Ej-Od-Cm

Ej- Op -Cm

Actividad-accién- Completitud

Actividad-proceso- Completitud

Actividad-objeto declarado-

Actividad-objeto promovido-
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Completitud Completitud
Cadigo Ac-A-Cm Ac-P-Cm Ac-0Od-Cm Ac-Op-Cm
o o . o o o Explicacién-objeto declarado- Explicacién-objeto promovido-
Continuidad Explicacién-accion- Continuidad Explicacién-proceso- Continuidad
Continuidad Continuidad
Cadigo Ex-A-Cn Ex-P-Cn Ex-Od-Cn Ex-Op-Cn
Ejemplo-accién- Continuidad Ejemplo-proceso- Continuidad Ejemplo-objeto declarado- Continuidad Ejemplo-objeto promovido- Continuidad
Cadigo Ej-A-Cn Ej-P-Cn Ej-Od-Cn Ej- Op—Cn
Actividad-objeto declarado- Actividad-objeto promovido-
Actividad-accién- Continuidad Actividad-proceso- Continuidad
Continuidad Continuidad
Cadigo Ac-A-Cn Ac-P-Cn Ac-0Od-Cn Ac-Op-Cn
Tabla 2
ACCION PROCESO OBJETO

CONMENSURABILIDAD O
INCONMENSURABILIDAD

Medir (saber cuantas veces cabe)

Interiorizar la accion de medir, para determinar

si es finito o infinito dicho procedimiento.

Certeza de poder 0 no poder medir con una

unidad.

RACIONALIDAD

Convertir de expresion fraccionaria a decimal y

viceversa.

Interiorizar la forma decimal del nimero

racional (finita o infinita periodica).

Encapsulacion de acciones y procesos para
definir nimero racional como una razén entre
dos nUimeros enteros 0 como un ndmero con

expresion decimal finita o infinita periddica.

IRRACIONALIDAD

Interiorizar la no periodicidad de la expresion

decimal.

Encapsulacion Coordinacién de acciones y
procesos para definir nimero irracional como
un numero cuya expresion decimal es infinita

no periddica.

Aproximaciones por exceso y por defecto de

Reflexionar sobre las distancias entre los

COMPLETITUD . . . . . Paso al limite (encontrar el nimero)

un ndmero real. encajonamientos e inferir su cercania al cero.

L] Ubicar en la recta un nimero real (medirlo Encapsmacién de acciones y procesos para
CONTINUIDAD con la regla y ubicarlo con ayuda del Reflexién sobre el proceso de encajonamiento, | tener la certeza que a ese niimero le

compas).
e  Asignacién de un punto de la recta con un

ndimero real.

haciendo uso de la recta numérica.

corresponde un Unico punto en la recta

numérica.

48




Tabla 3

Tabla de Categorias Emergentes

ACCION

PROCESO

OBJETO

CONMENSURABILIDAD E
INCONMENSURABILIDAD

Se entendera por accion
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al
estudiante determinar
cuantas veces “cabe” una

magnitud en otra.

Se entendera por proceso
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al
estudiante dar cuenta que
el proceso de medicion es

infinito o finito.

PROMUEVE

DECLARADO

Se entendera por objeto
aquellas actividades que
contienen, incluyen o
solicitan al estudiante:

e Determinar si existe una
unidad patron para
medir una determinada
magnitud.

e  Caracterizacion de la
inconmensurabilidad y

conmensurabilidad.

Se entendera por objeto declarado a
aquellas explicaciones o ejemplos que
caractericen las magnitudes

conmensurables e inconmensurables.

RACIONALIDAD

Se entendera por accion
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al
estudiante determinar las
expresiones decimales
finitas o infinitas periddicas
de un nimero segin

corresponda.

Se entendera por proceso
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al
estudiante dar cuenta que
el decimal es periédico o

finito.

Se entendera por objeto
aquellas actividades que
contienen, incluyen o
solicitan al estudiante la
caracterizacion de la
racionalidad de un nimero,
vista como la razén entre
dos nimeros enteros 0 como
una expresion decimal finita

o infinita periddica.

Se entendera por objeto aquellas
explicaciones o ejemplos que contienen

e incluyen:

e Determinar si la raiz cuadrada de
un nimero corresponde a un
numero racional.

e Caracterizar nUmeros racionales a
partir de su expresion decimal.

e Relacién entre los nimeros
decimales periddicos con una

fraccion y viceversa.
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IRRACIONALIDAD

Se entendera por proceso
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al
estudiante dar cuenta que
el decimal es infinito no

periédico.

Se entendera por objeto
aquellas actividades que
contienen, incluyen o
solicitan al estudiante la
caracterizacion de la
irracionalidad de un niimero,
vista como expresion

decimal no periddica.

Se entendera por objeto aquellas
explicaciones o ejemplos que contienen

e incluyen:

e Determinar si la raiz cuadrada de
un nimero corresponde a un
namero irracional.

e  Caracterizar nUmeros irracionales a
partir de su expresion decimal.

e Relacionar los nimeros irracionales
con las magnitudes

inconmensurables

COMPLETITUD

Se entendera por accién
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al

estudiante:

e  Aproximacion de
racionales e
irracionales por exceso
y por defecto.

e Aproximaciones de
raices cuadradas por

defecto y por exceso.

Se entendera por proceso
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al

estudiante:

e  Construccion de
encajonamientos para
decimales periddicos y
su relacién con
fracciones decimales.

e Determinar las
distancias entre los
encajonamientos e
identificar su cercania

al cero.

Se entendera por objeto
aquellas actividades que
contienen, incluyen o
solicitan al estudiante hacer
el paso al limite (encontrar el

namero).

Acercamiento al concepto de
densidad, es decir, dados
dos numero encontrar la

cantidad que hay entre ellos.

Se entendera por objeto aquellas
explicaciones o ejemplos que contienen
o responden afirmaciones acerca del

procedimiento de encajonar.
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CONTINUIDAD

Se entendera por accién
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al

estudiante:

e  Ubicacion de puntos en
la recta.

e Construccion de
segmentos cuya
longitud sea un namero

determinado.

Se entendera por proceso
aquellas explicaciones o
actividades que contienen,
incluyen o solicitan al
estudiante ubicar nimeros
en la recta numérica
mostrando encajonamiento

0 aproximacion.

Se entendera por objeto
aquellas actividades que
contienen, incluyen o
solicitan al estudiante
coordinar acciones y
procesos para tener la
certeza que a ese nimero le
corresponde un Unico punto

en la recta numérica.

Se entendera por objeto aquellas
explicaciones o ejemplos que contienen
o responden afirmaciones acerca como
se ubican los nimeros en la recta

numeérica.

Tabla 4
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3.4. Selecciodn del sistema de recuento o de medida

Nuestro analisis de contenido es de tipo cualitativo de acuerdo al planteamiento del
problema de investigacion y los objetivos; por ello emplearemos como parametros de
medicion el andlisis de contenido frecuencial de tipo relacional, ya que por una parte
pretendemos contabilizar el ndmero de ocurrencias, de presencia o ausencia de
elementos de una categoria o de indicadores que aludan a esta; y por otra parte
establecer relaciones de asociacion, equivalencia, exclusién, proximidad,
simultaneidad, secuencialidad u orden entre distintos elementos de las categorias
Raigada (2002), para poder posteriormente establecer descripciones, inferencias y
explicaciones sobre los procesos infinitos presentes en los dos libros de texto

seleccionados.

En consecuencia, con el analisis de contenido relacional mediremos la
concurrencia o no de una categoria a partir de tabulaciones previas frecuencias, para
resumir, ordenar y establecer estructura relacional logica entre categorias, tal
informacion sera presentada en tablas de contingencia, con el fin de poder constatar la

discriminacion o la consistencia de unas categorias sobre otras.
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4. Capitulo IV. Analisis de Resultados

A continuacion se presenta el andlisis de los libros NUEVO ALFA 8 y CODIGO 8 el
cual ha sido desarrollado a partir de la clasificacion de segmentos de las unidades de
los libros® que corresponden a la construccién de los Numeros Reales en donde
tuvimos en cuenta los siguientes aspectos que son definitivos en la determinacion de

las categorias de analisis:

e El orden con el que los segmentos han sido expuestos.

e Laintencionalidad con que son presentados.

e Las formas de conocer determinadas por la teoria APOE (Accién, Proceso,
Objeto y Esquema) y ajustadas en esta investigacion para analizar no el
estudiante sino el libro de texto.

e Los aspectos relacionados con los procesos infinitos presentes en la
construccion de conjunto de los Numeros Reales (Conmensurabilidad o

Inconmensurabilidad, Racionalidad, Irracionalidad, Completitud y Continuidad).

Los segmentos de los libros los hemos catalogado segun la intencionalidad con que
han sido presentados en explicaciones, ejemplos o actividades y al considerar que en
ocasiones los ejemplos pueden ser usados en el liboro como explicaciones y viceversa,
se tiene en cuenta la manera como dicho segmento es usado. Por otra parte y dadas
las estrechas relaciones entre los aspectos de los numeros reales que se han
considerado, un mismo segmento puede corresponder a dos aspectos diferentes del
namero real y a formas de conocer diferentes, por ejemplo, un segmento puede
exponer una accion destinada al conocimiento de la Continuidad y a su vez ser un
proceso que conduce al conocimiento de la Completitud del conjunto de los nameros
reales. A partir de lo anterior se han determinado las convenciones para la clasificacién
de los segmentos de cada texto, clasificacion que atiende por un lado a la

intencionalidad con que el segmento del libro es utilizado, como segundo a la forma de

! Los segmentos de los libros hacen referencia a fragmentos del mismo que tienen una intencionalidad
determinada, es decir, que son usados para explicar, para ejemplificar o para asignar una actividad al
estudiante.
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conocer que promueve y por ultimo al aspecto del Niumero Real al que hace alusion
(ver tabla 2).

Teniendo en cuenta la dualidad que se puede presentar en el uso de los segmentos
como explicaciones — ejemplos o0 viceversa, cuando un segmento presente esta
dualidad tendra una doble clasificacion es decir sera clasificado como explicacion y
como ejemplo y de igual manera cuando un segmento responda a aspectos diferentes
del numero real se presentara en las categorias en donde se considere pertinente. Por
altimo, el analisis de cada texto se realiza de forma lineal, es decir, que se toman los
segmentos en el orden en que son presentados por el libro de texto, esto con el fin de

poder analizar la linealidad y la coherencia del mismo.

4.1. Andlisis libro de Texto NUEVO ALFA 8

El libro Nuevo Alfa 8 de Editorial Norma edicion 2001, determina las dos primeras
unidades tematicas a la presentacion de los nimeros Irracionales (Unidad 1) y de los
nameros reales (Unidad 2), mas nuestro analisis se centra en la unidad 1 dado que en
ésta es donde el libro realiza la construccién del conjunto de los NUmeros Reales y en

la cual se evidencia la presencia de los procesos infinitos.

El texto se organiza en varias secciones que hemos denominado Secciones
Preliminares y las correspondientes al Desarrollo Tematico y a continuacion

describimos de manera general cada una de ellas:
SECCIONES PRELIMINARES

1. El primer aspecto que es presentado en la unidad 1, NUumeros Irracionales, son
las competencias que el texto pretende desarrollar en los estudiantes, las cuales
estan clasificadas en interpretativas, propositivas y argumentativas y que estan
enfocadas al desarrollo de los pensamientos numérico, variacional, geométrico y

aleatorio.
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2. ¢Como Surgidé? En donde se hace una introduccion historica a los numeros

irracionales a partir de su relacion con las magnitudes inconmensurables.

3. En la tercera seccion, denominada Me Preparo, el libro propone una serie de
actividades destinadas a la preparacion de los estudiantes para afrontar los

contenidos propios de la unidad.

4. En la cuarta y ultima seccion preliminar, la cual es llamada ¢En qué se Aplica? el
libro resalta la importancia de los numeros irracionales a partir de un ejemplo

particular, el de la razon aurea.

DESARROLLO TEMATICO

El desarrollo tematico de la unidad 1 esta dividido en 4 lecciones en las que se
presentan los contenidos a partir de explicaciones y ejemplos y se plantean algunas
actividades en la seccién Aplico ubicada al terminar cada leccion. Las lecciones en

cuestion se denominan como sigue:

Leccion 1: Expresiones decimales Periodicas y no Periddicas.

a
b. Leccion 2: Numeros Irracionales.

c. Leccion 3: Construcciéon de Algunos Numeros Irracionales.
d

Leccion 4: Los Irracionales y la Recta Numeérica.

Al terminar las secciones 2 y 4 se propone un taller de competencias el cual esta
planteado a partir de las competencias definidas para la unidad y que busca determinar

el nivel alcanzado por el estudiante.

El libro de texto expone, al final de la presentacion del contenido tematico, cuatro
secciones dirigidas al Glosario de términos utilizados en la unidad, a una serie de
Pasatiempos (los cuales son actividades desvinculadas de los contenidos presentados),
a la determinacion de los avances de los estudiantes (seccion Mis Avances) y por
altimo una seccidon enfocada a la preparacion hacia la prueba de Estado denominada

Avancemos hacia el ICFES.
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A continuacién presentaremos los segmentos del libro correspondientes a la unidad
1 iniciando por los segmentos correspondientes a las secciones preliminares:

SECCIONES PRELIMINARES

CLASIFICACION
Ex—0Od - C.I

SEGMENTO PAGINA
1 8

;Como surgid?

Los numeros irracionales, desde su aparicion en los
pitagdricos tardios (siglo V a. de C.), fueron motivo de per-
turbacion para los matematicos hasta finales del siglo XIX.

Para el estudio de las magnitudes continuas (por ejemplo
de longitud) y sus mediciones, fue utilizada la razén
que existe entre dicha longitud y otra longitud tomada
como unidad de medida. El proceso de medida se basaba
en encontrar una unidad de longitud comun a las dos
longitudes dadas. La medicién de esos segmentos podia
expresarse como la razén entre nimeros naturales (lo
que hoy se conoce como nimeros racionales) y
aritméticamente se calculaba con el algoritmo de
Euclides, para la division.

El descubrimiento de la existencia de segmentos que
no son medibles con la misma unidad de medida, es
decir, no podia hallarse una unidad de medida contenida
un nimero entero de veces en cada segmento —como
fue el caso de la diagonal del cuadrado y su lado—,
creb en los griegos un estado de crisis, puesto que la

concepcién de nimero como nimero natural y sus
respectivas razones, resultaban inadecuados para dar
cuenta de propiedades fundamentales de las magnitudes
continuas como la medicion.

La ruptura obedecié a que al calcular la unidad de
medida comun entre la diagonal del cuadrado y su lado,
aplicando el algoritmo de Euclides, se generd un proceso
infinito en términos numéricos. Esto equivale a decir
que la razén entre ambas medidas no podia expresarse
mediante un cociente de nimeros naturales porque se
obtenia un nimero decimal infinito no periédico.

Surgen entonces los conceptos de medidas
conmensurables e inconmensurables. La primera hace
referencia a la relacién entre longitudes respecto a otra
tomada como unidad y expresada a través de una razén
entre nimeros enteros. La inconmensurabilidad se
refiere a la imposibilidad de establecer una razén entre
dos longitudes con una misma unidad y, por
consiguiente, su medida no es nimero racional.

El anterior segmento del texto que hace referencia a la seccién ¢Cémo surgi6o? al
estar dedicado a la exposicibn de la manera como se generaron las nociones de
magnitud conmensurable e inconmensurables es una explicacion en donde se declaran
estos objetos y, de manera implicita, establece la relacibn de las magnitudes

inconmensurables con los nimeros irracionales.

CLASIFICACION
Ac—A-R

SEGMENTO PAGINA
2 9

Me preparo
1 Escribo cuatro ejemplos de decimales infinitos

2. ;Cudntos tipos de decimales infinitos conozco? Doy ejemplos.
3. Encuentro el valor de | 2 y x dado por la calculadora

4

1
Sin calculadora, hallo la expresion decimal correspondiente a =
(5

Las actividades estan destinadas a la caracterizacion y diferenciacion de los
nameros reales a partir de la forma de su expresién decimal, lo cual supone acciones a
realizar por los estudiantes y la clasificacion esta de acuerdo a la Tabla de Categorias

Emergentes.
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
3 9 Ac—-—A-Cn
5. Localizo en la recta numérica los nimeros:
s =3
a. 025 h. 7 [
d. 2.164 e. 0.3 f. 0.333..

La actividad propuesta estd dedicada a la ubicacion de los numeros racionales en la
recta numérica lo cual es posible gracias a la Continuidad de la misma. En el item f de

la actividad se presupone un proceso infinito dada la forma infinita de la expresion

decimal.

SEGMENTO

PAGINA

CLASIFICACION

4

9

Ac-Op-Cm

7. ;Cudntos nimeros diferentes hay entre 0.31y 0.327

Esta actividad se propone introducir al estudiante la idea de densidad en el intervalo
[0.31,0.32], al plantearle la posibilidad de encontrar diferentes nimeros en el intervalo y

poder realizar esto de manera continua y esto estd directamente relacionado con la

Completitud de los nimeros reales.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
5 9 Ac—-A-C.l
8. ;Cuéntas veces co tiene fa longitud /2 la ura 1

La actividad anterior se propone, a partir de la comparacion entre las magnitudes | y
u, determinar su Conmensurabilidad o Inconmensurabilidad y esto corresponde a la

definicion de la forma de conocer accion para las magnitudes conmensurables e

inconmensurables.
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION

6 9 Ex—Od —Ir
Ej—Od-Ir

;En qué se aplica?

proporcién aurea”, que se han utilizad numero irracional = -, cont i
numero de oro”

! rQuUItecCTIosS griegos para P YRS r y " r artants
y arql 1€ Hay otros numeros irracionales importar

como x v e utilizados en ramas de
s matematica como la geometria y el cal

en pinturas com

Este segmento hace una exposicion de la aplicacion del nimero de oro en el arte y

ademas lo declara determinando su naturaleza irracional y su expresion numérica. Por

otra parte, cataloga a los nimeros m y e como irracionales.

En las secciones preliminares el libro declara algunos aspectos relacionados con las
magnitudes conmensurables e inconmensurables, ademas de hacer una breve
introduccién a la nocién de numero irracional. Por otra parte, plantea una serie de
actividades que estan destinadas al andlisis de las expresiones decimales de los
nameros y a la manera como se ubican en la recta; todas estas actividades estan
categorizadas como accion lo cual concuerda con el hecho de que estas secciones
estan destinadas a la preparacion del estudiante para afrontar los contenidos de la
unidad. La actividad numero 7 de la seccibn Me preparo se presenta como una
actividad de objeto promovido ya que propone que el estudiante considere el aspecto
de la Completitud el cual es un aspecto que no se ha trabajado anteriormente y por ello
la hemos considerado como una actividad diferente a las planteadas en estas

secciones.

Es de notar que en la seccidbn Me Preparo se tratan todos los aspectos de la
construccion de numeros reales que han sido considerados en las categorias:
Conmensurabilidad o Inconmensurabilidad en la actividad 8, Racionalidad e

Irracionalidad en las actividades 1 a 4, Completitud en la actividad 7 y Continuidad en la
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actividad 5 (la actividad 6 no se consideré en el analisis dado que esté referida al orden
de los numeros racionales a partir de su expresion decimal). También cabe resaltar que
las magnitudes conmensurables e inconmensurables se han tratado en las secciones
preliminares a partir de objetos declarados (segmentos 1) excepto por la actividad
namero 8 expuesta en el segmento 5 en la cual se plantea la accion como forma de

conocer.
DESARROLLO TEMATICO DEL TEXTO

El texto inicia el desarrollo del contenido tematico con las “Expresiones Decimales
periddicas y no periddicas” lo cual corresponde a la Leccion 1 (pagina 10 del libro de

texto). Este apartado del libro comienza con el ejemplo 1, mediante el cual se realiza
. ., ., . . 1 . ~
una explicacion sobre la expresion decimal del racional 5 Y a partir de ésta se tratan

diversos componentes de los numeros reales, razon por la cual este apartado ha sido
dividido en varios segmentos teniendo en cuenta el componente de namero real que

pone en juego.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex-0d-R
7 10 Ex-A-R
Ej—A-R
:";:(/’, Exp_rfesiones decimal.e’s .
periddicas y no periddicas

Recordemos que para convertir un racional en una expresion decimal se divide
el numerador entre el denominador.

Ejemplo 1

sCual es la expresion decimal del nimero racional 51')

Realicemos la divisién: 1 +3 . :
Vemos que la primera cifra decimal es O y
) el primer residuo 1. Este residuo inicia una
e icacién exact | proceso de divi-
residuo 3 10 0.33 d‘uvph i6n exacta del proceso de divi
5 sion, por tanto concluimos que:
residuo 10
El racional — puede expresarse mediante un decimal periédico, es decir:
3
1 ) 23323 1 '
~ =1 3 = 0.3333... Decimos que 3 esla fraccion generatriz de 0.3333...

y que el periodo es 3. g
La expresion decimal 0.3333 también se puede escribir como:

0.3333...=0.3+0.03+0.003+0.0003 +... =3 4+-3 3 , 3
10 100 1000 10000

La suma de estas fracciones decimales que expresan el decimal 0.3333...,

1
es el racional —
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En la primera parte de este segmento el libro declara un procedimiento con el
cual se determina la expresién decimal de un namero racional. A continuacion, a través

del ejemplo 1, se hace mencion de las acciones que han de realizarse para determinar

la expresién decimal de un racional de la forma% a,b €.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex—P —-Cm
Ej-P—-Cm
8 10-11
Ex—P —-Cn
Ej—P—-Cn

| 1 - cp :
Al ubicar a 3" la recta numérica, comprobamos graficamente lo anterior

% es mayor que 0 y menor que 1, por tanto, tenemos:

i

03 -
Fig. 1 R S

En la figura 1.4 observamos que Les mayor que 0.3 y menor que 0.4, lo que
podemos escribir como: 3

03 <] <04
Ahora, representemos en la recta numérica el segmento de extremos 0.3 y

0.4 y observernos la ubicacion del racional % como lo muestra la figura

L ©

-

0.3 0.4

Segin la gréfica ;‘ es mayor que 0.33, pero menor que 0.34, luego
0.33 < % <034,

Ahora representemos en la recta numérica el segmento de extremos 0.33 y
0.34 (véase figura 1.6).

L
3

033 ' 0.34

]

- [ 0333+
0.334—

Fig. 1.6

es mayor que 0.333, pero menor que 0.334, luego 0.333 < % < 0.334.

Wil

Si continuamos con este proceso podemos afirmar que:

—;-esmayor que 0.3333, pero menor que 0.3334, esdecir: 0.3333 < % < (0.3334.

60



Observemos que en cada paso, hemos construido un segmento que estd
contenido en e} segmento trazado en el paso anterior, es decir, hemos cons-
truido encajonamientos, cada uno contenido en el anterior:

.333 < 0.3333 < 03334 <
0.33 <0333 < 0.334 < 0.34

03<033<034<04

Dado que este fragmento del ejemplo 1 esta propuesto a la construccion de
. . , . . 1 .z . . .
encajonamiento numeéricos del racional 3y la representacion de dichos encajonamientos

en la recta numérica, este segmento responde a dos categorias diferentes segun la

Tabla de Categorias Emergentes.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex—P —-Cm
Ej—P-Cm
9 11
Ex—P-Cn
Ej—P—-Cn

Si repitiéramos este proceso infinitas veces, el unico punto en comidn de los

1 3 = ;
segmentos construidos seria - €Omo se muestraen la figura 1.7. Enla praciica,

el uso de la expresién decimal para — se hace por medio de una aproximacion,

'y '] 2 '] . -
escribiendo tantas cifras decimales como exija la precision deseada,

Al igual que el segmento anterior, este segmento del ejemplo 1 responde a dos
categorias diferentes las cuales estan enfocadas al conocimiento del objeto en la

Completitud y la Continuidad, dado el paso al limite que se evidencia y la determinacion

;. ;. . 1
de un Unico punto en la recta numérica que corresponde al racional p
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
10 11 Ex-0d-R

A continuacion damos algunos nimeros racionales y sus expresiones decimales:

2 72=7.8333...

, .)
3 ~0.428571428571... £ =0.1818...
/

[

Todo lo anterior podemos resumirlo asi:
Una expresion decimal
ro racional. El digit Tupo e
periodo

En este segmento se define el nUmero racional a partir de la forma de su expresion

decimal, lo cual es una declaracién de una de las caracteristicas del objeto.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
11 11-12 Ex—0Od-—Ir

Por otra parte, existen expresiones decimales infinitas no periddicas como:
0.10100100010000... 0.141592653...
Estas expresiones decimales también pueden escribirse en forma de adicién de
fracciones decimales:
0.101001000100001.... =4 Ly L4
101000 1 000 000

0.141592653... :—]+i+L+-——§_+ 9 i

10100 1000 10 000 100 000
/Cudles son las reglas para obtener este tipo de expresiones?

La falta de regularidad en estas expresiones muestra la diferencia entre estos niimeros
y los racionales.

Estas expresiones decimales infinitas no periGdicas son representadas por nimeros
que no son ndmeros racionales. En conclusién:

Existen nimeros que no son racionales, es decir, que no pueden

d

escribirse de la forma B con a, benterosy b#0.
h

En este segmento se evidencia la existencia de numeros diferentes a los racionales
a partir de su expresion decimal y desde la misma se caracterizan este tipo de
nameros. Es de notar que el infinito es utilizado como la forma de expresion de estos
nameros ya sea por la forma de la expresion decimal o por su representacion a partir de

la suma de fracciones decimales.

A partir de lo expuesto, el texto propone una serie de actividades que se encuentran

en la seccion “Aplico” de la pagina 12 y con la cual concluye la Leccién 1 de la unidad 1.
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A continuacion se presentan los segmentos correspondientes a esta seccion del libro de
texto:

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
12 12 Ac—-A-R

1. Encuentro la expresion decimal de cada nlme-
ro racional, sin utilizar calculadora.

a l b ! C. 1 _;— e 2
2 } §) 500 )

- 10 9 5 . 19 . 7
£y = . — h . == . =
3 5 20 9 7 ’ 11

Dado que en el segmento 5 el libro expuso el procedimiento para determinar la

., . , . a
expresion decimal de un numero racional de la forma - este segmento se cataloga de

igual forma como una accion que tiene como propdsito el conocimiento de la
Racionalidad.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
13 12 Ac—P-Cm

2. Expreso cada decimal periddico como la suma
de fracciones decimales y construyo encajona-
mientos para cada uno.

0.121212...

b.
¢ 1.5555. d. 3.421421421...

Este segmento se ha clasificado en esta categoria por la instruccion de construccién
de encajonamientos para cada numero lo cual refleja el proceso de aproximacion,

infinito en algunos casos, que es posible gracias a la Completitud de los reales.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
14 12 Ac-0Op-R

3. Determino el valor de verdad de cada proposician.

a. Todo nidmero racional puede expresarse
mediante un decimal.

b. Enuna fraccion decimal periddica el perfo-
do tiene a lo sumo 10 cifras.

c. Los decimales se clasifican en: finitos, in-
finitos periodicos e infinitos no periodicos.
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d. Toda expresién decimal representa un ra-
cional.

4. los decimales que pueden escribirse en forma
de fraccién son:

Los finitos e infinitos periddicos.

a
b. Los infinitos periddicos dnicamente.
¢. Los infinitos no periddicos.

d

lodos los decimales.

w1

Decido cudl de las posibles expresiones, de los
numeros racionales, debo usar para efectuar la
peracion indicada y hallo el resultado.

a. 14025 b. 0.747474... ~§

Las anteriores actividades exigen la comprension de algunos apartados anteriores
del libro en donde se tratan las diferentes representaciones de los nimeros racionales,
la caracterizacion de los mismos y la posibilidad de la existencia de otros numeros
diferentes a los racionales a partir de las expresiones decimales. Es por ello que se

considera un objeto promovido por el libro.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
15 12 Ac-Op-R

Z5

7. Laexpresion decimal del nimero racional 22 es un:

/

a. Decimal infinito periddico.
b. Decimal finito.
¢. Decimal infinito no periddico.

d. Decimal finito periédico.

La anterior actividad promueve la relacion entre dos representaciones de un numero
racional, pretendiendo entablar la relacion entre dos caracteristicas del objeto que

promueven su mayor comprension.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
16 12 Ac—-Op-—1Ir

Para los ejercicios 8 al 12 consulto y contesto.

8. ;Es 0.123456789101112... igual a




La anterior pregunta exige la compresion de las representacion decimal de un
namero real y la relacién entre esta representacion con la determinacion de la
Racionalidad o Irracionalidad del numero. Dado esto, la actividad promueve la
identificacion de la Irracionalidad del nimero dado a partir de la falta de periodicidad de
su expresion decimal y plantea la diferencia con una expresion racional y es por ello

que la hemos catalogado como un objeto promovido relacionado con la Irracionalidad.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac—-0Op-Cm
17 12
Ac—-0Op-Cn
9. Es 0.999... =17 Justifico la respuesta en la
recta numeérica.

Este segmento responde a dos categorias dado que aparte de dar el paso al limite
en el proceso 0,99999... lo cual es un indicio de promocion del objeto Completitud,
solicita la justificacion a partir de la ubicacién de puntos en la recta y la determinacion
de un Unico punto para el niumero o 0,99999... el cual es un parametro para observarlo

como objeto promovido en el componente Continuidad.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
18 12 Ac—-0d-—Ir
10. Con una calculadora, encuentro un valor aproxi-
mado a +/ 3.

Teniendo en cuenta que la actividad propone la determinacion de la expresion
decimal del irracional dado, el segmento se ha clasificado siguiendo la definicion dada

en la Tabla de Categorias Emergentes.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
19 12 Ac—-Op—Ir

11. ;Es m un nimero racional?

12, ;Cudl es el origen de m?
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Las anteriores preguntas promueven la determinacion de la naturaleza de «
planteando la incognita sobre su Racionalidad y complementando esto con la pregunta
sobre su origen. El item 11 puede que se sustente en la expresion decimal de T dado el

trabajo sobre las expresiones decimales que se ha hecho a lo largo de los segmentos
anteriores, pero la cuestion sobre su Racionalidad o Irracionalidad fue resuelta por el

libro de texto en el segmento 6 en donde lo declar6 como un namero irracional.

En la primera seccién el libro caracteriza las expresiones decimales perioddicas y no
periodicas abriendo, a partir de las ultimas, la posibilidad de existencia de numeros que
no son racionales. En este trabajo con las expresiones decimales de un numero
racional, los procesos infinitos aparecen como soporte y como consecuencia de la
Completitud y Continuidad del conjunto de los numeros reales al emerger en la
determinacién de las cifras decimales a partir de la division continua y en el proceso de
ubicacion del racional en cuestion haciendo uso de encajonamientos tanto numericos
como de puntos en la recta. Por otra parte, en forma coherente con la presentacion de
la leccién, las actividades se enfocaron en el trabajo con expresiones decimales las
cuales estan dirigidas, en su mayoria, a la promocién de los objetos matematicos

determinados para el andlisis del texto.

Con base en las expresiones decimales, el libro continda con la formalizacion del
namero irracional a partir de su aproximacion por medio de racionales el cual es el logro

a alcanzar en la leccién 2.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex-0Od-Ir
Ej—Od-—1Ir
20 13 Ex—Od-_C.I
Ej—Od-_C.l

:,';'/', Nameros irracionales

» Logro
Ap! Observemos los cuadrados ABCD y

EFGH de la figura 1.8.

Recordemos qui
14, en dande [
Por tanto, el drea del cuadrado ABC)
4 cm“.

drea del cuadrado e
fa longitud de

Des

Para calcular el drea del cuadrado EFGH se tiene en cuenta que su drea es
exactamente la mitad del drea del cuadrado ABCD. ;Por qué?
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Luego el drea de EFGH es:

Area =4 cm’ 5 2= 2cm’

Conociendo el drea (Al del cuadrado podemos hallar la longitud del lado asi:
! = | A.En el cuadrado EFGH, la medida de un lado cualquiera esti dada por
GH =42cm” = v2 cm

La raiz cuadrada de un ndmero a, es el nimero positivo que elevado al
cuadrado da como resultado a. En este caso, la medida del lado no es un
nimero entero, porque en ese conjunto N encontramos un nimero que
elevado al cuadrado nos dé exactamente 2, Luego la medida del lado de
cuadrado es un decimal que no corresponde a un nimero entero

;Cémo se puede calcular este decimal? ;Qué clase de decimal es?

Este segmento introduce los numeros irracionales que son raices cuadradas de
nameros enteros positivos dada la relacion que se presenta con el area de cuadrados.
Este tipo de raices pretenden ser determinadas por medio de su expresion decimal lo
cual permite la caracterizacion del objeto namero irracional. Por dltimo, el segmento
expone una relacion directa entre la Racionalidad o Irracionalidad de un nimero con el

tipo de magnitud que representa y de aqui la doble clasificacion del segmento.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex—P-Cm
Ej—P—-Cm

21 13

Para calcular ese decimal utilizaremos la relacion entre [a potenciacion y la
radicacién, v el proceso de encajonamiento. Veamas:

1 =1y 2° =4 Luego: 42 estientre | y 2, Es decir, T< (2= 2,
1 v 2 son valares aproximados a 2 en unidades
Si dividimos el segmento de extremos Ty 2 en 10

partes iguales, podemos aproximar su valor a dé-
cimas (véase la tabla 1.9).

Nameros decimales Cuadrados ) o
: Si observamos la tabla, los valores (en décimas)
1.1 (L1 = 1.21 a G -
mas préoximos a 2 son 1.4 y 1.5, porque sus
22 = 4 . 2 z .
12 (1:2)= = 1.44 correspondientes cuadrados estin mas proximos a
1.3 Ll 2, entonces: 1.4 < /2 < 1.5. Es decir, 1.4 e5 una
1.4 (1.4 = 1.96 aproximacion por defecto y 1.5 es una aproxima
1.5 {1.5)% = 2.25 cion por exceso a + 2.

,,,,,,,,,,,,, @

fnuamos el procedimiento aproximando a las centésimas a partir de 1.4.

Namero decimal Cuadrado Entonces se puede afirmar que: 1.41< /2 < 1.42

4 (1.49°=1.9881 1.41 y 1.42 son valores aproximados a 2 en
1.42 (1.42)% = 2.0164 centésimas.

67



En este proceso a cualquier aproximacion por defecto le corresponde una
aproximacion por exceso. La aproximacion por exceso se obtiene sumando 1,
0.1, 0.01 o la unidad decimal correspondiente, segtin el caso, a la aproxima-
cion por defecto.

El proceso de aproximacion es acercarse al valor de /2 asi:

A menos de una décima: 14<y2 <15

A menos de una centésima: 1.41<,/2<1.42

A menos de una milésimas 1.414< 2 <1.415

A menos de una diezmilésima: 1.4142 < /2 <1.4143
A menos de una cienmilésimas 1.41421< 2 < 1.41422

El proceso de aproximacion a v2 es muestra de la consideracion de la Completitud
del conjunto de los numeros reales en el texto. El segmento explica a partir de un
ejemplo este proceso de aproximacion el cual se basa en el proceso de determinacién

de encajonamientos lo cual decreta la clasificacion del segmento.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
22 14 Ex—0Od-Ir

Si continuamos sucesivamente el proceso de aproximacion, concluimos que:
* No podriamos determinar exactamente el valor de /2.

* No hay un nimero decimal finito cuyo cuadrado sea exactamente 2.

* El ndmero decimal que expresa a /2 es infinito y no periddico.

* No se puede encontrar la fraccién generatriz de /2.

* No existe un niimero racional que elevado al cuadrado dé +/2.

decimal no periddico e infinito es un nimero

Por tanto, este nimero decimal, /2, es un ndmero irracional.

A continuacion del proceso de aproximacion explicado en el segmento anterior, el
libro da algunas conclusiones sobre este proceso en las cuales se basa para realizar el
salto a la definicién del nimero irracional a partir de las caracteristicas de su expresion
decimal. Las conclusiones que da el libro de texto son declaraciones sobre la
naturaleza del nimero irracional lo cual determina la clasificaciéon del segmento segun

la definicion dada en la Tabla de Categorias Emergentes.
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A continuacién en la seccion Aplico de la Leccidon 2 el libro plantea una serie de

actividades destinadas al

cuadradas a partir de numeros decimales.

fortalecimiento del

proceso de aproximacion de raices

SEGMENTO

PAGINA

CLASIFICACION

23 15

Ac—P-Cm

1. Sigo el proceso explicado en la leccién y com-
pleto las tablas 1.12 para hallar el valor aproxi-
mado de las raices.

a. =
Valor aproximado de 3
Por defecto Por exceso

Amenos de una
unidad

A menos de una
décima

A menos de una
centésima

A menos de una
milésima

El valor aproximado de /3 es:

2.

Por defecto Por exceso

A menos de una

unidad

A menos de una
décima

A menos de una
centésima

A menos de una
milésima

El valor aproximado de J15 es:
Tabla 1.12

Para cada raiz, elaboro una tabla como la del
ejercicio anterior y hallo un valor aproximado.

\ 55 c. 12

v

J8 f. 410

Este segmento se ha clasificado en esta categoria por la instruccién de construccion

de encajonamientos para cada raiz lo cual refleja el proceso de aproximacion que es

posible gracias a la Completitud de los nimeros reales.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac—-Op-Cl.l
24 15 Ac-0d-R
Ac—-0Od—1Ir
4. En la figura 1.13 aparecen cuatro cuadrados
con su respectiva area. Hallo la longitud del
lado de cada cuadrado y determino si el niime-  A=5cm’ A=b25 o
ro decimal que representa esa longitud es un
racional o irracional.
A=9cm’ A=7cm’
Fig. 1.13
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La actividad propuesta en este segmento, estimula la determinacion de una
magnitud y la caracterizacion de la misma a partir del niamero decimal que la
representa, y promueve la relacion entre la magnitud y el nimero racional o irracional a
partir de la expresion decimal. Lo anterior establece las diversas clasificaciones del
segmento a partir de los objetos que propone y declara y de los aspectos del Numero

Real que involucra.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac—-0d-R
25 15
Ac—-0d-—Ir

5. Completo la tabla 1.14 y determino si la raiz es
un numero racional o irracional.
n \,"n Racional o irracional
100
11
841

20
12.06

La actividad pretende establecer la relacion entre el nimero entero dado y su raiz
cuadrada para que, por medio de esta relacion y de la expresion decimal de la raiz, se
puedan determinar las condiciones que debe cumplir el entero dado para que su raiz
corresponda a un numero racional. Todo esto, esta en relacién con la definicion de

objeto declarado dada en la Tabla de Categorias Emergentes.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
26 15 Ac—-Op—Ir

7. Respondo cada pregunta justificando mi res-
puesta.

a. ;la raiz cuadrada de todo numero genera
ndmeros irracionales?

b. ;Es un ndmero irracional la raiz cuadrada
de un ndmero racional?
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c. ;Qué tipo de ndmero es la raiz cuadrada
de 58?

d. ;El producto de dos nimeros irracionales es
un nimero irracional?

Por medio de la actividad el libro promueve la relacién entre las raices cuadradas y
la Racionalidad o Irracionalidad de un nimero dado lo cual determina clasificacién del

segmento como objeto promovido relacionado con la Irracionalidad.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
27 15 Ac—-Op—Ir

8. Construyo cinco ndmeros irracionales que sigan
la regla del nimero de Lioville: 1.1010010001...

A partir de la identificacién de la regla de conformacién del nimero de Lioville, se
promueve la determinacion de otros numeros irracionales diferentes a los surgidos por
raices lo cual abre la posibilidad de la existencia de numeros irracionales diferentes a
los surgidos de operaciones con numeros racionales y diferentes al nimero de oro, a

y a e y establece que el segmento promueve el objeto Irracionalidad.

En la Leccidén 2 y en el correspondiente Aplico, el texto se enfoca en la construccion
del objeto nimero irracional lo que se evidencia en la clasificacion de los segmentos los
cuales estan determinados, en su gran mayoria, a objetos promovidos y declarados de
Irracionalidad. Los procesos infinitos solo se presentan en el segmento 23 el cual esta
destinado a la determinacion del valor aproximado de raices cuadradas por medio de la

determinacién de encajonamientos.
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TALLER DE COMPETENCIAS 1

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
28 16 Ac-A-R
1. Escribe en forma de fracciéon los nimeros de-
cimales y la fraccidn generatriz.
a. 2.8 b. 6.98
c. 0.28 d. 1.07
e, 2.348 f. 2.008

Esta actividad esta dirigida al fortalecimiento de la habilidad en el cambio de
representacion de numeros racionales, actividad que fue explicada en la Leccién 1. Al
estar dedicado plenamente a la ejercitacion en un procedimiento se considera como

una accién que claramente esta dedicada al conocimiento de la Racionalidad.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
29 16 Ac-Op-R

2. Escribe tres ndmeros decimales que podrian
ser representados por cada suma de fracciones.

9,9,9 , 9 . N B
& 357700 7000 " 70000 ¢ >*70" 700 " 1000 " 10 000
b. ! + 2 + ! +... d. 3 & I + 8 3

L — , - + ...
10 1000 100 000 100 1000 10000 100 000

Aunque en la Leccion 1 fue explicado el proceso de determinacién de un namero
decimal a partir de su fraccidn generatriz, el proceso contrario no ha sido trabajado y es
por ello que esta actividad aparte de estar dedicada al conocimiento de la Racionalidad
promueve la reversion del procedimiento explicado por lo cual lo hemos considerado
como la promocion del objeto nimero racional.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
30 16 Ac-Op-R
3. Escribe como suma de fracciones decimales

los nimeros.

o
A S
w
w

a. 0.9999... b. O.

(V%)
(o8}
(O9]
(98]

¢: 0.755:.. d.
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Aunque es probable que los estudiantes expresen los decimales siguiendo el
ejemplo dado en el segmento 11, la actividad deja abierta la posibilidad de expresar
cada decimal con fracciones decimales que no necesariamente se deben corresponder
con las del ejemplo. Esta posibilidad permite el conocimiento de la Racionalidad como
un objeto que es promovido dado que las diferentes formas de expresion en fracciones
decimales pueden ser determinadas por el estudiante sin orientacion directa del libro.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
31 16 Ac—-Op-—1Ir

4. Un granjero quiere cercar un potrero que tiene
forma de triangulo rectangulo. Un cateto mide
50 m v el otro 64 m. Explica por qué él no
puede determinar la cantidad exacta de cerca

que necesita.

Este segmento se ha catalogado como objeto promovido ya que la actividad
estimula el vinculo entre las magnitudes inconmensurables y los niUmeros irracionales
aunque el libro a pesar de establecer este vinculo en las secciones preliminares no lo

ha fortalecido en el transcurso de las lecciones 1y 2.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac—-—P—-Cn
32 16
Ac—P-Cm
5. Ubica en la recta numérica, mostrando enca-

jonamientos, las expresiones decimales.

a, 0. 121212... b QZ17TT

La actividad propuesta en este segmento muestra la relacion entre la Continuidad y
la Completitud fortaleciendo el proceso de aproximaciéon infinito que involucra la
construccion de encajonamientos numéricos y a partir de puntos sobre la recta. Es por
ello que este segmento expone el proceso como forma de conocer la Continuidad y la

Completitud de los Numeros Reales y por ello su doble clasificacion.
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33 16 Ac-0Op-Cl.l
6. Los residentes de un ec!|t|(7|0 de apartamentos a. Expresala medida del MN en términos de
quieren cercar un espacio cuadrado del jardin, la unidad a v en términos de la unidad b.
para sembrar unas hortensias. La administradora ; ) 4 ,
g Tt e 8 ;Qué clase de ndmero permite expresar
midié un lado del cuadrado con un palo que | fida?
; Ko : cada medida?
encontré en el jardin; el residente del apartamen- 3 ;
t0 101 us6 una regla para medir el lado, mientras b. Utiliza la unidad ¢ para medir el MN.
que el jardinero utilizé una piola que tenfa en el ;Cabe exactamente la unidad ¢?
bolsillo. Si MN representa el lado del cuadrado, =
A c. Llama rala parte del MN que no pudo ser
a la longitud del palo, b la longitud de la regla ks s ) v
medida por c. Divide a ¢ en medios y en
y ¢ la de la piola, como se muestra en la figura tercios. Determina con qué parte de ¢
1.15, contesta las siguientes preguntas. Usa el puedes medir al segmento de longitud r.
compds para tomar las medidas indicadas. ;Qué clase de nimero expresa la longitud
" del MN en términos de la unidad ¢?
M ! " . i )
/ d. Investiga como medir el segmento usando
— ; e £
como unidad de medida 5a.
a b C
—_— - —

Este segmento se ha clasificado en esta categoria por la promocion que se hace
de la comparacién de las magnitudes, lo cual da a conocer de manera indirecta la
Conmensurabilidad o Inconmensurabilidad de magnitudes que es un aspecto que no
han sido objeto de estudio a lo largo de las lecciones uno y dos pero que ha sido dado a

conocer tanto en las secciones preliminares como en el segmento 24.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex - Od - C.
34 16 !
Ac—-0Od-C.I

7. Las magnitudes que trabajamos en el ejercicio
6 son conmensurables porque se pueden medir
exactamente usando como unidad de medida
comun, miltiplos o submdiltiplos de la ofra. Es
decir, tienen una unidad de medida comdn.

Mide, con el compds, cada segmento de la izquier-
da en términos de la longitud del segmento de la
derecha e indicasi sus longitudesson conmesurables.
a.

A B C D
b.
E F G H

La doble clasificacion de este segmento obedece a la explicacion que se hace de

manera previa a la actividad, explicacion que define las magnitudes conmensurables y
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que por tanto las declara para luego realizar un ejercicio de medicién que se pide sea
desarrollado con base en la definicion.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
35 17 Ac—-Op-C.I

8. Dibujen 8 cuadrados de diferentes tamanos y
tracen en cada uno las diagonales. Midan el lado
y la diagonal de cada cuadrado y con los datos
obtenidos, completen la tabla 1.17. a. ;Qué tipo de decimal es el cociente entre
dy hen cada cuadrado?

9. Segin la tabla 1.17, respondan justificando la
respuesta.

Cuadrado Longitud de Longitud d )
la diagonal(d) del lado (h) h b. ;Ladiagonal del cuadrado se puede expre-

sar como a veces el lado, donde a es un

1 ; :
ndmero racional?
2
5 c. ;Son medidas conmensurables la longitud
de la diagonal de un cuadrado y la longi-
4 tud de su lado?

p: d . .
La razén - permite determinar la manera como se comparan las magnitudes

requeridas y la Conmensurabilidad o Inconmensurabilidad de las mismas y dado que
este es un aspecto que no se ha trabajado en el texto, hemos considerado la actividad

como un objeto promovido por el mismo dado que por medio de las preguntas que se
realizan en el punto 9, las cuales estan direccionadas a la utilizacién de la razén %, se

da a conocer el objeto Conmensurabilidad o Inconmensurabilidad.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
36 17 Ac-Op-C.l
10. Analicen la siguiente situacién: Carolina afirma: las dos longitudes son
z ~ . ens les puesto que se pueden "n‘! exal
D F C Juan, José y Carolina mensurables puesto que se pu den mediir ex
, ] . tamente, Ademas, el nimero que 1as reiaciona
estan tratando de medir : : N ‘
¢S Un NUMeTo racionds
la longitud del lado AR, £l :
i 3 | protesor interviene v escrin
utilizando la longitud i ' ‘
del lado AD (véase fi- 2AR &3AD 0 AR« 1.5AD
A E B r gura 1.18).
' ) ) a. Cudl estudiant
l). (
Juan afirma: la longitud del AR es ;’ de la del ¢. ;Es verdadera |
— 5 : 3 - d. 1
AD . José escribe: AR = = AD.

75



La actividad propuesta estimula el conocimiento de la equivalencia entre las
expresiones racionales que surgen en el proceso de medicidén y que relacionan a las
medidas obtenidas con numeros racionales lo cual promueve su vinculo con las

magnitudes conmensurables.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
37 17 Ac—-Op-Cl.l

12. Argumenta a favor o en contra de las afirma-
ciones.

a. Las mediciones son aproximaciones, por
muy refinados que sean los métodos o los
instrumentos empleados. Por tal razon,
siempre pueden set expresadas con nime- N _ -
ros racionales o decimales periédicos. c. Si dos longitudes son inc ('rl\i?lt'jfl\(ll ibles,
g el cociente de las dos longitudes es un
b. Si se exigen condiciones de !”M.'WW la decimal infinito no periédico (irracional).
medida de las longitudes no puede hacer
se con un ndmero entero de submultiplos
de la unidad inicial por pequenos que
sean, lo que implica que las longitudes no
son conmensurables, es decir, son incon-
mensurables

Las afirmaciones que se realizan sobre el proceso de medicién estimulan el contraste
de las ideas de los estudiantes sobre la Conmensurabilidad o Inconmensurabilidad de

las magnitudes, lo cual promueve el conocimiento de estos objetos.

El taller de competencias correspondientes a las lecciones 1y 2 esta compuesto, en
mayor proporcion, por actividades de promocién de objetos que no han sido trabajados
en las lecciones como los son las magnitudes conmensurables e inconmensurables. En
cuanto a los procesos infinitos de nuevo se presentan en actividades de

encajonamiento tanto numérico como de puntos en la recta numérica.

En la Leccion 3, el texto presenta la idea de numero construible a partir de la
explicacion de la construccion de numeros irracionales, en donde se busca relacionar

estos numeros con las magnitudes inconmensurables.
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex—0Od-C.I
Ej—Od-C.l
Ex—Od-Ir
Ej—Od-—1Ir

38 18

- P
W] Construccion de algunos

FLS. , ) . :
numeros 1rracionales
Hasta ahora los ndmeros irracionales se han identificado con expresiones

decimales no periddicas. Pero existen diferentes formas de construir segmentos
cuya longitud es un ndmero irracional.

Irracionales por construcciones geométricas

D_ G K En la leccién 2 obtuvimos +/2 como la medida de
| N < )
‘ la longitud del lado de un cuadrado de drea 2 cm?.

o | ¢ Si recordamos, esta medida se obtuvo construyendo

| sobre el cuadrado ABCD, cuya drea es 4 cm?, el

cuadrado EFGH. Sin embargo, hay otras construc-

) » ciones geométricas que se realizan con escuadra y
/ E

2cm compds para obtener segmentos de longitudes +/2

y /3. Veamos:

Este segmento tiene una doble clasificacion ya que a partir de la construccion de los
ndameros irracionales se promueve la relacion entre el numero irracional con las

magnitudes inconmensurables lo cual fortalece la construccidon de las nociones de estos

objetos.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex—-Od-Ir
Ej—Od-—1Ir

39 18

Utilizando escuadra y compads construyamos un segmento de longitud /2

otro de longitud /3.

¢ Dibujemos un segmento AB cualquiera. Este
segmento serd la unidad de medida

* Con la escuadra, tracemos por A la perpendi-

cular al AB

¢ Con el compds tomemos la medida AB. Con
centro en '\‘ tracemos un arco (ztll‘ mt('rn‘quﬂ
a la perpendicular en C, como lo muestra la
tigura 1.22
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¢
1
A B
N
N
\
1"
\
\
\
\
K \'
- \
N\ |\
1 V2 |
- 3
—_—
N
N
\ 1 5

* Unamos con la escuadra los puntos C v B.

Por el teorema de Pitdgoras, el segmento CB
tiene longitud

punto C el D ;:.-"w”.]m ila
B, de longitud 1 mo lo muestr

Al unir los puntos By D obtenemos el triangulo
rectangulo BCD, cuyos catetos son CD y BC de
longitudes 1y

de

), respectivamente. La longitud

1 hipotenusa (el segmento BD) es

J 3 esta
se determina por el teorema de Pitagoras.

La clasificacion de este segmento obedece a que se realiza una explicacion a partir

En

como guia lo explicado en la leccion:

de un ejemplo en la cual se determina un procedimiento para la construccién de un
segmento cuya medida se define a priori como numero irracional.

la seccion Aplico correspondiente a esta leccion, el texto pretende el

fortalecimiento del procedimiento de construccion de numeros irracionales teniendo
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION

40 19 Ex—-0Od-Ir

Irracionales construidos por razones: n y el “nimero de oro”

El nimero & surge en ;,eomotrm quizéa cuando se establecid la relacion (a través
de la proporcion) entre el drea de los circulos y el cuadrado de sus radios.

A Y o

A ™
Las areas de dos circulos estdn en razon igual al cuadrado de sus radios.

El calculo numérico de la razén entre el drea del circulo y el cuadrado de su
radio es lo que genera el nimero 7.

El cilculo del ndmero 7 =3.14159... inici6 el método de aproximacion por
defecto y por exceso, hallando el 4rea de poh;.,onos regulares inscritos en un
circulo. Actualmente el cilculo de la e\prosxon dec:mal n se hace con las
computadoras, lo que permite una mayor precisién en la expresion decimal
de 7.

7 o . ) a " \"
Otro ndmero que proviene de las proporciones es el “nimero de oro”: —

Este nimero procede de la razén durea representada por la letra griega phi (¢),

y satisface la proporcion Ly 1—% que proviene de la construccién y estudio
+

del pentdgono estrellado.

Al trazarle las cinco diagonales al pentigono se reproduce un pentigono
semejante, en una proporcién que se mantiene indefinidamente. Esta
autorreproduccion surge también en el rectangulo, cuando el lado a se lleva
sobre el lado b y se considera el rectingulo complementario.

3 d

Los nimeros m y ¢ se presentan en el segmento como un nuevo tipo de irracionales

diferentes a los que se han venido trabajando a lo largo del texto. Por otra parte el

segmento provee diferentes maneras en las que los irracionales surgen, lo cual amplia

la idea de namero irracional pero no por promocién del objeto sino por declaracion del

mismo.
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
41 20 Ac—A-Cn

1. Determino el ndmero irracional que representa
la longitud de la diagonal en cada rectangulo.

a. b. ci

|

d. Un cuadrado de drea 25 cm?.

e. Un cuadrado de drea 52 m?.

Dado que la actividad pretende la reproduccion del procedimiento desarrollado a lo
largo de la leccion y por ende el fortalecimiento del proceso de construccion de
nameros irracionales se ha catalogado este segmento en la forma de conocer accion
gue desde el enunciado de la actividad indica que da a conocer la Continuidad segun la

definicién dada en la Tabla de Categorias Emergentes.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac-0Op-R
42 20
Ac—-Op-—1Ir

2. Dibujo un cuadrado de lado 2 cm y calculo la
longitud del lado de otro cuadrado cuya drea
es el triple del area del primero. ;E| niimero que
indica la longitud es racional o irracional?

3. Dibujo un cuadrado de lado 3 cm y calculo la
longitud de la diagonal de otro cuadrado si su
area es el cuadrado del drea del primero. ;EI
nimero que indica la longitud del lado es
racional o irracional?

Mediante la actividad propuesta, el libro estimula la relacion entre cuadrados, entre sus
lados y diagonales lo cual promueve el fortalecimiento de la Racionalidad o
Irracionalidad (lo cual depende de la solucion de cada ejercicio) a través de un proceso
de reversion de lo explicado en segmentos anteriores.
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
43 20 Ac—A-Cl.l

4. Dada el area del cuadrado, determino la lon-
gitud de cada lado y de cada diagonal.

|
81 ]'nn]"‘ 361 17“11‘1

Al igual que en el segmento anterior, la actividad presentada esta enfocada a la
relacion entre los cuadrados y sus diagonales en donde la Conmensurabilidad o
Inconmensurabilidad de las uUltimas depende del valor numérico que resulte de la

aplicacion de los procedimientos explicados.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac-Op-R
44 20
Ac—-Op-—1Ir
B G (
5. Determino el drea de los cuadrados IJKL v EFGH ,
de la figura 1.30, sabiendo que la longitud del K '-:L
! | cuadrado ABCD es 4 cm |
1 H
|
J = &
A\ E D

La actividad que se propone requiere en su desarrollo la vinculacion entre los
nameros racionales e irracionales a partir de la potenciacién lo cual no ha sido
trabajado previamente de manera directa por el texto pero que la actividad, por si

misma, promueve a través del ejercicio del calculo de areas de cuadrados.
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
45 20 Ac—A-Cn

6. Con ayuda de la escuadra y el compas constru-
yo un segmento de longitud:

4 x5 b: 10 o 158 d. 12

La actividad presentada esta destinada a la reproduccion del procedimiento
realizado en el segmento 39 lo cual indica que es una accién relacionada con los

nameros irracionales que busca el conocimiento de la Continuidad de los numeros

Reales.
46 20 Ac—-Op-—1Ir
7. Con referencia al “nimero de oro” (¢): 8. Uso la calculadora para encontrar las razones:
‘ utilizo por lo menos 2 decimales. ;A qué ndime-
a. Usolacalculadora par: 'mi salor ‘ i g o .
' acorpan determinar un valor ro se aproximan las razones?
aproximado de ¢.
34 _ 144
b. Calculo el valor de ¢2. T b: 89
L | _ ) » 377 _ 610 _ »
c. Calculo — y determino cual es su relacién & 353 g 77
e 233 377
con ¢. Explico mi respuesta. e. 287 _ g 1597 _
610 " 987
9. Escribo las expresiones decimales que corres-
ponden a las fracciones: 1‘, z,2, 2, - L}
23 5.8 13" 21
1. 34, 55
34" 55 7 89

Las anteriores actividades estan dirigidas al conocimiento del nimero de oro a partir
de razones de algunos de los valores de la sucesion de Fibonacci, lo cual promueve el

conocimiento de este numero irracional de una manera diferente a la presentada en la

seccion.

Al igual que en la leccidn 2, el texto se fundamenta en la presentacion de objetos, ya

sean declarados o promovidos, mas en el aplico se observa un cambio con respecto a
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la leccion anterior ya que las actividades afines a los objetos promovidos estan
relacionadas con lo presentado a lo largo de la leccion pero exige procesos de
reversion de los procedimientos explicados y/o exigen el uso de estos procedimientos

en el analisis de relaciones o en el estimulo de la observacion de regularidades.

La dltima leccion dedicada a los nameros irracionales, la leccion 4, tienen como
objeto el conocimiento de los irracionales a través de su ubicacion en la recta numérica

y a partir de esto determina la relacion entre los puntos de la recta y los nimeros reales.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
47 21 Ex—0Od-—Ir

FIEA | os irracionales y la recta
;X

Recordemos que en los nimeros naturales, nimeros como 1, 4, 9, 16, 25, .

son cuadrados perfectos, yaque 1° =1, 2° =4, 3 =9, 4 16, etc. Ademas,
los nimeros 1, 8, 27, 64, ... son cubos perfectos, ya que 1

37 = 27, etc,

Con base en lo anterior y segin las lecciones vistas, podemas afirmar que la
extraccion de la raiz cuadrada puede dar lugar a nimeros irracionales cuando

los nimeros a los que se les extrae la rafz no son cuadrados perfectos

Otros nimeros irracionales son aquellas raices cibicas de un nimero natural

n que no es un cubo pertecto

En términos eenerales, si a es un ndmero natural que no es la enésima potent
de otro nimero natural, entonces 7'a es un ndmero irracional. Por ejemplo

“12, 25, son ndmeros irracionales.

Ademds, los opuestos a los numeros irrac ionales positivos también son irracio-

nales, como por ejemplo: — 2, —4/5, =3/6, 10, —3/9, 10

A partir de diferentes actividades realizadas a lo largo de esta unidad, se le ha

requerido al estudiante la extraccion de raices cuadradas de numeros enteros y la
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determinacion de su naturaleza (es decir si es racional o irracional) y teniendo en
cuenta esto, el presente segmento fue dedicado a la formalizacién de los resultados
obtenidos en estas actividades y a partir de esto a la declaracion de la Irracionalidad

gue se genera a partir de las raices de nUmeros enteros.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex—A-Cn
Ej—A-Cn

Al igual que con los nimeros racionales, a los ndmeros irracionales les
corresponde un punto en la recta numérica. La manera mds usual de ubicarlos
es mediante construcciones geométricas.

48 21-22

Veamos la siguiente construccién con regla y compds.

Dibujemos una recta, marquemos el punto 0 (llamado O) y un segmento de
longitud 1, como muestra la figura 1.31a.

o]
0 1 )
— ¥ &
1 1|42/ |
o] o/
0 1 0 1
P P
2 \2 \
< e |Q o) L@
0 1 0 T 42
I p Fig €
1:42
[0 \Q
-2 0 1 2

Dibujemos un segmento perpendicular a la recta en 0, de longitud 1 (figura
1.31b.), completemos el cuadrado y tracemos la diagonal. La longitud de la
diagonal es | 2 (figura 1.31c.).

Con un compds, con centro en 0 y radio igual a la diagonal del cuadrado,
tracemos el arco de circunferencia. Por geometria sabemos que el OP en la
figura 1.31d., es congruente con el OQ vy, por tanto, tiene |a misma medida.

Asi hemos colocado el irracional | 2 en la recta,

Volvamos a ubicar el compis en 0y con radio igual a la diagonal del cuadrado,
tracemos la semicircunferencia para ubicar — 2 (figura 1.31f.)

Para ubicar a | 3 sobre la figura anterior, construimos un tridngulo rectingulo
con uno de los catetos perpendicular a OF y de longitud 1, como lo muestra
la figura 1.32a. La longitud de la hipotenusa es 3.
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A

Y
A

De nuevo con el compds en O 'y radio igual a la longitud de la hipotenusa,
trazamos la semicircunferencia; asi se encuentra el punto sobre la recta que

corresponde a +/3 y el que corresponde a —+/3 (figura 1.32b.)

La posibilidad de ubicar los niumeros irracionales en la recta numérica a partir de
la aplicacién de un procedimiento (accion) se da gracias a la Continuidad de la recta y
he de aqui la clasificacion del segmento. Por otra parte, al poder ubicar estos nimeros
irracionales en la recta numérica, se genera la idea de la falta de Completitud de los
nameros racionales dado que aunque al ser ubicados estos en la recta y de manera
visual observar que esta “llena”, aun quedan espacios que corresponden a los nimeros
irracionales los cuales son muchos mas que los racionales pero en ningdn momento

este aspecto es mencionado.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ex—0Od-Cm
Ej— Od—-Cm
49 22
Ex-0Od-Cn
Ej— Od-Cn

Hemos ubicado sobre la recta los puntos que correspondena +2,y + 3. Estos
quedan entre nimeros racionales. Por tanto, hay puntos en la recta que no
corresponden a ningun numero racional.

Es decir que los nimeros racionales al ubicarlos en la recta dejan “vacios”. Sin
embargo, tenemos que:

eros racionales y los numeros irracionales con Oorman
e | | : .
il 11t i dlld DUNni¢ A ]
o . : | 3
eCcla Ie nresponae un numeron real cada numero rea N
| L
r ) ! ' Q ¢ ‘,". ¢ '
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A partir de diversas actividades de elaboracion de encajonamientos para nameros
racionales e irracionales y de ubicacion de puntos en la recta numérica se ha llegado a
este punto en donde se expone una idea que ha sido promovida a lo largo de las

lecciones anteriores.

A continuacion se presenta la seccion Aplico en la cual se realizan actividades
dirigidas al fortalecimiento de la nociébn de numero irracional, actividades que estan
relacionadas con las ya realizadas en las secciones anteriores y otras que se plantean

a partir del objeto declarado en el segmento anterior.

SEGMENTO

PAGINA

CLASIFICACION

50

23

Ac—-0Od-Ir

1.

Aproximo las raices utilizando calculadora.

a. {6 b. /5 c. 7 d. /12

Teniendo en cuenta que los numeros utilizados para desarrollar la actividad
corresponden en su totalidad al conjunto de los numeros irracionales, el segmento
concuerda con la forma de conocer por medio del objeto promovido determinado en la
Tabla de Categorias Emergentes dado que se enfoca en el conocimiento de la

Irracionalidad a partir de las raices cuadradas de niumeros enteros.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac-0Op-Ra
51 23
Ac—-Op—Ir
2. Determino cudles nimeros son racionales. 3. Determino cudles ndmeros son irracionales.
a.s b. 7 «©o=23 d. 9 a312 b.-y10 < 37776 d.0
e.-5 £ Y11 g —% hy =2 e. 125 £.49999... g -1  h. %2
i 54 §.33 k.-4333.. W3 b =2 j- 729 k15 . /64
4. ;A qué clase de nimero corresponden las si
guientes expresiones?
= \;“AZA i d 75}&
a. 342 b. 200 G b
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A partir de la definicibn dada en la Tabla de categorias Emergentes, el segmento al
solicitar la determinacion de los nimeros como racionales o irracionales es un objeto

promovido que da a conocer la Racionalidad y la Irracionalidad.

6.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
52 23 Ac—-A-Cn
5. En la figura 1.33 aparecen varias rectas nume- arib =
ricas y en cada una un nimero irracional, en - = 0 2
color rojo. Sittio en cada recta el nimero irra-
cional que estd al frente. F4T
] -2 = 0 1 4

Ubico en la recta numérica los nimeros.

~14
a:: 1. b. — C.

=
5 8

d. -7

De forma analoga a la ubicacién de /2 y /3,
sobre la recta numérica que vimos en la lec-

(%)

cion,

localizo los siguientes numeros

irracionales.

~
=

G ' . : a. J5 b -3y2 «c J10

Con base en lo determinado en el segmento 49, se proponen actividades de
fortalecimiento de la relacion entre los numeros reales y los puntos en la recta lo cual
estd sustentado en la posibilidad ubicar los puntos dados y de asignarles un valor

numérico en este caso irracional.

CLASIFICACION
Ac—-0Op-Cn

SEGMENTO PAGINA
53 23

8. Investigo el procedimiento para localizar en la
recta numérica el nimero irracional .

Dado que el texto no ha presentado un procedimiento de la determinacion de las
cifras decimales de m, la actividad de investigacion puede dar diversas posibilidades
para la determinacion de las cifras y en la misma via la ubicacion de m en la recta

numeérica.
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SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
54 23 Ac—-A-Ra

9. Completo la tabla 1.34.

Nimero  Descomposicién en  ;Es cuadrado

factores primos perfecto?
121 e | e i Si
841
150 2 By No

729
144

22

Esta actividad se refiere a la caracterizacion de algunos numeros racionales
(enteros) a partir de procedimientos de descomposicion en factores primos y del
conocimiento de la nocion de cuadrado perfecto. Lo anterior indica que el segmento
esta dirigido a la repeticibn de acciones sobre numeros racionales pero que
posiblemente tiene como propdésito la relacién de estos nimeros con la Racionalidad de
sus raices cuadradas dado que a lo largo de los segmentos anteriores se ha trabajado

este aspecto aunque relacionando las raices cuadradas de numeros enteros con la
irracionalidad.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
55 23 Ac—-Op-—1Ir

10. Sean a y b dos nimeros racionales positivos
tales que a < b. Sabiendo que entre los nimeros
0 y 1 se encuentra el nimero irracional

.

en forma andloga encuentro un nimero irracio-
nal entre ay b.

El objeto sobre la Irracionalidad que se promueve en esta actividad es la idea de que
entre cualquier par de niUmeros racionales existe un numero irracional, mas teniendo en
cuenta que este aspecto no ha sido abordado en el desarrollo temético del texto la

actividad de analisis va mas all4 de la aplicacion de conocimientos adquiridos a los
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largo de la unidad exigiendo la comprension de estos conocimientos y la profundizacion

en los mismos.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac-0d-R
56 23
Ac—-0Od - 1Ir
11. Completo la tabla 1.35.
Nimero Descomposicitn Raiz 3Qué clase de
en factores cuadrada nimero es?
primos
2025 52 . 97 5.9 =45 racional
8 23 V2> =242 irracional
180
1280
3939
441
6727

Este segmento esta dirigido a la réplica de procedimientos de descomposicion
factorial mediante la cual se determina la Racionalidad o Irracionalidad de la raiz de un
namero dado lo cual determina la clasificacion del segmento segun la Tabla de

Categorias Emergentes.

En las lecciones 3 y 4 el texto se enfoca en el objeto nimero irracional ya sea por
declaracion de sus caracteristicas o por la promocion de las mismas. Los procesos
infinitos se dejan de lado en estas dos secciones lo cual se evidencia en el hecho de
gue ninguno de los segmentos esta destinado al conocimiento desde los procesos de
alguna de las caracteristicas a analizar sobre la construccion del conjunto de los

ndmeros reales.

Entre las paginas 24 y 26 se desarrolla la leccion 5 la cual tiene como objeto la
expresion de numeros decimales en notacion cientifica lo cual no esta relacionado con
el objeto de este estudio y por tanto esta seccion como el correspondiente aplico no
sera objeto de analisis. Por lo anterior, el andlisis de la unidad continta en la pagina 27
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del texto en donde se presenta el taller de competencias 2 que tiene como propaésito la

evaluacion de cuestiones relacionadas a los nimeros racionales e irracionales.

TALLER DE COMPETENCIAS 2

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
Ac - Op —Ra
57 27
Ac—-Op-—Ir
1. Determina cules proposiciones son falsas y| 2- Escribeun nimero que cumpla las condiciones
cuales verdaderas. (Justifica tu respuesta.) de cada afirmacion.
A]gunos ndmeros racionales son enteros. a. Esirracional construible geométricamente.
Todos los ndmeros racionales tienen ex- b. Es real pero no es irracional.
resion decimal periédica. e ~
p =L i c. Esirracional y procede de la extraccion de
c. Todos los nimeros irracionales tienen ex- una raiz.
presion decimal periédica. ;
d. Es real pero no es racional.

d. Todos los nimeros irracionales son reales.

A partir de la comprension de los aspectos de los niumeros reales trabajados en las
cuatro lecciones, las actividades promueven la determinacion de otros aspectos que no
se han considerado en el desarrollo de la unidad acerca de la Racionalidad o

Irracionalidad de un nimero real.

SEGMENTO PAGINA CLASIFICACION
58 27 Ac—A-Cn

3. Susana quiere construir tridngulos para los
cuales las medidas de los tres lados sean nu-
meros irracionales. Ella construye segmentos
de las longitudes dadas y descubre que no
siempre puede construir el tridngulo. Haz el
ejercicio para determinar los casos en que si
obtuvo un tridngulo.

a. \“8, \"“757, V3 b. \‘E, \’.2/ J8
C \"36, \"3, V2 d. 10, \‘"787, V5
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Esta actividad busca el conocimiento de la desigualdad triangular y los numeros
irracionales son usados en el desarrollo de procedimientos que buscan este fin. Lo
anterior se vincula con la definicion de accion en Continuidad determinada en la Tabla

de Categorias Emergentes.

SEGMENTO

PAGINA

CLASIFICACION

59

27

Ac—-A-Cn

<

Ubica en la recta numérica los irracionales y

determina cudl es el mayor.

a. +5 h. -

La posibilidad de ubicar puntos en la recta humérica que representen los nimeros
dados son acciones que replican los procedimientos explicados en la unidad y es una
posibilidad que se da gracias a la Continuidad de la recta que ademas vincula la idea
del conjunto de los numeros reales como un conjunto ordenado lo cual no ha sido

trabajado a lo largo de la unidad.

ANALISIS DEL TALLER DE COMPETENCIAS 2.

El taller de competencias 2 correspondiente a las lecciones 3 y 4 plantea una serie
de actividades dirigidas al fortalecimiento del conocimiento de los nimeros irracionales
a partir de acciones sustentadas en los procesos explicados en las secciones, mas en
estas actividades es notable la ausencia de los procesos infinitos lo cual va en la misma

direccién del planteamiento de las lecciones correspondientes a este taller.
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4.1.1 Tablas de Clasificacion de Segmentos y de Resultados

A continuacién se muestran las tablas de clasificacion de los segmentos del libro de texto
gue se han analizado, los cuales se han caracterizado por la forma de conocer de la teoria

APOE que estimulan, por el aspecto del Nomero Real que dan a conocer y por la seccion del

libro en donde se encuentran ubicados:

92

52 ' SECCIONDEL | ¢ £ ) SECCION DEL
2| CLASIFICACION LIBRO DE & g| CLASIFICACION LIBRO DE
E® TEXTO E® TEXTO
z v Z 0
1 Ex—-0Od-C.I 20 Ex—0d—Ir
2 Ac—-A-R Ej—Od—Ir
3 Ac—A-Cn Ex—-0Od-C.I p
SECCIONES : LECCION 2
5 Ac—A-Cl 21 Ex—P-Cm IRRACIONALES
6 Ex—0Od —Ir Ej—P—-Cm
Ej—Od-Ir 22 Ex—0d-—Ir
7 Ex—0Od-R 23 Ac —P—-Cm
Ex-A-R 24 Ac—-Op-Cl.I
Ej—-A-R Ac-0d-R
Ex—P—-Cm - -
8 : L5 =0l 7 APLICO
E-P-Cm DESARROLLO 25 Ac-0d-R
Ex—P—Cn TEMATICO - Ac—Od - Ir
: EXPRESIONES
Ej—P—-Cn DECIMALES 26 Ac—Op-—1Ir
9 Ex-P-Cm PERIODICAS Y | 27 Ac—Op-—Ir
Ej—P—Cm NO PERIODICAS [ o Ac—A_R
Ex—-P-Cn 29 Ac —Op -R
Ej—P—-Cn 30 Ac—Op-R
10 Ex-0Od-R 31 Ac—Op-—1Ir
11 Ex—Od—Ir 32 Ac-P-Cn
12 Ac-A-R Ac-P-Cm TALLER DE
COMPETENCIAS
13 Ac—P—-Cm 33 Ac—-Op-C.| 1
14 Ac-Op-R 34 Ex-0Od-Cl
15 Ac—-Op—-R Ac—0d-C.I
16 Ac—Op-—1Ir APLICO 35 Ac—Op-C_Cl
17 Ac-0Op-Cm 36 Ac—-Op-C.l
Ac—-Op-Cn 37 Ac-Op-Cl.l
18 Ac—0Od—Ir
19 Ac—-Op—Ir




57 Ac-0Op—-R

TALLER DE
Ac—Op—Ir COMPETENCIAS
58 Ac—A—Ir 2

59 Ac—A-Cn
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Tabla de Resultados

Teoria APOE

Total elementos

Accién Proceso Objeto Ob]etc.’ Frecuencia de asociados a %
, Declarado Promovido
Ndmeros Reales los Reales
Ex 4 4
Conmensurablll_d_ad o] g > > 14 15,38%
Inconmensurabilidad
Ac 2 1 5 8
Ex 2 2 4
Racionalidad Ej 1 1 19 20,87%
Ac 3 3 8 14
Ex 8 8
Irracionalidad Ej 4 4 28 30,76%
Ac 4 12 16
EX 3 1 4
Completitud Ej 3 1 4 13 14,28%
Ac 3 2 5
Ex 1 2 1 4
Continuidad Ej 1 2 1 4 17 18,68%
Ac 6 1 2 9
Ex 3 5 16 91 100%
Frecuencia Ej 2 5 8
Ac 11 4 8 29
Total elementos asociados a la teoria
APOE 16 14 32 29 91
% 17,58% 15,38% 35,16% 31,86,4% 100%
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4.1.2. Andlisis sobre los aspectos relacionados con la construccion de los
NUumeros reales

Sobre los 91 segmentos analizados en el libro Alfa 8, 28 fueron dedicados al
conocimiento de la Irracionalidad lo cual corresponde a un 30,76% de los segmentos
estudiados, determinando a esta caracteristica del Numero Real como la de mayor
enfasis en la unidad del texto que ha sido analizada la cual tiene como objeto el
conocimiento de este aspecto del Numero Real. Es de notar que la forma de conocer
mediante el proceso (en donde se encuentran incluidos los procesos infinitos), no fue
promovida en la Irracionalidad lo cual consideramos que esta en contraposicién con la
esencia de este aspecto de los NUmeros Reales dado que, como se pudo evidenciar a
lo largo del marco tedrico, los procesos infinitos subyacen y soportan la idea de la
Irracionalidad. Los 28 segmentos mencionados que fueron dedicados al conocimiento
de la Irracionalidad estuvieron relacionados con la forma de conocer objeto, tanto
declarado (16 segmentos) como promovido (12 segmentos) en donde el desarrollo de
actividades tuvo un lugar preferencial lo cual indica que el libro encausé el conocimiento
de la Irracionalidad a partir del objeto y que la manera en que se presentd fue a partir
del trabajo propuesto a los estudiantes.

El siguiente aspecto a mencionar es la Racionalidad, al que el libro de texto le
dedicé 19 segmentos (20,87%) entre los que se destacan las actividades, las cuales
acumularon 14 segmentos que estan enfocados al conocimiento mediante el objeto y
las acciones mientras que las explicaciones y ejemplos solo abarcaron 5 segmentos. En
la Racionalidad, el conocimiento a partir del proceso tampoco tuvo un papel importante,
ninguno de los segmentos fue dedicado a esta forma de conocer mientras que las
acciones y los objetos declarados estuvieron presentes en forma equitativa en el

desarrollo de los segmentos de esta categoria.

Por otra parte, en lo concerniente a la Conmensurabilidad e Inconmensurabilidad, la
forma de conocer predominante fue el objeto, tanto declarado como promovido, ya que
12 de los 14 segmentos dedicados en el texto a este aspecto de los Numeros Reales
estaban enfocados a estas formas de conocer y es de notar los objetos declarados
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fueron determinados, en mayor medida, a partir de explicaciones y ejemplos mientras
que los objetos promovidos estuvieron expuestos por medio de actividades como es

natural en este tipo de objetos.

En los anteriores aspectos relacionados con la construccion de los Numeros Reales
la forma de conocer mediante los procesos no se evidencio, aspecto que cambia de
manera radical a la hora del analisis de la Completitud y la Continuidad ya que los 14
segmentos (15,38%) que el libro dedica al conocimiento mediante los procesos estan
relacionados con estos dos aspectos. Teniendo en cuenta los estrechos nexos que
existen entre la Continuidad y la Completitud, varios de los segmentos dirigidos al
conocimiento de uno de estos aspectos también estan relacionados con el segundo, es
decir que varios de los segmentos que tienen una doble clasificacion y estan
relacionados con la Completitud, también estan relacionados con la Continuidad; estos
segmentos se hacen presentes a lo largo de la unidad analizada lo cual refleja tanto la
influencia como la importancia de estos aspectos en la formalizacién de los nimeros

racionales e irracionales.

En cuanto al conocimiento de la Completitud la organizacién del texto mediante los
procesos fue equitativa ya que a las explicaciones, a los ejemplos y a las actividades se
le dedicaron la misma cantidad de segmentos. Por otra parte, en la forma de conocer
mediante los objetos, tanto los objetos declarados como los promovidos se expusieron
en 2 segmentos cada uno los declarados mediante explicacion - ejemplo y los

promovidos mediante actividades.

La Continuidad fue expuesta por el libro de texto en 17 de los 91 segmentos
analizados lo cual corresponde al 18,68%, en donde cabe resaltar que fue dada a
conocer en mayor medida mediante las acciones y los procesos, formas de conocer
gue abarcan 13 de los segmentos. Los segmentos dedicados a los objetos se
distribuyeron equitativamente entre los objetos declarados y los promovidos, y en
cuanto a la intencionalidad de los segmentos, las actividades tuvieron un papel
importante a la hora de dar a conocer la Continuidad dado que mas de la mitad de los
segmentos relacionados con este aspecto del Numero Real fueron dedicados al

desarrollo de actividades. Un punto que cabe resaltar entre la Completitud y la
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Continuidad es el hecho de que los objetos declarados relacionados con estos dos
aspectos del Numero Real se presentaron en el segmento 49 el cual determina la

relacion entre los Nameros Reales y la recta Real.

Para finalizar, los Procesos Infinitos estuvieron relacionados por completo con la
Completitud y la Continuidad de los Numeros Reales, lo cual no indica que no
estuvieran presentes en el desarrollo que el libro de texto hizo de los numeros
Racionales e Irracionales ya que, como se expuso anteriormente, tanto la Completitud
como la Continuidad estuvieron directamente relacionados con la formalizacion de la
Racionalidad y la Irracionalidad; no se evidencio ningun nexo de los Procesos Infinitos
con la Conmensurabilidad e Inconmensurabilidad, lo cual desconoce la forma como
aparecieron las magnitudes Inconmensurables como un proceso Infinito a partir de lo
expuesto en el marco tedrico y teniendo en cuenta que la manera como se presentaron
estos procesos en el libro de texto fue a partir de encajonamientos tanto numéricos
como de puntos en la recta, se puede decir que se desconocen los demas tipos de
Procesos Infinitos que se pudieron evidenciar en la Construccion de los Numeros

Reales.

4.1.3 Andlisis sobre las formas de conocer de la teoria APOE presentes en el
libro de texto

A continuacion se expone el analisis en cuanto a las formas de conocer
determinadas por la teoria APOE, las cuales hemos adoptado como parametros de
analisis de los libros de texto. El primer aspecto que resaltamos es que la forma de
conocer mas estimulada por el texto Alfa 8 es el objeto, tanto declarado como
promovidos, ya que aproximadamente el 60% de los segmentos estudiados estuvieron
dirigidos a estas formas de conocer siendo las Unicas que permanecieron relacionadas
con cada aspecto del Numero Real que hemos estudiado. Con base en lo anterior, el
mayor impacto de la forma de conocer a partir de los objetos se dio en el conocimiento
de la Conmensurabilidad o Inconmensurabilidad y de la Racionalidad e Irracionalidad,

acumulando 53 segmentos en el conocimiento de estos aspectos, mientras que la
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Completitud y la Continuidad solo se presentaron en 8 segmentos, de los cuales la
mitad estuvo dirigida a la declaracion de la relacion entre NUmeros reales y puntos de la

recta.

Ahora, al diferenciar los objetos en declarados y promovidos, se tiene que el libro
dedica mayores esfuerzos a la declaracion de los objetos la cual se hace principalmente
a partir de explicaciones con 16 segmentos; la mayor cantidad de estas explicaciones
que declaran objetos estuvo relacionada con la Irracionalidad lo cual reafirma la
importancia que el libro de texto le da a este aspecto del Numero Real. El objeto
promovido, el cual se da solamente a partir de actividades, tuvo casi la misma
presencia que los objetos declarados y, al igual que los objetos declarados, tuvo su
mayor impacto en los numeros irracionales en donde se presentaron mas objetos

promovidos que en los demas aspectos del NUumero Real que hemos estudiado.

Al hablar de la forma de conocer accidén, cabe decir que estuvo relacionada
principalmente con el conocimiento de la Racionalidad y de la Continuidad, mientras
gue no tuvo ningun impacto en el conocimiento de la Irracionalidad y de la Completitud.
Es asi que gran parte de los 16 segmentos dedicados a esta forma de conocer estuvo
relacionada con actividades propuestas al estudiante, en especial enfocadas al

conocimiento de la Continuidad.

Para terminar, al analizar la forma de conocer mediante los procesos, es preciso
mencionar que esta forma de conocer fue la menos promocionada con tan solo 14
segmentos, los cuales estuvieron relacionados en su totalidad con el conocimiento de la
Completitud y la Continuidad que son aspectos del numero real que, aunque no fueron
adoptados como objeto de estudio por el libro (por lo menos de manera formal),
estuvieron presentes en el trabajo relacionado con la Racionalidad y la Irracionalidad lo
cual indica que los procesos infinitos permearon estos aspectos del nimero real aunque
no de manera directa. Teniendo en cuenta lo anterior, consideramos que el trabajo con
los procesos realizado por el libro de texto, aunque permeo los diferentes aspectos del
namero real que hemos estudiado (a excepcion la Conmensurabilidad y la
Inconmensurabilidad), fue muy poco en comparacion con el énfasis realizado en las

demas formas de conocer en especial en la de Objeto.
98



4.1.4 Sobrela Linealidad y Coherencia del Libro de Texto
El siguiente analisis se sustenta en la Tabla de Clasificacion de Segmentos en la

cual se listaron los segmentos analizados con su correspondiente clasificacion.
Iniciamos con las Secciones Preliminares, en las que se puede evidenciar que fueron
considerados todos los aspectos del Numero Real que analizamos en nuestro estudio lo
cual consideramos coherente con el objeto de la unidad que esta destinada a la
introduccidon del Numero Real y de cada uno de los aspectos que estan relacionados.
En cuanto a las formas de conocer determinadas por la teoria APOE es de notar que
los objetos tuvieron un lugar importante en esta seccion del libro mientras que los
procesos no fueron tenidos en cuenta. A continuacién, en el desarrollo temético la
primera seccidén que se presenta, Expresiones Decimales periddicas y no periddicas, se
evidencia una gran presencia de los procesos como forma de conocer que estan
vinculados a la Completitud y a la Continuidad, mas en el correspondiente Aplico las
actividades estimularon mas el conocimiento a partir de los objetos promovidos lo cual

entra en contradiccion con lo presentado a lo largo de la seccién.

En la leccion 2, correspondiente a los NuUmeros Irracionales, se encuentra
coherencia entre los aspectos del NUumero Real que se presentaron a lo largo de la
unidad y los de la correspondiente seccion Aplico pero en cuanto las formas de conocer
adoptadas para nuestro estudio, se tiene que el desarrollo de la unidad se basé en los
objetos promovidos mientras que en la seccién Aplico fueron los objetos declarados los
que tuvieron mayor presencia. A continuacion de la seccion 2, el texto present6 el Taller
de Competencias | en donde lo mas relevante es el hecho de que la Conmensurabilidad
e Inconmensurabilidad tiene gran influencia en el desarrollo del taller pero este aspecto

de los numeros reales fue poco trabajado a lo largo de la unidad.

En la leccion 3 Construccion de Algunos Numeros Irracionales, la Unica forma de
conocer que se desarrolla es el objeto declarado el cual estd enfocado, en mayor
medida, al conocimiento de la Irracionalidad mas en la correspondiente seccion de
actividades la forma de conocer que resulta mas estimulada es el objeto promovido lo
cual muestra, como en las anteriores lecciones, una ruptura entre la forma de conocer

incitada en la leccion y la promovida en las actividades de profundizacion. Por dltimo en
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la leccidn 4, Los Irracionales en la Recta Numérica, se observa la misma ruptura en las
formas de conocer estimuladas a lo largo de la leccion y lo solicitado en las actividades
de la seccién Aplico ya que en la leccion se estimula el conocimiento a partir de los
objetos declarados mientras que en la seccién Aplico la forma de conocer de mayor

influencia es la Accién.

4.2. Andlisis libro de Texto CODIGO 8°
A continuacion se presenta el analisis de contenido realizado al Libro Mateméticas 8

serie Codigo, ediciones SM S.A., 2008; el cual dedica su primer capitulo al objeto de
nuestro estudio, es decir, los numeros reales, mas especificamente presenta la
construccion del conjunto de los numeros reales, para ello el texto organiza dicho
capitulo en las secciones: i. NUmeros racionales, ii. Representacion de los nimeros
racionales, iii. Expresiones fraccionaria y decimal de un ndmero racional, iv. Nameros
irracionales, v. NUmeros irracionales en la recta numérica, vi. Aproximacion de numeros
irracionales, vii. Valor absoluto, viii. Aproximaciones y errores, ix. El conjunto de los
nameros reales, x. El orden en el conjunto de los numeros reales, xi. Intervalos y
semirrectas; para finalizar el capitulo el libro propone una serie de actividades
(ejercicios para entrenar).

De acuerdo a lo anterior y a andlisis previos, decidimos que para mayor
comprension vamos a agrupar las secciones mencionadas en cuatro mas generales, asi
en la primera hablaremos de las secciones i, ii y iii dado que estas se relacionan con los
NUmeros racionales; en la segunda reunimos a las secciones de la iv a la viii, ya que
estas se centran en los Numeros Irracionales; la tercera corresponde al conjunto de los
Numeros Reales, es decir acoge las secciones ix, x y xi y finalmente la cuarta se
relaciona con las actividades que plantean los ejercicios de aplicacion de todo lo visto
durante el capitulo. Lo cual respeta la linealidad y orden que presenta el libro de texto

en el capitulo objeto de nuestro estudio.

Es de mencionar que a pesar de estar secuenciadas las actividades propuestas por
el libro faltaran algunas, dado que tales ejercicios no son insumo para el objeto de

nuestro estudio.
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» NUmeros Racionales:

i 24 000 . :
La expresion 196 000 es un numero racional, tal gue:

Segmento Pagina Clasificacion
1 13 Ej—Od-R
Ejemplo De acuerdo con (a informacién, cada persona consumic una fraccidn TEN EN CUENTA
d . 194 000 ‘ )
ce "’0“ de (a pizza. Esta porcion es equivalente a 120X ¢y En el ano 2004 se elaboré, en
W 1100 la ciudad de Napoles, Italia, la

pizza mas grande de que se
tiene noticia.

1100 Esta pizza, repartida entre

- 1100 personas, alcanzé un

Expresién decimal Periodo diametro de 5 m y su area

B Y v fue, aproximadamente, de
70 — cmz
T~ 1781818 81818... = 178,78 Lk

De acuerdo a la informacién que dan en el recuadro “TEN EN CUENTA” el libro
inicia la sesiébn de numeros racionales ejemplificando desde los datos sustraidos de
éste, la representacion fraccionaria de un namero racional, ademas presenta desde
este caso particular que tal expresion es equivalente a un namero decimal infinito
periodico; es decir, con este ejemplo pareciera que quieren introducir que los nimeros
racionales se pueden escribir como una razén entre dos enteros y a su vez se pueden

expresar como un decimal periodico.

Segmento Pagina Clasificacion

2 13 Ex-0d-R

Conjunto de los nimeros racionales (@)

Conjunto de nimeros que pueden expresarse de la forma 2 , donde
@y b son nimeros enteros y b es diferente de cero. b

Su expresion decimal puede ser finita o infinita periddica.

Por ejemplo:
%?3 = 2875 «— Expresion decimal finita
J‘% = 1'6‘3 «— Expresién decimal infinita periddica
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Posteriormente al ejemplo del segmento 1, se procede a definir los ndmeros
racionales como una razon entre dos numeros enteros, y declaran que la expresion
decimal de estos numeros es finita o infinita periddica; por lo cual este fragmento de
explicacion realizada por el libro permite evidenciar el tratamiento de la Racionalidad
desde la forma de conocer objeto declarado, dado que caracteriza la Racionalidad de

un nuimero a partir de su expresion decimal finita o infinita periodica.

Segmento Pagina Clasificacion
3 13 Ej— A—Cn
EJERCICIO RESUELTO
* Representa cada namero racional en las rectas numéricas,
e ;
4 = 0 3 1
4
bl % - ;
3 =2 -1 5 0
3
(_Z] % — {
2 0 a a
2
d) -9 - -
5 =2t 0
5

Este ejercicio resuelto se ha ubicado en la categoria Ej — A — Cn, ya que como se
puede observar, se espera que el estudiante infiera de la imagen que para ubicar
nameros racionales sobre la recta numérica debe dividir la unidad (positiva 0 negativa
segun sea el signo del numero racional) en tantas partes (iguales) como indica el
denominador y la cantidad que representada por el numerador indica donde se debe
ubicar tal racional; ejemplo que muestran para una fraccion que esta entre 0 y 1, otro
para una que esta entre -1 y 0, y para otra que es mayor que la unidad; es decir que
este ejemplo le revela al estudiante lo que debe realizar para poder representar un

ndmero racional en la recta numérica.
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» Representacion de nimeros racionales en la recta numérica

Segmento

Pagina Clasificacion

4

Ex—A—-Cn

14 Ej— A—Cn

r
ﬂS. REPRESENTACION DE NUMEROS RACIONALES

- . . )
Ejemplo. Representa en una rects los nimeros =+

Para representar los nimeros racionales en una recta, es necesaric
dos puntos:
- El origen 0, al que se le asocia el nimero 0. 0

e
- La unidad U, a la que se le asocia el nimero 1. 0

Una vez fijado el segmento OU, se divide en tantas partes como ind <=
denominador y se toman tantas partes como indica el numerador

Para dividir el segmento OU en partes iguales, se aplica el teorema =
Tales.

Se traza una recta r
por 0.

Se llevan cinco segmen-  Se une el quinto punte
tos iguales sobre ra partir  con U y se trazan parz-
de 0. lelas a esta recta.

Los nimeros correspondientes a cada punto se llaman abscisas. =¢
ejemplo, la abscisa del punto U es 1.

Dando Continuidad

al ejercicio resuelto expuesto en el segmento 3 el libro

formaliza, por decirlo de alguna manera, el paso a paso para representar un numero

racional, es decir, ya no se espera que el estudiante infiera sino se los presentan como

se ve en la imagen; por tal razén consideramos que este fragmento es un ejemplo que

permite explicar el método de coémo ubicar en la recta un racional, por ello se esta

haciendo alusion a la Continuidad desde la forma de conocer accion.

Posteriormente a este ejemplo explicacion el libro propone unos ejercicios, donde

encontramos:
Segmento Pagina Clasificacion
5 14 Ac—-A-Cn
12 73 el teorema de Tales para representar en

. nUmerns-racionales

1 . 12 g

) ~

reclta esios

| | =
bl —= c] =

ol
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el cual asociamos a la categoria actividad de la forma de conocer accién en
Continuidad, dado que solicita al estudiante ubicar cuatro nameros racionales a partir

del paso a paso expuesto a través del ejemplo presentado en el segmento 4.

» Expresiones fraccionaria y decimal de un numero racional

Segmento Pagina Clasificacion
Ex-0Od-R

Ej—Od-R

6 15 Ex—A-R
Ej—-A-R

Paso de la expresion fraccionaria a la decimal

Si se toma la expresion fraccionaria de un nimero racional y se divide el
numerador entre el denominador, se obtiene su expresién decimal.

. - . ; ; 5 F 17
Ejemplo. Escribe en forma decimal las fracciones 73V

Exacta Periddica pura Periédica mixta
Parte decimal Periodo Periodo
5 = 7 3 17 ~
— =1.25 — =23 = = 2,83
4 ;.‘4' 3 0 r IY 6 i | "‘T
Parte entera Parte entera Parte entera Anteperiodo

La expresion decimal de cualquier numero racional es exacta, periédica
pura o periédica mixta.

En este fragmento, el libro establece por un lado el procedimiento para hallar la
expresion decimal de cualquier numero racional a través del recuadro verde (la accién
que el estudiante debe ejecutar), es decir realizando la division del numerador entre
denominador; y por otro lado explica con un ejemplo que las expresiones decimales de
cualguier niumero pueden ser exacta, periddica pura o periddica mixta; se puede
observar que con este segmento se estan ampliando las caracteristicas de las
expresiones decimales obtenidas de un numero racional, es decir, ya no sélo son
infinitas periodicas, como se mostré con el ejemplo del segmento 1, sino que también

son finitas.
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Segmento Pagina Clasificacion

Ej-A-R

[ 15 Ex—A—R

Paso de la expresion decimal a la fraccionaria

Ejemplo. Expresa como numeros fraccionarios 3,25; 1,23 y 1,46

Decimal exacto: x = 3,25
10 25 325 13
Se multiplica por 100: 100x = 325 — Fraccién: x = —= = —
100 }
Decimal periddico puro: x = 1.232323...
Se multiplica por 100: 100x = 123,2323...
Se le resta el nimero x: x = 1,2323
2 53 = = , 122
Diferencia: P9 = 122 — Fraeeion: X =
Decimal periddico mixto: x = 1,4666
Se multiplica por 100 100x = 146,666...
Se multiplica por 10: 10x = 14,666... 5
. = = o 13 '
Diferencia 90x = 132 — Fracciéon: X = —— = 61
20 45

Los tres casos anteriores se pueden resumir en una formula.

Numero entero formad !
UEIEED eI o e Numero entero formado
por las cifras de la parte

A ARl por las cifras de la parte
entera, el anteperiodo y :
Rl il . entera y el anteperiodo.

el perindo

Tantos nueves como ‘ Tantos ceros como cifras
cifras tenga el periodo. tenga el anteperiodo

Todo decimal exacto o periédico puede escribirse en forma de fraccién.

En este segmento se presenta una ejemplo que explica el método para pasar de

una expresion decimal a una fraccionaria y en consecuencia se considera una como

una accion para la Racionalidad que se le estd dando al estudiante para su aplicacion

posterior; sin embargo también consideramos que los dos ultimos casos pueden de

alguna manera eliminar el proceso infinito que esta inmerso en los numeros racionales.

Dando Continuidad al orden del libro, al finalizar esta seccién se establecen una

serie de ejercicios de donde tomamos el siguiente:
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Segmento

Pagina Clasificacion

8

15 Ac-A-R

14

Escribe cada nimero fraccionario en forma decimal.

ndica qué tipo de decimal es cada uno vy, si existen,

la parte entera, el anteperiodo y el periodo.

d ] = C ] /

b] — d]7

ya que este solicita al estudiante ejecutar un paso a paso ya establecido y
presentado por el texto para pasar de expresion fraccionaria a la decimal, como se
evidencié en el segmento 6; por tal razén lo ubicamos en la categoria de actividad

propuesta para la forma de conocer accion desde la Racionalidad.

1. NUmeros Irracionales:

Segmento Pagina Clasificacion

9 16 Ex-0Od-Ir

i Existen nimeros decimales cuya expresion no sea periodica

Observa la farmacién de los siguientes numeros.

8,1010010001000010000...

Se obtiene colocando sucesivamente, detrds de cada cifra 1, blog
de 1, 2, 3, 4... ceros.

7937737 713777713...

Se obtiene colocando, delante de cada cifra 3, bloques suces
1.2 3 4.. siates.

Los nimeros con expresién decimal ni exacta ni periodica ss ..
numeros irracionales.

Estableciendo una conexion con las expresiones decimales que resultan de los
nameros racionales, el libro se vale de estas para presentar dos ejemplos de niumeros
cuya expresion decimal no es periédica ni finita, como las hasta el momento abordadas;
ejemplos con los cuales llega a la declaracion de la definicion de namero irracional

COmo un numero cuya expresion decimal no es ni exacta ni periddica sin haberla
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promovido primero, por ello este da evidencia de la forma de conocer objeto declarado
por el texto en relacion a la Irracionalidad.

Posteriormente a la definicion el libro presenta el siguiente ejemplo:

Segmento Pagina Clasificacion
Ej—Od-R
10 16 Ej—Od —Ir

Ejemplo. ,La medida de

la diagonal de un cuadrado de lado 4 ¢
numero racional o irracional?

La medida de la diagonal se calcula aplicando el
teorema de Pitadgoras.

=4+ 42 =32=d=V3 /d 4
/
Al calcular el valor de V'E se obtiene la expresion %

decimal 5,6546854..., que no es periodica.

——4.cm

el cual se relaciona con identificar si la diagonal del cuadrado de lado 4 cm es 0

no un namero racional, a partir de la expresion decimal que este tiene, ello con el fin de
declarar posteriormente que

Segmento Pagina Clasificacion

11 16 Ex—-0Od-Ir

Las raices cuadradas, cubicas..., no exactas, dan lugar a expres
decimales no periédicas.

en este sentido se hace explicito como determinar si una raiz cuadrada, cubica o
n — ésima corresponde a un namero irracional o no, por lo cual este segmento se ubica

en la categoria de explicacion bajo la forma de conocer Objeto declarado en términos
de la Racionalidad e Irracionalidad de un namero.

Luego se muestra el ejercicio resuelto (que para este analisis los tomamos como un

ejemplo dado que consideramos que cumplen la misma funcion que estos):
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Segmento Pagina Clasificacion

/- 0d—R
12 16 Ej— Od — I

EJEREICI0 RESUEETO =

» Clasifica los siguientes numeros en racionales o irracionales. Razona
tu respuesta.

a) 7,313131... ¢) —354787878...
b) 0,50500500... d) 5,070077000777...

al Numero racional; las cifras se repiten en blogues, periodo 31.

bl Numero irracional; el nimere no es periddico: detras de cada 5 aoz-
recen, sucesivamente, 1, 2, 3, 4... cifras 0.

] Ndmero racional; las cifras se repiten en blogues, periodo 78.

dl Namero irracional; no hay ningun grupo de cifras que se repita pe-
riodicamente. 3

En este ejemplo se enfatiza hacia la clasificacion de los nimeros en racionales e

irracionales, a partir de las justificaciones en torno a su expresion decimal, por ello se

ubica en esta categoria dado que solicita al estudiante determinar la Racionalidad o no

de un numero en relacién a su representacién decimal, lo cual el texto ha presentado y

declarado durante el desarrollo de estas dos secciones como se ha venido mostrando

en este analisis.

Para finalizar esta seccién de los numeros irracionales el libro propone una serie de

ejercicios de los cuales consideramos pertinentes para nuestro estudio los tres

siguientes:
Segmento Pagina Clasificacion
Ac-0d-R
e 16 Ac—-0d-1Ir
17 Clasifica los siguientes numeros en racionales o 18 Escribe tres nimeros irracionales que esten dados
irracionales. por raices y tres que no lo esten.
3 d -4 19 Clasifica estos nimeros en racionales o irraciona-
: 5 : les, y razona la respuesta.
ol 0.75 e) 632 a) 123,252525... ¢) 335,1212212221..,
) VT fl 0141161114... b) 91,123777... d 0,311331133311...
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dado que los tres estan situados en reconocer la Racionalidad o Irracionalidad de
un numero a partir de las caracteristicas expuestas por el texto en relacion a estos dos
conjuntos numericos; en consecuencia las tres actividades propuestas por los ejercicios
solicitan al estudiante clasificar los nimeros dados en racionales e irracionales a traves
de identificar: el tipo de expresion decimal que éstos tienen, si es una raiz cuadrada

exacta o no, y la expresion decimal que subyace de las fracciones y nimeros enteros

» NUmeros irracionales en la recta numérica

En esta seccion el libro inicia con un ejemplo basado en el recuadro “TEN EN
CUENTA” el cual hace alusién a la medida de las diagonales de los cuatro primeros
rectangulos de la Espiral de Teodoro, ello con el fin de dar el paso a paso para
representar una raiz cuadrada no exacta, es decir, cOmo representar un numero
irracional en la recta numérica; para ello toma un caso particular, en consecuencia da la
explicacion del paso a paso para construir un segmento que tenga por longitud 2,

como se ilustra en el siguiente segmento:

Segmento Pagina Clasificacion
14 17 Ej-A-Cn
Ex—A-Cn
Ejemplo. £n (a figura, la medida de (3 diagonal del cuadrado base es \f7 . TEN EN CUENTA
La diagonal del sequndo cuadrildtero es \/5 En el diseno geométrico, to-
- dos los rectangulos tienen el
La diagonal del tercer cuadrildtero es \f7 = 2. mismo anche, pero su altu-

ra equivale a la diagonal del

La diagonal del sigurente cuadrilétero es /5. rectangulo anterior.

Para representar un nimero irracional J; en la recta numérica, se realizan D

05 siguientes pasos 1 N
los sig es pasos: 5
= : F 7 = e 54 /
Construccion del numero irracional (/2 | e “ \
1.Se construye en la recta nu- N 1 E
mérica un triangulo rectangulo T LB Z T
cuya hipotenusa 0P tenga me- ,‘2 1 11 =
dida /2. 0 / 1
0, | 1
2. Con centro en 0 y radio OP, se o 1
traza un arco que corte la rec \ o
ta numérica. v2 1
[0] 14
—\v2 O—4. | \2
A fo
3. 5e localiza ¥2 en el punto de -~ : :
corte del arco y la recta. —\2 Ol 13
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es asi que este ejemplo explicacion lo ubicamos en la forma de conocer accién

Continuidad, dado que se centra en explicar la manera de construir un segmento cuya
longitud es el nimero irracional V2, a través de tres pasos que puede generalizar para

cualquier otra raiz no exacta, ello con el fin de lograr ubicar este tipo de nimeros en la

recta numérica.

A continuacion el texto presenta un ejercicio resuelto (ejemplo), el cual hace uso de

la construccion expuesta en el segmento 14, para representar en la recta los numeros

irracionales v2ay V3 :

Segmento Pagina Clasificacion

15 17 Ej—A-Cn

EJERCTETIO s PR EUEETES

20 Representa, en la recta numeérica, los irracionales indicados. Utiliza el compas y completa el procesa.
al Representacion de J2a b) Representacion de e

a 2a 3a T ¥2| 2 3

como se puede evidenciar este ejemplo pone en practica el paso a paso para ubicar
nameros irracionales que resultan de raices cuadradas no exactas en la recta numérica,
por ello este ejemplo lo situamos en la forma de conocer accién en relacién a la
Continuidad.

» Aproximacion de numeros irracionales

Esta seccion inicia recordando y declarando que:

Segmento Pagina Clasificacion

16 18 Ex—-0Od-1Ir

© REecuerbpa

Aumentando el numero de | U UMero irracional fiene un nimero iimitado de cifras decimales; por
cifras de la aproximacion,

el error va disminuyendo. | N0, &5 Imposible escribir su valor exacto. Para manejar estos numeros
de forma gue puede ser tan 40 utlllzan SprUXmeICiUHES.

pequeno como se quiera.
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con lo cual el texto expresa que para trabajar con un numero irracional desde su
representacion decimal no es posible hacerlo de manera exacta sino a partir de una
aproximacion, la cual no es unica. Por ello ubicamos este segmento en objeto

declarado en relacion a la lrracionalidad.

Posteriormente el texto presenta el ejemplo de algunas aproximaciones de v/3, en

relacion a lo declarado en el segmento 16.

Segmento Pagina Clasificacion
Ej—A-Cm
17 18 Ex—A—-Cm

2 T T3 A 3 3 ? 7
Ejemplo. Elndmero ¥3 = 1,73205... es un ndmero irracional. ; Qué aproxi-
maciones se pueden elegir?

Hay tres posibles aproximaciones.
- Elegir los valores inferiores al valor de V3
1 it 1,73 1,732 1,7320
Se tienen asi las aproximaciones por defecto.
- Elegir los valores superiores al valor de /3
2 1.8 1,74 1,733 1,7321
Se tienen asi las aproximaciones por exceso.
- Elegir la aproximacién por defecto, si la primera cifra suprimida es me-
nor que 3, y la aproximacion por excesoc, si es mayor o igual que 5.
2 17 1B | i e
Se tienen asi las aproximaciones por redondeo.

En este ejemplo se puede observar que el libro esta presentando la manera de
realizar aproximaciones por defecto, exceso y por redondeo de un numero irracional,
dado que exponen y explican el paso a paso, particularmente en este caso de /3,
consideramos que por ello este segmento se sitia en la forma de conocer accion

Completitud.

Finalmente en esta seccidn se proponen algunos ejercicios de aplicacion, para

nuestro analisis son pertinentes los siguientes:
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Segmento Pagina Clasificacion

18 18 Ac—A-Cm

21 Una de las mejores aproximaciones fraccionarias
. 355
del numero w es 113"
Si el valor del niumero m es 3,141592135..., halla el
numero de cifras que coincide con la aproximacion
dada.

22 Sabiendo gue V10 = 3,162277... escribe las cinco
orimeras aproximaciones por defecto, por exceso
por redondeo

como se evidencia en los ejercicios 21 y 22 se pretende que el estudiante aplique lo
expuesto en las explicaciones y ejemplos de esta seccién, dado que la primera
actividad espera que el estudiante exprese en forma decimal la fracciébn y compare tal
expresion con el valor del nimero m, ello con el fin de hallar el numero de cifras
decimales que corresponden con la aproximacién de dicho numero; asi mismo en el

ejercicio 22 solicita al estudiante realizar las aproximaciones por exceso y defecto del

namero v10, es decir que aplique el paso a paso dado en el segmento 16, en

consecuencia ubicamos este segmento en la forma de conocer accion Completitud.

» Aproximaciones y errores

En esta seccidn se explica como hallar el error cometido al elegir una aproximacion
de un numero irracional, lo que no hace parte de lo que queremos analizar, sin
embargo en los ejercicios que plantean para esta seccion se encuentra el 28 y 29 que

consideramos insumo para nuestro estudio, ya que:

Segmento Pagina Clasificacion
19 20 Ac-A-Cm

28 Una excelente aproximacion del numero irracional

f s
2 e =t
es la fraccion 7

Comprueba este resultado y sefiala el error ab-
soluto y relativo.
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29 El nimero  es un ndmero irracional. Arquimedes
solia utilizar como aproximacién el ndmero racio-

nal %2— Si el radio de una plaza mide 30 m.

al ;Cuanto mide su circunferencia tomando para «

el valor 2—72?, Ly sl se toma 3,14167

b] ;Es aceptable el errof cometido en ambos casos?

Por un lado, en la actividad propuesta en el ejercicio 28 se espera que el estudiante
g 17 . . . .
verifique que - esuna buena aproximacion de V2, aplicando para ello lo expuesto en el

segmento 17, es decir este fue planteado para que el estudiantes siga una serie de
pasos para encontrar algunas de las aproximaciones del nimero irracional v2. Por otro
parte, el ejercicio 29 requiere coteje la medida de una circunferencia de radio 30 mts
haciendo uso de dos aproximaciones del numero m, para que posteriormente el
estudiante observe si es aceptable el error de tales aproximaciones a través de lo
mencionado en el recuadro “RECUERDA” del segmento 16. En consecuencia
consideramos que este segmento da cuenta de la forma de conocer accion

Conmensurabilidad.

» El conjunto de los Nimeros Reales:
El texto inicia con dos ejemplos, en el primero se explica cdmo representar el
namero 1 por aproximacion en la recta numérica, y en el segundo ejemplo se presenta
como representar el nimero 5v2en la recta numérica, como se muestra en los

segmentos 20y 21.

Segmento Pagina Clasificacion
Ej—P—-Cn
20 21 Ex— P —Cm

=jemplo. Representa el nimero irracional w = 3, 141592

== representa o por aproximaciones, EL punto esta:

Entre 3y 4. . + [3,4]

Entre 3,1 y 3,2. 5 - {I=415 &

Entre 3,14 y 3,15. A ©.[3,14; 3,15]

Entre 3,141y 3,142, | ! 1As Sabr s e ____I_,[3.14:|_- 3,142]
4 i




El ejemplo-explicacion que se presenta en el segmento anterior expone
graficamente el proceso de encajonamiento que se debe llevar a cabo para poder
ubicar el nimero m en la recta numérica haciendo uso de aproximaciones, lo cual esta
en concordancia con la categoria que alude a las formas de conocer proceso
Continuidad y Completitud en nuestro estudio.

Ejemplo 2: representacion de un namero irracional:

Segmento Pagina Clasificacion

21 21 Ej—A-Cn

3 , ’ s
Ejemplo. Representa el nimero irracional 52

= 2%
Sz representa V2 aplicando el teorema de Pitégoras.

| 7

|
T

= L —
0 5 10

como se menciono este ejemplo explicita la manera de construir un segmento que
tenga por medida el nimero irracional 5v2 a partir de ideas ya abordadas en el libro y
particularmente haciendo uso de la explicacién dada en el segmento 14, de tal manera
que se pueda copiar la medida de tal segmento y de esta manera poder ubicar 5v2en la
recta numérica. De acuerdo a lo que estos dos ejemplos exponen consideramos que se
relacionan con la forma de conocer accion Continuidad; dado que da el método para

que el estudiante lo emplee a la hora de ubicar en la recta numérica numeros
irracionales.

Posteriormente a los dos ejemplos el texto afirma que:

Segmento Pagina Clasificacion

22 21 Ex—-0Od-Cn

~ cada numero real se le asocia un punto de la recta y, recipracamente,
3 Cada punto de la recta se le asocia un ndmero real.
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lo cual es acorde con la forma de conocer objeto Continuidad, dado que declara la

correspondencia entre los puntos de la recta y los niUmeros reales.

Para cerrar esta seccion, el texto propone una serie de ejercicios de aplicacion en
relacion a lo visto en la misma, de los cuales consideramos para nuestro analisis los

siguientes:

Segmento Pagina Clasificacion

23 21 Ac—-P-Cn

32 Escribe los nimeros representados en cada fiqu-

f

- = | - . 3
0 1 2 3 - 0 1 2 3 |
Segmento Pagina Clasificacion
24 21 Ac-A-Cn
31 Representa los siguientes nimeros irracionales.
3] Wa c] V26
= T
WE d] «al

los ejercicios 30 y 32 (segmento 23) se ubican en la forma de conocer proceso
desde la Continuidad dado que las actividades que proponen en estos se relacionan en
primer lugar con realizar un proceso de encajonamiento a partir de aproximaciones para
lograr ubicar en la recta numérica los nameros irracionales dados en el item 30, y por
otra parte en el ejercicio 32 el estudiante debe realizar el proceso inverso a construir y
representar nameros irracionales dados por raices no exactas, lo cual requiere el

dominio y la interiorizacion de las acciones ensefiadas por el texto en los segmentos 14
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y 21, para poder asociar a cada punto representado en este ejercicio el ndmero

irracional que le corresponde.

En este mismo sentido la actividad planteada en el ejercicio 31 la situamos en la
forma de conocer accién Continuidad ya que solo requiere que el estudiante aplique los
pasos propuestos en el segmento 21, para los cuatro numeros irracionales dados, de tal
manera que a partir de ello el estudiante pueda ubicar tales nimeros irracionales en la

recta numérica.

» Intervalos y semirrectas
En esta seccion se hace a grandes rasgos una descripcion y explicacion breve de la
representacion en la recta numérica de los distintos tipos de intervalos; lo cual no
consideramos que permita vislumbrar algun elemento relevante para nuestro estudio;
sin embargo consideramos pertinente mostrar y analizar el recuadro “RECUERDA” con

el que inician esta seccion:

Segmento Pagina Clasificacion
25 23 Ex—P—-Cn
[ © Recurrns i
La fraccién e puede & 3 esta en [0.33; 0,34]
S ede ex-
| presar por intervalos enca- . _O'3§_9'3_4
jados. 0.3 0.4
% estd en [0, 1] 1 i
S ) S | 3 esta en [0,333; 0,334]
0
: 03330334
% esta en [0,3; 0,4] 0,33 = 0.34
"0 0304 1

ya gue este hace mencion de los intervalos encajonados que se pueden construir
.z 1 . . e
para expresar una fraccion, en este caso o lo cual involucra los procesos infinitos desde

la forma de conocer proceso.
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» Actividades-Ejercicios para entrenar
Esta seccion del libro se dedica al planteamiento de ejercicios que involucran las
tematicas abordadas durante el desarrollo de todo el capitulo. Es de mencionar que en
el

presente analisis sblo seleccionamos y presentamos las actividades que

consideramos implican implicita o explicitamente los procesos infinitos en lo que se
relaciona con la construccion de los numeros reales.

Segmento Pagina Clasificacion
26 29 Ac—P-Cn
A8 |ndica la ab 3 de los puntos indicades
Ll' bl
B T D g

dado que el ejercicio 48 solicita al estudiante hacer el proceso inverso al explicado
y ejemplificado en el segmento 4 cuando el texto estaba abordando el cémo representar
nameros racionales en la recta numérica, consideramos que requiere del estudiante
una interiorizacion y compresion del paso a paso para realizar tal representacion para
posteriormente ser capaz de invertir tal accién, es decir, para poder hacer el proceso
contrario que requiere que el estudiante a partir de la ubicacion del punto en la recta

numeérica identifique a qué namero racional esta representando.

Segmento Pagina Clasificacion
27 29 Ac—A-R
8 Cscribe en forma fraccionaria los siguientes nu-

merds decimales.
al 45 777 c| 34222,
h] 12323 d) 0,5b3436.. -

117



la actividad del segmento 27 la ubicamos en la forma de conocer accion nimero
Racionalidad, debido a que pide al estudiante ejecutar unos pasos ya establecidos y
ejemplificados por el libro de texto para poder pasar una expresion decimal a una

fraccionaria.

Segmento Pagina Clasificacion
28 29 Ac—A-Cn
58 =stas fracciones utilizanao teocrema
. s
a) = ) =
D — e d *’

el ejercicio 58 solicita aplicar la accion presentada en el segmento 4 en relacion con
la manera como se representan los numeros racionales en la recta numérica, en

consecuencia lo ubicamos en la forma de conocer accidon Continuidad.

Segmento Pagina Clasificacion
Ac-0d-R
29 29
Ac—0Od—1Ir
99 Clasifica estos nimeros en racionales o rraciona-
5. Justifica la respuesta.
\I / ( l \l": :]
L ORIRRORER 91 s)
4,£9£33239. dl 45257

el ejercicio 59 propone una actividad que recoge lo declarado en algunas secciones
del libro en torno a caracteristicas fundamentales de los numeros racionales e
irracionales, con las cuales se pueden identificar y diferenciar los mismos, como lo
podemos evidenciar en los segmentos 2, 9, 11 y 12; por ello este se relaciona con la
forma de conocer objeto declarado por el texto en lo que tiene que ver con la

Racionalidad e Irracionalidad de un nimero real.
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Segmento Pagina Clasificacion

30 29 Ac—A-Cm

80 =caliza estas aproximaciones del nimero 44632673

~ |

3l Aproxima por defecto a la centésima.
0 Aproxima por exceso a la milésima,
Redondea a la parte entera,

1] Redondea a la décima.

En cuanto al ejercicio 60 propone una actividad que en su solucién requiere que el
estudiante aplique lo expuesto en los segmentos 16 y 17, en consecuencia esta
actividad va dirigida a que el estudiante realice unas acciones ya preestablecidas en el

desarrollo de las tematicas abordadas en el capitulo de nimeros reales.

Segmento Pagina Clasificacion
Ac-P-Cn
31 29 Ac-A-Cn

=2 Tepresenta cada uno de estos nUmeros irraciona-
=3 en una recta.

|

) V12 o) V21
(2422 d) 3,01001

La actividad 63 la enmarcamos en dos categorias diferentes, por un lado los
ejercicios a y ¢ los ubicamos en la forma de conocer accion Continuidad dado que
solicitan al estudiante implicitamente hacer uso de las reglas expuestas en el texto para
representar un namero irracional expresado como una raiz cuadrada no exacta en la
recta numérica (segmento 21); y por otra parte los items b y d los situamos en la forma
de conocer proceso Continuidad debido a que para representar tales numeros
irracionales en la recta se requiere que el estudiante construya procesos de

aproximacion y encajonamiento.
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Segmento Pagina Clasificacion

Ac-P-Cm
32 29 Ac—-Op—-Cm

H. Halla

|-_..-

el valor de x e y para que se cumpla la re-

b
L

Este ejercicio propuesto por el texto es uno de los que consideramos de gran
relevancia, dado que por un lado el estudiante no tiene un modelo en todo el desarrollo
de este capitulo similar a esta actividad, por lo cual requiere por una parte haber
interiorizado acciones en relacion a la Irracionalidad, Racionalidad, Completitud y
Continuidad, y por otro lado poder encapsularlas para dar el paso a reflexion y trabajo
en torno al concepto de densidad, ya que requiere para dar solucion a esta actividad

dados los dos numero irracionales encontrar por lo menos un irracional que este entre

ellos.
Segmento Pagina Clasificacion
Ac-0Op-R
33 29 Ac—-Op-Ir
74 ;Se pueden encontrar dos nimeros enteros cuye
coclente sea 7,41411411...7 Justifica la respuesta.

Al igual que el ejercicio anterior, éste privilegia la forma de conocer objeto desde la
Racionalidad e Irracionalidad, dado que requiere se haya encapsulado las acciones y
los procesos en relacion a los numeros racionales e irracionales, con el fin de lograr
caracterizar la Irracionalidad y Racionalidad de un nimero como expresion decimal no
periddica; expresion decimal finita o infinita periddica o, como la razén entre dos
nameros entero, respectivamente; actividades que hasta el momento no se habian

planteado en el desarrollo de este texto.
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Segmento Pagina Clasificacion
Ac-A-Cm
34 30 Ac—-P-Cm

D

b

8¥ El resultado del calc

A
3 Cn de radlo es £

al ;(Qué aproximacion de

| ;Es por exceso o por defecto?

c

;Cual es el error absoluto

lo del area de un circulo ds

y relativo cometido

La actividad propuesta por el ejercicio 81, consideramos que hace hincapié en dos
formas de conocer, por un lado accién y por otro proceso asociados a Completitud,
dado que el item a solicita al estudiante realizar de alguna manera el proceso inverso a
las acciones preestablecidas para realizar la aproximacién de un namero irracional; asi
mismo en relacion a accion Completitud los items b y ¢ requieren que el estudiante
apligue lo establecido en el segmento 16 en relacién a las aproximaciones por exceso y

defecto de un ndmero irracional y el valor absoluto y relativo cometido en tal

aproximacion.

Determina la altura redondeando /f\
a la milésima. '

/

Expresa la altura mediante un /
e

numero racional de dos deci- /

/

Segmento Pagina Clasificacion
Ac-A-Cm
35 30 Ac—-A-Cn

82 En el tridngulo equildtero de la figura

2cm

En el ejercicio 82 se espera que el estudiante aplique los métodos expuestos en los
segmentos 10 y 17, el primero de ellos para encontrar el namero irracional que
representa la medida de la altura del triangulo, y el segundo para poder establecer la

aproximacion por redondeo a las milésimas y a las centésimas de dicha medida.
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Segmento Pagina Clasificacion

Ac—A-Cm

36 30 Ac—A-Cn

83 Los griegos consideraban que las dimensgiones
perfectas de un rectangulo cumplen la igualdad:

i

y a este numero le
denominaban nu-
mero aurec o nu-
T

-8 = —

mero de oro.

Utiliza una aproximaciéon a la centésima del nud-
mero de oro, para calcular las dimensiones del
rectangulo dureo de 24 cm? de area.

Dado que el ejercicio 83 implica Unicamente que el estudiante haga uso de una

serie de pasos propuestos por el texto en el segmento 17, lo ubicamos en la forma de

conocer accion desde Completitud y Continuidad.

Segmento Pagina Clasificacion
37 30 Ac-A-R
85 Halla los valores que faltan en la tabla
Expresion decimal 0,52 75,2312
i A A 3 11
Expresion fraccionaria :
&40

La actividad propuesta en el ejercicio 85 requiere que el estudiante

realice la

accion expuesta en el segmento 6 y 7, en términos de la manera de convertir un

namero racional expresado como fraccién a expresion decimal y viceversa, para poder

completar la tabla.
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Segmento Pagina Clasificacion
38 30 Ac-P-Cm
86 Aproxima con dos cifras decimales el valor de x'|__
par exceso y por defecto.
Segmento Pagina Clasificacion
Ac-0d-R
39 30 Ac—-0d-Ir
87 Clasifica los siquiente [ Jcionales
il” I—i ’_. ._ .-:. : .
\" “- | 1.4 i;';.; ‘n
| 277 —{ ..f.;\ll*

Esta actividad demanda que el estudiante identifique las caracteristicas de los
nameros racionales e irracionales a partir de su expresion decimal y pueda determinar
si una raiz cuadrada representa 0 no un numero irracional, lo cual fue expuesto de
forma explicita en los segmentos 2, 9 y 11; es por ello que consideramos gue ésta se
ubica en la forma de conocer objeto declarado por el texto en términos de la

Racionalidad e Irracionalidad de un nimero real.

Segmento Pagina Clasificacion
40 30 Ac—-A-Cn
90 Representa en la recta real el numero V7

El ejercicio 90 lo ubicamos en la forma de conocer accion Continuidad, ya que
implica que el estudiante apliqgue el método establecido en los segmentos 14 y 21, para
construir y representar en la recta numeérica un namero irracional expresado como una

raiz cuadrada no exacta.
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Segmento Pagina Clasificacion
41 Ac-A-R
Ac-0d-R
31 Ac—Od — Ir
Ac—-Op—-Cm

92 A una fiesta de nimeros racionales, asistieron los
siguientes

49 ) 11

90 i 20

541

990

ol

Se quisieron colocar por orden de mayor 3 menor
A uno se le ocurrio que para ello podrian vestirse
de numeros decimales, pero alguno de ellos no
habia traido el traje

a) ;Cuél fue el orden de colocacién?

bl Entrarcn a la fiesta cuatro “colegas™ y cada uno

de ellos se situd entre dos de ¢

colegas” encajarian con esas condiciones?

La actividad que se plantea en el ejercicio 92 consideramos implica poner en

juego varias de las formas de conocer, asi para el item a requiere que él realice las
divisiones para expresar cada racional en su representacion decimal, lo cual esta en
concordancia con lo expuesto y desarrollado por el texto; por otra parte el item b
demanda que el estudiante caracterice los nUmeros racionales e irracionales a través
de su expresion decimal, lo que fue declarado en varias de las explicaciones abordadas
por el texto; y finalmente este item también tiene que ver con la forma de conocer
proceso Completitud dado que con la pregunta “; Qué posibles colegas encajarian con
esas condiciones?” promueve que el estudiante tenga un acercamiento a la densidad
de los numeros reales, puesto que requiere ir “probando” y a partir de ello conjeturando

dados dos numeros que otros nimeros irracionales o racionales estan entre estos.

Segmento Pagina Clasificacion

42 31 Ac—P-Cm

a mejor aproximacion
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La actividad propuesta por el ejercicio 94 implica que el estudiante ya haya
interiorizado las acciones que giran en torno a la aproximacion de ndmeros irracionales
y pasar con ello a un proceso de reflexion en relacién a que la mejor aproximacion sera

la que al determinar la distancia entre cada encajonamiento tienda a cero.

Segmento Pagina Clasificacion
Ac-Op-R
43 31 Ac—-Op—1Ir

9 La longitud de una circunferencia se expresa me-
diante un ndmero irracional. Indica el valor que
debe tener el radio de una circunferencia para que
la longitud de esta circunferencia sea un nimero
racional. Justifica tu respuesta.

Finalmente el ejercicio 95 se ubica en la forma de conocer objeto desde la
Racionalidad e Irracionalidad dado que la manera en la que esta planteado permite que
el estudiante infiera o mejor deduzca que no todo nimero que se puede escribir como
una razén es un numero racional, sino que también debe cumplir que tales niameros
deben pertenecer al conjunto de los enteros; en consecuencia podria dar solucion a tal

actividad.
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42.1 Tablas de Clasificacion de Segmentos y de Resultados

A continuacién se muestra la tabla de clasificacion de los segmentos del libro de
texto que se han analizado, los cuales se han caracterizado por la forma de conocer de
la teoria APOE que estimulan, por el aspecto del NUmero Real que dan a conocer y por
la seccion del libro en donde se encuentran ubicados:

Segmento Clasificacion Secciodn del libro

NUmeros
racionales

Ndmeros
irracionales
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17 Ej—A-Cm
Ex—-A-Cm
18 Ac—-A-Cm
19 Ac—A-Cm Aproximaciones y errores
20 £ cm
21 Ej—A—-Cn
22 Ex —Od —=Cn El conjunto de los nimeros reales NGmeros
23 Ac-P-Cn reales
24 Ac—-A-Cn
25 Ex—P—-Cn Intervalos y semirrectas
26 Ac—-P—-Cn
27 Ac-A-R
28 Ac—-A-Cn
29 Ac-0d-R
Ac-Od —Ir
30 Ac—A-Cm
31 Ac—-P-Cn
Ac—-A-Cn
32 Ac—-P—-Cm
Ac—-0Op-Cm
33 Ac-0Op-R Actividades-
Ac—-Op—Ir Actividades-ejercicios para entrenar Sj:r r;icios
34 AcC—A—-Cm entrenar
Ac—-P-Cm
35 Ac—-A-Cm
Ac—-A-Cn
36 Ac—A-Cm
Ac—-A-Cn
37 Ac-A-R
38 Ac—-P-Cm
39 Ac—-0d-R
Ac—-0Od -Ir
40 Ac—A-Cn
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Ac-A-R

41
Ac—-0d-R
Ac—0d—1Ir
Ac—-Op-Cm
42 Ac—-P—-Cm
43 Ac-Op-R
Ac—Op—1Ir
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Tabla de Resultados

Teoria APOE

Objeto

Objeto

Total elementos

Accién Proceso ; Frecuencia de asociados alos %
, Declarado Promovido
Nlameros reales reales
Ex
Conmensurablllq_ad o] Ej 0 0%
Inconmensurabilidad
Ac
Ex 2 2 4
Racionalidad Ej 2 4 6 20 30,3%
Ac 4 4 2 10
Ex 3 3
Irracionalidad Ej 2 2 11 16,67%
Ac 4 2 6
Ex 1 1 2
Completitud Ej 1 1 15 22,73%
Ac 6 4 2 12
Ex 2 1 1 4
Continuidad Ej 5 1 6 20 30,3%
Ac 7 3 10
Ex 5 2 6 13 66 100%
Frecuencia Ej 8 1 6 15
Ac 17 7 8 6 38
Total elementos asociados a la teoria
APOE 30 10 20 6 66
% 45,45% 15,15% 30,3% 9,1% 100%
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4.2.2. Andlisis sobre los aspectos relacionados con la construccién de los
NUumeros reales

En relacion a la Conmensurabilidad e Inconmensurabilidad como se evidencia en la
tabla, en el desarrollo del capitulo analizado en ninguno de las explicaciones, ejemplos
o actividades se ve reflejado que aborden, trabajen o promuevan procesos de medicion,
es decir, el determinar cuantas veces estd una magnitud en otra, el identificar una
unidad patron para medir una determinada magnitud y otras caracteristicas propias de
la Conmensurabilidad e Inconmensurabilidad que se pueden identificar a través de la

construccion de los numeros reales.

Por otra parte, las categorias que se asocian con la Racionalidad obtienen un
30,3% de atencién por parte del texto analizado, en el desarrollo del capitulo que tiene
gue ver con la construccién de los nameros reales, donde se considera que existe
coherencia frente al nimero de explicaciones, de ejemplos y actividades que plantea el
texto para abordar este concepto, ya que entre ejemplos y explicaciones se enmarcan
10 segmento, de los 20 que se asocian a esta categoria. Asi que tales explicaciones,
ejemplos y actividades que el libro plantea tiene en cuenta elementos tales como:
caracterizacion de los numeros racionales a partir de su expresion decimal y
fraccionaria; relacion entre los numeros decimales periédicos con una fraccion y
viceversa; caracterizacion de la Racionalidad de un namero, vista como la razon entre

dos nameros enteros 0 como una expresion decimal finita ¢ infinita periddica.

En cuanto a la Irracionalidad obtiene un 16,67 % de especificidad en el desarrollo
del capitulo analizado, con 11 segmentos que dan cuenta de esto, en los cuales 3 se
dedican a las explicaciones, 2 a ejemplos y 6 se relacionan con actividades propuestas
para el estudiante. Como se puede evidenciar el libro sigue manteniendo un orden y
linealidad en su desarrollo de las tematicas, es decir, inicia con un ejemplo o explicacion
donde posteriormente declara de manera explicita las caracteristicas de los nimeros
irracionales, de tal manera que el estudiante posteriormente pueda con tal informacion:
determinar si la raiz cuadrada de un namero corresponde a un numero irracional;
caracterizar numeros irracionales a partir de su expresion decimal.
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De acuerdo a la tabla las categorias que se enmarcan en la Completitud alcanzan el
segundo porcentaje mas alto con un 22,73 %, del cual dan cuenta los 15 segmentos
gue se asocian a elementos relacionados con la Completitud tales como: manera de
realizar aproximaciones y encajonamientos de numeros irracionales por exceso, defecto
y por redondeo, acercamiento al concepto de densidad de los nimeros reales; a través
de 2 explicaciones, 1 ejemplo y 12 actividades.

Finalmente en cuanto a la Continuidad, con 20 segmentos que la involucran, entre
los cuales 4 se relacionan con explicaciones, 6 con ejemplos y 10 con actividades;
alcanza un 30,3% sobre los cinco elementos que consideramos relevantes en la
construccion de los numeros reales en nuestro analisis. Segmentos que dan cuenta de
la ubicacién de puntos en la recta numérica y la construccion de segmentos que tengan

por longitud en su mayoria un nimero irracional.

Dado que el porcentaje de Racionalidad y Continuidad son iguales; y los demas son
bajos se considera que sobre lo que mayor énfasis hace el libro en relacién a la
construccion de los numeros reales es lo que tiene que ver con la caracterizacion del
conjunto de los numeros racionales y la ubicaciéon en la recta numérica de puntos

asociados al conjunto de los numeros reales.

4.2.3 Andlisis sobre las formas de conocer de lateoria APOE presentes en el
libro de texto

En cuanto a las formas de conocer analizadas en nuestro trabajo desde la teoria
APOE (accion, proceso, objeto declarado y objeto promovido), en las categorias que se
relacionan con Accion se puede evidenciar que obtienen un 45,45 % de presencia en el
desarrollo del capitulo analizado, es decir, en 30 de los 66 segmentos analizados se
logra percibir de manera explicita o implicita elementos que se relacionan con esta
forma de conocer, ya que aborda entre otras cosas: la forma de pasar de una expresion
fraccionaria a decimal y viceversa, la manera en la que se deben realizar

aproximaciones de numeros irracionales por exceso, defecto y por redondeo; el modo
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de ubicacion de puntos en la recta numérica y la construccidbn de segmentos que
tengan por longitud determinado numero irracional. En consecuencia se puede afirmar
que a través de las explicaciones, ejemplos y actividades planteadas por el libro de
texto, éste hace hincapié en el método o paso a paso que espera que el estudiante
realice para dar solucién a los ejercicios de aplicacion que al final de cada seccion

propone.

En este sentido esta forma de conocer es la que mayor porcentaje tiene dado que
de acuerdo al orden y la linealidad establecida por el libro de texto se realizan primero
explicaciones, ejemplos y posteriormente las actividades, en donde casi en su totalidad
las explicaciones y los ejemplos limitan el concepto tratado, dado que estas ensefian al
estudiante una serie de indicaciones detalladas de los pasos a dar o de los algoritmos
gue deben seguir o repetir para transformar un objeto; lo cual puede deberse a que se

considere que las acciones son el principio fundamental del concepto.

En cuanto a la forma de conocer Proceso alcanza un 15,15 %, el cual es un
porcentaje bajo en relaciébn al anterior pero no despreciable, dado que se puede
evidenciar que en el desarrollo del capitulo analizado en 10 de los segmentos se
aborda (con 2 explicaciones y 1 ejemplo) y se promueve e incita (con 7 actividades) que
el estudiante reflexione sobre las acciones que realiza y de esta maneras pueda
interiorizarlas; por ejemplo se espera que el estudiante logre a través de la
interiorizacion de los procesos de aproximacion y encajonamiento (acciones) determinar
o reflexionar acerca de las distancias entre los encajonamientos e identificar su
cercania al cero; es decir, ya no solo se propende por un conocimiento simplemente

algoritmico.

Por otro lado, en relacion a la forma de conocer Objeto declarado es la segunda
categoria sobre la que mayor énfasis hace el libro en todo el desarrollo del capitulo, de
acuerdo al porcentaje que recibe del 30,3 %, dado que el libro de acuerdo a su orden
inicia con un ejemplo o explicacion donde posteriormente declara de manera explicita
las caracteristicas de los numeros racionales e irracionales, de tal manera que el
estudiante posteriormente pueda con tal informacion: determinar si la raiz cuadrada de

un numero corresponde a un numero racional o irracional; identificar ndameros
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racionales e irracionales a partir de su expresién decimal; relacién que existe entre los
nameros decimales periddicos con una fraccion y viceversa; explicaciones o ejemplos
que aluden a procedimientos de encajonamiento o el como se ubican los nimeros en la

recta numérica.

En esta categoria se sigue manteniendo el orden del libro, es asi que de los 20
segmentos asociados a ésta, 6 son explicaciones, otros 6 se relacionan con ejemplo
que declaran de manera explicita el objeto abordado, y 8 son actividades que requieren
para su solucion la aplicacion de tales declaraciones que muestran y abordan los

conceptos involucrados en la construccion de los niumeros reales de manera general.

En cuanto a la categoria Objeto Promovido es la que menor porcentaje obtiene en
relacion a las otras formas de conocer analizadas, dado que logra un 9,1 % de
presencia en el capitulo analizado, lo cual responde a las 6 actividades planteadas que
promueven en alguna medida que el estudiante reflexione sobre las acciones y
procesos para posteriormente poderlos reconstruir y tratar el concepto en general; lo
cual se vislumbra con actividades que solicitan al estudiante poner en juego: la
caracterizacion de la Racionalidad e Irracionalidad de un numero, vista como la razén
entre dos nimeros enteros 0 como una expresion decimal finita o infinita periddica, y
como expresion decimal no periédica, respectivamente, para lograr responder a un
problema; acercamiento al concepto de densidad desde el conjunto de los nimeros
reales (lo cual implica que el estudiante haya encapsulado las acciones y procesos
relacionados con Completitud).

4.2.4 SobrelalLinealidad y Coherencia del Libro de Texto

El siguiente analisis se sustenta en la Tabla de Clasificacion de Segmentos, la cual
recoge a manera general la sintesis de los segmentos analizados, la seccién del libro a

la que perteneceny su correspondiente clasificacion.
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En las secciones que hacen referencia al Numero Racional (i. numeros
racionales, ii. representacion de numeros racionales en la recta numérica y iii.
expresiones fraccionaria y decimal de un ndmero racional), se puede evidenciar que
fueron considerados los aspectos del nimero real en relacién a la racionalidad, como
era lo de esperarse, y a la continuidad lo cual consideramos coherente con el objeto de
las secciones de acuerdo a su titulo. En cuanto a las formas de conocer determinadas
por la teoria APOE es de notar que en el desarrollo de estas tres secciones solo se
pueden observar las acciones y los objetos declarados, es de mencionar que las
acciones son en las que mayor énfasis se hace. Finalmente en estas secciones se
puede evidenciar una linealidad y coherencia en relacion a dos aspecto; el primero tiene
gue ver con la manera de iniciar y desarrollar cada una de las secciones, dado que
siempre dan inicio con una serie de explicaciones o ejemplos en este caso relacionados
con la racionalidad y la continuidad, para posteriormente plantear la actividad
enmarcada en estos mismos aspectos. La segunda mantiene una estrecha relacion con
la anterior, ya que a través de algunos de esos ejemplos y explicaciones declaran
desde el inicio el objeto (racionalidad y continuidad), luego con otros de éstos plantean
el método que esperan el estudiante siga para obtener un resultado inmediato y
finalmente plantean actividades donde ellos puedan aplicar tal método; aunque es de
mencionar que en estas secciones no tienen en cuenta actividades especificas que
hagan alusién al objeto declarado racionalidad, es decir, priorizan en los ejercicios que

ponen en juego las acciones para racionalidad y continuidad.

En cuanto a las secciones del libro de texto que corresponden a los numeros
irracionales (iv. numeros irracionales, v. nimeros irracionales en la recta numeérica, vi.
aproximacion de numeros irracionales, vii. Valor absoluto y viii. aproximaciones y
errores), nuevamente se privilegian los objetos declarados y las acciones desde las
explicaciones, ejemplos y actividades que se presentan; sin embargo aqui se amplian
los componentes de los numeros reales, es decir, hacen alusion no solo a la
continuidad y racionalidad, sino que también se centran en la irracionalidad (como era
de esperarse) y la Completitud desde las formas de conocer sefialadas. Es de
mencionar que contrario a las secciones anteriores en estas se hace mayor énfasis en

el objeto declarado que en las acciones, claro sin descuidar estas ultimas. Asi mismo
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estas secciones siguen preservando la linealidad y coherencia mencionadas en el
parrafo anterior, ya que continuando declarando el objeto a través de explicaciones o
ejemplos, posteriormente indicando métodos para realizar una tarea especifica sobre
estos para finalmente plantear una serie de ejercicios que aplican lo visto. Es de
aclarar que de la seccion valor absoluto no se tomé ningun segmento dado que al

analizarla no evidenciamos insumos para el objeto de nuestro analisis.

Por otro lado, en las secciones que se centran especificamente en los nUmeros
reales (ix. Conjunto de los numeros reales, x. el orden en el conjunto de los numeros
reales, xi. intervalos y semirrectas), se logra vislumbrar una gran presencia de los
procesos, forma de conocer que hasta el momento no habia sido promovida por el
texto, los cuales vinculan con la continuidad y Completitud Unicos componentes del
namero real que ponen de manifiesto en estas secciones. Contrario a los ya descrito en
anteriores secciones del libro, en estas no se inicia declarando el objeto sino
promoviendo el proceso desde los ejemplos y explicaciones que brinda el libro tanto en
la Completitud como en la continuidad lo cual es coherente con lo que solicita en las
actividades propuestas, sin embargo consideramos que la linealidad de alguna manera

en estas secciones si se rompe.

Finalmente en la seccion de actividades (ejercicios para entrenar), se enfoca, en
mayor medida, al conocimiento de la Continuidad y Completitud, sin descuidar la
racionalidad e irracionalidad, lo cual mantiene una coherencia con el desarrollo de las
demas secciones analizadas. En relacion a la forma de conocer que mas se privilegia
como era de esperarse es la accién, sin embargo el objeto declarado y promovido tiene
casi igual relevancia en las actividades propuestas, lo cual no es incoherente dado solo
en las actividades es donde esta ultima forma de conocer se puede evidenciar. Se logra
evidenciar también una importante presencia de la forma de conocer proceso asociada
a la Continuidad y Completitud lo cual sugiere una coherencia con lo analizado en el

parrafo anterior.
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4.3.

Analisis comparativo de los textos

Libro de texto

Aspectos
del Niomero
Real

CONMENSURABILIDAD E
INCONMENSURABILIDAD

ALFA 8

CODIGO 8

En la unidad analizada, los aspectos relacionados con
la conmensurabilidad e inconmensurabilidad de
magnitudes estuvieron, en principio, ligados a los
objetos declarados ya que en los segmentos iniciales
se definieron las magnitudes conmensurables e
inconmensurables. En segmentos posteriores, los
segmentos relacionados con este aspecto del nimero
real aparte de estar relacionado con los objetos,
también estuvo en relacibn con la racionalidad e
irracionalidad de los numeros reales en cuanto a la
relacion entre la conmensurabilidad y la racionalidad
de un ndmero real.

Durante el desarrollo del capitulo de los nameros
reales en ninguna de las secciones el libro de texto
hizo alusion o abordd cuestiones relacionadas con:
Determinar cuantas veces esta una magnitud en otra,
procesos de medicion, determinar si existe una unidad
patron para medir una determinada magnitud; es decir,
sobre caracteristicas propias de la
inconmensurabilidad y conmensurabilidad.

RACIONALIDAD

Este aspecto del numero real fue el segundo en
relevancia en los segmentos analizados ya que el
20,87% de los segmentos analizados estuvo dedicado
a su conocimiento. De estos segmentos, la gran
mayoria estuvo dedicada al desarrollo de actividades
las cuales estimulaban el conocimiento de la
racionalidad mediante los objetos y las acciones
mientras que los procesos no se hicieron presentes en
ningdn momento.

Los segmentos que estuvieron dedicados a este
aspectos del nimero real, estuvieron enfocados a la
relacion de la racionalidad con la expresion decimal de
un ndmero los cuales fueron aspectos que el libro
declaré luego de ejemplos y explicaciones previas,
mas no se notd relacion entre la racionalidad de un
namero con el tipo de magnitud que podia representar.

El analisis en relacibn a este aspecto de la
construccion de los nameros reales, arroja que el libro
de texto en su desarrollo tematico le da gran
relevancia, dado que en el 30% del total de los
segmentos analizados la racionalidad esta presente;
asi mismo en cuanto a las formas de conocer en las
gue hace mayor hincapié desde la racionalidad estan
las acciones y el objeto declarado; esto quiere decir en
primer lugar que el libro plantea de manera explicita el
método que espera el estudiante realice para dar
solucién a los ejercicios de aplicacién que al final de
cada seccién propone; y en segundo lugar que el
estudiante se apropie del concepto de racionalidad sin
gque en varios casos pueda dar cuenta de las
caracteristicas de la racionalidad, desde su propia
reflexion e interiorizacion de las acciones, lo cual se
debe a que el libro lo declara, dado que el libro de
acuerdo a su orden inicia con un ejemplo o explicacién
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donde posteriormente declara de manera explicita las
caracteristicas de los nUmeros racionales.

IRRACIONALIDAD

La irracionalidad fue introducida en el texto a través de
su relacion con las magnitudes inconmensurables ya
gue en un inicio se establecié que las magnitudes no
conmensurables estaban en relacidon con este tipo de
ndameros. En una etapa posterior, la irracionalidad fue
determinada como lo no racional y relacionada con la
imposibilidad de extraer raices cuadradas exactas y
gran trabajo tanto de determinacién de decimales de
raices cuadradas como de construccion de
irracionales relacionados con este tipo de raices fue
expuesto en los segmentos que en cuestion de
irracionalidad fueron los de mayor extensién con un
30,76%, aunque algunos de los segmentos abrieron la
posibilidad de la existencia de nimeros irracionales
que no estuvieran ligados a la extraccion de raices
como el caso de m y ¢ los cuales fueron presentados
como objetos declarados.

A través de los andlisis se puede observar que el libro
de texto en el aspecto que tiene que ver con la
irracionalidad se centra en su mayoria en la forma de
conocer objeto declarado, dado que éste de acuerdo
a su orden inicia con un ejemplo o explicaciéon donde
posteriormente declara de manera explicita las
caracteristicas de los numeros irracionales, de tal
manera que el estudiante posteriormente pueda con
tal informacion determinar si la raiz cuadrada de un
ndmero corresponde a un nudmero irracional, o
caracterizar numeros irracionales a partir de su
expresién decimal.

Es de mencionar que este aspecto con un 16,67% es
el segundo que tiene menor incidencia en el desarrollo
del capitulo analizado.

COMPLETITUD

La Completitud es expuesta en el libro a partir de la
posibilidad de aproximacién a un namero real, ya sea
racional o irracional, y es en este aspecto en donde el
libro enfoca la forma de conocer a partir de los
procesos ya que los segmentos dedicados a este
aspecto del nimero real estan enfocados a la
explicacion, a ejemplificar y al desarrollo de
actividades relacionadas con la construccion de
encajonamientos a nimeros reales.

Es de notar que aparte del conocimiento a partir de los
procesos, la otra forma de conocer que es estimulada
es la de objeto y, en especial, se tiene que los dos
objetos declarados en relacién a la Completitud estan
dirigidos a la determinacion de la relacion entre los
nameros reales y la recta real.

Con un 22,73 % de presencia sobre los elementos
analizados este aspecto de los nimeros reales ocupa
el segundo lugar con mayor aparicion en el desarrollo
tematico que privilegia el libro; asi mismo el texto
privilegia en lo que tiene que ver con la Completitud
las formas de conocer acciones Yy proceso, es decir,
se centra por una parte en presentarle al estudiante el
método a seguir para realizar aproximaciones de
racionales e irracionales por encajonamiento,
aproximaciones de raices cuadradas por defecto y por
exceso; asi mismo en reflexionar y determinar las
distancias entre los encajonamientos e identificar su
cercania al cero.

De acuerdo a lo anterior se puede decir que en este
aspecto a diferencia de los ya mencionados, el libro
de texto por primera vez promueve los procesos y los
objetos, es decir, ya no declara el objeto como en las
demas categorias.
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CONTINUIDAD

Al observar la tabla de resultados se evidencia que la
continuidad es el Gnico aspecto del nimero real que
se dio a conocer mediante todas las formas de
conocer analizadas en nuestro estudio teniendo un
énfasis especial en las acciones y los procesos. Los
segmentos que estuvieron relacionados con la
Continuidad estuvieron dirigidos a la ubicacién de
puntos en la recta y de encajonamientos de puntos vy,
al igual que en la Completitud, los segmentos que
estuvieron dirigidos al conocimiento mediante el objeto
declarado estuvieron dirigidos a la determinacién de la
relacion entre los puntos de la recta y los niumeros
reales.

La continuidad al igual que la racionalidad, son los
aspectos que mas privilegia el libro de texto en su
desarrollo tematico, lo cual se evidencia con un 30.3%
sobre el total de los segmentos analizados. Asi mismo
en este aspecto de la construccion de los ndmeros
reales, el texto se centra en las formas de conocer
acciones y procesos, es decir propone en su
desarrollo tematico y planteamiento de actividades la
ubicacion de puntos en la recta, construccién de
segmentos cuya longitud sea un nimero determinado,
ubicar ndmeros en la recta numérica a partir de la
construccion de encajonamiento o aproximacion.
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5. Capitulo IV. Conclusiones

Las conclusiones que se presentan a continuacion son el resultado de los analisis de
los libros de texto y exponen los aspectos que consideramos mas relevantes en cuanto

a los aspectos que hemos estudiado:

1. Entre los aspectos de la construccion de los nameros reales que hemos
estudiado, encontramos que el menos estimulado es la conmensurabilidad y la
inconmensurabilidad ya que en el texto Cédigo 8° no es trabajado y, aunque en
el texto Nuevo Alfa 8° si se encuentran segmentos relacionados con este
aspecto, no se evidencia una relacion fuerte con la racionalidad e irracionalidad
lo cual deja de lado el contexto en que los nimeros irracionales surgieron y no

considera el impacto que los procesos infinitos pueden tener en este sentido.

2. La mayor parte de las veces, los dos libros de texto analizados inician las
secciones de presentacién de contenidos con objetos declarados, ya sea por
medio de explicaciones o0 ejemplos y en ocasiones les siguen acciones o
procesos relacionados con el objeto que ha sido declarado.

3. El énfasis en las formas de conocer de los dos libros de texto coincide en el
hecho de centrarse en los objetos declarados, ya que en el caso del texto Nuevo
Alfa 8° esta forma de conocer es la de mayor presencia y en el Cédigo 8° es la
segunda luego de las acciones. La diferencia en los textos se encuentra en que
el texto Nuevo Alfa 8° enfatiza en la promocion de los objetos mientras que el
texto Codigo 8° hace grande esfuerzos en el conocimiento por medio de

acciones.
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4. En este mismo sentido, en el texto Nuevo Alfa 8° el Unico aspecto del nimero
real en el que intervinieron todas las formas de conocer fue la continuidad lo cual
no ocurrio en el texto Codigo 8° en donde ningun aspecto involucrd todas las

formas de conocer.

5. En los dos libros de texto los aspectos en donde se evidencio el proceso como
forma de conocer fueron la Completitud y la Continuidad, mas los dos textos
difieren en la manera en que fueron presentados estos aspectos en
explicaciones, ejemplos y actividades. En cuanto a la Completitud, el Nuevo Alfa
8¢ distribuyd los segmentos de manera equitativa en explicaciones, ejemplos y
actividades mientras que en el codigo 8° el énfasis se hizo en las actividades. En
la Continuidad, el texto Nuevo Alfa 8° determina mayor cantidad de segmentos a
las explicaciones y los ejemplos mientras que el Cédigo 8° de nuevo enfatiza en
las actividades.

6. En cuanto a los procesos infinitos, los dos textos concuerdan en ponerlos en
juego en procesos de aproximacion relacionados con la Completitud y la
Continuidad y teniendo en cuenta que estos dos aspectos de los nimeros reales
estan presentes a lo largo de las secciones analizadas de los libros de texto, se
puede decir que los procesos infinitos estan vinculados en la construccién de los

nameros reales que hacen los libros de texto.

7. Dado lo anterior, consideramos que los procesos infinitos se presentan como
alternativa para la construccion de los niameros reales en los libros de texto lo

cual se puede hacer si se parte de ellos para:

e Conceptualizacién de las magnitudes inconmensurables y, a partir de
estas, generar una idea mas amplia de numero irracional.
e Aproximar numeros irracionales utilizando otro tipo de métodos como los

expuestos en el marco tedrico.
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e Generar mayor conciencia sobre la Completitud y la Continuidad de los
nameros reales, ya que en los libros de textos estos dos aspectos
aparecen subordinados a la conceptualizacion de la racionalidad e
irracionalidad.

8. En cuanto a la metodologia que hemos utilizado para el analisis de los libros de
texto, podemos decir que se puede adoptar a textos de matematicas de otro nivel
y para analizar otros concepto matematicos, ya que las formas de conocer de la
teoria APOE pueden servir para categorizar cualquier concepto que sea
presentado por un libro de texto y ademas, en la gran mayoria de textos de
matematicas (por no decir que en su totalidad), los conceptos son presentados
por medio de explicaciones, ejemplos y actividades. Lo anterior muestra la
potencialidad del estudio que hemos realizado y esperamos que esta

metodologia sea adoptada para analisis posteriores.

9. Consideramos que a través de nuestro analisis de contenido en los dos libros
logramos evidenciar las formas de conocer accién, proceso y objeto de la teoria
APOE, es decir, que estas son promovidas en mayor o menor medida en el
desarrollo de los textos bien sea en sus explicaciones, ejemplos o actividades
planteadas. Un elemento importante es que en casi todas las investigaciones que
se han realizado haciendo uso de esta teoria se encuentra mayores evidencias
de las formas de conocer accion y proceso, lo cual pareciera contradictorio con
los resultados que en algunos de nuestros analisis damos, dado que en nuestro
trabajo encontramos que los libros analizados se centran o promueven en mayor
medida las acciones y objetos; consideramos que los resultados que hemos
obtenido son importantes y que se deben al objeto de estudio tomado, pues en
las primeras investigaciones mencionadas siempre se analizan las actuaciones
del individuo, en las cuales se puede vislumbrar con mayor claridad el transito
entre acciones y procesos dado que se analiza lo que realiza el estudiante a
través de una situacion dada, en cambio cuando el andlisis recae en el libro de

texto, se hace mucho mas dificil poder evidenciar este transito entre las formas
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de conocer porque es propio o se percibe con mayor claridad en las actuaciones
de los individuo. Es asi que los objetos se vuelven mas visibles al analizar los
libros de texto ya que estos al declarar, concluir o explicitar las caracteristicas
propias de los conceptos que se abordan, reducen estos objetos conceptuales de

declaraciones o definiciones de los mismos.

10.Una reflexibn que nos genera los resultados de nuestro trabajo y que
consideramos contribuye en la formulacion de futuros trabajos de este corte, es
poder hacer visible la importancia de la descomposicion genética en el disefio de
textos escolares lo que, vinculado a nuestro propédsito de estudio que eran los
procesos infinitos en la construccion de los niameros reales, implicaria hacer mas
consiente al docente que tal construccién no debe iniciarse en 8 grado, sino que
debe partir en grados menores y que se debe ir construyendo en los siguientes
niveles de la educacién basica secundaria y media, es decir que la construccién
de los numeros reales requiere de tiempos y no se genera en un grado, ni con
una unidad del libro de texto que es lo que quizas estd sucediendo en este
momento al pedirsele a un estudiante que construya su conocimiento en un sélo
periodo del afio escolar o con el desarrollo de una Unica unidad de su texto guia;
es por ello que, para reducir tiempos, el libro recae en la presentacién y

declaracion del objeto matematico y no en su construccion.
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