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1.Informacién General

Tipo de documento Trabajo de Grado de Maestria.

Acceso al documento | Universidad Pedagogica Nacional. Biblioteca Central.

Proceso de conjeturacion en una clase de Geometria: El papel del
Titulo del documento | profesor que usa GeoGebra a la luz de la Teoria de la Mediacion

Semidtica.
Autor(es) Mejia Fonseca, Cristina Fernanda
Director Molina Jaime, Oscar Javier.
Publicacion Bogota. Universidad Pedagogica Nacional, 2014. 121 p.

Unidad Patrocinante | Universidad Pedagdgica Nacional.

Acciones del profesor, Mediacion semidtica, Signo, Actividad

Palabras Claves Demostrativa, Geometria Dinamica.

2.Descripcion

El presente trabajo, corresponde a un estudio realizado en un curso de geometria con
estudiantes de grado octavo, en un colegio de estrato socio econémico alto. El objetivo de este
trabajo es determinar, bajo la Teoria de la Mediacién Semiodtica (TMS) y la propuesta del grupo de
investigacion “ZeG (aprendizaje y ensefianza de la geometria) de la Universidad Pedagdgica
Nacional, el papel del profesor que pretende usar el software de geometria dindmica GeoGebra en
un proceso en el que se busca que los estudiantes se involucren en la actividad demostrativa, para
este caso, en el proceso de conjeturacién especificamente. Para tal propdsito, se hace una
descripcion tanto de la TMS como de la propuesta de dicho grupo y de la secuencia de actividades
gue se desarrollé con los estudiantes. Enseguida, se realiza el analisis del papel del profesor y del
software empleando los referentes tedricos previamente mencionados, para luego realizar unos
comentarios generales respecto de los resultados de tal analisis.

3.Fuentes

Para el desarrollo del presente estudio se referenciaron en total 19 fuentes distribuidas entre
tesis, articulos de revistas y libros de educacibn matematica. A continuacion se indican las




principales para el desarrollo del estudio:

Bartolini-Bussi, M., &Mariotti, M. (2008). Semiotic mediation in the mathematics classroom:
Artifacts and signs after a Vygotskian perspective. Handbook of international research in
mathematics education .

Camargo, L., Pérez, C., Plazas, T., Perry, P., Samper, C., & Molina, O. (2013). Ensefianza de la
Geometria Mediada por Artefactos: Teoria de la Mediacién Semiética. (P. Perry, Ed.) Memorias
21° Encuentro de la Geometria y sus Aplicaciones. UPN

Hoyles, C., & Lagrange, J.-B. (2010). Chapter 1. Introduction. In C. Hoyles, & J.-B. Lagrange
(Eds.), Mathematics Education and Technology-Rethinking the Terrain. En The 17th ICMI Study
(Vol. 13, pp. 1-11). New York: Springer.

Mariotti, M. (2012). ICT as opportunities for teaching-learning in a mathematics classroom: The
semiotic potential of artefacts. 36th Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education, 1, pp. 25-55. Taipei.

Perry, P., Samper, C., Camargo, L., & Molina, O. (2013). Geometria Plana: un espacio de
aprendizaje. Capitulo 1. Innovacién en un aula de geometria de nivel universitario. Bogota,
Colombia: Fondo Editorial UPN.

4.Contenidos

El presente estudio contiene cinco capitulos. El primero presenta el planteamiento del
problema, la justificaciéon del estudio, y sus objetivos general y especificos, asi como los
antecedentes investigativos del mismo. El segundo capitulo presenta los referentes tedricos que
soportan este estudio, centrando su atencién en los asuntos de la demostracion y la Teoria de la
Mediacién Semiética; se describen sus elementos principales en cuanto a constructos como
signos Yy significados, artefactos, mediacion y ciclo didactico (la aproximaciéon metodolégica para la
ensefianza, para este caso). El tercer capitulo contiene la metodologia del estudio; se explicita la
caracterizacion de la poblacion y la descripcion de las tres fases que se llevaron a cabo para la
realizacion deltrabajo (preparacion, experimentacion y analisis). En el cuarto capitulo, se realiza el
andlisis y se hace la presentacion de los resultados del mismo. Finalmente, en el quinto, se
incluyen las conclusiones a la luz de los objetivos planteados y algunas reflexiones a tener en
cuenta para futuros estudios.

5.Metodologia

Se puede sefialar que este es un estudio cualitativo - descriptivo en el que el profesor es
también investigador. Especificamente, es un experimento de ensefianza que tal como lo
describen, Steffe & Thompson (2000, en Molina et al, 2011), es un tipo particular de investigacion
de disefio en la que los participantes son por lo general un investigador docente, uno o mas
estudiantes y uno o mas investigadores observadores. En este estudio, el profesor docente es
también profesor investigador, asi se logra que la informacién sea de primera mano.
Particularmente, el presente estudio propone un ejemplo de mediacién del profesor al cual se le
pretende hacer un seguimiento para ser descrito y analizado a la luz de la TMS. Para el caso de
del presente estudio, el tipo de situaciones planteadas, son tareas tendientes a favorecer la
actividad demostrativa de los estudiantes.




6.Conclusiones

El trinomio TMS, categorias de acciones del profesor y aproximacién metodolégica —estos dos
Ultimoscomponentes propuestos por el grupo “ZeG-,permite describir el papel del profesor en una
mediacion en la que se pretende que los estudiantes experimenten el proceso de conjeturacion de
la actividad demostrativa, asunto quefavorece el hecho de que los estudiantes se acerquen al
contenido matematico de una manera genuina.

Las acciones del profesor que favorecieron el proceso de conjeturaciébn en mayor medida
fueron: sintetizar ideas para establecer el foco de atencion con el proposito de establecer
elementos (tiles en una conjetura; indagar sobre los signos producidos por los estudiantes para
producir una conjetura o para entender ideas de otros o revisar las propias; pedir revision del
enunciado del problema para establecer el orden de construccién de los objetos; indagar acerca
de la concepcidn que los estudiantes tienen de un objeto para que sean construidos de manera
correcta.

Se ratifica el potencial de GeoGebra en términos de decantar dependencias y hacer ostensivo
lo que los estudiantes tienen en la mente respecto de algunos objetos El software obligd a que los
estudiantes explicitaran una concepcion para realizar construcciones en dicho entorno y los hizo
dudar de ellas cuando debian hacer su representacion,

Teniendo en mente futuros estudios, se puede pensar en ampliar el trabajo, haciendo énfasis
en las acciones del profesor que favorecen el proceso de justificacion empleando una determinada
aproximacién metodolégica. También se podria establecer cuales son los esquemas de utilizacién
de los estudiantes al emplear el software GeoGebra en procesos de conjeturacion vy justificacién.

Elaborado por: Cristina Fernanda Mejia Fonseca

Revisado por: Oscar Javier Molina Jaime
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INTRODUCCION

Desde hace afios, la inclusién de artefactos tecnolégicos como recurso que se puede
emplear en las aulas ha sido tema de discusidon e interés para la comunidad de
educadores e investigadores, asi como lo ha sido el papel que el profesor debe asumir
frente a la inclusién de la tecnologia en su practica pedagégica. Es asi que algunos
estudios se han interesado en establecer cudl podria ser ese papel del profesor y en
plantear teorias en torno a este tema(Bartolini-Bussi & Mariotti, 2008), y otros se han
interesado en establecer de manera especifica las acciones que categorizan dicho

papel para darle protagonismo a la demostracién en el aula (Grupo “ZeG, 2011).

Teniendo en cuenta lo anterior, el presente estudio pretende establecer cudl es el
papel de un profesor que se interesa en emplear artefactos para favorecer espacios de
aprendizaje en la clase de geometria de octavo grado y es presentado en cinco

capitulos que son descritos a continuacion:

En el primer capitulo se estructura el planteamiento del problema. Se presenta una
contextualizacion general sobre la inclusion de artefactos en el aula de clase de
matematicas describiendo por qué este asunto ha sido de interés en la ultima década
para la comunidad de investigadores y educadores matematicos, y con base en ello,
especificar el interés particular para el desarrollo de este estudio. Enseguida, se
expone la pregunta general que orientara el estudio y los objetivos, tanto el general
como los especificos, que permitiran dar una respuesta parcial a dicha pregunta. Este
capitulo termina con algunos de los antecedentes bibliograficos que abordan la

tematica de interés y que se pueden constituir en referentes del estudio mismo.

En el segundo capitulo se presentan los referentes tedricos que soportan este

estudio. Dichos referentes abordan dos asuntos: el primero de ellos es la
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demostracion y el segundo, a la Teoria de la Mediacién Semiética (TMS). En relacion
con la demostracion, se precisa tanto su concepto como una postura sobre su papel en
el aula de clase. También se hace alusion al constructo de actividad demostrativa del

grupo “ZeG(Perry, Samper, Camargo & Molina, 2013). Con respecto al segundo

referente, la Teoria de la Mediacion Semiética (TMS) proporciona unos lentes
mediante los cuales es posible analizar y comprender el papel del profesor que

emplea artefactos en el aula con el propdsito de promover la actividad demostrativa.

En el tercer capitulo se hace referencia al proceso que orienté la realizacion de este
estudio, estructurado de tal manera que presenta una caracterizacién de la poblacion,
una descripcién del tipo de estudio que se realiza y una descripcion de las fasesdel
mismo, con las acciones y etapas que se establecieron para desarrollar cada fase.

Especificamente tales fases son: planeacion, experimentacion y analisis.

En el cuarto capitulo se presenta el andlisis realizado de dos sesiones de clase. Para
cada sesion de clase, inicialmente, se realiza una descripcion general de la misma que
ilustra, grosso modo, lo que alli acontecié, la manera como esta divida en bloques o
episodios que facilitan el andlisis y el objetivo del analisis. Luego se hace una
presentacion de las transcripciones de los bloques o episodios, seguidas por su

respectivo analisis a la luz de 1aTMSy de las categorias del grupo ZeG. Finalmente, se

realiza una sintesis en la que se recogen generalidades de los andlisis presentados.

Para terminar, se presentan las conclusiones del estudio a la luz de los objetivos
planteados, resultados encontrados y algunas reflexiones a tener en cuenta

presentadas por la autora.
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1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En este capitulo se estructura el planteamiento del problema que se abordara a lo
largo del presente estudio. Para tal efecto, se presenta una contextualizaciéon general
sobre la inclusion de artefactos en el aula de clase de matematicas describiendo por
qué la comunidad de investigadores y educadores matematicos han mostrado interés
en esta inclusioén, y con base en ello, especificar el interés particular para el desarrollo
de este estudio. Luego, se expone la pregunta general que orientara este estudio y los
objetivos general y especificos, que permitirdn dar una respuesta parcial a dicha
pregunta. Al finalizar se presentan algunos de los antecedentes bibliograficos que
abordan la tematica de interés y que se pueden constituir en referentes del estudio

mismo.

1.1 JUSTIFICACION

En la instituciéon educativa donde se llevé a cabo el presente experimentol, la
integracion de herramientas tecnoldogicas en el aula de clase debe ser parte
fundamental en la practica en aula, tanto de los profesores como de los estudiantes
que pertenecen a ella; en ese sentido, se convierte en un reto para el profesor de
matematicas la inclusiéon deliberada del uso de software especializado, tableros
inteligentes, recursos en linea (TIC) y estrategias de ensefianza especificas que

atiendan dicho uso en la actividad de los estudiantes.

Atendiendo a lo anterior, fue pertinente buscar experiencias y documentacién

relativas a la inclusién en el aula de artefactos tecnolégicos por parte del profesor y de

1 The English School es un colegio privado de Bachillerato Internacional y estrato socioeconémico
alto, ubicado al norte de la ciudad de Bogota. Se manejan de manera casi exclusiva los productos de la
linea Apple, desde las salas mdviles de preescolar hasta los salones de computadores de escuela alta.
Todos los profesores cuentan con un computador portatil de uso exclusivo.

12



como estos pueden tener un impacto en los procesos de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas. En este sentido, se encuentran referencias de por lo menos dos tipos
de estudio: unos que reportan experiencias de ensefianza haciendo uso de tales
artefactos - e.g. Jones (2000), Bartolini-Bussi & Mariotti (2008), Mariotti (2009, 2012),
Olive & Makar (2010),Villarreal & Borba (2010), -, y otros que reportan una discusion
critica en relacién con la pertinencia y el impacto de usarlos en la educaciéon. En
relacion con el segundo tipo de estudios, el primer estudio ICMI de 1985 en Francia,
abord6 asuntos relativos al impacto de los computadores en las matematicas y en la
enseflanza de la misma(Hoyles & Lagrange, 2010)., asunto que es retomado en el
estudio ICMI 17, esta vez enfocindose en la influencia a través de los afios de la
tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, y en la evolucién de la
teoria existente en Educacién Matematica con respecto a ello. En este estudio ICMI 17,
Hoyles & Lagrange (2010) reconocen los avances en la tecnologia y su evidente
influencia en la sociedad, particularmente en el ambito educativo. Como consecuencia
del desarrollo tecnolégico y de su inclusién en la educacidn, los mencionados autores
reconocen un aumento de los estudios en torno a cémo implementar software
especifico en el aula, o a la interaccion tanto de profesores como de estudiantes con
este tipo de tecnologia. En el ICMI 17, Olive & Makar (2010) proponen considerar no
una triada didactica (estudiante, profesor, conocimiento matematico), sino un
tetraedro didAactico donde el cuarto elemento, ademas de los anteriores, sea la
tecnologia. De manera particular, en el contexto de la ensefianza de la demostracién y
procesos de argumentacion en geometria, estos autores reconocen que los ambientes
de geometria dinamica agregan una consideracion al trabajo en el aula que cambia la
perspectiva de la demostracion tradicional de una presentacién de enunciados y
ejemplificaciones de demostracion, a la consideracion de ambientesen donde se
formulen y verifiquen conjeturas empleando un sinnimero de ejemplosa partir del

uso dedispositivos con software especializado.

Dado este panorama, el Estudio ICMI 17 busc6, por un lado, reflexionar sobre los

usos reales de la tecnologia en la educacion matematica y por otro, abordar la
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variedad de hardware y software con el potencial de impactar o contribuir a la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Para lograr estos objetivos, pretendid
identificar y analizar la utilizacién de tecnologias digitales en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas, particularmente porque no es claro como funcionan
algunas de ellas, o como pueden ser utilizadas en la educacién matematica. Dado lo
anterior, aquelestudio abordé entre otros, dos asuntos importantes: i) establecer los
marcos tedricos emergentes hasta el momento para estudiarel uso que se le esta
dando a la tecnologia y su integracion en el aula, y ii) identificarasuntos como el papel
del profesor y de los estudiantes que hacen uso de ellos en los procesos educativos

relativos a las matematicas.

En tal estudio al respecto del primer asunto, Drijvers, Kieran, & Mariotti (2010)
presentan ejemplos en los que adoptar enfoques semidticos aporta de manera
explicita al estudio de la tecnologia y su integracion en el aula, por ejemplo reconocen
que en estudios como el de Sdenz-Ludlow & Presmeg del 2006 se usan los enfoques
semidticos para analizar asuntos relativos a los signos y simbolos. En torno al segundo
asunto, los mencionados autores también afirman que la relacién de cualquier
individuo con el aprendizaje de las matematicas necesita de un proceso de mediacidn,
en el que la tecnologia parece ser una via de acceso positiva para esta. Indican que si el
profesorreconoce el potencial semiotico del artefacto?puede emplearlo como una
herramienta de mediacion semiotica para favorecer el aprendizaje. En el capitulo 14
del mismo ICMI 17, se reconoce que el rol del profesor es un factor importante que
contribuye a que el estudiante emplee, de manera sistematica, los Software de

Geometria Dindmica (SGD3), con un propdésito matematico.

Frente a las anteriores consideraciones, y teniendo en cuenta los planteamientos de
Drijvers, Kieran, & Mariotti (2010), el presente estudio se realiza bajo el marco de

referencia de una perspectiva semidtica, que proporcione elementos teéricos que

2En la seccién 2.2.2 se ampliard lo que se entiende por potencial semidtico del artefacto en el
presente estudio
3Abreviatura que sera empleada en el presente documento
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soporten la inclusion y el uso de tecnologia en el aula, prestando especial atencién
alpapel del profesor como mediador, que usa recursos computacionales (en este caso,
el software de geometria dindamica GeoGebra) para fomentar la actividad

demostrativa* en geometria en el aula.

Las consideraciones planteadas hasta el momento, muestran que hacer un estudio
como este es pertinente porque, ademas de proveer ideas de cdmo implementar el uso
de un software especializado como GeoGebra en la institucién donde se realiz6 el
estudio, puede ser un aporte a la literatura en educacién matematica con un ejemplo
de las acciones de un profesor cuyo objetivo es mediar en la evolucién de signos
producidos por los estudiantes cuando usan el artefacto en los procesos de actividad

demostrativa.

1.2 DELIMITACION DEL PROBLEMA

Tal como lo sostienen Perry, Samper, Camargo & Molina (2013), la geometria
dinamica es un recurso tecnolégico que favorece la exploraciéon de situaciones
geométricas con el objetivo de establecer conjeturas, al ser empleada como un recurso
para la implementacion de tareas bien disefiadas; ademdas es una herramienta de
mediacion que favorece la actividad demostrativa. En este sentido, una pregunta
natural que surge de esta postura es: ;jcual es el papel real y especifico del profesor
que pretende emplear un SGD, para favorecer el proceso de ensefianza aprendizaje de

las matematicas?

Para contestar este interrogante, es pertinente realizar y documentar un
experimento de ensefianza que haga énfasis en el papel que puede tener un profesor
que usa artefactos en el proceso de enseflanza y la manera en que este uso puede
propiciar el aprendizaje en la comunidad de clase. Para ello, el presente estudio se
enmarca bajo la Teoria de la Mediacién Semidtica (TMS) propuesta por Bartolini-

Bussi & Mariotti (2008). Esta Teoria plantea elementos conceptuales no sélo para

4 Las caracteristicas de este constructo seran planteadas en la seccidn 2.1 del presente estudio
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disefiar una secuencia didactica (ciclo didactico), sino también para estudiar y
comprender el papel de un profesor que pretende aprovechar artefactos (para este
caso, el SGD GeoGebra), que potencialmente se conviertan en mediadores para
favorecer procesos de aprendizaje. En términos generales, la TMS proporciona unos
lentes mediante los cuales es posible estudiar y comprender el rol del profesor que
emplea artefactos en el aula. En este estudio en particular, el ciclo propuesto esta
fundamentado en la aproximaciéon metodoldgica para la ensefianza (que pretende

favorecer la actividad demostrativa de los estudiantes) del grupo “ZeGde la

Universidad Pedagogica Nacionalcon sede en Bogota Colombia (UPN), quienes se han
interesado en innovar la ensefianza en los cursos de geometria, centrandose en el uso
de problemas abiertos?, 1a interaccion en el aula de clase y el uso de artefactos como
un SGD.Cabe resaltar que actualmente es interés de dicho grupo precisar la mediacién
semidtica del profesor, al utilizar los SGD, cuando pretende favorecer el proceso de
conjeturacion de la actividad demostrativa en cursos de geometria euclidiana en un

programa universitario de formacion de profesores de matematicas.

Con el panorama anterior y teniendo en cuenta el contexto profesional especifico
de la autora del presente documento, la pregunta orientadora para este estudio es:
¢;Cudlesson las acciones de un profesor que usa GeoGebra como mediador en una clase
de geometria de octavo grado, para que los estudiantes se involucren en el proceso de

conjeturacion?

Para dar respuesta a esta pregunta, se ha planteado el siguiente objetivo general y

con €], los objetivos especificos:
1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo General

Determinar, bajo la Teoria de la Mediacion Semiotica propuesta por Bartolini-Bussi &

Mariotti (2008) y la propuesta del grupo Ze@, las accionesdel profesor al emplear

5> Se entendera por problema abierto aquel que no sugiere su solucién o respuesta.
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elSGD GeoGebra para favorecer que los estudiantes se involucren enprocesos de la

actividad demostrativa.

1.3.2 Objetivos Especificos

e Decantar los referentes tedricos que soportan la inclusiéon de artefactos en el
aula, y los que se enfocan en el papel del profesor como mediador.

e Disefiar la secuencia didacticaque se gestionara con los estudiantes de grado
octavo haciendo uso del SGD GeoGebra.

e Establecer categorias de analisis que permitan identificar cuales son las
accionesde la profesora al emplear GeoGebra a partir de los referentes tedricos
decantados.

e Hacer un andlisis de los datos recogidos a la luz de los referentes tedricos
teniendo en cuenta las categorias de andlisis descritas.

e Hacer un documento escrito, que reporte el analisis realizado.

1.4 ANTECEDENTES

Para terminar este capitulo se mencionan algunos de los antecedentes
bibliograficos que dan ideas respecto a como orientar este estudio. Por un lado, estan
dos trabajos de grado de maestria enmarcados en la linea del grupo de investigaciéon
Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria,”ZeG de la Universidad Pedagdgica
Nacional, y por otro, el trabajo investigativo de Bartolini-Bussi & Mariotti (2008).
Dichos trabajos guardan relacién con la accién del profesor en un entorno escolar y

con el uso de artefactos en procesos educativos.

Los trabajos enmarcados bajo la linea del grupo “Ze(, ofrecen ejemplos de como
favorecer de manera particular la actividad demostrativa, y han tenido la intencién de
precisar las acciones del profesor, y de como este usa los artefactos (SGD) en los
procesos de ensefianza. Para el interés particular del presente estudio, se tomaron dos

trabajos de grado de maestria: el primero es el trabajo de Pinzén & Rodriguez (2011),
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quienes ponen su acento en las acciones del profesor que promueven la actividad
demostrativa con estudiantes de noveno grado, haciendo uso de Cabri. En esta tesis se
reconoce la doble responsabilidad del profesor como generador de experiencias de
aprendizaje y como apoyo en el uso de herramientas de mediacion para el desarrollo
de la actividad demostrativa. Pinzén y Rodriguez (2011), realizaron una adaptacion de

los cuatro grupos de acciones del profesor propuestas por el grupo “ZeGen el 2006,

en la que se mantuvieron algunas de las acciones, se suprimieron otras, y se agregaron
aquellas que surgieron durante el analisis y no estaban entre las del grupo. Los cuatro
grupos de acciones son: acciones tendientes a la formaciéon de una comunidad de
practica;acciones que contribuyen a iniciar y consolidar una practica discursiva;
acciones tendientes a la formacion de miembros activos de una comunidad de practica
de indagacién matematica; y acciones tendientes a aportar, de manera directa,
elementos de la matematica misma a la construccién del saber en comunidad. Este
trabajo de grado, se convierte en un antecedente que guia la realizacion del andlisis
del presente estudio por cuanto proporciona un ejemplo de como emplear categorias

de analisis existentes para analizar las acciones del profesor.

El segundo trabajo de grado es el de los autores Ospina & Plazas (2011) que sitia
su interés en las acciones del profesor que promueven actividad demostrativa con
estudiantes de sexto grado empleando artefactos distintos a SGD. En este estudio se

emplearon las acciones del grupo “£eG para el analisis de las acciones del profesor,

manteniendo algunas de ellas, y modificando otras, especialmente en los casos en que
las acciones hacian referencia al uso del software dado que no fue el artefacto usado
para la ensefianza. En este trabajo se hace una comparacién entre lo que ellos llaman
una clase de geometria tradicional y una clase centrada en favorecer la actividad
demostrativa (con acciones del profesor que favorecen la visualizacidn, exploracidn,
generalizacion y justificacion). Afirman que las tareas disefiadas para propiciar el
aprendizaje no lo hacen por si solas, sino que es necesarioque el profesor favorezca

intencionalmente este proceso(Ospina & Plazas, 2011). Este trabajo de grado, se
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convierte para el presente estudio en un referente de cémo hacer el andlisis de las

acciones del profesor, teniendo en cuenta las acciones del grupo ZeG.

Otros referentes para el estudio se fundamentan en la propuesta de Bartolini-Bussi
& Mariotti (2008) quienes muestran especial interés en el papel del profesor y hablan
de manera particular de la mediacion semidtica que él puede realizar con el uso de
artefactos -no siempre en entornos de geometria dindmica-. De manera general, estas
autoras,ofrecen un marco para realizar un analisis del rol del profesor al que llaman

Teoria de la Mediacién Semiética (TMS). Mariotti (2012) afirma que la TMS es:

Un marco tedrico especifico cuyo propdsito es describir y modelar el proceso de

ensefianza aprendizaje basado en el uso de artefactos especificos. (p. 27)

Mariotti (2012) presenta un ejemplo tomado de un experimento de ensefianza en
el que se explica como el uso del SGD, hacen emerger signos de los estudiantes(e.g., los
gestos, la produccién oral o escrita, los esquemas, dibujos, o una construccion
realizada empleando un SGD) que pueden ser reconocidos por un experto como
asociados a signos matematicos (e.g una definicién o el enunciado de un teorema)
relacionados con la nocion de funcion. En este experimento se pretendia introducir la
nocion de funcion y grafica. Ademas se ilustra cdmo las herramientas de construccion
y arrastre del software juegan un papel fundamental en la evoluciéon de los

significados de los estudiantes y se convierten en un apoyo a la accién del profesor.

En sintesis, los antecedentes mencionados presentanuna teoria que proporciona,
por un lado, una alternativa de las categorias que se podrian considerar al realizar
dicho analisis y por otro lado, una propuesta para disefiar la secuencia didactica que

se podria desarrollar en el aula.
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2 REFERENTES TEORICOS

En este capitulo se presentan los referentes tedricos que soportan el presente
estudio. Atendiendo al objetivo general del mismo,dichos referentes
seconcentranendos asuntos: el primero de ellos es relativo ala demostracion y el

segundo, a la TMS.

En relacién con la demostracién,en primera instancia se precisa lo que se entiende
por este concepto en este estudioy se plantea la que se considera deberia ser una
postura sobre su papelen el aula de clase.A propdsito de este asunto, se hace también

referencia al constructo de actividad demostrativa del grupo “ZeGhaciendo alusién a

los intentos de dicho grupo por aterrizar dicho constructo en las aulas de clase(Perry,
Samper, Camargo & Molina, 2013). Particularmente se enfatizaen lo que se espera sea

la actividad demostrativa en el contexto en el que se desarrolld el presente estudio.

Con respecto al segundo referenteque se presenta, la Teoria de la Mediacion
Semiotica (TMS), proporciona unos lentes mediante los cuales es posible analizar y
comprender el papel del profesor que emplea artefactos en el aula con el propdsito de
promover la actividad demostrativa. Asi, en la seccién 2.2, se presenta una descripcion
de los elementos esenciales que involucra esta teoria, como lo son los signos, los
artefactos (para este caso,el software GeoGebra), y la mediaciéon semiotica, haciendo
ladescripcién delos tipos de signos, el potencial semiético de los artefactos y asuntos
relativos a la mediacién del profesor referidos tanto al ciclo didactico propuesto por la

TMS y ala aproximacién metodolégica para la ensefianza del grupo “ZeG (donde

ademas se expone por qué fue empleada en el presente estudio de manera analoga a

dicho ciclo), como a las acciones del profesor enunciadas por la TMS y por el grupo

ZeG.
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2.1 ACERCA DE LA DEMOSTRACION

En este apartado se hace alusién a la demostracion, que ha ocupado la literatura
especializada desde hace mas de dos décadas, empleando de manera particular los

planteamientos que hacen Hanna (2000)y de Villiers (1993).

La demostracién debe proveer algo mas que wuna justificacion de un
enunciado;debe proveer también la explicacién de aquello mismo que se pretende
demostrar. En otras palabras,es importanteno sélo la presentacion de la validez del
enunciado, sino precisar por qué tal enunciado es valido en el marco de una teoria
especifica. Con esto, la demostracién es por un lado, mas convincente, y por otro,
proporciona caminos para hacer nuevos descubrimientos con respecto al mismo
enunciado que se haya presentado(de Villiers, 1993).Adicionalmente, se ha
reconocido que aprender a demostrar no es sencillo, y que se ha presentado como un
ritual y no como un proceso conectado con las creencias o hallazgos genuinos de los
estudiantes (Loewenberg Ball, Hoyles, Jahnke, & Movshovitz-Hadar, 2002). Este tipo
de planteamientos fuelo que hizo surgir uno de los intereses de este estudio: favorecer

procesos de demostracién en el aula.

Varios autores han abordado el asunto de la demostracion en sus trabajos, y
algunos de ellos coinciden enque la demostracion estad en el corazén de las
matematicas. Sin embargo, con el paso de los afos, la demostracion ha perdido y
recuperado este estatus(Hanna, 2000). Hanna, citando a varios autores,presenta una

lista donde recopila las funciones de la demostracion. Estas funciones son:

1. Verificacién,donde la demostracion proporciona el convencimiento sobre la
veracidad de un enunciado.

2. Explicacion,que proporciona una vision de por qué es verdadera una
afirmacion.

3. Sistematizacion u organizacion de los distintos enunciadosde un sistema
deductivo deaxiomas,definicionesy teoremas, como un solo engranaje

coherente y logico.
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4. Descubrimiento o invencién de nuevos resultados.
Comunicacion o la transmisién de conocimiento matematico.

6. Construccion de una teoria que presente un modelo y unas caracteristicas o
reglas propias.

7. Exploracion del significado de una definicién o la consecuencia de un
supuesto.

8. Incorporacidn de un hecho bien conocido en un nuevo marco de referencia y

su mirada desde esa nueva perspectiva.

Dicho esto, y bajo el convencimiento de que estas ideas proporcionan una via para

acercar a los estudiantes a la demostracién, es que el grupo ZeG propone el

constructo actividad demostrativa. Este grupo,con planteamientos muy similares a la
caracterizacién de Hanna (2000), ha propuesto este constructo como una forma de
concebir la demostracion en un sentido amplio, mads como proceso que como

producto. En lo que sigue, se describe tal constructo.

La ensefianza de la demostracion en contextos educativos escolares es algo que se
ha ignorado en ocasiones o que simplemente se ha empleado para proporcionar
certeza absoluta sobre la validez de una afirmacion. Sin embargo, la conviccidn no se
consigue con la demostracién, ni es esta la Unica funcién de la demostracion(de

Villiers, 1993). La anterior posturaes compartida por elgrupo “ZeGyuno de los

soportes de su concepcién de actividad demostrativa.

La propuesta de dicho grupo esta relacionada con la reestructuracion curricular de
las clases de geometria dela Universidad Pedagogica Nacional para futuros profesores
de matematicas, en las que la demostracidn tiene un rol vital (Perry, Samper, Camargo
& Molina, 2013). Esta postura también ha permeado trabajosde grado tanto de
pregrado como de posgrado bajo la asesoria de este grupo, cuya poblacién ha sido
estudiantes de secundaria(como los que en el presente estudio fueron mencionados
en la seccion 1.4).Las ideas del grupo reconocen que efectivamentela practica de

demostrar esta en el corazén del quehacer matematico, razén por la cual la formacion
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matematica de cualquier estudiante tiene que estar relacionada de alguna forma con
esta practica. Segun ellos, esta practica debe ser un proceso sociocultural que ocurre
en comunidad, en donde elpapel del profesor experto es vital para que los procesos
educativos que se dan en el aula evolucionen. Para los estudiantes,el hecho de que una
afirmacion hecha sea evidente, tiene en ocasiones mas validez que el hecho de que
exista una demostracidn rigurosa del mismo; mas aun, si los ejemplos con los que se
cuenta son facilmente verificables,]las demostraciones carecen de total sentido®.
Partiendo de las afirmaciones anteriormente realizadas, es claro que hacer a la
demostracion una actividad significativa para los estudiantes debe ser fundamental,
como también deben serlo el descubrimiento, la comunicacién y la negociacién. Dada
esta situacion, es que el trabajodel grupo de investigacion,quienes plantean el
constructo de actividad demostrativa, se convierte en un referente teérico muy fuerte

para el presente trabajo.

Dicho constructo consta de los procesos, de conjeturacion y de justificacion,de tal
manera que toda conjetura(producto del proceso de conjeturacién) debe ser
justificada. Es necesario precisar que se entiende porconjetura un enunciado cuyo
valor de verdad no esta definido para quien hace la conjetura, pero que, producto de la
observaciéon o estudio de situaciones particulares, esa persona puede tener un alto
grado de certeza de que sera verdadero, y gracias a esto,podria ser justificado en el

marco de un sistema teorico.

Al analizar los procesos anteriormente mencionados, se realizan varias acciones
heuristica, dos de éstas sonla visualizacion yla exploracion (Perry, Samper, Camargo &

Molina, 2013).

1. Mediante la visualizacion, se consigue informacién geométrica de una figura y
de loselementos que la componen. En estos casos, por ejemplo, se requiere

establecer nexos entre la figura y la informacién previa que se tiene de ella (en

6Desde hace mds de veinte afios, el darle sentido a la demostracién ha sido un asunto que ha llamado
la atencidn de investigadores, y ain el hecho de que no interese si los enunciados son razonables o no,
sigue siendo el tratamiento de la demostracién en algunos contextos escolares.

23



el caso de las figuras geométricas: nimero de lados, tipo de poligono,
relaciones entre lados o dngulos, etc.)

2. Mediante la exploracion se buscan propiedades o relaciones geométricas. Por
ejemplo,la exploracion de representaciones en un entorno de geometria
dinamica, llamada exploracién dindmica, puede darse mediante la funcion del
arrastre de objetos (particularmente puntos). En un entorno como este, se
pueden determinar relacionesque permanecen invariantes, y el
comportamiento de objetos a partir de la manipulacion de otros, i.e.
determinar relaciones de dependencia. Cuando la exploracién de las
representaciones se hace por ensayo y error, con uso de medidas, con
construcciones, y no necesariamente en un entorno de geometria dindmica,
recibe el nombre de exploraciéon empirica.L.a exploraciéon también puede ser
realizada en la teoria, en cuyo caso es llamada exploracién tedrica; consisteen
realizar la exploracién del conocimiento personal, y busca reconocer
enunciados que puedan justificar una afirmacién, o dar ideas para orientar la

exploracion.

Retomando los dos procesos de los cuales consta el constructo de actividad
demostrativa,a continuacion se realiza una descripciénsomerade las acciones que los

componen.

Algunas de las acciones reconocibles en el proceso de conjeturacion que tiene como

objetivo principal formular conjeturas, son las siguientes:

1. Detectar propiedades:se establecen propiedades invariantes del objeto
geométrico que es objeto de estudio.

2. Verificar propiedades detectadas:se contrastan las propiedades
establecidas anteriormente, puede ser en otros casos particulares,para

determinar si permanecen invariantes.
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3. Formular conjeturas:se formulan enunciados (preferiblemente en formato

condicional) que ponen de manifiesto un hecho geométrico que se ha
encontrado a partir de los casos estudiados.

Corroborar las conjeturas formuladas:se examina si el antecedente tiene
todas las propiedades para que efectivamente su consecuente se dé, y de
igual manera se examina si el consecuente incluye todas las propiedades

que son producto de las propiedades incluidas en el antecedente.

Un ejemplo que se detallard con mas profundidad en la seccién 4.1 y en el que se

reconocen estas acciones, es presentado a continuacién:

Detectar propiedades: Encontrar puntos que equidistan de los extremos de
un segmento en el mismo plano.

Verificar propiedades detectadas: Empleando las herramientas de GeoGebra
verificar,luego de haber establecido cudles son dichos puntos, quelas
distancias a los extremos del segmento se mantienen.

Formular conjeturas: Para este caso, dicha conjetura se espera que sea“Si un
punto equidista de los extremos de un segmento, entonces, pertenece a la

mediatrizde dicho segmento” (ver seccion 3.3.1.2 problemas 3 y 4).

En cuanto a las acciones del proceso de justificacion que tiene como objetivo

principal validar la conjetura formulada, son:

Seleccionar elementostedricos o empiricos que servirian para sustentar la
conjetura.

Organizar los elementosseleccionados construyendo una justificacion.
Formular una justificacién haciendo uso de los elementos previamente

organizados.

En el contexto educativo objeto de este estudio, se pretende que el proceso de

conjeturacion esté presente en gran parte del trabajo realizado por los estudiantes y

mediado por la profesora. Adicionalmente, se busca que a partir de la exploracion
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surjan los elementos para establecer las conjeturas, y que estas conjeturas formen
parte de un sistema tedrico local de referenciaconstruido por la comunidad de clase

con la mediacién dela profesora y el uso del software GeoGebra.

En las secciones 4.1 y 4.2, se presentan ejemplos de acciones del proceso de
conjeturacion llevado a cabo por los estudiantes, y que fueron registrados a propésito

de este estudio.

Para el grupo “Ze@, la actividad demostrativa no puede existir sin el razonamiento

y la argumentacion. El razonamiento consiste en la reflexion sobre las reglas de la
geometria, las experiencias personales y saberes conocidos para poder indagar,
obtener informacion, interpretarla, explicarla, contradecirla o proponer nuevas ideas,
entre otras. La argumentacion, por su parte, hace referencia a la formulacién de un
argumento que apoye una idea, y que relacione una garantia con los datos y la

conclusion a la que se ha llegado.

El siguiente diagrama presenta un esquema de la actividad demostrativa (Perry,

Samper, Camargo & Molina, 2013) 17

[ ACTIVIDAD DEMOSTRATIVA Jrmmmssnecn

DETECTAR PROPIEDADES SELECCIONAR ELEMENTOS
TEORICOS O EMPIRICOS
RAZONAMIENTO
VERIFICAR PROPIEDADES

CONSTRUIR ARGUMENTOS

S
ARGUMENTACION

FORMULAR
CORROBORAR CONIJETURA s JUSTIFICACION

Figura 2-1: Esquema de actividad demostrativa segin el grupo “Ze(G. Fuente: Perry,

Samper, Camargo & Molina.(2013). En: Geometria Plana: un espacio de
aprendizaje.(pagl7)
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2.2 TEORIA DE LA MEDIACION SEMIOTICA

Dado que en este estudio sepretende abordar el papel del profesoren la clase,se ha
adoptado la teoria de la Mediacién Semiotica -TMS-propuesta por Bartolini-Bussi &
Mariotti (2008)para desarrollar el presente estudio.La TMSproporciona una
alternativa para estudiar el papel que juega un experto, quien decide aprovechar
programas de geometria dindmica en un entorno educativo y asi favorecer el

aprendizaje(Camargo, Pérez, Plazas, Perry, Samper & Molina, 2013).

Dicha teoria tiene dos pilares fundamentales que seran presentados en este
apartado: (i)los signos y (ii) el potencial semidtico del artefacto. Para hacer una
descripcion de tales pilares, en primer lugar se hace referencia a los signos y su
relacion conlossignificados y con ello a la manera en que un profesor puede
interpretar los signos producidos por los estudiantes; enseguida se presentaun
panorama general de lo que se concibe comopotencial semiotico del artefacto para
luego especificar dicho potencial referido al software GeoGebra.Luego de las
descripciones anteriores, se hace referencia a la mediacion semioética del profesory el
ciclo didactico que este puede realizar para su mediacion;finalmentese
presentanlasacciones del profesor, que se constituyenenelemento fundamentalde su

mediacion para propiciar la actividad demostrativa.

2.2.1 SIGNOS Y SIGNIFICADOS EN LA TMS

La TMS, en el contexto educativo, conjuga las relaciones entre las herramientas que
se utilizan, la tarea que se le propone al estudiante y el conocimiento
matematico.Mariotti (2009) pone de manifiesto que la relacién entre los dos primeros

se expresa mediante los signos que producen los estudiantes.

Los signos producidos por los estudiantes (e.g., gestos, la produccion oral o escrita,
los esquemas, dibujos, construcciones)estan relacionados con la realizacion de la
tarea propuesta y surgen a partir de la comunicacion con quienes participan en la

misma. En el contexto del aula de clase los signos pueden ser compartidos. Para la
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TMS, las herramientas que se emplean al desarrollar tareas matematicas son en si
mismas elementos que propician que los significados de los estudiantes, relativos a
dicha tarea, emerjan. Pero esos significados, que la TMS llama personales, pueden
evolucionar a lo que reconocemos como significados matematicos gracias a la
mediacion de un experto, que en los contextos educativos es el profesor. De manera
especifica, los signos producidos ponen de manifiesto los significados de los
estudiantes, y son elementos con los que el profesor puede mediar para que esos
significados de los estudiantes evolucionen a los significados matematicos que se

aceptan por la comunidad de clase.

Segun la TMS,es el profesor quien decide cémo tipificar los signos producidos por
los estudiantes de las siguientes dos maneras: i) relacionados especificamente con el
artefacto que se utilizd, o ii) relacionados con el contenido matematico.En el primer
caso los signos son identificados por el profesor como signos del artefacto, es decir,
pueden serreconocidos por el profesor, comoproducto del uso del artefacto para el
abordaje de una tarea especifica, o como producto de la reconstruccién por parte del
estudiante de la actividad desarrollada con el artefacto; estos signos, al ser
identificados de esta manera son llamados signos del artefacto. El profesortambién
podria considerar los signos de los estudiantes como signos matemdticos, segundo
caso, si considera que la relacion entre los signos producidos y el conocimiento

matematico es mas fuerte que la relaciéon con el artefacto.

De acuerdo con la manera en que el profesor haga uso de los signos producidos por
los estudiantes, estos pueden también ser considerados como signos pivote; esto
sucede cuando el profesor evidencia en ellos conexidn entre el contexto del artefacto y
el contexto matematico, es decir, si son identificados por él como facilitadores para la
transicion de un contexto al otro.Los signos pivote, pueden usarse como andamio
entre los dos contextos, o como referente para los significados personales
involucrados en los signos matematicos que necesitan trascender alin mas en la teoria

matematica que se aborda. En ambos casos se puede favorecer la mediacién para la
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evolucion de los significados (Camargo, Pérez, Plazas, Perry, Samper & Molina, 2013).
Para el caso del presente estudio, algunos signos que en principio podrian ser
identificados como matematicos, son empleados como pivote, para hacerlos
evolucionar de tal manera que se pueda llegar a una construccién colectiva de

significados matematicos orientados al establecimiento de una conjetura.

En resumen, los signos producidos por losestudiantes pueden ilustrar sus significados
personales, y en la mediacion del profesor, pueden evolucionar a signos matematicos
asociados a significados matematicos (una definiciéon o teorema por ejemplo). Esta es
la manera en que la TMS reconoce que el aprendizaje puede ser visto como la
evolucion de signos y tiene en cuenta que el artefacto estd disefiado o es usado para
desarrollar un contenido matematico en particular, el profesor debe propiciar esa
evolucion de signos yconocer de antemano el potencial semidtico del artefacto
empleado. Mariotti (2009) sostiene que el profesor, puede emplear los artefactos
como herramientas de mediacion semiotica, y posibilitar la evoluciéon de los signos

producidos por los estudiantes.

2.2.2 POTENCIAL SEMIOTICO DEL ARTEFACTO

Como se mencioné en el anterior apartado, las herramientas que se usan con
propésitos educativos son fundamentales. De manera particular, para Mariotti(2012)
el uso de los artefactos como mediadores en las aulas, genera nuevo conocimiento
matematico en el contexto escolar. La palabra artefacto se empleara de manera
general para hablar de objetos producidos por los humanos para fines especificos, e
incluye formas de lenguaje, materiales concretos, herramientas fisicas como el abaco,
las calculadoras, el compds, o un software especializado.Desde esta postura,los
artefactos propician el surgimiento de significados relativos a los objetos matematicos
involucrados en la actividad, y tanto los signos, como ya se habia mencionado en el
apartado anterior, como los artefactos, son mediadores en el proceso de ensefianza

aprendizaje.
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Cuando el profesor estudia de manera cuidadosa los artefactos y aprovecha su
potencial, estos se pueden convertir en instrumentos para el
aprendizaje.Uninstrumento posee dos componentes: uno artefactual, relacionado con
las caracteristicas de la herramienta misma, y uno cognitivo que esta relacionado con
la manera en que esa herramienta es utilizada por un sujeto cuando debe desarrollar
una tarea (Camargo, Pérez, Plazas, Perry, Samper & Molina, 2013). En este punto, se
reconocen dos relaciones: primero, entre el artefacto y los significados personales de
los estudiantes que surgen al usarlo; y segundo, entre el artefacto y los significados

matematicos que el profesor reconoce en ese uso del artefacto.

Mariotti (2009) plantea que reconocer el potencial semio6tico de los artefactos en
términos de los significados personales y de significados matematicos es lo que
permite al experto emplearlos como herramientas de mediaciéon semio6tica,y posibilita
que los estudiantes conecten sus significados personales, generados por el uso del
artefacto, con significados matematicos reconocidos por el experto y que pudieron ser

también generados por el artefacto.

Esta relacionentre los significados y el artefacto que puede ser definida de dos
maneras, es lo que se reconoce en la TMS como el potencial semidtico del
artefacto(Bartolini-Bussi & Mariotti, 2008). Este potencial semidtico ayuda a

establecer la estrecha relacion entre los signos, el artefacto y el experto.

2.2.2.1 Potencial semidtico de los Software de Geometria Dindmica (SGD)
Teniendo en cuenta que el artefacto empleado en este estudio es el Software de

geometria dindmica GeoGebra, en este apartado se presentalo que se considerapor

algunos autores el potencial de estos software. En ese marco, se haceuna mencion

particular a la funcidn arrastre con que estos cuentan.

En la geometria euclidianacada construccion corresponde a un teorema especifico
y cada teorema valida la pertinencia de la construccién realizada, asi la importancia

del uso de la regla y el compas esta dada por la importancia de las construcciones en
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el trabajo de Euclides.De manera particular los SGD, por un lado corporeizan la
geometria euclidiana, es decir, tienen incorporado en ellas ese conocimiento, razén
por la cual las dependencias que se establecen tienen una explicacion desde lo
geométrico, y por otro lado, requieren ciertas maneras de hacer uso de ellos para
lograr un objetivo especifico. Asi, para que una construccion se considere robusta,
debe preservar:el orden y las ideas con los que fue hecha, los elementos ylas
relaciones entre ellos; en caso contrario se considera blanda.Lo anterior es
consecuencia de que los ambientes dinamicos ofrecen la novedosa posibilidad de la
funcién arrastre. Dicha funcion ofrece la posibilidad de manipulacién (con el mouse, o
directamente con el dedo u otro instrumento en el caso de las pantallas tactiles),
conservando la jerarquia entre los elementos empleados para su construccion, y en un
lenguaje conocido por la comunidad de clase(Mariotti, 2000). La funcién arrastre
puede ser empleada en cualquier construccién, y se mantienen las propiedades con
las que se realiz6 dicha construccion. Dada esta particularidad del softwarese permite
realizar un test que mantenga la correspondencia entre las propiedades construidas y

las relaciones de dependencia que se generan.

Segin Mariotti (2000), el software favorece también la transiciéon de las ideas
intuitivas de los estudiantes al campo teorico de la geometria, ya que favorece la
visualizacion y la exploracion; permite ademasrevisar objetos construidos, favorece
establecer conjeturas yla discusiéon como una via para llegar a lo que se pueda
considerar como una justificacion valida(Hanna, 2000). En este sentido, y de gran
importancia en el presente estudio, los SGD tienen el potencial de i) favorecer el
establecimiento de relaciones de dependencia entre conjuntos de propiedades y con
ello el favorecimiento de la produccion de conjeturas y ii) ofrecen la posibilidad de
hacer ostensivoel conceptode un objeto que tiene un sujeto, por ejemplo si se emplea
el software para hacer una construccién de un cuadrilatero que se pretende sea un
cuadrado un observador puede interpretar la concepcidon de cuadrado que tiene ese

sujeto. Una de las potencialidades de los entornos dinamicos esta relacionada con la
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construccion de significados matemadticos que pueden ser expresados por los

estudiantes mediante la interaccion con el software.

2.2.3 MEDIACION SEMIOTICA DEL PROFESOR

Ya se ha descrito el potencial semiotico del artefacto de manera general y el delSGD
en particular (e.g. GeoGebra).Ahora se describecomo el profesor puede emplearlos
signos en un entorno educativo mediado por artefactos. Para esto,en primer lugar se
presentala caracterizaciéon propuesta por la TMS deuna secuencia didactica (a la que
sus autoras denominanciclo diddctico)y a proposito de esto, se describe la
aproximacion metodoldgica del grupo “ZeG. Finalmente se presentan las categorias
que emplea la TMS para describir las acciones del profesor, asi como las acciones del

profesor que son descritas por el grupo “ZeG.

2.2.3.1 El ciclo didactico

El proceso de mediacion semiotica definido por la TMS es una secuencia de
ensefianza que inicia con la producciéon de signos personales al realizar una tarea
propuesta en la que se debe hacer uso del artefacto denominada despliegue del
potencial semidtico del artefacto. El proceso de mediacion semidtica se desarrolla en la
construccion colectiva de signos con los cuales esta de acuerdo la comunidad de clase.
Estos signos a su vez estan relacionados con la tarea realizada y con los objetivos de
enseflanza que persigue el experto, es decir con la matematica que se espera sea

aprendida por los estudiantes (Mariotti, 2012).

El uso que el profesor haga de los signos producidos por los estudiantes muestra
que esa produccion de signos y la mediaciéon semioticallevada a cabo por el experto
junto con el artefacto, estan fuertemente ligadas a la tarea que fue propuesta para ser
desarrollada con el artefacto. Particularmente,las autoras de la TMS muestran un
significativo interés en el disefio de actividades que posibiliten tal proceso de
mediacion semidtica y proponen un marco tedrico que emplea un modelo de

enseflanza y aprendizaje especifico, en el que se rompe el modelo de que sé6lo después
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de conocer el contenido matematico a estudiar es posible acceder a la practica

matematica(Mariotti, 2012).

En consecuencia, la mediacién del profesor se favorece en un ambiente en el que se
ha dispuesto una secuencia adecuada de tareas que requiere de intervenciones
intencionadas para lograr objetivos educativos previamente establecidos. Para este
efecto, la TMS propone el diseflo e implementacién de una secuencia de ensefianza
iterada a la que ha dado el nombre de ciclo diddcticoque sirve tanto para disefiar como
para analizar la secuencia en si misma (Bartolini-Bussi & Mariotti, 2008). Tal ciclo es
una intervencién didactica especifica que se repite y en la que se desarrollan
diferentes componentesdel proceso de mediaciéon semidtica (Mariotti, 2009).Dicho
ciclo didactico involucra tres tipos de actividades: i) actividadespropuestas con el
artefacto para promover el surgimiento de significados relacionados con su uso. La
actividad propuesta debe favorecer el intercambio entre los miembros de los
pequefios grupos que estan trabajando juntos para resolverla, ii) actividades que
promueven la produccién individual de signos (dibujos, construcciones, escritos,
enunciados). Se espera que el profesor favorezca la evolucién de los signos personales
a signos matematicos, y iii) actividades colectivas de discusién matematica con el fin

de promover el surgimiento de signos compartidos.

Esta propuesta de ciclo didactico,exige el liderazgode un experto,se desarrolla
gracias a la mediacion de dicho experto.En ese sentido, el rol del profesor es
fundamental. A partir delos signos personales, debe favorecer su evolucién hacia
signos matematicos aprovechando el potencial semidtico del artefacto. Esta
orquestacion’ busca que esos signos matematicos estén cercanos a los aceptados por

la comunidad matematica.

Como se menciono al inicio del presente capitulo, en este estudio el ciclo didactico

propuesto por la TMS, en este estudio tal ciclo estd inspirado en la aproximacién

’Término acufiado por una de las autoras de la TMS para describir el manejo del profesor durante
una discusiéon matematica (Mariotti, 2012)
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metodolégica propuesta por el grupo de investigacion “Ze@, con la cual pretenden

favorecer la actividad demostrativa en cursos de geometria a nivel universitario.

2.2.3.1.1 Aproximaciéon metodoldgica
Para presentar la aproximacién metodolégica empleada en este estudio,
inicialmente se hace una descripcién de algunos elementos clavedela aproximacion

que propone el grupo Ze G, yque justifican el hecho de que ésta haya sido base para el

presente estudio.Luego se describe la aproximacion misma, listando los momentos

que hacen parte de dicha propuesta.

Para la aproximacién propuesta por el grupo “Ze(, lograr que los estudiantes

posean un convencimiento personal de que es verdadero lo que se debe justificar
esuna condicionque se logra al proponer tareas de indagacién en las que se exploran
propiedades y relaciones de manera empirica o teérica (para aclarar lo que se
entiende por estos tipos de exploracion ver seccién 2.1). Para favorecer la actividad
demostrativa y la exploracion teodrica, las situaciones problema propuestas, al igual
que en la TMS, hacen parte integral de las clases, y no se proponen como aplicacion

posterior a conocer la teoria matematica. El grupo “ZeGproponeque se

formulenproblemas abiertosque propician exploraciones empiricas empleando un
software de geometria dinamica favoreciendo quelos estudiantes puedan entender la
situacion planteada, establecer dependencias, validar afirmaciones, formular
conjeturas y/o producir sus justificaciones en el sistema tedrico que se ha construido
con la comunidad de clase. Estos problemas abiertos les deben plantear preguntas a
los estudiantes que los lleven a explorar los elementos conceptuales conocidos y/o
elementos teoricos, para asf lograr construir nuevos elementos para el sistema teérico

aceptado por la comunidad de clase (Perry, Samper, Camargo & Molina, 2013).

La aproximacion metodolégica se enfoca entonces en proponer tareas que
propicien la actividad demostrativa que seran resueltas por los estudiantes en

pequefios grupos haciendo uso de un software de geometria dinamica.
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En consonancia con la TMS, el grupo “ZeGestablece dos tipos de signos que son

producidos por los estudiantes: el signo-figura,que corresponde a las figuras
construidas por los estudiantes empleando un Software de Geometria Dindmica, que
va acompafiado de un informe escrito que reporta dicha construccidn, y el signo-
enunciado que corresponde a los enunciados con contenido matematico producidos
por los estudiantes(Camargo, Pérez, Plazas, Perry, Samper & Molina, 2013). Para el
caso del presente estudio, los signos que producen los estudiantes seran clasificados

en tres tipos: i) Signo construccién (mismo signo-figura no necesariamente

acompairiado de un reporte): Se refiere a las construcciones realizadas por los

estudiantes con el artefacto para dar solucién al problema que se les propone, ii)

Signo enunciado-concepcidn: Se refiere a las afirmaciones (escritas o verbales)

realizadas por los estudiantes que ayudan a precisar cudl es su significado personal de

un objeto o relaciéon geométrica, iii) Signo enunciado-conjetura: Se refiere a las

afirmaciones (escritas o verbales) realizadas por los estudiantes que estan
relacionadas con la conjetura que da solucién al problema propuesto. En el presente
estudio, tanto los signos construccion como los signos enunciado pueden ser
clasificados por el profesor como del artefacto o como matematicos, y segin el uso

que él les de, podrian ser ademas empleados como signos pivote.
De manera especifica, esta aproximacién pretende que:

1. Los estudiantes en grupos pequefios, planteen soluciones a un problema
abierto, con el apoyo del software.

2. Los estudiantes reportan el trabajo en pequefos grupos y se proponen
conjeturas.

3. El trabajo con el artefacto es retomada por el profesor para que los
estudiantes produzcan signos con los que él pueda mediar.

4. Se analiza tanto el uso del instrumento como la informacién que surgio de la
exploracion y realiza una validacion colectiva de los signos producto del uso

del artefacto.
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5. De manera privada, el profesor decide qué signos-enunciado seran
empleados e infiere los significados personales que han emergido.

6. Los signos que sean utilizados como pivote son empleados por el profesor
para que los significados personales evolucionen.

7. Finalmente, los signos matematicos son institucionalizados (aceptados por
la comunidad de clase) y el profesor favorece la negociacion de significados,
los signos son reconstruidos a partir de los significados matematicos

aceptados.

Esta aproximacion metodoldgica es un punto de referencia en el presente estudio
para adaptarlo al contexto de estudiantes de octavo grado y establecer un ciclo
didactico andlogo al propuesto por la TMS. Para este estudio, se realizara una
adaptacion de la mencionada aproximacion metodolégica y sera empleada de manera
sistematica como ciclo didactico en las clases. En la seccién 3.3.2.1 del capitulo de
metodologia, se presenta la aproximacion metodoldgica desarrollada en el presente

estudio.

2.2.3.2 Acciones del profesor

A continuacion se exponen las categorias de intervencion del profesor enunciadas
por la TMS para analizar la mediacion semidtica del profesor. Estas categorias,
corresponden a acciones que sus autoras observaron como recurrentes y en las que,
afirman, es posible reconocer la intencion del profesor para explotar el potencial
semidtico del artefacto Cabri(Mariotti, 2009). Luego de esto, se presentanacciones

propuestas por el grupo “ZeGpara abordar el analisis dela mediacion semiotica

delprofesor.

Para describir la mediacién del profesor, las cuatro categorias de intervencién del
profesor propuestas por la TMS son: volver a la tarea, enfocarse en ciertos aspectos
del uso del artefacto, pedir una sintesis y proporcionar una sintesis. Las dos primeras
categorias buscan promover el potencial semiético del artefacto y la co-construccion

de signos compartidos, las dos ultimas buscan promover la evolucion del punto de
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vista personal, signos personales, signos del artefactohacia los signos matematicos al

poner en cuenta el punto de vista general.

1.

Volver a la tarea: Tipo de intervenciones del profesor encaminadas a
reconstruir el contexto de la tarea, particularmente la manera en que se hizo
uso del artefacto para solucionar la tarea. Usualmente este tipo de
intervencion, genera la produccion de signos del artefacto.

Enfocarse en ciertos aspectos del uso del artefacto: Tipo de intervenciones del
profesor (incluye gestos, tono de la voz) encaminadas a dirigir la atencion de
los estudiantes hacia algiin aspecto de su experiencia con el artefacto, como
complemento al primer tipo de intervencién, para especificar los aspectos
sobre los que se vuelve a la tarea. Dicha experiencia sobre la que el profesor
dirige la atencion puede haber sucedido en cualquier momento pasado.
Solicitar una sintesis: Intervenciones en las que el profesor pide que se haga
explicita la comprension del estudiante para que se evidencien los signos
personales. Con esto se genera la posibilidad de compartir significados en la
interaccidn social.

Proveer una sintesis: Intervenciones en las que el profesor retoma signos
particulares que emergieron en la clase para establecer su uso en el discurso
de la clase y de manera mas especifica en el discurso matematico. Estas
intervenciones explicitamente ratifican la aceptacion de un signo, y el uso y el

estatus de este en el contexto matematico.

El grupo “ZeGha identificado acciones propias y menos generalespara describir de

manera mas detallada las acciones del profesor. Dichas acciones basicamente se

engloban en las siguientes categorias centradas en cinco aspectos importantes:

s W hoe

Conceptualizar objetos y relaciones.
Comprensién yuso del enunciado condicional.
La conjetura como solucidn al problema propuesto.

El teorema al que se quiere llegar.
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5. Formacidn de nociones de Teorema, Postulado y Definicion.

Sin perder de vista que la aproximacion metodoldgica del grupo “ZeGinspiro el

ciclo didactico disefiado para el presente estudio, en la seccion 3.3.3.2se detallanestas

categorias asi comolos descriptores de las acciones que las componen.
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3 METODOLOGIA

En este capitulo se hace referencia al proceso que orientd la realizacion de este
estudio. Estd estructurado de tal manera que presenta una caracterizacion de la
poblacién, una descripcién del tipo de estudio que se realiza y una descripcién de las
fases del mismo, con las acciones y etapas que se establecieron para desarrollar cada
fase. Especificamente, tales fases y sus respectivas etapas son: fase depreparacién del
estudioconstituida por las etapas revisiéon bibliografica y establecimiento de los
referentes teodricos, y diseilo de las actividades; fase de experimentacion constituida
por las etapas de implementacién de la secuencia de actividades propuestas y
recoleccion de informacidn; fase de analisis constituida por las etapas de seleccién de
los datos, establecimiento de las categorias de analisis, analisis de los datos bajo las

categorias establecidas y presentacion de resultados del analisis.

3.1 CARACTERIZACION DE LA POBLACION

Esta experiencia fue llevada a cabo en la institucién, de caracter privado, The
English School (Bogota, Colombia). Esta institucidon cuenta con salas de computadores
con pantalla tactil; ademas, cada uno de los salones cuenta con tableros inteligentes
con un software dirigido a propdsitos educativos que fueron empleados por la
profesora para la implementacion de la secuencia didactica del presente estudio.
Aunque la institucién cuenta con tales recursos, era usual que hasta el momento de
laimplementacién de esta secuencia, la utilizacion de estos elementos no fuera
incluida en la practica docente de los profesores que laboran ella, aunque es una
exigencia de la institucion. En lo que sigue, se hara una descripciéon del ambiente
frecuente de clase del que se tomaron los datos para desarrollar este estudio. Con
miras a establecer tal descripcién, en el afio anterior al que se realizé la

implementacion de esta experiencia, se llevé a cabo una recolecciéon de informacion
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sobre cudl era el rol del profesor y de los estudiantes en la clase de matematicas. Para
tal recoleccidn se tuvo en cuenta el curriculo del colegio, entrevistas no estructuradas
con el profesor del curso y videos de sesiones de clase en las que se
abordabantematicas de la geometria. Esta experiencia se desarroll6 en un curso de
geometria con un grupo de 13 estudiantes de grado octavo(calendario B), cuyas
edades estaban entre 14 y 16 afios. A continuacion se presenta a grandes rasgos dicha

descripcion.

En esta institucién es usual que en los cursos de secundaria, se concentre en una
época especifica del afio todos los temas relativos al estudio de la geometria. En este
caso, tal época fue al finalizar el afio 2012 y se desarroll6 durante siete semanas; en
cada semana habia dos sesiones de 45 minutos destinadas al trabajo en geometria.
Para las sesiones de clase, no se habia propuesto el uso de algin SGD ni tampoco el
uso de instrumentos como la regla y el compas. Ademas no fueron propuestas a los
estudiantes actividades que pretendieran abordar procesos de conjeturacion y
justificacion. Era costumbre que los contenidos de grado octavo en relaciéon con
geometria, se centraran en cuatro asuntos: revisar teoremas establecidos por
autoridad en afios anteriores (dicho por un profesor o enunciado en el libro de texto),
trabajar en los teoremas relativos a circunferencias, proveer los criterios de
congruencia de tridngulos para aplicarlos en problemas propuestos como ejercicio, y
plantear problemas en los que la semejanza de triangulos fuera utilizada para
resolverlos. La mayoria de las tematicas expuestas estaban dadas en el libro de texto y
era decision del profesor emplearlo o no. Durante las clases los estudiantes en su

cuaderno hacian ejercicios de practica de manera individual.

En este curso, el papel del profesor en el proceso de ensefianza consistia en
exponer la tematica de turno, ilustrar con ejemplos algunos de los conceptos
abordados y proponer ejercicios rutinarios que él mismo resolvia, para luego

proponer a los estudiantes ejercicios similares. Durante el tiempo de trabajo
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individual, el profesor se dirigia al estudiante que lo solicitaba para contestar las

preguntas que surgian.

En las clasesde los estudiantes,que correspondian al area de
tecnologia(ITInformation technology y DTDesign technology), era usual que se
emplearan los salones de computadoresusando aplicaciones delsoftware Microsoft

office con propésitos educativos (e.g. excel, power point).

Cabe aclarar que la profesora del curso en el que se llevé a cabo este experimento
es la misma autora del presente documento, cuenta con el titulo de licenciada en
matematicas de la UPN y ha tenido experiencia en cursos de matematicas desde hace
15 afos. Sin embargo no ha tenido a su cargo cursos de geometria en los que haya
hecho uso de algiin SGD ni ha recibido formacién en como emplear alguno, mas alla de

la exploracion que ha realizado de manera auténoma.

3.2 TIPO DE ESTUDIO

Este es un estudio cualitativo-descriptivo en el que la profesora es también
investigadora y las mismas acciones de este son objeto de analisis. Especificamente, es
un experimento de ensefianza que, tal como lo describen Steffe & Thompson (2000, en
Molina, Castro, Molina & Castro, 2011), es un tipo particular de investigacion de
disefio en la que sus participantes son un investigador docente, uno o mas estudiantes
y uno o mas investigadores observadores. Estos estudios tienen como caracteristica
propia que el profesor docente es usualmente profesor investigador; asi se logra que
la informacion sea de primera mano. Un estudio bajo esta metodologia se realiza para
generar o poner a prueba una hipétesis durante el experimento, siendo factible
reformularlas(Molina, Castro, Molina, & Castro, 2011). Particularmente,en el presente
estudio se disefi6 e implement6 una secuencia didactica que pretendia favorecer la
actividad demostrativa mediante la mediacién del profesor y del uso de un SGD.
Especificamente, se ilustraelpapel del profesor en el marco de una aproximacién

metodoldgica a la luz de la TMS.
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De acuerdo con Cobb & Gravemeijer (2008, citado en Molina, Castro, Molina &
Castro, 2011) en los experimentos de ensefianza se distinguen tres grandes fases, que

en términos generales, también estan presentes en el presente estudio:

1. Preparacion del experimento: se define el problema, objetivos de
investigacion e instruccionales, metodologias y se enmarca el experimento en
un contexto teérico mas amplio.

2. Experimentacion para promover el aprendizaje: en donde ocurren ciclos
iterados de intervenciones en el aula, recoleccién de datos, revision y
reformulacién de hipétesis y de intervenciones.

3. Analisis retrospectivo de los datos, en donde existe una fuerte relaciéon entre
el disefio de las tareas propuestas y la investigacion, y en donde, a la luz de

una teoria, se analizan los datos recolectados y se proveen unos resultados.

3.3 FASES DEL ESTUDIO

Para el presente estudio, el trabajo entre la profesora investigadora y el asesor del
estudio fueron claves en cada uno de los momentos de aplicacién del mismo, por
cuanto las fases de planeacidn, experimentacion y analisis siempre fueron trabajadas
de manera conjunta, excepto las acciones mismas de la gestion en el aula que
estuvieron a cargo de la profesora investigadora. Las acciones que se pueden
identificar en este estudio estan esbozadas en la tabla3-1y han sido inspiradas en las
acciones presentadas por Molina, Castro, Molina & Castro (2011) para cada una de las

fases de un experimento de ensefianza.
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Tabla 3-1:

Fases y acciones del presente estudio

e Determinar la TMS como herramienta para el disefio y analisis del estudio.

o Definir el problema cumbre que seria abordado por los estudiantes al finalizar el
estudio.

e Establecer los elementos geométricos que debian ser abordados para la
conformacion del sistema tedrico local.

e Tomando como base la aproximacién metodoldgica para la ensefianza del grupo
Ze(, disefiar la secuencia de actividades que se desarrollarian en el aula y
establecer los problemas que serian planteados a los estudiantess8, de tal manera
que se abordaran los elementos geométricos del sistema tedrico que se
conforma.

Preparacion del estudio

o Establecer una trayectoria hipotética de aprendizaje que describa el resultado
esperado de cada sesion de clase y el tipo de intervenciones que podria hacer la
profesora para propiciar la evolucién de signos de los estudiantes.

Antes de cada sesion de clase:

e Realizar un libreto y planeacién de cada sesion con los que sea posible:
-Obtener informacion sobre el trabajo realizado en la clase.
-Establecer objetivos didacticos e investigativos de los problemas propuestos.
-Ultimar el disefio de los problemas incluyendo las conjeturas a las que se podia
llegar.

Durante cada sesion de clase:

e Recoger datos por distintos medios, segiin fuera pertinente.

e Modificar el disefio de la sesidn de clase propuesto de manera inicial si es que se
veia necesario.

Después de cada sesion de clase:

e Complementar la planeacién previamente disefiada con observaciones
pertinentes de cdmo se desarrolld la sesidn de clase, con mejoras que deban ser
implementadas o con aspectos a retomar en la préxima sesidon.

e Si era necesario, reformular la sesion siguiente teniendo en cuenta lo sucedido
en el aula.

Experimentacion de la secuencia

e Recopilar y organizar la informacioén.

e Analizar de manera general los datos del estudio (i.e. decantar el conjunto de los
datos recogidos para establecer qué apartados servirdn para ser analizados bajo
los referentes teodricos)

e Determinar las categorias del analisis con base en los referentes tedricos

e Analizar los datos bajo las categorias establecidas

e Presentar los resultados del analisis

Analisis
retrospectivo de
los datos

8En la seccién 3.3.1.2 se incluyen los problemas que fueron planteados a los estudiantes para
conformar el sistema tedrico local
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Para definir las acciones de cada una de las tres fases (descritas en la tabla 3-1), se
establecieron las que se llamaran etapas del estudioque estdn descritas a

continuacion.
3.3.1 ETAPAS DE LA FASE DE PREPARACION DEL ESTUDIO

3.3.1.1 Revision bibliogrdfica y establecimiento de los referentes tedricos

Esta revisién estuvo encaminada a decantar los referentes tedricos que soportan la
inclusion de artefactos en el aula y aquellos que hacen referencia al papel del profesor
que los emplea parafavorecer el proceso de ensefianza aprendizaje. Estos referentes
apuntan tanto a la aproximacién metodolégica que seria implementada, como al
posterior analisis y categorizacién que se realizaria de los datos recogidos. Esta
revision, posibilité establecer los dos referentes tedricos que se explicitaron en el

capitulo 2, a saber la demostracién y la teoria de la mediacién semioética.

3.3.1.2 Diseiio de las actividades
El propodsito de la investigadora era lograr que los estudiantes hicieran actividad
demostrativa. Por tal razon, esto se tuvo en cuenta al momento de disenar la secuencia

didactica llevada a cabo.

La secuencia de actividades consisti6 de un conjunto desituacionesque
fueabordado durante siete semanas, cada una de ellas con dos sesiones de clase. Un
primer subconjunto de situaciones involucré asuntos que fueron considerados como
introductorios y de base para poder proponer las demas situaciones. La primera de
estas situacionesestaba encaminada a realizar acciones de visualizacion; los
estudiantes tenian la tarea de reflexionar sobre afirmaciones que se hacian respecto
de las imagenes o videos que se les mostraban. Para esta presentacionse hizo usode
unsoftware especifico con el que cuenta el tablero inteligente. Dosnormas de clase que
adquirieron especial importancia para los estudiantes a partir de estas presentaciones
fueron: “No todo es como se ve” y “debemos ver mas alla de lo que se ve”. La segunda

situacionestaba encaminadaa actividades de exploracidon con el software GeoGebra,
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con las que se pretendia que los estudiantes se familiarizaran con el artefacto;
especificamente se les presentd una construccion previamente realizada, para la que
ellos debianestablecer las propiedades geométricas invariantes luego de manipularla,
asi se introducian algunas de las diferentes herramientas y funciones de la geometria
dinamica. La tercera, estaba encaminada a una actividad de construccién en la que los
estudiantes debian empleartambién GeoGebra para realizar la construcciéon de la
figura de la segunda situacidn, a partir de las propiedades geométricas establecidas y
ya consensuadas por la clase. En el Anexo 3a, se incluye la construccién presentada a
los estudiantes en la segunda situacion y las preguntas que los estudiantescontestaron
al respecto de dicha actividad, primero de manera individual y luego en los pequefios

grupos.

Con estas actividades, se establecieron algunos de los elementos teoricos
(definiciones de objetos de la geometria) del sistema teorico local que se conformaria
con la comunidad de clase;a su vez, dieron lugar a precisar asuntos de lenguaje
(representaciones figurales, escritas y orales). Se estableci6 la necesidad de que los
estudiantes llevaran un diario de campo, en el que se registrasen todos los datos
relevantes de las sesiones de clase (hechos geométricos, definiciones, conclusiones,

percepciones, lenguaje geométrico -representaciones graficas y escritura- etc.).

Luego de estas actividades introductorias, se disefid unnuevo conjunto de
situaciones. Cada una de ellas tenia como objetivo agregar un elemento mas al sistema
tedrico local que se estaba conformando. Con ellas, se esperaba que los estudiantes
realizaran actividad demostrativa en el marco de la aproximacién metodologica

empleada.

El disefio de dichas situaciones se realiz6 de tal manera que se determind en
primera instancia un problema pertinente para el curriculo y acorde con los objetivos
establecidos para la geometria de grado octavo, en el que ademas, se hiciera uso del
artefacto GeoGebra. Para llegar a la construccion de un sistema tedrico local, se le

propuso a los estudiantes un ciclo didactico tendiente a conformar de manera
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colectiva en la comunidad de clase, todos los elementos tedricos necesarios para
resolver un problema (al que se le dio el nombre de Problema Cumbre) que seria
presentado como ultimo elemento a agregar en tal sistema. En cada una de las
situacionesproblema propuestas, se buscd tener elementos para establecer cual
podria ser elpapel del profesor como mediador. En el proceso de soluciéon de cada
problema se pretendia propiciar la produccién de signos por parte de los estudiantes;
estos signos son los que la profesorareconociécomo del artefacto, matematicos o

pivote.

El enunciado del Problema Cumbre fue el siguiente:

Dados tres puntos no colineales A, By C en un mismo plano, construir el punto A’ que
es simétrico axial de A con respecto a BC.

Exploren con la herramienta arrastre cada uno de los puntos. ;Qué notan?

Al arrastrar el punto C, ;qué sucede con el punto A’?

Escriban una conjetura

Producto de este problema, se esperaba una conjetura similar a la siguiente:

Si A, By C son tres puntos no colineales en el mismo plano y el punto A" es el

simétrico axial de A con respecto a BC, entonces A’ es un punto de la circunferencia

con centro en By radio AB.

Al momentode tener definido el Problema Cumbre, se pas6é a establecer los que
serian los problemas tendientes a aportar los elementos para el sistema teorico local

que se necesitaban para su solucion.

A continuacién se presentan los problemas planteados a los estudiantes teniendo
en cuenta que cada uno tieneun contenido geométrico en relacidn con los elementos
necesarios para abordar el Problema Cumbre, tanto en lo que tiene que ver con la

conjetura respectiva, como con su justificacion. Dichos problemas giran en torno a los
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siguientes asuntos: criterios de congruencia de tridngulos, par lineal, simetria axial

yrecta mediatriz de un segmento. Se describe, grosso modo, lo que sucedio6 en clase:

Problema 1: Usando los dngulos y lados dados, construyan otros triangulos teniendo
en cuenta las condiciones planteadas en la tabla®.

1. ¢(En qué casos pudieron construir mds de un triangulo?

2. (En qué casos pudieron construir sélo un triangulo?

3. Escriban qué conclusiones pueden establecer a partir de la informacion que

consignaron en la tabla.

Para abordar el problema, cada grupo de estudiantes trabajé en su propio
computador; el grupo contaba con una tabla que debia ser completada teniendo en
cuenta las construcciones con las condiciones planteadas en ella y con un archivo,
realizado en el software del tablero inteligente, que presentaba un tridngulo diferente
al de los demas grupos. En dicho software se pueden mover las figuras construidas
haciendo uso del mouse o en la pantalla tactil directamente (en el anexo 3b se
incluyen tanto la tabla como imégenes del archivo). Concretamente, con este
problema se pretendia que los estudiantes detectaran invariantes y los corroboraran
al realizar construcciones libres con el archivo presentado. A partir de la exploracion
empirica, las construcciones y conclusiones establecidas por los estudiantes en los
pequefios grupos, se realizd6 la posterior presentacion de las mismas ante la
comunidad de clase. En la mediaciéon de la profesora con los signos producidos,
empleando ejemplos y contraejemplos, se estableci6 la que seria respuesta a la tabla
aceptada por la comunidad de clase.Vale la pena precisar que los estudiantes debian
determinar en qué casos era posible hacer un triangulo que fuera congruente con el
triangulo dado (e.g., al emplear los tres lados, puedo construir un solo tridngulo
congruente al dado). De la actividad, surgié el hecho geométrico de los criterios de
congruencia para triangulos, reconocido como un nuevo elemento para el sistema

teodrico local.

%Ver Anexo 3b
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Tal hecho se presenta a continuacion:

Hecho geométrico de criterios de congruencia de tridngulos: i) dados losA ABCy A

DEF conBCcongruente con EF, £C congruente con LF y ACcongruente con DF,

entonces A ABC es congruente con A DEF (LAL), ii) dados los A ABC y A DEF con

LBy LE rectos, BCcongruente con EFy ACcongruente con DF, entonces A ABC es

congruente con A DEF (HC), iii) dados los A ABC y A DEF conBCcongruente con

EF, ACcongruente con DF y ABcongruente con DE entonces A ABC es congruente

con ADEF (LLL), iv)dados los A ABC y A DEF consA congruente con 4D,

ABcongruente con DE y ACcongruente con DFy £B congruente con LE entonces A

ABC es congruente con A DEF (ALA), v)dados los AABC y A DEF con

£A congruente con 4D, £B congruente con LE y BCcongruente con EFentonces A

ABC es congruente con A DEF (AAL).

2
3.
4

Problema 2: Dadas las figuras en el archivo par lineal:

1.

Establezcan una definicion para dngulos que conforman par lineal.
Realicen en GeoGebra la construccién de un par lineal.
Exploren la construccion. ;Qué pueden afirmar sobre sus medidas?

Escriban una conjetura teniendo en cuenta lo que afirmaron en el punto 3.

Para el problema 2, cada grupo de estudiantes contaba con un archivo de Word que

contenia una tabla en la que se presentaronconstrucciones de ejemplos y no ejemplos

de angulos par lineal (ver Anexo 3c). El contenido geométrico que esta situacion

proveia, en relacion con el problema cumbre, era la definicion de angulos par lineal y

dos hechos geométricos relativos a estos.Se esperaba que los estudiantes,a partir de la

visualizacion geométrica, determinaran las propiedades de dos angulos que son par

lineal, y de alli obtener informacién que los llevara a producir una definicion

dedngulos par lineal®.

10Definicién de angulos par lineal: Dos angulos conforman un par lineal si comparten un lado y los
lados no comunes son rayos opuestos
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Con relacién al item 3, producto de la exploraciéon dinamica de las construcciones
de los estudiantes, ellos lograron establecer invariantes y se formularon las siguientes

conjeturas:

Hecho geométrico medida par lineal: Si dos dngulos conforman un par lineal,

entonces la suma de sus medidas es 180°.

Hecho geométrico par lineal congruente: Si dos dngulos conforman un par lineal y

son congruentes, entonces los dngulos son rectos.

Para facilitar la justificacién de las conjeturas, se les provey6 a los estudiantes
fichas con informacién. En el anexo 3d, se muestra en qué consistia la actividad de

justificacion.

Problema 3: Explore la construccion realizada con GeoGebra

1. ;Qué puede decir del movimiento de los puntos?

2. Activen la herramienta rastro, ;qué propiedades tiene dicha construccién que
permanecen al activar la herramienta rastro?

3. Escriba las afirmaciones que puede hacer a partir de su exploracion

Para el tercer problema, cada grupo de estudiantes contaba con una construcciéon
en GeoGebra previamente realizada por la profesora, en la que presentaba un punto A
y su simétrico axial P respecto a una recta. Tal recta se habia ocultado en la
construccion. El contenido geométrico que se pretendia incluir con miras al Problema
Cumbre, erala Definicion de simetria axial. A partir de las soluciones de los
estudiantesy con la mediacién de la profesora se formulé la siguiente definicion

aceptada por la clase:

La simetria axial respecto a una recta r es una transformacion que a cada punto A

en el plano le hace corresponder un punto P tal que:

1) Larectar es perpendicular a AP.

2) Larectary el segmento AP se intersectan en el punto medio del segmento.
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Con el anterior problema, también se esperaba que gracias a la exploracion
dinamicay la visualizacién realizada por los estudiantes en el artefacto, se
produjeranenunciados que hicieran referencia a la recta eje de simetriay se
establecieran propiedades de ella.Con la mediacion de la profesora yal agregar al
sistema tedrico local la definicion de recta mediatriz de un segmentoll, se escribi6é una

nueva definicién de simetriaaxial enla quese incluy6 el elemento mediatriz:

La simetria axial respecto a una recta r es una transformacion tal que a cada punto
A del plano le hace corresponder un punto P, de manera que la recta r es la

mediatriz del AP.

Problema 4: Construyan un segmento AB. Hallen un punto que equidiste de los
extremos del segmento AB.

¢;Pueden hallar mds puntos que equidisten de los extremos del segmento AB?

¢ Qué condicion cumplen esos puntos?

Escriban una conjetura

Con este problema, los estudiantes debian producir una conjetura asociada a la
mediatriz del segmento. Producto de la exploracién dinamica, el reconocimiento de
relaciones de dependencia entre objetos, propiedades involucradas en el problema, se
esperaba que los estudiantes establecieran como invariante que cualquier punto que
pertenezca a dicha recta, equidista de los extremos del segmento. El hecho
geométricoque se agregd al sistema tedrico, a partir de la produccion de los

estudiantes, fue el siguiente:

Si una recta r es mediatriz del segmento AB, entonces todos los puntos de T

equidistan de Ay de B.

11 A partir de una construccién presentada a los estudiantes en GeoGebra de AB y su mediatriz, los
estudiantes establecieron dos condiciones: la recta contiene al punto medio del segmento y es
perpendicular a él. Se construyé la siguiente definicién: La recta mediatriz de AB es una recta
perpendicular a AB que pasa por su punto medio.
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Ademas de resolver estos problemas, también se realizaron actividades tendientes
a abordar otros elementos que pasaron a conformar parte del sistema tedrico local
que se constituyd para realizar la fase de experimentacién que se presenta a
continuacién. En el anexo 3e, se encuentra la lista de las definiciones y los hechos
geométricos que fueron establecidos por la comunidad de clase.Los estudiantes
contaron con el registro escrito del sistema tedrico local en la medida que se

agregaron dichos elementos al sistema.

3.3.2 ETAPAS DE LA FASE DE EXPERIMENTACION

Después de la planeacién del estudio, descrita en el anterior apartado, se realiza la
fase de experimentacion. En las etapas de esta fase, se hacen evidentes dos tipos de
intervenciones: las que corresponden al profesor y las que corresponden al
investigador. Es importante notar que no necesariamente todas las intervenciones se
atribuyen de manera exclusiva a uno o al otro, pues la profesora es también

investigadora en este estudio.
3.3.2.1 Implementacion de la Secuencia de Actividades Propuestas

3.3.2.1.1 Gestion del profesor
Para esta etapa de implementacién, se tuvieron en cuenta la acciones que fueron
reportadas para la aproximacion metodoldgica del grupo. La gestiéon de la profesora

estuvo centrada particularmente en:

1. Plantear problemas abiertos a los estudiantes quienes estaban organizados
en grupos de 3 o 4. Dichos problemas fueron disefiados para ser resueltos
con el apoyo de GeoGebra.

2. Favorecer la produccidon de signos construccidon y signos enunciado (ver
seccion 2.2.3.1.1) al tiempo que se realiza el trabajo en los pequefios
grupos.

3. Retomar el trabajo realizado por los estudiantes para que produzcan signos

construccion o enunciado con los que el profesor pueda mediar.
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4. Realizar una validacién colectiva de estos signos construccién o enunciado
producidos.

5. Decidir de manera privada qué signos serian empleados e inferir los
significados personales que han emergido, categorizando dichos signos
como del artefacto o signos pivote con los que la profesora, en su
mediacion, podria hacerlos evolucionar a signos matematicos aceptados
por la comunidad de clase.

6. Emplear los signos que la profesora haya escogido para que los significados
personales evolucionen.

7. Institucionalizar los signos matematicos aceptados por la comunidad de

clase luego de la negociacidon de significados que se ha dado en la clase.

En el Anexo 3fse incluye uno de los libretos que se desarrollaron, previos a la
realizacion de cada sesion de clase, acompanado de la planeacién de las tareas
propuestas. Como ya se habia mencionado en la Tabla 3-1,esta planeacién también

incluye las observaciones de la profesora luego de cada sesion de clase.
3.3.2.2 Recoleccion de Informacion

3.3.2.21 Gestidn del investigador

Para esta etapa de recoleccién de informacion, las clases fueron filmadas. Se tienen
registros escritos de la produccidn de los estudiantes, algunos de ellos haciendo uso
de formatos electrénicos como grabaciones en video, archivos enviados por los
estudiantes, imagenes tomadas del trabajo realizado por los estudiantes con el
software GeoGebra o capturas de pantalla sobre las que se realizaron anotaciones a
mano empleando el tablero electrénico y el software con que dicho tablero cuenta. El
propoésito de contar con estos formatos fue tener mas de una fuente de informacién
con la cual la profesora investigadora pudiera realizar un analisis de los signos
producidos por los estudiantes, ademas de grabaciones del desarrollo de las tareas
que son el objeto de andlisis de este escrito. De manera adicional, como se habia

mencionado, se realizé un protocolo y una planeacién que fue enriqueciéndose con las
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observaciones de la profesora al finalizar las clases de manera tal que los registros

obtenidos deriven también en datos de investigacion.
3.3.3 ETAPAS DE LA FASE ANALISIS RETROSPECTIVO DE LOS DATOS

3.3.3.1 Seleccion de los datos:

Se realiz6 una recopilacién y organizacién de los datos, para asi poder realizar un
analisis general de los mismos. Es decir se decant6 el conjunto de los datos recogidos
para escoger cudles de ellos servirian para ser analizados empleando los referentes
tedricos del estudio, considerando aquellos datos que a la luz de la teoria de la
mediacion semidticapudieran ser objeto de andlisis. Tal escogencia se realizé teniendo
en mente que las situaciones debian evidenciartanto la mediaciéon de la profesora
relativa a los signos de los estudiantes, como la practica de la actividad demostrativa
en su proceso de conjeturacion, haciendo uso del software GeoGebra como artefacto.
No de manera exclusiva se analizara la produccién de un tnico grupo. Estos analisis se

presentan en el Capitulo 4 de manera detallada.

3.3.3.2 Establecimiento de las categorias de analisis:
Para abordar el disefio de categorias de analisis, se tomaron como base las acciones

propuestas por el grupo “Ze§G y la TMS. Como se habia mencionado en el Capitulo 2,

las categorias de la TMS son demasiado generales para el proposito de describir y
analizar la mediacién semidtica de la profesora en el curso de geometria en grado
octavo, asi que las categorias de analisis que se establecierona priori para el presente

estudio, son las categorias propuestas por el grupo “ZeG(Samper, Perry, Camargo, &

Molina, 2011). Tales categoriasatienden al propdsito del presente estudio, pues
describende manera muy especifica la mediaciéon semidtica del profesor. Aunque
durante las sesiones de clase la profesora realizé acciones descritas dentro de las
cinco categorias del grupo, se determin6 que las categorias que se usarian para el
analisis serian solo las tres primeras, pues estan centradas en la conceptualizacién de
objetos y relaciones, la comprensiéon y uso del enunciado condicional y la conjetura

como solucién al problema propuesto. Esto se hizo teniendo en cuenta que las
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sesiones de clase escogidas inicialmente para el andlisis estdn centradas en el proceso
de conjeturacion.En las tablas3-2 a la 3-6, se ilustran tales categorias con sus
correspondientes indicadores, es decir, acciones que el profesor puede llevar a cabo

en el marco de cada categoria(Samper, Perry, Camargo, & Molina, 2011).

Las categorias que eventualmente surjan como nuevas o emergentes, seran
explicitadas en el Capitulo 4 en el momento mismo en el que aparezcan al hacer el

analisis de las sesiones de clase seleccionadas.

Tabla 3-2:

Acciones de mediacién semidtica del profesor centradas en la conceptualizacion de objetos y relaciones

[. Conceptualizacion de objetos y relaciones

1. (concepcion-artefacto) Elicitar concepcion sobre objetos matematicos a través de
lo hecho con el artefacto para detectar imagenes conceptuales reducidas o
deficientes, para que entiendan qué propiedades se requieren para que la figura
represente el objeto que se quiere, construir buenas definiciones.

2. (enunciado sintético) Enunciar o pedir el enunciado de una proposicién de
manera sintética usando el término asignado dentro del sistema tedrico
desarrollado, para que la proposicion se asemeje a la forma como se comunica en
la matematica, debe usarse el sistema tedrico para ello, las proposiciones deben
ser sintéticas y econdémicas.

3. (ubicacion objetos) Explicitar o destacar qué elementos del sistema tedrico estan
involucrados en lo que se afirma. Interpretacion del profesor para mostrar que
los objetos involucrados en la proposicion tienen un lugar en el sistema teodrico,
para legitimar la afirmacién. Control tedrico de objetos involucrados en la
afirmacion.

4. (abordar imprecisiones) Abordar (suprimir o destacar) imprecisiones
matematicas en el signo (afirmaciéon escrita o hablado) para impulsar la
apropiacién de términos y expresiones convenidas para el discurso de la
comunidad de la clase.

5. (construccidn-sistema tedrico) Promover que las representaciones hechas con el
artefacto estén supeditadas al sistema tedrico disponible para hacer ostensivas
las propiedades dadas en las definiciones, postulados y teoremas.

22. (significado personal-concepto) Indagar acerca del significado personal de un
concepto. Preguntar por el significado personal de un objeto o relacion de indole
geométrica con el propdsito de determinar su correspondencia con la solucion
del problema.
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Tabla 3-3:

Acciones de mediacion semidtica del profesor centradas en la comprensién y uso del enunciado
condicional

[I. Comprension y uso del enunciado condicional como objeto

6. (artefacto-antecedente y consecuente) Revisar o pedir revisién del uso del
artefacto de las construcciones hechas con base en un relato como preparaciéon
para determinar si lo que se pone de antecedente se corresponde con lo
construido, ya sea directamente o con el arrastre, y en el consecuente con lo
obtenido.

7. (identificacién-antecedente y/o consecuente) Identificar o solicitar identificacion
de condiciones construidas y propiedades encontradas, paso previo para
determinar si lo que se pone de antecedente se corresponde con lo construido,
ya sea directamente o con el arrastre, y en el consecuente con lo obtenido.

8. (dependencia-conjetura) Utilizar lo hecho y obtenido con el artefacto como
referencia para evaluar si la conjetura expresa la dependencia que el artefacto
hace ostensiva.

9. (conjetura-condicional) Pedir el uso o usar expresién de conjeturas en formato
condicional para explicitar la relacion de dependencia y con qué se cuenta para
comenzar la demostracion y qué es lo que se debe demostrar.

10. (condicional-ejemplos y contraejemplos) Destacar elementos fundamentales que
caracterizan una condicional y una bicondicional, y destacar como se pueden
aprovechar para producir ejemplos o contraejemplos, y como se modifica la
hipétesis de la condicional para poder hacer una demostracién por
contradiccion.

11. (enriquecer signos) Enriquecer signos con recursos graficos o icénicos para
favorecer la interpretacion del significado de lo que establece una condicional.

Tabla 3-4:

Acciones de mediacién semiética del profesor centradas en la conjetura como solucién al problema
propuesto

I11. El problema y su solucién (la tarea y la conjetura como solucidn al problema)

12. (problema-control tedrico) Controlar el universo tedrico en que se va a trabajar
para asegurar que los elementos matematicos que subyacen a las propuestas de
solucion del problema estén enmarcados en el sistema teérico con que se cuenta
o permitan la ampliaciéon del sistema teoérico local en el que se enmarca el
problema.

13. (sintesis-foco de atencion) Sintetizar o recoger ideas que establecen el foco de
atencion para destacar de los signos de los estudiantes elementos utiles para la
produccioén de la conjetura.

14. (indagar sobre signos) Indagar sobre los signos producidos por los estudiantes
para rescatar elementos utiles para la producciéon de la conjetura, o para
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favorecer que los estudiantes revisen y modifiquen sus ideas e interpreten las de
los demas.

15. (modelo de actuacién) Proveer un modelo para enfrentar la resolucion
matematica de un problema (en el analisis, en formulaciéon de conjetura) con el
fin de favorecer la emergencia de signos que conduzcan a la conjetura que
soluciona el problema.

11. (enriquecer signos) Enriquece signos con recursos graficos o icénicos para
favorecer la interpretacion de soluciones que se dan al problema.

4. (abordar imprecisiones) Abordar (suprimir o destacar) imprecisiones
matematicas en el signo (afirmacién escrita o hablado) e impulsar la apropiacion
de términos y expresiones convenidas para el discurso matematico.

16. (elementos-enunciado) Destacar de las conjeturas de los estudiantes elementos
que son parte del enunciado al que se quiere llegar.

17. (proposicion-operacional) Promover que las proposiciones se transformen para
hacer operacional la demostracion.

Tabla 3-5:

Acciones de mediacién semidtica del profesor centradas en el teorema al que se quiere llegar

IV. Teorema (enunciado, demostracién, marco teérico) al que se quiere llegar

18. (nuevo elemento del sistema) Explicitar la necesidad de introducir un elemento al
sistema teorico para poder sustentar un paso de la construccion.

2. (enunciado sintético) Enunciar o pedir el enunciado de una proposicién de
manera sintética usando teoremas del sistema para que la proposicion se asemeje
a la forma como se comunica en la matematica.

4. (abordar imprecisiones) Abordar (suprimir o destacar) imprecisiones
matematicas en el signo (afirmacion escrita o hablado) para impulsar la
apropiacién de términos y expresiones convenidas para el discurso de la
comunidad de la clase.

17. (proposicién-operacional) Promover que las proposiciones en términos
particulares y/o expliciten los datos y la conclusiéon para hacer operacional la
demostracion.

13. (sintesis-foco de atencion) Sintetizar o recoger ideas que establecen el foco de

atencién para destacar de los signos de los estudiantes elementos ttiles para la
produccién de la conjetura.

12. (problema-control tedrico) Controlar el universo tedrico en que se va a trabajar
para asegurar que los elementos matematicos que subyacen a las propuestas del
teorema al que se quiere llegar estén enmarcados en el sistema tedrico con que se
cuenta o permitan la ampliacion del sistema tedrico local en el que se enmarca el
problema.

16. (elementos-enunciado) Destacar de los signos de los estudiantes elementos que
son parte del enunciado al que se quiere llegar.
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Tabla 3-6:

Acciones de mediacion semidtica del profesor centradas en la formacién de nociones de teorema,
postulado, definicion

V. Nociones de teorema, postulado, definicion

19. (exigencias enunciado matematico) Hacer referencia a que el enunciado de una
proposicion matematica debe construirse de manera sintética, econémica y
general, usando el término asignado dentro del sistema teérico desarrollado.

20. (requisitos-teorema) Senalar requisitos desde la matematica para que un
enunciado sea teorema.

21. (asuntos especiales) Mencionar asuntos especiales relacionados (tipos de
teoremas (unicidad, existencia, proceso), en qué consiste una definicién, un
postulado, un teorema, cémo se hace una demostracion).

La forma en que se codificardn las categorias con su respectiva accion se explica
con el siguiente ejemplo. En la bisqueda por establecer el signo enunciado-conjetura
Problema Cumbre, los estudiantes producen,por ejemplo, el signo construcciénque un
punto A’ se mueve en circunferencia, pero para llegar a él no han empleado
herramienta algunaque lo verifique. La profesora busca mediar con este signos para
que evolucione a un signo matematico, en donde la circunferencia aparezca. Por
ejemplo preguntando sobre como se sabe si lo que se afirma es cierto, o como el
software puede ayudar a verificarlo. La accion dela profesora estara entonces
Centrada en la Conjetura como Solucién al Problema Propuesto,ya que ha
indagado sobre los signos producidos para que los estudiantes revisen sus
afirmaciones empleando las herramientas del SGD. Secodifica como CIII 14indagar
sobre signos, por cuanto corresponde a la accién numerada en la categoria Il como 14

y que tiene como subtitulo indagar sobre signos.

3.3.3.3 Andlisis de los datos bajo las categorias establecidas:
Para esta etapa y empleando las categorias anteriormente descritas, se realizd el
andlisis seleccionando dos sesiones de clase. A continuacion se presentan tanto el

problema central que fue planteado en cada sesiéon de clase, como los signos
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enunciado-conjetura que se esperaba fueran producto de la evolucién de los signos

iniciales producidos por los estudiantes y mediados por la profesora.

Problema A:

Construyan un segmento AB. Hallen un punto que equidiste de los extremos del
segmento AB. ;Pueden hallar mds puntos que equidisten de los extremos del
segmento AB? ;Qué condicion cumplen esos puntos? Escriban una conjetura

Signo enunciado-conjetura esperado:

Si una recta r es mediatriz de un segmento, entonces todos los puntos de r equidistan

de los extremos del segmento

Problema B:
PROBLEMA CUMBRE: Dados tres puntos no colineales A, B y C, construir el punto A’

que es simétrico axial de A con respecto a BC.

Exploren con la herramienta arrastre cada uno de los puntos. ;Qué notan?
Cuando arrastran el punto C, ;qué sucede con el punto A”?

Escriban una conjetura

Signo enunciado conjetura esperado:

Si A, By C son tres puntos no colineales en el mismo plano y el punto A’ es el simétrico

axial de A con respecto a BC, entonces A’ es un punto de la circunferencia con centro

en By radio AB.

Cada una de esastareas escogidas, se separd en episodiosen donde fueranmas
especificas las acciones realizadas por la profesora en torno a la evolucion de signos y
su mediacion. Estas dos sesiones de clase fueron escogidas por cuanto se hizo
evidente,en mayor medida, las acciones prototipicas de la profesora en su gestion de
clase, y en donde se acapararon asuntos relativos a la aproximacion metodolégica,
varias categorias de lamediacion del profesor, varios signos producidos por los

estudiantes y al potencial semiotico del artefacto GeoGebra.
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3.3.3.4 Presentacion de los resultados del andlisis:

El andlisis de los datos se sintetiza en el siguiente capitulo junto con cada uno de los
resultados de las etapas del proceso que se llevo a cabo durante la realizacion del
estudio.El andlisis de cada sesion de clase, estuvo centrado en codificar las acciones de
la profesora en cuanto a los signos y su evolucién, y empleando las categorias del

grupo “Ze@ o las emergentes.
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4. ANALISISY RESULTADOS

En este capitulo se presenta el analisis realizado del trabajo llevado a cabo en dos
sesiones de clase. De la primera de ellas, cuyo foco estd en la formulacién de una
conjetura relativa a la Mediatriz (denominada La Conjetura de la Mediatriz), se
analizaran tres episodios. Con relacion a la segunda, que se centr6 en la produccién
asociada al Problema Cumbre (denominada Clase del Problema Cumbre), ha sido
dividida en dos bloques para ser analizada: el primero de ellos estd compuesto por
tres episodios y el segundo de ellos, por dos. Para el andlisis de cada sesion de clase,
inicialmente se realiza una descripciéon general de dicha sesién que contiene el
propoésito de ensefianza que se tenia para la misma, las tareas que los estudiantes
debian llevar a cabo, el enunciado del problema alrededor del cual gira la actividad, la
manera como se dividié la sesién misma y el propdsito especifico del anilisis.
Enseguida, se presentan las situaciones de clase ilustrativas de tales propositos, con
fragmentos de las transcripciones de los apartados, y su respectivo analisis a la luz de

la TMS empleando tanto las categorias del grupo “£eG como las categorias que fueron

emergiendo. Al finalizar el capitulo, se realiza una sintesis en la que se recogen

generalidades de los analisis presentados.

4.1 DESCRIPCION DE LA SESION DE CLASE LA CONJETURA DE LA MEDIATRIZ:

Para esta sesién de clase, se tenia el propdsito de formular el enunciado del
Teorema de la mediatriz como conjetura (i.e., Si una recta r es mediatriz de un
segmento, entonces todos los puntos de r equidistan de los extremos del segmento), a
partir de una serie de instrucciones dadas por la profesora, en las que los estudiantes
debian hacer uso de GeoGebra; una vez formulada la conjetura, debian hacer su
respectiva justificacion. En cuanto a la labor de los estudiantes, se esperaba que

formularan un enunciado de caradcter general, basados en lo que previamente
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habianexplorado en el software que proporcionara elementos para su justificaciéon
haciendo uso de los conocimientos geométricos conocidos, y, finalmente que
realizaran dicha justificacion empleando tales elementos (como la definicion de

mediatriz y los criterios de congruencia para tridngulos entre otros).
El problema propuesto a los estudiantes por la profesora fue el siguiente:

Construyan un segmento AB. Hallen un punto que equidiste de los extremos del
segmento AB.

¢Pueden hallar mds puntos que equidisten de los extremos del segmento AB?

/Qué condiciéon cumplen esos puntos?

Escriban una conjetura.

Para el andlisis de esta sesion de clase, la misma se dividi6 en tres apartados, en los
que se presentan extractos de la produccion de dos grupos de estudiantes

(denominados Grupo 1y Grupo 2) y sus interacciones con la profesora.

De manera particular, los objetivos de andlisis de la sesién de clase mediatriz son

los siguientes:

1. Describir el papel de la profesora y su mediacién para que los estudiantes
expliciten sus concepciones con respecto a los objetos geométricos punto
medio y mediatriz.

2. Describir el papel de la profesora cuyo objetivo de ensefianza es que sus
estudiantes establezcan dependencias entre objetos y propiedades
involucrados en el problema (e.g., determinar que uno de los puntos que
equidistan de los extremos del segmento es el punto medio del segmento,
pero que este punto no es el Unico con tal condicién; determinar que los
puntos de la mediatriz de un segmento, equidistan delos extremos del
segmento).

3. Describir el papel de la profesora y del software durante el proceso de

exploracion de la construccion de los estudiantes con el propoésito de que
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ellos evoquen elementos tedricos valiosos para establecer una conjetura que
en términos generales sea como la siguiente: Si una recta r es mediatriz de
un segmento, entonces todos los puntos de r equidistan de los extremos del

segmento.

A continuacidén se presenta el analisis respectivo a la clase Conjetura de la

Mediatriz.

4.1.1 ANALISIS DE LA SESION DE CLASE MEDIATRIZ

En la sesiéon de clase anterior, a partir de una construccién presentada a los
estudiantes en GeoGebra de Ey su mediatriz, los estudiantes, empleando las
herramientas medida de dngulos y de segmentos, establecieron dos condiciones de la
recta dada: i) contiene el punto medio de AB vy ii) es perpendicular a dicho segmento.
A partir de ello se construy6, con la comunidad de clase, la siguiente definicién de
mediatriz de un segmento (en GeoGebra, bisector perpendicular) para ser agregada al

sistema teorico local:

La recta mediatriz de un ABes la recta perpendicular a dicho segmento por su

punto medio.
Especificamente, esta sesion de clase se dividi6 en los siguientes tres episodios:

1. Construccién con cuadriculal? y concepcién de equidistancia.
2. Uso del signo construccion “mediatriz” como signo pivote.
3. Identificaciéon del invariante y construcciéon del enunciado de la conjetura

como solucion al problema propuesto.
A continuacion, se presenta en andlisis de cada uno de tales episodios.

4.1.1.1 Construccién con cuadricula y concepcion de equidistancia
Como actividad inicial de la clase, la profesora solicita a los estudiantes construir

un segmento AB en GeoGebra, y habiendo garantizado que todos los grupos han

12La cuadricula es una herramienta de GeoGebra que activa una cuadricula sobre la pantalla.
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seguido la instruccién, pide encontrar varios puntos que equidisten del puntoAy
delpuntoB. En este momento, tiene lugar la siguiente interacciéon entre profesora y
estudiantes del Grupo 1. En la trascripcién, P corresponde a las intervenciones de la

profesora, y E1 corresponde a las intervenciones de uno de los tres estudiantes del

grupo.

[Dirigiéndose a todo el curso] Encuentre en el segmento (AB) un

punto que equidiste del punto A y del punto B.

[los estudiantes exploran las herramientas y buscan cual es la que
mejor se ajusta a lo que deben construir. E1 alza la mano para indicar que

su grupo tiene la construccién].

Qué punto encontraron. Déjenme ver. Un punto que equidiste de los

extremos del segmento. ;Qué punto encontraste ti?

3 El E [sefialando un punto en el segmento AB].

4 P ¢Y como sabes que equidista?

5 El Porque esta en la mitad de los dos [sefialando los puntos Ay B].

6 P ¢Y cémo sabes que estd en la mitad?

7 E1l Porque...no sé, porque usamos cuadricula.

8 P Ah ok. {Usaste cuadricula!

9 E1 Aja.

O sea, como
usaste cuadricula
[Figura 4-1]
garantizas  que
estd en la mitad.
Bueno, bien. O
10 Pl sea (el primer
punto que se les
ocurrié fue qué

punto? ;Como se

llama ese

Figura 4-1

punto?
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11 El El punto medio.

Al inicio de la transcripcion se muestra que, atendiendo a la aproximacion
metodoldgica empleada en el presente estudio, la profesora favorece espacios en los
que los estudiantes puedan realizar una exploracién auténoma, sin su intervencion,
para resolver el problema y discutir entre ellos qué elementos deben ser tenidos en

cuenta en la solucidn del problema.Asi posibilita la produccién de signos.

El Grupo 1 ha construido el punto medio del segmento realizando una construccién
blanda pues al punto que ubican como equidistante de los puntos A y B lo establecen
utilizando la cuadricula del software y no la herramienta esperada por la profesora,
esto es, uso de la mediatriz del AB para determinar el punto medio (segun la
definicion del mediatriz establecida) y establecer ese punto como equidistante de A y
de B. La profesora recorre todos los grupos y se percata que han empleado el mismo

método.

Con relacién al signo construccién que los estudiantes del Grupo 1 realizan, la
profesora, en las intervenciones 4 y 6, busca indagar acerca del significado personal
de equidistancia que ellos tienen, intentando determinar la correspondencia de lo que
entienden por equidistancia con el uso de la opciéon cuadricula empleada por los
estudiantes [5] y [7]. Lamentablemente, las respuestas lacénicas de E1 no permiten
vislumbrar por completo una relacion. La profesora esta dirigiendo su accién a la
Conceptualizacion de objetos y relacionesque corresponde a la categoria CI del

grupo_“Ze(, y a partir del signo construccion del Grupo 1, indagar sobre la concepcion

que tienen los estudiantes de equidistancia de dos puntos a un tercero. Aunque esta
no es explicita en los enunciados de los estudiantes, se puede interpretar como dos
puntos que tienen igual distancia a uno dado, garantizada por el uso de la cuadricula
(CI 22, significado personal-concepto). En este sentido, el signo construccion producido

por los estudiantes puede considerarse como un signo del artefacto pues el
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fundamento de la equidistancia se basa en la cuadricula del software y no en una

alusion explicita de la correspondencia entre tal cuadricula y la equidistancia.

De otro lado, con su intervencién 10, la profesora lleva a cabo una accién orientada
en dos vias: por un lado, valida la construccién realizada por los estudiantes, pues
asume que tal signo construcciéon se corresponde con su significado personal de
equidistancia; por otro lado, lleva a que los estudiantes expliciten el nombre teérico
dado al punto encontrado,el cual es un elemento que hace parte del sistema teérico ya
conformado, es decir que aludan a punto medio. En este caso, la profesora esta
centrando su accion en CI 3, ubicacién objetos, al destacar al punto medio como un
elemento del sistema teérico involucrado en lo que se construye. Con esta precision, la
profesora pretende lograr que los estudiantes puedan reemplazar su signo
construccion (una construcciéon blanda) por un signo construccién matematico que
sea producto de construccién robusta (e.g. construccion del punto medio usando la

herramienta que lleva ese mismo nombre, o recurriendo al objeto mediatriz).

Hasta este momento, la mediacién de la profesora ha estado enfocada en indagar
sobre los signos producidos por los estudiantes, de manera tal que ellos hagan
ostensivas sus concepciones y reconozcan objetos del sistema tedrico en la situacion.
Como se dijo, todas estas acciones de mediacion semiodtica han estado centradas en la
conceptualizacion de objetos y relaciones. En los siguientes dos apartados, se presenta
como los signos producidos por los estudiantes se modifican producto de la mediacion

de la profesora.

4.1.1.2 Uso del signo construccion “mediatriz” como signo pivote

Luego de establecer con la comunidad de clase al punto medio como un punto
equidistante de los extremos del segmento a partir de una construcciéon blanda (la
reportada en la sesion anterior y realizada por todos los grupos), la profesora se

percata de que los integrantes del Grupo 2 han cambiado su construccién blanda.

1 P | [Dirigiéndose a todo el curso]. Bueno aqui el grupo de E4 se fue por otro
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lado. E4 construy6 la mediatriz.

(Coémo construyd la mediatriz?

Con la herramienta mediatriz.

Y como él sabe que la mediatriz, ;por dénde corta al segmento?

iPor la mitad! [El Grupo
1 produce un signo
construccion: la
mediatriz  del  AB
marcando el punto de
interseccion entre la
mediatriz y el segmento
como lo ilustra la Figura
4-2]

Figura 4-2

Por el punto medio.

2 El
3 E4
4 P
5 El
6 P
7 E4

Entonces ese punto de corte [entre la mediatriz y el segmento] que es el
punto medio, va a ser un punto que equidista de A y un punto que

equidista de B.

Luego de que todos los grupos emplearon la misma construccion blanda, el Grupo 2
construye la mediatriz del AB, esto es, realiza una construcciéon robusta para
encontrar al punto medio del AB [1] (punto de interseccién entre la mediatriz y el
segmento). La profesora reconoce que el signo construcciéon del Grupo 2 es apropiado
para lo que se quiere (determinar puntos que equidisten de los puntos A y B), y
solicita al Grupo 2 que recuente su método [3] y [7], con el propésito de favorecer la
modificacion del signo producido por el Grupo 1.De esta manera, al establecer el foco
de atencidn en el signo producido por el Grupo 2 y destacar el elemento mediatriz,
implicitamente la profesora valida la construccion realizada [1] y [4]. Con esto,
especificamente la profesora pretende que i) el signo construccién de los demas

grupos evolucione de la previa construccidon blanda a la propuesta en la que interviene
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el objeto mediatriz y ii) se genere una primera conjetura en la que se refiera al punto

medio, provocado por tal mediatriz, como uno de los puntos que equidista de Ay B.

El signo construccién de la mediatriz del AB [3], que hubiese podido ser
considerado como matematico pues implicitamente hacia uso de su definicién para
determinar el punto medio (uno de los puntos que soluciona el problema), es
empleado por la profesora como pivote para que el Grupo 1 modifique su primer
signo y se acerque a uno matematico [5]. En otras palabras, la construccion del Grupo
2 es un signo pivote pues se convierte en eslabon entre una construccion pegada al
artefacto (construccién blanda de punto medio usando cuadricula) y una construccién
que atiende a una definicién de un objeto geométrico (construccién robusta de punto

medio usando mediatriz).

En este caso, las acciones de mediacion semio6tica de la profesora
estuvieroncentradas en dos grandes asuntos: la Conceptualizaciéon de objetos y
relacionesy la Conjetura como solucion al problema propuesto que corresponden a

las categorias Cly CIII del grupo “Ze(.

Por un lado, es debido a la definicion de mediatriz que se logra determinar que el
punto medio es solucion. Las acciones de la profesora aluden a obtener informacién
de lo que se ha realizado con el artefacto para que los estudiantes reconozcan que la
mediatriz construida hace explicita la ubicaciéon del punto medio del segmento (CI

1,concepcidn - artefacto).

Adicionalmente, la profesora indaga sobre el signo construccion producido por el
Grupo 2 (la mediatriz del segmento) para favorecer que sea interpretado por el resto
de la clase. Busca recoger ideas que centren su atencién en tal signo, que es un
elemento util para la produccién de la conjetura buscada, por cuanto el punto medio y
todos los puntos que equidistan de A y de B estan contenidos en la recta mediatriz(CIII

14, indagar sobre signos y CIII 13, sintesis-foco de atencion).
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A continuacién, se presenta como el Grupo 2 produce el signo matematico del

enunciado conjetura a partir de la construccién robusta que realizaron.

4.1.1.3 Identificacién del invariante y construccion del enunciado de la conjetura
como solucién al problema propuesto

Luego de que profesora valoré como util el signo construccién del Grupo 2, se da la

siguiente interaccidn entre la profesora y los estudiantes del Grupo 2 con el objetivo

de determinar mas puntos que provean la solucion al problema:

1 P | ;Encontraron otro punto?
2 E5 | Si, si encontramos
3 P | ;Dbénde?

En la mediatriz del segmento [han construido un punto D sobre la
mediatriz, distinto al punto medio del AB]

En la recta mediatriz...y ;como saben que ese punto equidista de los

> P extremos del segmento?
6 E4 | Porque esta perpendicularala ...
7 P | ;Tenemos alguna herramienta que nos ayude a verificar eso?
8 E4 | Pues...porque esta perpendicular al segmento ABy esta en la mitad.
Pero ;como saben que efectivamente equidista?, ;tenemos algin hecho
9 P | geométrico?, ;hicieron alguna prueba con las herramientas de GeoGebra?,
;qué herramienta se les ocurre usar ahi?
10 E5 | La herramienta distancia [sefialando el icono con el dedo]
11 P | Ah, vamos a usar la herramienta distancia
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12

E5

[Emplea la
herramienta
distancia para
verificar que la
distancia del punto
D a los puntos A y
B es la misma, tal
como lo ilustra la
Figura 4-3]

Figura 4-3

13

Ahora si tal vez podemos decir que lo estamos mostrando. Ahora toca
probarlo. ;Dénde pueden encontrar otro punto que equidiste de los
extremos?

14

E4

En cualquier parte de la mediatriz [sefialando con el dedo la recta como si
empleara la herramienta arrastre]

15

¢;Cualquier punto de la mediatriz va a equidistar? Muéstrenme otros dos, o
;qué podrias hacer para mostrarme otro empleando las herramientas de
GeoGebra?

16

E4

Emplear la herramienta arrastre.

17

¢;Para arrastrar a quién?

18

E4

D [arrastra al punto D con el dedo sobre la pantalla tactil]

19

.Y qué pasa?

20

E4

Pues que las “

distancias se
mantienen. Que en
ambas siempre
siempre es la
misma [Sefialando
con los dos dedos
las distancias entre
los puntos de la
mediatriz a los

puntos A y B Figura 4-4
obtenidas con
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GeoGebra como lo ilustra la Figura 4-4].

Ah, que las distancias se mantienen. Escriban una conjetura. Escribanme el
21 P | hecho geométrico que acaban de encontrar [la profesora se retira del

grupo para realizar mediacion en los Grupos 1, 3 y 4].

[E6 escribe rapidamente la conjetura en su cuaderno como producto de un

trabajo en el que los tres estudiantes interactiian para escribirla como un

22 E6
enunciado condicional] Si ubicamos un punto en cualquier parte de la
mediatriz del AB entonces este punto equidista de los puntos A y B.

23 p [los estudiantes llaman a la profesora] Muy bien muchachos. Me gusta.

iQué buen trabajo!

En la interaccion presentada, las intervenciones 1 a 9 ilustran lamediacion de la
profesora centrada en indagar sobre el signo construcciéon punto D en la mediatriz
producido por los estudiantes, con el propésito de que verifiquen la equidistancia del
punto D a los extremos del segmento. Efectivamente en las intervenciones 10 y 12
actian en respuesta a la solicitud de la profesora usando la herramientadistancia del
software, accién que es validada por la profesora en 11 y 13. En las intervenciones 13
a 19, la profesora contintda indagando sobre el signo construccion producido por los
estudiantes para que puedan establecer mas puntos que cumplen con la condicion del
problema. Los estudiantes responden que todos los puntos sobre la recta equidistan
de los puntos Ay B [20] y ante la solicitud de la profesora de hacer una verificacion de
ello usan la funcion del arrastre, para mostrar lo que previamente han determinado.
Los signos producidos por los estudiantes son: signo construccién punto D sobre la
mediatriz del segmento, toma de medidas del punto D a los extremos del segmento y
accion de arrastrarlo para verificar la equidistancia [12, 16 y 18]; signo enunciado:
pues que las distancias se mantienen. Que en ambas siempre es la misma [20].La
profesora considera que los estudiantes estan listos para producir un signo
enunciado-conjetura, asunto que solicita en la intervencién 21. Hasta este punto, vale
la pena rescatar que la profesora ha empleado el signo construccién, compuesto de las

intervenciones 12, 16 y 18 de los estudiantes,como signo pivote pues ella vio en este
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una conexion con el artefacto -via funciéon del arrastre y toma de medidas- con la
propiedad invariante que se debe reportar en la conjetura (signo matematico) y que
los estudiantes intentaron comentar en la intervencion 20. Frente al primer signo
construccion del Grupo 2, las acciones de la profesora provocaron la produccién de un
signo enunciado [20] que les permitiria establecer una propiedad invariante que la
profesora valida en la intervencién 21. Finalmente, en la intervencion 22, los
estudiantes responden a la solicitud de la profesora y producen un signo enunciado-
conjetura (Si ubicamos un punto en cualquier parte de la mediatriz del AB entonces
este punto equidista de los puntos A y B) que en la intervencién 23 es validada por la
profesora. Es decir, hay evolucidn de signos por cuanto los estudiantes producen un
signo enunciado-conjetura cercano a lo esperado por la profesora, lo que ilustra una

mediacion relativamente acertada de la profesora para ello.

En el anterior apartado, las acciones de la profesora han estado centradas en
Conjetura como solucion al problema propuesto indagando sobre los signos que
han producido los estudiantes y estableciendo el foco de atencién en ellos tanto para
favorecer que los estudiantes revisen sus ideas como para rescatar elementos utiles
para la produccidn de la conjetura (CIII 13, sintesis - foco de atencion y CIII 14, indagar

sobre signos).

Luego de la intervencién 23, la profesora
continlia con su interaccién con los otros tres
grupos hasta garantizar que cada uno tiene una
construccion y una conjetura propias.

Enseguida, la profesora emplea el tablero

electrénico para hacer la acostumbrada

presentacion tanto del signo construccion,

como del signo enunciado-conjetura producido

Figura 4-5

por cada grupo de manera tal que todos los
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respectivos enunciados fueron ajustados a la conjetura que institucionaliza para la

clase (ver Figura 4-5).
La conjetura finalmente establecida fue:

Si una recta r es la mediatriz del segmento AB, entonces todo punto de la recta r equidista

de Ay deB.

4.1.1.4 Una breve sintesis del andlisis
En los apartados analizados de la sesion de clase la Conjetura de la Mediatriz, las
acciones de la profesora estuvieron centradas en i) la conceptualizaciéon de objetos y

relaciones y ii) la conjetura que se esperaba fuera producida por los estudiantes.

En la siguiente tabla se presenta, como cierre de los asuntos relativos a esta
primera sesién de clase analizada, un resumen de dichas acciones con sus respectivos

descriptores y de la evolucidn de los signos producidos por los estudiantes.

72



Tabla 4-1:

Acciones de la profesora y sighos provocados durante la sesién de clase Conjetura de laMediatriz

ACCIONES SIGNO PROVOCADO
EPISODIO PRH:E'II‘{USII)(I;EI(\?T%ES: LOS ESPECIFICAS POR LAS ACCIONES DE
DEL PROFESOR LA PROFESORA
5 3 Signo construccién pegado al 3. Signo enunciado
S 'g © artefacto (construccién blanda | Ubicacién matematico uso del
© 3 2 con cuadricula) objetos (CI) término “punto medio”
S&¢& 22.
S o> b Signo enunciado - concepcién Significado
5 %S % del punto que “esté en la personal -
: _é 2 mitad” del segmento como un | concepto (CI)
S signo del artefacto
(8]

2.Uso del signo
construcciéon “mediatriz”
como signo pivote

Signo construccién del punto
medio empleando la mediatriz
(Grupo 2), como un signo
pivote (construccion robusta)

1.

Concepcién -
artefacto (CI)

13.

Sintesis - foco de
atencidn (CIII)
14.

Indagar sobre
signos (CIII)

Signo construccién
matematico del punto
medio empleando la
mediatriz (Grupo 1).

3. Identificacion del
invariante y construccion
del enunciado de la
conjetura como solucién

al problema propuesto

Signo construccion de
cualquier punto D en la
mediatriz, toma de medidas
del punto D a los extremos del
segmento y uso de la funciéon
arrastre. Signo empleado
como pivote [12, 16, 18]

13.

Sintesis - foco de
atencion (CIII)
14.

Indagar sobre
signos (CIII)

Signo enunciado-
conjetura “Si ubicamos
un punto en cualquier
parte de la mediatriz del
AB entonces este punto
equidista de los puntos A
y B” [22] cercano al signo
matematico esperado

A continuacion, se presenta el analisis de la segunda sesion de clase que se incluye

en el presente estudio.

4.2 DESCRIPCION DE LA SESION DE CLASE PROBLEMA CUMBRE

En esta sesion de clase se tenia el propoésito de abordar el Problema Cumbre,

mediante el cual se esperaba que los estudiantes hicieran actividad demostrativa de
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manera auténoma, esto es, que trabajaran de manera independiente sin necesidad de

la mediacidn de la profesora de manera continuada. El enunciado del problema es:

Dados tres puntos no colineales A, B y C, construir el punto A’, simétrico axial de A

con respecto a BC.
Exploren con la herramienta arrastre cada uno de los puntos. ;Qué notan?
Cuando arrastran el punto C, ;qué sucede con el punto A”?

Escriban una conjetura y justifiquenla.

Como se vislumbra en el enunciado, los estudiantes tenian como tarea formular una
conjetura y realizar la justificacion de la misma. Se consideré que esto ultimo era
posible, ya que la comunidad de clase habiaestablecido el sistema tedrico local
suficiente para ello y se habian hecho acercamientos a la construccién de una
justificacion a partir de la soluciéon de los problemas propuestos en las sesiones de
clase anteriores. No se reportan por cuanto, como ya se ha mencionado, desborda las

posibilidades del presente estudio.

Para el andlisis de esta sesidon de clase, la misma se va a dividir en dos grandes
bloques. El primer bloque esta compuesto de tres episodios relativos a la construccion
en GeoGebra de los elementos planteados por el problema propuesto, y el segundo
bloque se centra en el reconocimiento del invariante presente en dicha construcciéon y

la posterior formulacién de la conjetura.

De manera particular, los objetivos de analisis de esta sesion de clase son los

siguientes:

1. Describir el papel de la profesora y su mediacién para que los estudiantes
expliciten sus concepciones con respecto a los objetos geométricos puntos
no colineales, simetria axial, circunferencia.

2. Describir el papel del profesor cuyo objetivo es que sus estudiantes

establezcan dependencias entre objetos y propiedades involucrados en el
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problema (e.g. a medida que la recta se mueve, el punto A’ también en un
sentido circular).

3. Describir el papel del profesor y del software durante el proceso de
exploracion de la construccion de los estudiantes con el propoésito de que
ellos evoquen elementos tedricos valiosos para establecer unaconjetura que

en términos generales sea como la siguiente:

Si A, By C son tres puntos no colineales en el mismo plano y el punto A’ es el

simétrico axial de A con respecto a BC, entonces A’ es un punto de la

circunferencia con centro en By radio AB.

A continuaciéon se presenta el andlisis respectivo al primer bloque antes

referenciado.

4.2.1 PRIMER BLOQUE: CONSTRUCCION EN GEOGEBRA DE LOS ELEMENTOS
PLANTEADOS POR EL PROBLEMA PROPUESTO

Como actividad inicial, la profesora presenta una diapositiva con el enunciado del
problema. Los estudiantes inician el proceso de construccion de los objetos y
relaciones que son condiciones del problema, es decir, el punto 4, la recta BC y el

punto A’ simétrico de A respecto aBC. En este bloque se analizara la mediacion de la
profesora, en torno a la construccién de tales objetos. Con ello, se vislumbra la

concepcidn que tienen los estudiantes de ellos.
Especificamente, los tres episodios son:

1. Construccién puntos 4, By C no colineales.
2. Construccién BC.

3. Construccion punto A’ simétrico del puntoA con respecto a BC como

producto de una concepcion del objeto eje de simetria.
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4.2.1.1 Construccion puntos A, By C no colineales:

Los estudiantes del Grupo 1 (E1, E2Z y E3) luego de leer el problema, se han tomado
mas de cinco minutos intentando abordarlo sin mostrar evidencia de produccién de
signos. Al ver esto, la profesora se acerca al grupo. En este momento tiene lugar la

siguiente interaccidn.

Construyamos el punto A, simetria axial de A [construyen el punto A. Luego

1 El de ello, pasan 5 minutos sin que el grupo de estudiantes haga algo en el
software. Releen el problema, para saber qué es lo que deben hacer].

2 P [La profesora recorre todos los grupos y se da cuenta que no han construido
nada mas y reconoce sus caras de confusién] ;Qué mas dice el enunciado?

3 E2 Simetriaaxial.

4 E3 Un By un C no colineales.

5 P Y ;qué quiere decir no colineales?

6 E3 Que no estan en la misma linea. [E1 construye los puntos B y C esperados].

7 P Que no estan en la misma recta. jExacto!

En el anterior apartado, se resalta la mediacién de la profesora, en términos de
enfocarse en hacer ostensivo lo que los estudiantes reconocen como puntos no
colineales. De manera especifica, las intervenciones [2] y [5] muestran la intencién de
la profesora en términos de dos asuntos: i) lograr que los estudiantes precisen las
condiciones del problema y determinen la primera construcciéon que se debe abordar
con el software [2] y ii) lograr que los estudiantes expliciten la definicién de puntos no
colineales [5] pretendiendo que ello sea un primer paso para hacer la construccién
respectiva. Producto de tales intervenciones, E3 en la linea 4 precisa la condicién que
se debe construir primero (lo cual se relaciona al primero de los dos asuntos) y en la
linea 6, E3 explicita la definicion de puntos colineales que luego es puesta en juego por

E1 en el software mediante la construccion correspondiente.
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Estos dos asuntos de mediacién no estdn de manera explicita en las cinco
categorias que el grupoZe( tiene para abordar la mediacion semidtica del profesor.

Se hace necesario entonces precisar, para este estudio, en el que la poblacién de
estudiantes corresponde a un contexto escolar donde el uso de software GeoGebra ha
sido escaso, el surgimiento de una sexta categoria de analisis que esté orientada a
evidenciar acciones que describan el acompafiamiento del profesor en el proceso de
construccion. Esta categoria serd llamada Acciones de mediacion semidtica del
profesor centradas en la construccion de los elementos que hacen parte del

problema propuesto(CVI), de la cual los indicadores que surgen son:

1. Orden-Objeto Pedir revision del enunciado del problema propuesto
enfocandose en el orden en el que deben construirse los objetos (signo
construccion) o en el orden en el que deben tenerse en cuenta relaciones
geométricas con el fin de que los estudiantes construyan las condiciones
propuestas por el problema. [Asociado al asunto i]

2. Concepcion-Objeto Indagar acerca de la concepcién de un objeto (signo
enunciado-concepcion) o relacién geométrica con el propdésito de emplearla
para que los estudiantes construyan de manera correcta elementos que

hacen parte del problema. [Asociado al asunto ii]

Vale la pena precisar que esta ultima accion es distinta a la acciéon concepcion-
artefacto propuesta por el grupo “ZeG por cuanto en ella primero debe haber un

signo producido por los estudiantes (bien sea una figura o un enunciado) para de ellos
indagar sobre concepciones de objetos geométricos involucrados, mientras que en la
accion Concepcion-Objeto primero el profesor cuestiona sobre las concepciones de
objetos involucrados en la situacion, para que luego se puedan producir signos. En
este caso particular, los estudiantes deben tener una concepcién sobre puntos no
colineales, para luego producir un signo construcciéon que ilustra los puntos A, By C
no colineales, hecho que sucede luego de la ultima intervenciéon de la anterior

trascripcion. La respectiva ilustracion se muestra en la Figura 4-6:
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Figura 4-6: Puntos A, By C no colineales, construidos por los estudiantes

4.2.1.2 Construccién BC:

En el siguiente apartado, los estudiantes se centran en la construccion de laBC
(segunda condicién a construir del problema). Se presenta entonces la interaccién de

la profesora con los estudiantes con el propésito de que el grupo produzca el signo

asociado a este paso de construccién (es decir BC).

Hasta este momento, los estudiantes han construido los tres puntos no colineales.
E1 tiene en la mano las hojas en las que estan las definiciones y los hechos

geométricos que hacen parte del sistema tedrico local conformado durante las

sesiones de clase (ver anexo 3e).

[lee el enunciado] Exploren con la herramienta arrastre sobre cada uno de los

8 E1 | puntos ;Qué notan? [arrastran los puntos].

9 P | Pero ;qué mas dice antes de irse a explorar?

w | o Construir el punto A [el estudiante no lee prima], simetria axial de A con
respecto a la recta BC...Pero eso no tiene sentido

11 | E2 | Necesitamos una linea.

12 P | Entonces, ;qué hay que hacer?

13 | E2 | mmm...;No toca unirlos? [haciendo una sefia con la mano y sobre los puntos
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By C como si trazara la recta que contiene esos puntos].

14 | E3 | ;Pero esunarecta o es un segmento?

15 | E1 | Pueshay que hacer un segmento [construyen el segmento BC y lo borran].

16 | E3 No porque no dice segmento, pero al mismo tiempo dice que no pueden ser
colineales.
Pero es que la [definicidn de] simetria axial dice segmento, se refiere al
segmento cuyos extremos son el punto y su simétrico [lee el siguiente

17 | E1 fragmento de la lista de definiciones]. La simetria axial de un punto respecto
a una recta r, es una transformacién que a cada punto A en el plano, le hace
corresponder un punto P tal que: 1) la recta r es perpendicular al segmento
AP.2) ...

18 | E3 | Pero entonces ;seria recta o segmento?

19 p ;Qué dice ahi?,[refiriéndose a la definicién de simetria axial en la lista de
definiciones del sistema tedrico local].

20 E1, | Recta [empiezan a explorar las herramientas para construir la recta, dudan

E2 | quérecta construir]

21 E3 [Leyendo las opciones que se despliegan en los iconos] ;Recta
perpendicular?, jno!

22 P | ;Quérecta les esta pidiendo el enunciado [del problema]?

23 | E1 | [exploralosiconosy abre el de recta perpendicular] Una perpendicular

24 P | ;Donde dice perpendicular en el enunciado [del problema]?

25 | E3 | Por ser la simetria axial ;no tendria que ser perpendicular?

26 P Claro ;pero quién es perpendicular? Lean el enunciado [refiriéndose al
enunciado del problema cumbre] ;Qué recta tenemos?

27 | E3 | BC[En un tono muy bajo]

28 | E1 | AesperpendicularaBC

29 P | ;A es perpendicular a BC?, ;un punto es perpendicular a una recta?

30 | E2 No. BC [sefialando sobre la pantalla la recta que hay que construir, y esta vez
en un tono mas alto, y aludiendo a la pregunta hecha por la profesora en 26]

31 P | Ubiquen la recta BC primero
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32 | E3 | Es que también nos dicen que no sean colineales

33 p Les estan pidiendo que hagan una simetria axial con respecto a la recta BC.
;Cual es la recta BC?

E1 | Esta[sefialando con el dedo la recta BC que aln no esta construida]
34
E2

35 P | ;Cual? Yo veo puntos

36 | E2 | Puestocahacerla. jPon una recta normal E3!

37 | E3 Ah pues claro. [se van a el icono recta y construyen la recta BC] Ahora si listo,
es la que estdbamos buscando, ya la tenemos.

En la transcripcion anterior!3, se evidencia como la profesora contintia indagando
sobre los elementos que hacen parte de las condiciones planteadas en el problema y el
orden en que éstas deben ser construidas, tal como se ilustra en las intervenciones 9 y
12. En estas intervenciones, la profesora busca que los estudiantes centren su

atencion en los elementos que deben construir y que estan en el problema propuesto

(i.e., (R‘)), pues los hace volver al enunciado para identificar los objetos que deben
ponerse en juego,enfocandose en el orden y en la construccion de los mismos para
construir las condiciones propuestas por el problema. En este sentido, la accién de la
profesora es categorizada como CVI 1 orden-objeto. El estudiante E2, en la
intervencion 13, hace alusidn a tal objeto al hacer un gesto con su mano, hecho que es
interpretado por la profesora como ilustracion de la recta solicitada, y que

posteriormente el mismo estudiante ratifica en 27 y 30. No obstante lo anterior, vale

la pena resaltar que para que los estudiantes aludan a la BC, requiere mas mediacién
de la profesora. Asi, en las intervenciones 14 a 26, ella pretende indagar las
concepciones que tienen los estudiantes de los objetos involucrados en el problema

(para este caso, la simetria axial y eje de simetria), de manera tal que ellos se percaten

13E] tono gris en la transcripcion fue usado para separar los apartados de la misma en los que se
dividié el analisis posterior: 8 a 13, CVI 1; 14 a 27, CVI 2 con relacion al objeto simetria axial; 28 a 31,
CVI 2 con relacion a la nocién de perpendicularidad; y 32 a 37, CVI 1.
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de la necesidad de construir la recta en cuestion. Con ello, la categoria

correspondiente a la accion de la profesora es CVI 2, concepcién-objeto.

Para este caso, se evidencia que aunque la definiciéon de simetria axial hacia parte
del sistema tedrico construido en las sesiones de clase, existe una comprension no
adecuada de dicha definicién entre los estudiantes. En lo que sigue, esta afirmacion se

justifica.

En las intervenciones 23 y 25, los estudiantes hacen referencia a
“perpendicularidad”. La profesora toma este enunciado e interpreta que los
estudiantes aluden a la condicion expresada en la definicion de simetria axial la recta r
es perpendicular a AP, y que con ello han evocado tal definicién. Con esto en mente, la
accion de la profesora se centra en buscar que los estudiantes usen su concepcion de
simetria axial, cualquiera que ésta sea, de una manera mas completa de tal suerte que

se enfoquen en explicitar las condiciones que se necesitan para construir el punto A’
(en este caso, un punto A y R’)), y no tanto en la propiedad geométrica de

perpendicularidad entre la BC y elAA’ que provee tal definicién. Claramente, la

profesora de nuevo realiza una accidn categorizada por CVI 2, concepcion-objeto.

Aun cuando la profesora tiene esta intencién (explicitar las condiciones que se
necesitan para construir el punto A’ y no usar la perpendicularidad), en las lineas 28 y
29 se tratan asuntos relativos a la concepcion de perpendicularidad. Frente a la
afirmacion 28 de E1, por ejemplo, la mediacion de la profesora se centra en la relaciéon
de perpendicularidad, intentando que los estudiantes precisen los objetos que se
deben asociar con tal relacion; asi, ella pregunta ;A es perpendicular a BC?, ;un punto
es perpendicular a una recta? [29]. Rapidamente EZ responde la pregunta de la
profesora aludiendo sélo a 1aBC. Con esta intervencién, la profesora intenta
cuestionar sobre las concepciones de los objetos que los estudiantes involucran
mediante la perpendicularidad, asunto que estd asociado con la concepcién que

puedan tener de tal relacion (CVI 2, concepcidn-objeto).
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De las intervenciones 32 a la 37, la interacciébn muestra que se retoma la

construccién de 1aBC. Especificamente, con las intervenciones 33 y 35 la profesora
pretende poner el foco en dicha construccién de manera tal que los estudiantes
produzcan finalmente el signo correspondiente (CVI 1, orden-objeto). En la
intervencién 33, al preguntar especificamente por la recta, la profesora quiere hacer
notar que la simetria axial requiere de laBC y con la 35, pretende que los estudiantes

efectivamente la construyan, hecho que finalmente ocurre en las intervenciones de los

estudiantes E2 y E3 [36 y 37]. (Figura 4-7)

Figura 4-7: Construccién de BC agregada a la construccidén previa de los estudiantes

Después de construir los puntos 4, By C no colineales y la BC, la interaccién entre
los estudiantes ilustra que aun no hay una buena comprensién de la definiciéon de
simetria axial. En las intervenciones 38 a la 46 se continia dando una interaccion
similar a la que se ha dado hasta este momento en la que nuevamente se evidencia
que persiste una confusion entre los estudiantes con respecto al concepto de simetria,
y entre cudles objetos se presenta la relacién de perpendicularidad. Aunque la
profesora realizé6 mediacién previamente para especificar que entre un punto y una
recta no se habla de perpendicularidad [29], su accion categorizada en este caso por
CVI 2, concepcion-objeto no fue efectiva por cuanto los estudiantes no evolucionan en
su signo enunciado (repiten que un punto es perpendicular a una recta), como se

evidencia en la siguiente intervencion:
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[leyendo la definicién de la lista] Miren, la simetria axial con respecto a una
recta r es una transformacién que a cada punto A del plano le hace

40 | E1 | corresponder un punto P tal que la recta r es perpendicular al segmento AP [no
la lee por completo]. O sea mas o menos seria queA es perpendicular al

segmento BC ;no?

41 E3 | Ahlisto, o alarecta en este caso.

Pese a lo anterior, si se puede decir que ha habido una modificacién del signo -
construccion pues poco a poco se va enriqueciendo la construccién (ver Figuras 4-6 y
4-7) que luego posibilitara hacer una exploraciéon para establecer la conjetura que se

solicita como tarea.

4.2.1.3 Construccion punto A’ simétrico del punto A con respecto a BCcomo
producto de una concepcion del objeto eje de simetria

Con el panorama descrito anteriormente, la profesora reconoce que debe hacer
mediacion para que los estudiantes logren poner en juego en esta situacion la
definicion que tienen escrita de simetria axial, pues ain no la han operacionalizado
para encontrar A’'ycomprender que para determinar el punto A’ como simétrico axial
del punto A en esta situacion, deben identificar la recta con respecto a la cual A’ es el
simétrico axial de A, es decir la BC y determinar que esa es la recta con respecto a la
cual se debe “reflejar” el punto A usando la herramienta “refleja objeto en recta” del
SGD. Surge entonces la ultima interaccion de este primer gran bloque, que se ha
dividido en dos momentos: uno que tiene que ver con la conceptualizacion de simetria
axial e identificacion de la recta eje de simetria en la situacion, y otro que esta

asociado con la realizacion de la construccion del punto A’ simétrico de A.

4.2.1.3.1 Concepcién e identificacién del eje de simetria.
Previo a esta interaccidn, la profesora ya habia hecho un recorrido por todos los
grupos y se habia percatado que los demas grupos también tenian confusién respecto
a la recta que debe ser usada como eje de simetria pues ain no la han identificado, ni

la han construido.
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En la siguiente parte de la interaccion se evidencia el interés de la profesora por
centrar su mediacion en que los estudiantes aludan a su concepcién del objeto eje de
simetria y con ello, identifiquen a laBC como eje de simetria de manera tal que con

respecto a elladeterminen el simétrico del punto A.

[Dirigiéndose a todo el curso] Bueno aqui algo para todos. ;Qué

47 P i
me piden que construya?
48 E1l Una recta
49 P Bueno si una recta, pero ;me piden qué mas?

50 Estudiantes iEl espejito!

51 P El espejito del que nosotros hablamos era una recta.

52 E1l iSimétrico axial de A con respecto a la recta BC!

53 P 0 sea, ;Qué tengo que construir?

54 El La linea BC.

cc p La linea BC y ademas la simetria axial de un punto. ;Alguna vez
nosotros hemos construido el simétrico axial de un punto?

56 E3 No

57 p (No? Exploren las herramientas a ver si hay alguna que se lo
construya. Explore las herramientas

cg E1 Esta es la linea, porque es el espejo. [Sefiala la recta BC mientras
arrastra el punto A]

59 E2 Uy,ahora si.
Uy, ah claro, lo logramos.[El estudiante hace una cara de

60 E3 satisfaccién alhaber identificado, después de una larga

interaccidn, a la recta BC como eje de simetria sin construirla]

En las intervenciones 49, 53 y 55, la profesora centra sus acciones en dos aspectos

i) la identificacion de BC como el eje de simetria tal como lo plantea el problema y ii)
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el reconocimiento de tener que construir el punto A’, a partir del signo construccion

que ya se tiene y lo dicho en i).

En este sentido, tienen lugar las intervenciones 50 y 51, en las que se observa
claramente queel concepto de eje de simetria que tienen los estudiantes como
“espejito” (signo enunciado-concepcidn), surge la construccién del punto A’ con las
condiciones deseadas. En este caso la palabra “espejito” esta tan asociada a la simetria
axial y los estudiantes se han apropiado tanto de ella, que después de que los
estudiantes la mencionan [50] y la profesora interviene recordando que ese espejito

es una recta [51], E1 menciona de manera inmediata a qué objeto se le aplicaria la

simetria axial (punto A) y con respecto a qué objeto ((B_(f) [52].

A partir de la concepcion que los estudiantes tienen de un objeto por el que la
profesora indaga (simetria axial), se realiza la identificacion de un elemento que hace
parte del problema y se desea construir. Con la intervencion 49, ademas de que la
profesora precisa el objeto a construir de acuerdo con el orden que exige la
construccion, tiene como objetivo que los estudiantes aludan a su concepcién (como
“espejito”) de la recta involucrada en la simetria y que una vez hecho eso, traten de
precisar cual es el objeto que tienen que construir asociandolo a esa idea. La profesora
esta llevando a que sus estudiantes usen las concepciones que tienen de un objeto
especifico que esta involucrado en el problema para producir un signo construccion
(CVI 2, concepcion-objeto). En este episodio no se mencion6 la definicion formal de

simetria axial. Sélo se hizo uso de la concepcidn que se tiene de ella en la clase.

4.2.1.3.2 Construccion del punto A’ simétrico de A

En la dltima parte del didlogo anterior entre la profesora y los estudiantes, ella
llama la atencién sobre las herramientas del software que posibilitarian la
representacion de la situacidon descrita en el problema para hacer la exploracion que
permita resolverlo [57]. A continuaciéon se presenta una interaccion en la cual la
profesora dialoga con un solo grupo. Especificamente, la mediacion de la profesora se

centra en que los estudiantes reconozcan la herramienta del software que les permite
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realizar dicha construccién, y como consecuencia de este reconocimiento, realicen la

construccion del punto A’

61 P | ;Donde esta el punto A’?

62 | E2 | Ahi [sefiala al punto A]

63 P | Y;ddonde esta el punto A’? ;Qué es A”?

61 | E1 El de la mitad, ;no? [sefialando al punto que seria la interseccion entre la
recta BCy el segmento AA’]

65 p ;Qué es lo que dice [refiriéndose al enunciado de el problema cumbre]?
(Quién es A”?

66 | E3 | Elsimétrico axial de A con respecto alarecta BC.

67 p Exactamente. ;Donde estd ese punto? [se refiere al punto simétrico de A con
respecto a la recta BC].

68 E2 | No esta.

Exploren las herramientas [del software]... Les acabo de decir, exploren las

69 P
herramientas para sacar ese punto, a ver de déonde lo pueden sacar.
[De la intervencién 71 ala 74 los estudiantes exploran las herramientas y
buscan cudl es la que mejor se ajusta a lo que deben construir]

7e | E1 “refleja objeto en recta” [lee las herramientas del software al pasar el mouse

sobre ellas]. Pero...

76 | E2 | Esaes[Serefiere ala que acaba de decir E1].

77 P | ;Qué eslo que hace el espejo?, ;El espejo qué es lo que hace con su imagen?

78 E1 | El simétrico, la refleja.

79 P | ;{Qué eslo que van a reflejar?

80 | E2 | El punto A.

;Con respecto a quién? [Los estudiantes titubean para responder, y mueven

el mouse sobre los puntos].

81 P
Chicos, ;qué dice la herramienta? Lean, parate encima de la herramienta.

[senalando con el dedo donde deben ubicar el mouse] ;Qué dice?

82 | E2 | Objeto areflejar, luego eje de reflexion [leyendo la etiqueta que se despliega
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al ubicar el mouse sobre el icono sobre el que deben hacer clic]

83 P Ok, entonces en ese orden debemos hacerlo.

84 | E3 | Ahya.

Esto es lo que tenemos, el punto A y esto es lo que pensamos que era el
85 | E2 | espejo [sefnalando la recta BC], falta el otro [los estudiantes hacen clic sobre

el punto A].

86 | E1 | Yluego eje de reflexidn.

87 | B2 Vuelvo a intentarlo [han seleccionado accidentalmente puntos distintos a A
cuando emplean la herramienta]. A ver. Por fin.

Exacto, ahi esta perfecto
[mientras arrastra el punto Ay
verifica que el punto A’ es
efectivamente su simétrico con
88 | E3 | respecto alarecta BC]

Figura 4-8

Con las intervenciones de la 61 a la 69, la profesora llama la atenciéon de los
estudiantes sobre el hecho de que atin hay elementos faltantes en la construccién de
acuerdo a lo solicitado, planteando preguntas como ;donde estd el punto A’?, ;Qué
(quién) es A’?, con las que pretende que los estudiantes reconozcan los elementos que
efectivamente se han construido, es decir esta centrada en CVI 1, orden-objeto.
También indaga sobre la identificacién que han hecho los estudiantes del punto A’ y la
condicion particular que este tiene, a diferencia de los otros elementos que propone la
construccion, el punto A’ es un punto que debe aparecer producto de una
transformacidn; no se construye de igual manera que los otros tres puntos A, By C [63
y 65]; con esto, centra su mediacion hacia la producciéon del signo construcciéon que
complete el producido hasta ahora, con la determinacion del punto A’. Producto de la

mencionada indagacion, E2 [68] cae en cuenta de que aun falta construir el punto A’,
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razon por la cual es posible que piense que debe aparecer producto de la

transformacion mencionada.

Vale la pena rescatar que en esa secuencia de intervenciones se refleja evolucion de

signos producidos por el grupo: modifican el signoenunciado en el que sospechan que

el punto A’ ya esta construido (han asumido que el punto es la interseccién entre BC y
un segmento sin haber realizado la construccién de AA’ y sin haber reconocido atn
que ese es el segmento) [62 y 64], por un signo en el que reconocen que efectivamente
aun no se ha construido el punto A’ [68]. El primero de estos signosenunciado podria
considerarse como un signo pegado al artefacto por cuanto la interseccién que

mencionan surgiria producto de una construccién que podrian desarrollar con el

artefacto a partir de la construccién que tenian hasta el momento ((B_C), y punto A). El
segundo signo enunciado (en el que los estudiantes se refieren a que ain no se ha
construido el punto A’) no se puede catalogar como matematico, pero si es importante
para continuar con la consecucién de un signoconstruccién util para la exploracién

que cumpla con las condiciones del problema.

Siguiendo con el analisis de la interaccién, de manera especifica, en sus intervenciones
69, 81 y 83, la profesora llama la atencion sobre el uso del artefacto y las cosas que se
pueden hacer con él para realizar construcciones, indagando sobre la(s)
herramienta(s) del software que permitiria(n) elaborar dicha construccién para que
asi, los estudiantes hagan asociaciones entre qué herramienta se debe seleccionar y
los objetos de la construcciéon que deben ser seleccionados. En la Figura 4-9 se
muestran las etiquetas que aparecen sobre el icono de la herramienta que los
estudiantes emplean en GeoGebra para realizar la reflexiéon de un punto respecto a

una recta.
CeoGebra

;NABC_E:E4$>
L) vl &l "¢

v

Reflect Object about Line
{ Select object to reflect, then line of reflection -

Figura 4-9
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Dado que el propoésito de la profesora es que los estudiantes hagan uso de la
herramienta “refleja objeto en recta” para construir el punto A’, vale la pena
mencionar que el SGD ha sido empleado en dos vias: i) con el propésito de que los
estudiantes se familiaricen con el software, asociando los objetos geométricos con la
herramienta mismay ii)con el propdsito de que se use ese software para cumplir con
las condiciones del problema [77 y 79] (asociar el punto dado A con el punto que se

debe picar en la herramienta como el objeto a reflejar -tal como aparece en la

etiqueta-, y asociar la recta de reflexién con BC que han construido).

Con lo anterior, tiene lugar el indicador 3 de la categoria CVI que emerge como una

nueva accién de la profesora en su mediacion:.

3. Artefacto-objeto revisar o pedir revision del uso del artefacto en
términos del uso de sus herramientas o funciones, para enfocarse en los
elementos necesarios requeridos por el artefacto (informaciéon en las

etiquetas), al hacer uso de él para obtener la construccién buscada.

Asi, la profesora busca especificamente que algunos elementos asociados con el uso
de la herramienta (como los enunciados que aparecen al ubicar el mouse sobre los
iconos), permitan que los estudiantes se enfoquen en todos los elementos requeridos
de acuerdo a la herramienta(CVI 3, artefacto-objeto), y logren hacer uso del artefacto
de la manera adecuada para producir el signo esperado como lo evidencian en su

intervencion 87.

Finalmente, los estudiantes han realizado la construccién necesaria, asociada a la
situacion, para poder hacer la exploracion que les permitira solucionar el problema.
Aunque la mediacién de la profesora es efectiva por cuanto el grupo realiza el
esperado signoconstruccion (Figura 4-7), la investigadora considera que los signos
producidos por los estudiantes estan pegados al artefacto dado que para realizarlos,
los estudiantes hicieron uso de los recursos de ayuda del software (ver indicador 3 de

la CVI). Mas aun, considera que tal signo no puede ser considerado matematico en
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ningdn sentido, pues es producto de una conceptualizaciéon de eje de simetria como
“espejito” y no al uso de la definiciéon formal de simetria axial. Definitivamente, hubo
demasiada mediacién por parte de la profesora y los estudiantes no trabajaron de
manera auténoma como se esperaba dada su no apropiacién de la teoria geométrica y
del software mismo. Producto de tal mediacion de la profesora, se evidenciauna
modificacion en los significados de los estudiantes; por un lado en la asociacion de la
concepcidn de “espejito” con la recta eje de simetria y por otro en el concepto de la

simetria axial.

4.2.1.4  Una breve sintesis del andlisis

Este primer bloque estuvo centrado en la construcciéon de las condiciones del
problema. En este contexto, la mediacion de la profesora se centré en tres aspectos
relacionados con la construccién de las condiciones pedidas por el problema: i) pedir
revision del enunciado propuesto por el problema y del orden en que se deben
construir los objetos, ii) indagar acerca de las concepciones de los estudiantes para
asociarlas con construcciones de los objetos, y iii) revisar o pedir revision del uso que
se hace de las herramientas o funciones del artefacto para obtener una construcciéon
pedida, a partir de la informacién del “como se usa” que aparece en las etiquetas
cuando se pasa el mouse sobre los iconos de las herramientas de GeoGebra. Dado lo
anterior, surgid la categoria emergente CVI que aportd tres indicadores para analizar
la mediacion semiotica de la profesora en los asuntos relacionados con la construccién

de objetos solicitada en los problemas mismos.

En la siguiente tabla se hace una descripcion de las acciones de la profesora y de la

modificacion de signos de los estudiantes
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Tabla 4-2:

Acciones de la profesora y modificacion de signos de los estudiantes durante el Primer Bloque de la
sesion de clase Problema Cumbre

ACCIONES
ESPECIFICAS DE LA
EPISODIO fg;ngg'i‘{ljsll)(l;glgT%ES: PROFESORA SIGNO MODIFICADO
CATEGORIA
EMERGENTE CVI
PR Signo construccion . Signo construccion
g > " punto A 1. Orden - objeto puntos 4, By Cno
é a 2 2. Concepcién - colineales
%‘ ; E objeto
o £ 8
=)
— 8.
\g %no construccion 1. Orden - objeto Slgno COI’lStrl:lCC.i(l)'l’l BC
B BC asociado al significado
2 2. Concepcioén - matematico recta eje de
g objeto simetria.
8
. IU
N
Signo enunciado . Signo construccién A’
o O ] -
= 8 Ig 5 _‘09, concepcion “espejito” 1. Orden - objeto como la reflexion del
22 23 ~§ al referirse al eje de 2. Concepcidn - punto A respecto a BC.
g E g 2T ¢ | simetrfaenuna objeto
8o 2387 g reflexion 3. Artefacto - objeto
= 2 v T Ne) )
EEiiie
EEE95%
o n © e c
w< <88

4.2.2 SEGUNDO BLOQUE: FORMULACION DE LA CONJETURA

A continuacidén se presenta el analisis del segundo bloque de esta sesion de clase,
centrado también en el proceso de conjeturacién, pero esta vez haciendo énfasis en
acciones de la profesora que llevan a la producciéon de signos por parte de los
estudiantes entorno a la exploracién, determinacién de invariantes y formulacién de
la conjetura esperada. Se espera que este signo enunciado conjetura sea formulado

por los estudiantes a partir de los signos que han producido. Se pretende entonces,
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que al finalizar este segundo bloque, los estudiantes formulen un enunciado

condicional cercano al que sigue:

Si A, By C son tres puntos no colineales en el mismo plano y el punto A’ es el
simétrico axial de A con respecto a BC, entonces A’ es un punto de la circunferencia

con centro en By radio AB.

Se ha dividido este segundo bloque en dos episodios, uno relativo al momento en el
que los estudiantes se dan cuenta de la propiedad invariante, y otro enfocado en la

escritura de la conjetura como un enunciado condicional.

4.2.2.1 Identificacion del invariante
Ya teniendo la construccién de los objetos planteados por el problema (puntos A, B,
C Ay E) la profesora orienta el trabajo de los estudiantes de manera tal que se

percaten de la propiedad invariante. En este contexto, tiene lugar la siguiente

interaccidn.

1 E1 | Miralisto, cuando arrastras el punto C, ;qué pasa con el punto A? ;Con el
punto A’? [Lee el enunciado del problema; mientras tanto, E2 arrastra el punto
C nuevamente]. Mira es este, se mueve [sefialando con el dedo al punto A’].

2 E2 | iEn circunferencia, haciendo una circunferencia! [Arrastran el punto C].

3 E3 | ;Sera una circunferencia?. Bueno parece que si es una circunferencia.

4 E1 | [Llama ala profesora]. Mira.

5 P A ver, ah, jbueno!

6 E1 | Entonces ahi dice: “Cuando arrastras el punto C, ;qué pasa con el punto A’?”
[Lee el enunciado del problema].

7 P ;Qué ven que pasa ahi?

8 E1 | Se mueve en una circunferencia.

9 P (Segura? ;Como puedo verificar yo eso?, ;como puedo hacerlo con todas esas
herramientas que tengo?

10 | E1 | jEncircunferencia!
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11 | E2 | Yo pienso que por propiedades de objeto y activa la herramienta rastro

12 | E3 | [Mientras exploran herramientas] ;Dénde esta? No, ya sé, ya sé [Activa la
herramienta rastro sobre el punto A" en la opcion preferencias y arrastra
nuevamente el punto C]

13 | E2 Dale, listo.
Mueve. [Llama a la profesora]. Mira.
[Muestra la Figura 4-10 en su
pantalla].

14 | E1

Figura 4-10

15 | P Pareciera que estan en lo cierto mis muchachos.

16 | E3 | Estamos en lo cierto [afirmando que es correcto lo que dijeron en 2, 8 y 10].

17 | P Esperen porque me estan hablando todos al tiempo. Bien, o sea, ;ta dices
[dirigiéndose a E3] que lo que sucede es...[se aleja hacia el tablero electrénico
y sefialando la misma construccién] que se mueve en circunferencia el punto
A

18 | E2 | Si

En el anterior apartado, las acciones de la profesora estan dirigidas inicialmente a
proveer tiempo suficiente para que los estudiantes realicen una exploracion
autonoma sobre la construccion realizada con miras a determinar una invariante. En
las acciones del profesor propuestas por el grupo “Fe @, algo como ello no es explicito,
pero debe suceder en el marco de la aproximaciéon metodoldgica para la ensefianza

que el grupo propone. Esta no es una accién que deliberadamente todos los

profesores del colegio donde se realizé el experimento tengan presente.
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Con esta accidn la profesora pretende favorecer que los estudiantes reconozcan el
invariante “el punto A’ pertenece a la circunferencia con centro en B y radio AB”. En
las intervenciones 1, 2 y 3, la accién de la profesora refleja sus frutos dado que los
estudiantes efectivamente identifican un invariante que se corresponde parcialmente
con lo esperado: en la intervencién 2, E2 produce un signoenunciado en el que afirma
que el punto A’ se mueve describiendo una circunferencia. Con afirmaciones como “ah
ibueno!“ [5] la profesora esta validando el trabajo realizado por los estudiantes. Luego
de esto, en su intervencion 7, al indagar sobre los signos que ellos han producido y
sefialar: “qué es lo que ven que sucede”, esta solicitando que los estudiantes precisen
la propiedad invariante que han percibido. Esta accién se categoriza como centrada
en la conjetura como solucion al problema propuesto (CIII 14, indagar sobre signos).
Igualmente indaga sobre los signos producidos, al pretender que los estudiantes
verifiquen que efectivamente sus ideas son acertadas por medio de preguntas como
“¢Segura? ;Como puedo verificar yo eso?, ;CO6mo puedo hacerlo con todas esas

herramientas que tengo?” [9].

Los estudiantes producen el signo enunciado concepcion “En una circunferencia”
[2], “Se mueve en una circunferencia” [8]. La mediacion de la profesora lleva a que los
estudiantes activen la herramienta rastro [11, 12] y se produce el signo construccion:
la circunferencia aparece de manera explicita [14, 16]. En este momento la profesora
se percata de que los estudiantes tienen todo para precisar la propiedad invariante,
verificarla y producir un signo conjetura. La profesora considera que los estudiantes

estan ya proximos a producir una conjetura cercana a la esperada.

En la siguiente tabla, se ilustra una relacion entre los tipos de signo producidos por

los estudiantes, y la modificacién en los mismos:
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Tabla 4-3:

Modificacién de los signos de los estudiantes

Representacion

S S
. . . egundo
'g g . . iy Primer signo - Segundo signo g
8 g Primer signoconstruccién . i signo
=k enunciado construccion .
= enunciado
iEn 8
o circunferencia, S
g i 2 .
£ hac1endo una £ | Representacién Estarpos en
@ circunferencia! | @ e lo cierto.
I [2] g | deBC, el punto A [Afirmando
© Representacion de BC, el k] S & y su simétrico ]
= R i 3 e mueve en S oo . 3 que es
«© | punto Ay su simétrico axial 2 una 4 | axial A’ Activar | 2 correcto lo
S ", £ : : = & o
2 A’. Arrastre del punto C circunferencia | ra'stro del punto que dijeron
5 8 = A’ Arrastre del 28
4] 18] g unto C enaey
2 En una 8 p 10].
circunferencia | g
[10] =

Vale la pena resaltar que los primeros signos (tanto construccién como enunciado),

presentados en la tabla son del artefacto ya que sus producciones estan totalmente

fundamentadas en el uso del artefacto (arrastre del punto C y movimiento

aparentemente circular del punto A’). Ahora bien, los segundos signos producidos, son

utilizados por la profesora como signos pivote. En su intervenciéon 15, la profesora

valida el invariante encontrado por los estudiantes, y al afirmar que “...ta dices que lo

que sucede es... que se mueve en circunferencia el punto A

mn

[17], estd haciendo una

sintesis de una idea de los estudiantes y establece el foco de atencién en dichos signos

(CIII 13, sintesis-foco de atencién) que seran utiles al momento de producir el signo

enunciado conjetura esperado.
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4.2.2.2 Construccion del enunciado de la conjetura
El presente episodio relacionado también con el proceso de conjeturacién, centra

esta vez la atencidn en la produccion del signo enunciado-conjetura esperado.

19 P | Listo, ;pueden escribir una conjetura?. Ahora escriban la conjetura.

Si... y entonces... [haciendo referencia a la estructura de enunciado condicional

20 | E1
con que se han construido conjeturas en la clase].

21 | B3 Listo Si... y entonces... [E3 lee otras conjeturas que se han escrito en el curso
para tomarlas como ejemplo].

22 | E1 Bueno, a ver Si... si que, ;qué vas a decir E3? [titubean al establecer qué deben
escribir]. Si el punto C se mueve, entonces el punto A”"...

23 E3 [Escribe mientras E1 y E2 dictan] Si arrastramos el punto C, entonces el punto

A’ se mueve haciendo una circunferencia.

Pero esperen. Es que no esta completa. Igual toca ponerle lo que tenemos.
24 | E2 | Tenemos que hablar de simetria axial [...] Si el punto A" es el simétrico

25 P | ¢Qué tienen ahi chicos?

26 E2 | Una circunferencia

27 P | Listo, entonces. ;Qué quieres decir?

28 | E2 | El punto medio, siempre va a ser B.

29 P | (Como se llama eso en una circunferencia?

30 | E3 | Mejor dicho, la recta va a actuar como un radio y la mitad de la circunferencia

31 P Ala mitad, a ese punto, lo llamamos también centro.

32 | B3 Seria el centro de la circunferencia y ademas su radio también. [Titubean al
decidir qué escribir].

(Pero quién es ese A’? Piensen en lo que construyeron, el punto A’ era algo con
36 P | respecto alarecta BC. De ah{ partieron, y llegaron a ver que el punto A’, ;d6nde

estaba?

37 E1 | Enla circunferencia.

38 P | Pero, ;de qué circunferencia estamos hablando? Es una circunferencia especial.
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39 | E3 | ;Porqué?

40 P | Bueno piénsenlo.

41 | E2 | Porque sucentroesB

42 P | Busquen su definicién de circunferencia, busquen sus definiciones.

43 | E1 | BC

44 P | ;BC? Mueve C [E2 mueve C] ;Cual es el radio?

45 | E2 | BA

46 P | ;Y cudles el centro?

47 | E1 | ElcentroesB

48 P | ;Qué fuelo primero que hicieron?

49 E2 | Tres puntos.

50 P | Bueno, ;después?

51 | E3 | LarectaBC

52 P | ¢Después?

53 | E2 | Encontramos el punto A’.

54 P | ;Después qué pas6?

55 | E2 | Encontramos la circunferencia con el punto C.

56 p Bueno mueves el punto C ;cierto? Y se dieron cuenta que ese punto
A’pertenece ;a qué?

57 | E1 | Alacircunferencia.

58 P | (A qué circunferencia?

59 E1 | Auna circunferencia con radio AB, entonces ya tenemos la conjetura.

60 p Yala tienen, si...entonces... [la profesora mira el reloj y se percata que la sesién
de clase ya va a terminar].

61 | E2 | Yalatenemos [E3 abre Word].

62 | E3 | Aver.;Qué queremos decir, cual es nuestro enunciado?

63 | E2 | Siel punto...;puedo poner los puntos?

97




64 P | Los puntos no colineales.

s | B2 Si los puntos no colineales A, B, C ...[titubean al continuar]. No sé qué hacer, te
lo juro.

66 P | ;Y lasimetria axial?

Es que aqui ya esta. Usen la informacién, se acuerdan que lo primero que uno
67 P | pone ahi eslo que yo conozco. ;Qué es lo que pongo alli? ;No es lo que me da la

situacién?

68 | E2 | Quelos puntos A, By C son no colineales.

69 P | Perfecto. ;Y qué otra cosa me da la situacién?

70 | E2 | Que A’ es el simétrico de A.

71 P | ;Con respecto a quién?

72 E1 | ABC.Elsimétrico de A con respecto a la recta BC.

73 P | ;Qué quieres decir? [dirigiéndose a E2]

74 | E2 | Que A’ pertenece a la circunferencia con centro en B y radio AB.

[Escribe con los aportes de E1 la conjetura] Si puntos no colineales A, By C,
75 | E2 | tienen un punto simétrico A’ de A con respecto a la recta BC, entonces A’

pertenece a la circunferencia con radio AB

- p Y yo qué mas tengo que decir de la circunferencia. ;S6lo el radio? ;Qué mas
datos tengo que nombrar de una circunferencia? ;Ustedes ya lo habian dicho?

77 E2 | Elcentro

78 P Cuando hablamos de circunferencia, hablamos del radio y del centro A

[Agrega a la conjetura “y su centro de B”] La conjetura del grupo queda escrita

79 | E1 de la siguiente manera: Si puntos no colineales A, By C, tienen un punto
simétrico A’ de A con respecto a la recta BC, entonces A’ pertenece a la

circunferencia con radio AB y su centro de B]

En el momento en el que la profesora pide a los estudiantes que produzcan un
enunciado conjetura [19] sus acciones se centran en la comprension y uso del
enunciado condicional como objeto, especificamente en pedir que se haga uso de tal

enunciado (CII 9, Conjetura - condicional). Tiene lugar una interaccién entre los
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estudiantes [20 - 23] en la que se produce una modificaciéon del signo enunciado
producido con anterioridad [2, 8, 10] que inicialmente esta pegado al artefacto, a uno
que tiene un poco mas de elaboracién y que estd mas cercano al signo matematico
esperado: “Si arrastramos el punto C, entonces el punto A’ se mueve haciendo una
circunferencia”. Asi, la profesora lo ve como util para usarlo como pivote pues aunque
se refiere a elementos que estan asociados al artefacto (“si arrastramos...se mueve”),
ella reconoce que en términos generales, el hecho geométrico que se quiere reportar

estd presente en tal enunciado.

De las intervenciones 25 a la 58, se produce una interaccion en la que la profesora
busca que los estudiantes identifiquen los elementos que tienen hasta el momento.
Particularmente con la intervencién 25 “;qué tienen ahi chicos?” y 36 “;Pero quién es
ese A’? Piensen en lo que construyeron, el punto A’ era algo con respecto a la recta BC,
de ahi partieron, y llegaron a ver que el punto A’, ;dénde estaba?”, estd pidiendo
explicitacion de las condiciones construidas (CII 7, identificacion - antecedente y/o
consecuente), es decir de lo que seria el antecedente de la conjetura. Aunque la
mediacion busca que, en el signo de los estudiantes, se modifique el antecedente [36],
ellos mencionan elementos del consecuente [37], razén por la cual la profesora
orienta la interaccion para que los estudiantes aludan a las caracteristicas de la
circunferencia [38], es decir sigue la idea de los estudiantes. Luego que los estudiantes
han precisado en cierta medida el consecuente [45, 47], la profesora se centra
nuevamente en que reconozcan las propiedades del antecedente mediante la alusiéon a
los objetos construidos antes de iniciar la exploracion (CII 7, identificacion -

«

antecedente y/o consecuente). Asi, pregunta “;Qué fue lo primero que hicieron?...
Bueno, ;después?.. ;Después que pas6?” [48 - 54]. Con esto y las interacciones
ocurridas de la linea 56 a la 58, la profesora nuevamente se centra en que los
estudiantes expliciten las condiciones que deben ir tanto en el antecedente como las
propiedades que deben estar en el consecuente. Seguido de esto, con la afirmacién
“...entonces ya tenemos la conjetura” [59] de E1, pareciera que por lo menos él, ha

ganado conciencia de las componentes que debe tener el enunciado condicional
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solicitado, hecho que muestra unos réditos parciales puesto que existe esta
identificacién, los estudiantes dan respuesta acertada en términos del consecuente,

pero aun no dilucidan el antecedente de manera completa.

En su intervencion 62, la profesora les pide escribir el enunciado de la conjetura
(CII 9, conjetura-condicional). Sin embargo, en sus intervenciones 64 y 66, la profesora
de nuevo tuvo que guiar el trabajo de los estudiantes y es ella quien menciona dos de
los elementos del antecedente (4, By C son puntos no colineales y A’ es el simétrico
del punto A respecto de la recta BC), hecho que ratifica un comentario anterior. En las
intervenciones de 67 a la 74, la profesora sigue guiando el proceso haciendo que los
estudiantes expliciten de nuevo, antecedente de la posible conjetura. Es en la
intervencion 79, que E2 escribe el signo conjetura del grupo que la profesora reconoce
como un signo matematico cercano a la conjetura esperada. Asi pues, pese al esfuerzo
de la profesora por intentar que los estudiantes generen una producciéon auténoma, se
reconoce que los estudiantes ain estan lejanos de ello. La profesora constantemente
debe hacer preguntas que focalicen a los estudiantes es ciertas acciones, para este
casa, en la identificacion de las condiciones del antecedente. Parece que los
estudiantes tienen claro como determinar el consecuente (propiedad invariante: A’
pertenece a una circunferencia) pero olvidan todas las condiciones que conllevan a tal

propiedad.

Vale la pena mencionar que en medio de esta interaccion, en las intervenciones 29
y 31, sus acciones estan dirigidas a que los estudiantes precisen su concepcion del
objeto "centro de circunferencia”; de manera, la profesora pretende que el signo
producido por E2 [28] y E3 [30], en el que afirman que el punto medio o mitad de la
circunferencia es el punto B, sea modificado. En este sentido, tiene lugar la accion CI 4,

abordar imprecisiones.

4.2.2.3 Una breve sintesis del andlisis
Este segundo bloque estuvo centrado en la identificacion del invariante y la

produccion del signo enunciado-conjetura por parte de los estudiantes. En este
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sentido, la mediacién de la profesora se centr6 en dos aspectos, uno relacionado con la
conjetura misma como solucién al problema propuesto y el otro en la comprension y
uso del enunciado condicional. En cuanto al primer aspecto, las acciones de la
profesora se dirigieron a indagar sobre los signos y a realizar una sintesis en torno a
los elementos utiles en la produccion de la conjetura. En cuanto al segundo, tales
acciones se orientaron a establecer el antecedente o consecuente y a pedir el uso de la

conjetura en formato condicional.

Para terminar este segundo bloque, al igual que se hizo en el primero, se hace una

descripcion en una tabla de la evolucion de signos, y las acciones de la profesora.

Tabla 4-4:

Acciones de la profesora y modificacién de signos de los estudiantes durante el Segundo Bloque de la
sesion de clase Problema Cumbre

ACCIONES
PRIMER SIGNO DE LOS .
EPISODIO ESPECIFICAS DELA SIGNO MODIFICADO
ESTUDIANTES
PROFESORA
Signo construccion BC,A | 13. Sintesis - foco de Signo construccion al emplear la
y su simétrico axial A’. atencién (CIII) herramienta rastro y describir la

Arrastre del punto C. circunferencia. La profesora lo

14. Indagar sobre
Signo del artefacto signos (CIII) empleara como pivote para

producir la conjetura.

Signo enunciado- Signo enunciado “Estamos en lo
concepcidn “Se mueve en cierto”
una circunferencia”.

1. Identificacion del invariante

Signo del artefacto

© Signo enunciado- 4. Abordar Signo enunciado-conjetura “Si
45»:;’ conjetura “Si arrastramos | imprecisiones (CI) puntos no colineales A, By C,
. E B - - y o ’
T 3 el punto C, entonces el 7. Identificacién tienen un punto simétrico A" de A
?S %j pun.to A’ se mueve antecedente y/o con respect,o alarecta BC,
§ 'g haciendo una consecuente (CII) entonces A" pertenece a la
5 B circunferencia” [23] ] circunferencia con radio AB y su
2 G . 9. Conjetura - N .
S £ Signo del artefacto o centro de B” [78]. Signo
© 2 ; condicional (CII) L.
N empleado como pivote. matematico
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4.3 RESULTADOS DEL ANALISIS

Teniendo en cuenta los analisis realizados, a continuacion se presenta una sintesis
de las acciones de mediacién semidtica de la profesora tendientes a favorecer la
modificacion de signos de los estudiantes. Se presentan consideraciones en torno a la
categoria emergente CVI y a la gestion misma de las sesiones de clase cuyas

producciones fueron objeto de analisis.

La Tabla 4-5 contiene la frecuencia (ver columna tres) de las acciones de la
profesora en su mediacién, producto del andlisis realizado a la luz de la TMS y en el

marco de las categorias que fueron empleadas, tanto las del grupo “ZeG como las

categorias emergentes.

Tabla 4-5:

Acciones de mediacién semidtica de la profesora categorizadas en el presente estudio

A. Categorias del grupo “ZeG empleadas en el analisis

I. Conceptualizacion de objetos y relaciones

Accién N° Accion Frecuencia
1 Concepcidn - artefacto 1
3 Ubicacién objetos 1
4 Abordar imprecisiones 1
22 Significado personal-concepto 1

II. Comprensidn y uso del enunciado condicional como objeto

7 Identificacién antecedente y/o consecuente | 2

9 Conjetura - condicional 2

[1I. La conjetura como solucién al problema propuesto
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13 Sintesis foco de atencién 4

14 Indagar sobre signos 3

B. Categoria emergente empleada en el analisis

CVI. Construccidn de los elementos que hacen parte del problema propuesto

1 Orden objeto 4
2 Concepcidn objeto 5
3 Artefacto objeto 1

Considerando las frecuencias de las acciones de la profesora en la mediacion,dichas
acciones estuvieron dirigidas a favorecer de manera especial la produccién de signos
en torno al proceso de conjeturacion. Se evidencia que las acciones i)sintetizar ideas
para establecer el foco de atencidncon el propdsito de establecer elementos utiles en
la conjetura eii) indagar sobre los signos producidos por los estudiantes para producir
la conjetura o para entender ideas de otros o revisar las propias, son las de mayor
frecuencia.Esto puede deberse a que tanto la profesora como los estudiantes se estan
acomodando a una aproximacidon metodologica en la que los estudiantes deben hacer
explicitas sus ideas, sin alejarse del centro de la discusidn, con lo que es necesario que
se retomen las ideas tanto propias como de otros para dar solucién al problema
propuesto. Es asi que los signos de los estudiantes, que fueron empleados como

pivote, redundaron en la evolucion de signos de manera mas efectiva.

Un hecho que llamd la atencion de la autora de este documento, y que redundé en
el surgimiento de la categoria CVI, es que para que los estudiantes construyeran las
condiciones del problema correspondiente al primer bloque de la sesién de clase
Problema Cumbre, fueron necesarias acciones de mediacion de la profesora
tendientes a establecer qué objetos reconocen los estudiantes en el problema
propuesto y qué concepciones tienen de tales objetos (aunque ya haga parte del

sistema tedrico local que ha sido aceptado por la comunidad de clase) con el propoésito
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de que el signo construccién producido por los estudiantes represente las condiciones
planteadas por el problema y que esos signos evolucionen a signos matematicos.
Dicha situacién se presentd con frecuencia durante el curso, tal como lo revela la

Tabla 4-5.

La categoria emergente CVI con sus indicadores propios (empleada en el analisis de
la sesién de clase Problema Cumbre), surge debido a la extensa e inesperada
mediacion que se llevé a cabo para que los estudiantes reconocieran y construyeran
los objetos involucrados en el problema que les fue propuesto. El hecho de que esto
haya sucedido de manera reiterada en las sesiones de clase permite lanzar la hipétesis
de que puede ser una acciéon recurrente a nivel escolar, en el que al emplear
artefactos, la produccién de signos construccién no siempre se da de la manera

esperada.

En torno a los asuntos relativos a la gestion de la clase, se resaltan los siguientes

aspectos tenidos en cuenta por la profesora:

1. No dejar algin grupo desatendido. Todas las producciones son importantes y
algo aportan para la produccion de signos matematicos.

2. Usar el software en la medida de lo posible y no dejarlo de lado. Mas bien,
emplearlo de manera tal que los estudiantes vieran su utilidad no sélo en
funciones como el arrastre, rastro o medidas, sino también en las
representaciones de los iconos de las herramientas de la ventana del software o
de las etiquetas de ayuda quesobresalen cuando el mouse pasa por encima de
tales iconos (Ver CVI 3).

3. Los signos producidos por todos los grupos deben ser tenidos en cuenta para

intentar lograr su modificacién a signos matematicos.

Siguiendo con el desarrollo de las sesiones de clase, hay que reconocer que aunque
entre la comunidad de clase se hayan establecido definiciones, la realidad mostré que

no siempre son ideales los escenarios a los que la profesora se enfrenta (ver el caso de
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la concepcion de la recta eje de simetria como espejito). Aun asi, los estudiantes
modificaron sus signos sin usar las definiciones formales, correspondientes a
significados matematicos que aparentemente ya tenian (como sucedié con la
construccion del punto A’ en la clase Problema Cumbre). La mediacion de la profesora
se centrd entonces en aludir a cualquier elemento que le permitiera a los estudiantes
construir el signo esperado. En este contexto, el analisis lleva a concluir que
privilegiar lo efectivo por encima de lo formal aporta elementos con los que la

profesora puede mediar.
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5. CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones del estudio que intentan dar
respuesta a la pregunta que orient6 la investigacion. Para ello, las mismas giran en
torno a los siguientes aspectos: i) potencialidad de los referentes tedricos para
decantar las acciones del profesor, ii) precisar las acciones mismas del profesor
cuando usa GeoGebra en un ambiente de clase en el que se pretende que sus
estudiantes se involucren en el proceso de conjeturacion, iii) aspectos a considerar

para futuros estudios afines a este, y iv) reflexiones de la autora.

En cuanto a los referentes teoricos, la Teoria de la Mediacién Semiética propende
por el disefio de clases en las que lasacciones del profesor, al emplear un artefacto
(para este caso, GeoGebra), esta previamente establecido por medio del disefio de un

ciclo didactico, que para este caso fue la aproximaciéon metodolégica del grupo “ZeG.

En tal sentido, esta Teoria resulta ser muy afortunada para orientar la ensefianza y
propiciar la produccion de signos en la clase de geometria con estudiantes en edad
escolar. Efectivamente el trinomio TMS, categorias de acciones del profesor y
aproximaciéon metodoldgica,permite describir lasacciones del profesor en una
mediacion en la que se pretende que los estudiantes experimenten el proceso de
conjeturacion de la actividad demostrativa y favorece el hecho de que los estudiantes

se acerquen al contenido matematico de una manera genuina.

El analizar y hacer la descripcidn de las acciones del profesor hace que este estudio
sea un primer sustrato para que los esfuerzos por favorecer el aprendizaje, al emplear
la Teoria de la Mediacion Semidtica, no se queden sélo en intenciones de un

profesorpues se dieron a conocer a los maestros de la instituciéon donde se llevo a
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cabo el experimento.Como consecuencia del estudio llevado a cabo, sobresalen
acciones del profesor producto del contexto particular de este curso antes de la
experimentacion: no se usaba un software especializado como GeoGebra, el estilo de
enseflanza es tradicional, no se privilegia el trabajo cooperativo en grupo, el estudio

de la geometria se centra en contenidos y no en procesos, etc.

En torno a la gestion, se resaltan tres aspectos sugeridos desde el ciclo didactico
asumido (i.e., aproximaciéon metodolégica): atender a todos los grupos, usar el
software de manera que sea una herramienta necesaria en la enseflanza y promover la
produccion de signos por parte de los estudiantes para favorecer el aprendizaje. El
disefio de las actividades previas a las sesiones de clase, también hace parte de esta
gestion y se hace necesario que de antemano, el profesor que pretende emplear
artefactos para la ensefianza de la geometria, conozca el potencial semidtico de dicho
artefactopara aprovecharlo de tal manera influyaen el disefiode problemas abiertos
con objetivos especificos. En este estudio se ratifica el potencial de GeoGebra en
términos de decantar dependencias y hacer ostensivo lo que los estudiantes tienen en
la mente respecto de algunos objetos (v.g., simetria como espejito). Con este estudio,
se tienen herramientas para suponer que los estudiantes de secundaria que apenas
tienen su primera experiencia con un ambiente de clase como el que se propuso,
deben en principio tener alguna idea sobre los objetos que se proponen como
condicion en un enunciado para que ellos puedan construirlo, pero ademas como se
gestionan en el software. En este sentido, el software obligdb a que los estudiantes
explicitaran una concepcidn para realizar construcciones en dicho entorno y los hizo
dudar de ellascuando debian hacer su representaciéon. Por ejemplo, aun cuando los
nifios podian saber qué son punto colineales tenian alguna dificultad en hacer su
representacion en GeoGebra pues quizd pensaban que debia hacer algun
procedimiento especial que garantizara las condiciones de la definicién, asunto que no

pasaria si tuvieran que hacer tal representacion en lapiz y papel.
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En relacién con las acciones del profesor, tal como se presenta en la Tabla 4-5,estas se
centraron principalmente en la categoria III (la conjetura como solucién al problema
propuesto) y VI (construccion de los elementos que hacen parte del problema). En
relacion la primera categoria se resaltan acciones como: i) sintetizar o recoger ideas
que establecen el foco de atencion, eii) indagar sobre los signos producidos para
rescatar elementos utiles (ideas propias o de los demas) en el proceso; en cuanto la
segunda categoria, sobresalen: i) indagar acerca de la concepcién de un objeto para
usarla en la construccion de las condiciones del problema y ii)pregunta por el orden
en que deben realizarse las construcciones de las condiciones del problema. Se
considera que ello ocurre dado que los estudiantes apenas tienen su primer contacto
con un SGD, razoén por la cual no hubo muchas ocasiones en la que los estudiantes
trabajaran auténomamente; asi pues la intervencion de la profesora fue
permanentepara que ellos generaran ideas que finalmente aportaran a la producciéon

de unsigno enunciado-conjetura.

Eventualmente otras acciones (ver seccion 3.3.3.2) relativas a la comprensién y uso
del enunciado condicional (categoria II) son también importantes en casos especificos

como se mostré en el Capitulo 4.

Se debe resaltar que aun cuando se hace un disefio deliberado, con uso de
artefactos no usuales en la clase, con una aproximacion metodoldgica de ensefianza
distinta a la que los estudiantes y la profesora estdn acostumbrados,
desafortunadamente no se logra por completo lo esperado, esto es, la produccion de
conjeturas auténomamente o multiples formas de solucionar un problema; el
estudiante, dada su experiencia, espera que la profesora le diga todo. Pese a este
panorama, se considera que definitivamente el ambiente de clase cambid. Por un lado,
al preguntar a los estudiantes qué pensaban de sus clases de geometria de los Gltimos
dos meses se evidencié que el entorno generado por la aproximaciéon metodolégica

favorecié sus percepciones respecto de la clase misma. Algunos de ellos reconocen
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que este nuevo entorno, entre otras cosas, les presenté un punto de vista diferente de

la geometria escolar y favorecio el trabajo en grupo:

Nicolle: Creo que como en este momento estoy aprendiendo geometria, es una manera
completamente diferente a como nos la habian ensefiado en otros afios. Es un poco
complicado pero es otra manera de ensefar, y aunque las palabras son un poco confusas,
al final todo en conjunto tiene mas légica y es una manera mejor de aprender al usar
GeoGebra, y ha sido inesperado empezar a usar tanta tecnologia. [...] En clase nos
entendemos, y aunque en ocasiones hay cosas un poco confusas, al final entre todos

logramos entenderlas. Creo que me uni con mis compaiieros.

Sebastian: Este proyecto de geometria a mi me ha parecido muy chévere; en principio
porque me parecié una manera distinta de aprender matematicas. A mi nunca me llamé la
atencion la matematica y mucho menos geometria, [...] y en contraste con lo que habia
visto, porque uno poder saber o poder ver lo que realmente estd haciendo y no
memorizando reglas y que le digan que eso es asi porque lo dibujé en un papel. Eso me
pareci6 muy importante [..] construir definiciones, conjeturas y utilizarlas, y en
ocasiones aplicarlas al contexto me ha ayudado a ver matematicas desde una perspectiva
distinta, porque uno puede sacar conclusiones. Aprendi a hacer una justificacién. Mis

papas me dijeron que esto es un hit en el colegio. Qué bueno que hagan eso ahi.

Nicolas: He visto una diferencia en mi trabajo, pues he construido y he logrado

trabajar en grupo.

En las anteriores intervenciones, los estudiantes dejan entrever su interés en
emplear artefactos con un proposito, y en aprender geometria de una manera en la

que se sientan involucrados de manera auténtica con el conocimiento.

Por otro lado, para la profesora investigadora el cambio de ambiente de clase fue
notorio no sélo porque introdujo un nuevo software e incentiv6 la participacién de los
estudiantes mediante una actividad de permanente indagacién, sino porque también,
mediante la produccidn de los estudiantes y su interaccion en la clase, se favorecieron
acciones de los estudiantes como argumentar sus afirmaciones, explorar una situacion
en la que se les plantea un problema para proveer una solucion, entender que puede

haber mas de una solucién al problema, trabajar en grupos, y cuestionar tanto el
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discurso matematico de los profesores como los textos escritos en los libros. Asi
mismo, ella alude que toda la experiencia llevada a cabo en el marco de la elaboraciéon
del trabajo de grado, contribuyd a su formacién tanto profesional como personal por
cuanto no sélo exigio la disciplina hacer una planeacion de clase deliberada teniendo
en mente propdsitos tanto pedagogicos como investigativos, sino que también
influyoen el hecho de sistematizar lo realizado como mecanismo para reflexionar
sobre su conocimiento practicoy sobre la geometria y su didactica. Considera que esta
experiencia conllevd a una interacciéon con sus colegas que gir6 en torno a los
productos del estudio, hecho que de alguna manera intent6 generar que sus practicas

fueran también modificadas.

Para finalizar esta seccion, vale la pena resaltar que en un principio este estudio
tenia el propdsito de decantar acciones del profesor que usa un SGD en proceso de
enseflanza de toda la actividad demostrativa. Sin embargo, desafortunadamente las
intenciones desbordaron las realidades del estudio mismo, dado que se tuvo el tiempo
suficiente para generar un ambiente en el que los estudiantes se involucraran en el
proceso de justificaciéon; se pensé que no llevaria tanto tiempo un proceso de
enseflanza asociado a la formulacién de conjeturas por parte de los estudiantes
utilizado como mediador un SGD. Ello justifica de paso, el cambio de titulo y de los
objetivos del anteproyecto. Con el panorama anterior, para futuros estudios se puede
pensar en continuar un trabajo en un sentido similar a este ampliar el trabajo, pero
haciendo énfasis en las acciones del profesor empleando un ciclo didactico
determinado que busca favorecer el proceso de justificacion de la actividad
demostrativa. También se podria establecer cudles el uso especifico que le dan los

estudiantes al software GeoGebra en procesos de conjeturacién y justificacion.
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7.

ANEXOS

Anexo 3a:

.

e through Two Points
Elect two points
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et color

L) D
Figura 7-1: Construccién visible a Figura 7-2: La misma construccién al
los estudiantes al abrir el archivo emplear la herramienta arrastre

Construccion 1.ggb

Tabla 7-1:

Preguntas realizadas a los estudiantes luego de explorar la construccion

Respondan las siguientes preguntas empleando el archivo Construccién 1.ggb

1. ;Qué pueden decir sobre la figura?

2. Observando el ambiente de GeoGebra, ;qué herramientas de GeoGebra pueden emplear para
establecer mas afirmaciones sobre la figura? Empleen esas herramientas.

3. ;Pueden mover los puntos en la figura? Exploren con las herramientas de GeoGebra. ;Qué
puntos pueden mover? ;Hay algiin punto que no puedan mover?

4. ;Esel movimiento de algin punto dependiente del movimiento de otro?; Qué puntos no
dependen del movimiento de otros?

5. ¢;Qué tipo de figura forman los puntos marcados cuando los mueven? ;Notan algo especial
sobre el movimiento de algunos puntos?

6. Mientras estdn moviendo los puntos, ;notan algo especial sobre la medida de los angulos o de
los segmentos?

7. Después de haber explorado con las herramientas de GeoGebra, contesten nuevamente la
pregunta 1 a partir de sus respuestasen 5y 6

8. Escriba un parrafo corto explicando qué cosas puede usted explorar con figuras hechas en
GeoGebra y qué cosas puede usted explorar con figuras hechas con lapiz y papel
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Anexo 3b:

Figura 7-3: Archivos con los que los estudiantes construyeron tridngulos para establecer los
criterios de congruencia
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Tabla 7-2:

Tabla empleada por los estudiantes para establecer los criterios de congruencia

De acuerdo con las construcciones hechas con los lados y angulos del triangulo, completen la tabla con una X donde

corresponda.
CONDICION SE CONSTRUYE UN SOLO TRIANGULO SE CONSTRUYE MAS
¢.ES EL MISMO TRIANGULO DADO? DE UN TRIANGULO
SI NO

USANDO DOS LADOS

Lados rojo y azul

Lados rojo y verde

Lados azul y verde

USANDO DOS LADOS Y UN ANGULO

USANDO TRES LADOS

USANDO DOS ANGULOS

USANDO TRES ANGULOS

USANDO DOS ANGULOS Y UN LADO

Anexo 3c:
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Tabla 7-3:

Ejemplos y no ejemplos de dngulos que conforman par lineal

Conforman par lineal

No conforman par lineal

c

A

/DAC y ZCAB

ZECG y ZFCG

Z/AEDY «<BED

v

/AEC y /BED

ZACD y /BCD

/DAB'y /ECF
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Anexo 3d:

Durante la acostumbrada socializacion de los signos producidos por los estudiantes, la interaccion
entre toda la comunidad de clase se centraba en establecer la conjetura que seria institucionalizada, y al
tiempo con esto, los elementos que serian tenidos en cuenta para el proceso de justificacion,
estableciendo siempre tres tipos de elementos: i) qué tenemos: qué elementos son los que nos da el
problema (e.g. que tenemos dos dngulos que conforman un par lineal), ii) qué podemos usar de esa
informacién con miras a afirmar algo que pueda ser empleado luego durante la justificacion (e.g. la
definicion de par lineal) y iii) qué podemos concluir(e.g. que la suma de sus medidas es de 180°).

Para facilitar este proceso, los estudiantes contaban con un listado de todos los enunciados que
serian colocados en un formato a tres columnas como el siguiente

Tabla 7-4:

Formato para justificacién a tres columnas

Qué tengo Qué uso Qué concluyo

La misién de cada grupo de estudiantes consistia en acomodar los enunciados de tal manera que las
ideas alli establecidas, justificaran el hecho geométrico. La profesora hacia uso del recurso del tablero
inteligente conLINOIT (herramienta web que permite crear un tablero con pequefios avisos que pueden
ser organizados de manera aleatoria). En el momento en que todos los grupos ubicaban un enunciado
correctamente en secuencia, la profesora lo ilustraba alli. Al finalizar la clase se presentaba el archivo
como lo muestra la Figura 7-4 y cada grupo de estudiantes habia completado su formato de tres
columnas escribiendo o pegando los enunciados que estaban en el listado.

| KNOW 1 USE | CONCLUDE
(neal P
yined! a
g form 2 g it 2ng\e
nand a4 <ware’ =
A< 0002 1he <A ? 5090
<A and <B form a Lineal pair geometric
lineal pair ooy 2 m<A + m<B = 180°

<A = <B

Angle congruence definition m<A=m<B

m<A + m<B = 180°
m<A=m<B

Algebraic procedures
Substitution

m<A + m<A = 180°

Algebraic procedures

m<A + m<A = 180°

2 m<A = 180°

Addition

Algebraic procedures
Divisién

2 m<A = 180°

m<A = 180°+2
m<A=90°

m<A = 90° Angle congruence definition m<A = m<B = 90°

m<A = m<B = 90° Right angle definition

Figura7-4: Justificacién a tres columnas
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Anexo 3e:
Definiciones:

Circunferencia: Conjunto de todos los puntos en un mismo plano que estan a la
misma distancia de un punto fijo en el mismo plano llamado centro.

Triangulos congruentes: Dos triangulos son congruentes si sus correspondientes
lados tienen igual longitud y sus correspondientes angulos tienen la misma medida.

Angulos congruentes: Dos angulos son congruentes, si los 4ngulos tienen la misma
medida.

Segmentos congruentes: Dos segmentos son congruentes, si los segmentos tienen la
misma medida:

Propiedad reflexiva: Un tridngulo es congruente con sigo mismo.
Angulo recto: Angulo cuya medida es de 90 grados.

Perpendicularidad: Dos rectas (segmentos, rayos, recta y segmento, etc.) son
perpendiculares si cuando se intersectan, determinan un angulo recto.

Angulos par lineal: Dos angulos conforman un par lineal si comparten un lado y los
lados no comunes son rayos opuestos.

Punto medio de un segmento: M es el punto medio de AB si M es un punto del
segmento AB y la distancia AM y BM son la misma.

Simetria Axial: La simetria axial respecto a una recta r es una transformacién que a
cada punto A en el plano, le hace corresponder un punto P tal que:

1) Larectares perpendicular aAP
2) Larectary el segmentoAP se intersectan en el punto medio del segmento.

Mediatriz de un segmento: La recta mediatriz de ABes una recta perpendicular al
ABque pasa por su punto medio.

Simetria Axial (reescrita con mediatriz): La simetria axial respecto a una recta r es
una transformacion que a cada punto A en el plano, le hace corresponder un punto P
tal que la recta r es la mediatriz delAP

Equidistancia: Un punto A es equidistante de los puntos By C, si la medida de AB es
la misma medida del segmento AC

119



Hechos Geométricos:

Criterios de congruencia de triangulos:
Lado-angulo-lado

Hipotenusa-lado (solo en tridngulos rectangulos)
Lado-lado-lado

Angulo-lado-4angulo

Angulo-angulo-lado

180: La suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo es de 180
grados

Medida par lineal: Si dos angulos conforman un par lineal, entonces la suma de la
medida de sus angulos es 180 grados

Par lineal congruentes: Si dos dngulos conforman un par lineal y son congruentes,
entonces los dngulos son rectos.

HG de la mediatriz: Si una recta r es la mediatriz del segmento AB, entonces
todoslos puntos der equidistan de A y de B.

Problema cumbre: Si 4, By C son tres puntos no colineales en el mismo plano y el

—>
punto A" es la simetria axial de A con respecto aB(C, entonces A" es un punto de la
circunferencia con centro en By radioAB.
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Anexo 3f

Tabla 7-5

Formato de planeacién con libreto
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