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RESUMEN

La presente investigacion se enmarca en el enfogu@Educacion Matematica Realista
busca a partir de algunos de sus referentes tegyiotetodologicos fundamentar un disefio
relativo al trabajo comodelos cuadraticoque permita estudiar el proceso de modelacion
matematica de estudiantes de los ultimos gradosddeacion media (10° y 11°), en
particular lo concerniente a lggveles de matematizacion la incidencia de las tareas
disefladas en el aprendizaje de fbedelos cuadraticosLa indagacion se plantea en
términos del estudio de lmsveles de matematizacibcomo una posibilidad de analizar el
desempefio matematico de los estudiantes y lascaepines didacticas y cognitivas, en

relacion con el proceso de modelacion matematicd aula de matematicas.

Inicialmente se hace un recorrido a través de toxipios fundantes de IBducacion
Matemética Realista buscando entrelazar elementos tedricos y metgbol® que
permitan dimensionar y comprender este enfoquéctedn segundo lugar, y con el objeto
de caracterizar los niveles de matematizacion desiudiantes, se propone el disefio e
implementacion de una serie de tareas fundamentada& ducacion Matematica Realista
gue a futuro puedan servir de insumos para el deade estrategias metodologicas para

la ensefianza y aprendizaje de las matematicasragcutar de losnodelos cuadréticos

Adicionalmente, se pretende mostrar la importadeidga modelacion matemética como un
proceso matematico que permite conjugar la mateengtia realidad en la promocion de la
formacion de conceptos matematicos, aportandoraedaimiento por parte de los docentes
de algunas estrategias de ensefianza que podriaib@ora mejorar la enseflanza de la
modelacion matematica en los dltimos grados dedlacacion media y a mejorar el

desempefio matematico de los estudiantes.

Palabras claves: Educacién Matematica Realista, modelos cuadraticogeles de

matematizacion, contexto, niveles de comprension.



INTRODUCCION

La presente investigacion se inscribe enLiaea de formacion Didactica de las
Matemética del Programa Licenciatura en Matematicas y Fiste Instituto de

Educacion y Pedagogia (IEP) de la Universidad ddleVy se realiz6 en el marco del
proyecto Caracterizacion de los vinculos entre los Recurd®sdagogicos y el

Conocimiento Matematico en la Ensefianza de las mii@tieas en la Educacion Basica

qgue desarroll6 el Grupo de Educacion MatematicaMGHBJniversidad del Valle —

COLCIENCIAS, Contrato 110648925213).

Esta investigacion surge como resultado del redomesto de algunas probleméticas y
preocupaciones recurrentes en la investigacionidadilca de las Matematica relacion
con la busqueda, el disefio e implementacion de asugwopuestas de ensefianza
formuladas para abordael (sin) sentido comdn de los estudiantes en kErpnétacion y
resolucion de problemas en diferentes contextosuéd a su vez involucra el problema

actual de los estudiantes, para conectar la matsngscolar con sus saberes informales.

De esta manera, emergen algunos interroganteglescic, Por qué los estudiantes tienen
dificultades para aplicar sus conocimientos ciamus$f escolares en situaciones cotidianas?
¢De qué manera se deben presentar las situaci@atematicas para que tengan sentido
para los estudiantes? ¢(CoOmo ayudar a los estuslianteear puentes que les permitan

pasearse entre lo concreto y lo abstracto?

En la discusion de tales preguntas, algunas imaestines en el campo deDédactica de
las Mateméticasreconocen la importancia de estudiar los fendmeamsaxiados a los
procesos de “transferencia” de los conocimientosematicos a actividades de la vida
diaria. A titulo de ejemplo, Arrieta citando a Laierieta, 2003) se interesa en las formas
en que vive el conocimiento matematico en el amb#toolar y extraescolar, a partir del
supuesto de que las actividades en matematicagersyr se desarrollan en contextos

sociales concretos.

Por otro lado, Martinez, Da Valle, Bressan y Zolko2002) indican que los contextos
constituyen un punto de partida importante en ast@to, al poner en juego elementos del
sentido comun de los estudiantes y conocimientds dee ellos saben acerca de como son

las cosas en el ambito extraescolar.



De este modo, argumentan que el sentido comun fpidass de razonamiento aprendidas
fuera de la escuela funcionan como fuente de egtest para solucionar diferentes

problemas y direccionar el quehacer matematiccseatido.

Estas perspectivas dejan entrever al menos dostaspmportantes: la concepcién de una
matematica mas humana permeada por las actividam®gsculturales de cada época v,

nuevas ideas ebidactica de las Matematicasn relacion con la forma en que deben ser
presentados los contenidos mateméticos en la es@gimiendo que generalmente estan

distanciados de un contexto significativo paragsisidiantes.

Bajo estas consideraciones la presente investiga@sume como principal referente
tedrico el enfoque de I&ducacién Matematica Realistgen adelante, EMR) con sus
fundamentos acerca de la introduccién de conceptatematicos mediante contextos
realistas o situaciones que los sujetos puedenimamagacilmente y que son razonables
dentro de lo que ellos conocen.

De hecho, las investigaciones que adoptan esteq@mftedrico indican que las tareas
propuestas desde contextos realistas presentarresigp@rspectivas en el proceso de
aprendizaje matematico de los estudiantes, en aaweipa a los resultados obtenidos
cuando se trabaja desde contextos eminentemen&ndtatos, en gran parte porque los
estudiantes suelen sentirse mas atraidos y moswvdui@nte el proceso de adquisicion de
conocimientos cientificos cuando se enfrentan #&eetws cercanos a su realidad. (Bressan,
A. & Zolkower B., s.f.; Arrieta, 2003). Incluso ast concepciones y justificaciones en
relacion con el uso de contextos en las clasesalematicas, aparecen con frecuencia en
diferentes investigaciones (Martinez & et al, 20@@nhuizen, 2003; Valero, 2006; Arcavi,

2006). A nivel nacional por ejemplo, el MEN (200éonoce que:

“La busqueda de una relacion cercana con el comtextraescolar o sociocultural de los
estudiantes... es importante para despertar su istgrépermitirles acceder a las

actividades con una cierta familiaridad y comprémsprevia”. (MEN, 2006, p. 71).

Ademas, en la EMR lmodelacion matematioacupa un papel central en la conjugacion de
las mateméticas y la realidad, promoviendo la cansidn de puentes que permiten que los
estudiantes se paseen por lo abstracto y lo cancret



En otras palabras, esta perspectiva favorece kcogu de los estudiantes para analizar y
organizar los problemas presentados en el conteddiante la produccion y uso de
modelos. Modelos que inicialmente estan asociatlos@ade conocimientos informales,

pero que gradualmente adquieren un caracter m&sajen

Para la EMR, “los modelos son representacionesadesituaciones donde se reflejan
aspectos esenciales de los conceptos y relacioagmmdticas que son relevantes para
solucionarla” (Bressan, s.f., p. 4). Razon porualclos modelos representan no solo la
transformacion de una situacion problemética aaxmesion simbdlica, sino que ademas
son el resultado de la compresion u organizaciola dectividad matematica por parte de
los estudiantes. Es este proceso de organizaciguel@e reconoce dentro de la EMR como

modelacidon matematicamatematizacion

En la discusion de este procesond@ematizaciona EMR considera la existencia de dos
componentes: lematematizacion horizontajue implica el proceso de partir de la situacion
real hacia el mundo de lo simbdlico ynteatematizacion verticajue describe los cambios
gue sufre la expresion mateméatica del modelo dedgtgropio mundo de los simbolos.
Goffree (2000).

Evidentemente, el proceso de modelacidon en la angafy aprendizaje de las mateméticas
ocupa un lugar transcendental en las investigasiatee la comunidad de educadores
matematicos. Basicamente porque se vincula comdaqrion de aspectos relacionados
con la “transferencia” de conocimientos matematmogliferentes d&mbitos dentro y fuera
de la escuela. Por ejemplo, Goffree (2000) conaidgre la modelacion matematica es
fundamental en el desarrollo de competencias \lidlabes matematicas de los estudiantes,
en particular aquellas que se relacionan con safteacturar el contexto, matematizar,
reinterpretar los resultados obtenidos de dich@mattizacion, revisar el modelo y también

modificarlo.

Sin embargo existen otras visiones. Entre ellapuselen citar los estudios realizados por
Biembengut y Hein (2004) quienes indican que laeteaddn matematica es un meétodo de
ensefianza, puesto que permite aprender las matamaplicadas a otras ciencias y puede
mejorar la capacidad de los estudiantes para netarp formular y solucionar situaciones

problemas, asi como también favorecer la conexibre éas mateméaticas y el mundo real.



Por su parte, Bosch, Garcia, Gascon e Higuera 6j26@ el marco de la Teoria
Antropolégica de lo Didactico (TAD) plantean que f@odelacion mateméatica puede

estudiarse desde dos enfoques diferentes aunquecesariamente independientes.

Estos autores indican que la modelacion matematcana herramienta a través del cual
los estudiantes pueden aprender nociones mates)atieeo al mismo tiempo proponen

concebirla como una nocién matematica que debedeegplicita en el aula.

De esta manera, se pone de manifiesto una ampiedad de matices, usos y significados
del proceso matematico de modelacion que se topaaticulares dependiendo de los
objetivos que se quieran alcanzar. Asi pues, péradiucir la modelacion matematica en el
ambito escolar existen diferentes perspectivasinalg de ellas complementarias entre si y

otras sustancialmente diferenciables.

No obstante, e independientemente del marco dexfoedtacién conceptual que se adopte,
los intereses alrededor de la modelacion matematicdieren gran importancia a la
identificacion de fendmenos susceptibles de sertadds mediante objetos matematicos y

gue permitan estudiar dichos objetos. (Trivifio,1201

En nuestra investigacion el objeto de interés duiade la EMR son losnodelos
cuadraticos en particular los que tienen un acercamientoahbifuncional (la funcién
cuadratica), porque a través de ellos se pueddiastl proceso de modelacion, gracias a
gue el concepto mismo se valido, inicialmente &égade un referente empirico, el cual
poco a poco fue sometido a un sistema racionatahlegar a adquirir un estatus

matematico y el posterior desarrollo de nuevos eptos (Mesa & Villa, 2007).

De manera particular, la investigacion desarrollédacd enfatizar en los fendmenos
asociados al estudio de la modelacion mateméatma,et objeto central de determinar
cudles son las caracteristicas de los niveles denmatizacion que presenta un grupo de
estudiantes de los ultimos grados de educacionanedando resuelven tareas disefiadas
desde la EMR, especificamente tareas que promuwevweso y la produccion de modelos

cuadraticos.



En este sentido, se abordo el disefio y gestioardad vinculadas al trabajo con modelos
cuadraticos. Asi, se adopté un estudio cualitativAsicamente urestudio de caso
descriptivo para abordar el trabajo de modelacion con un grdpo estudiantes
pertenecientes al programa de formacion “semilldeomateméaticas” de la Universidad del
Valle sede Cali.

Frente a lo expuesto anteriormente, la presentesiigacion espera que a partir de su
desarrollo, surjan elementos teodricos y metodotsgique fortalezcan y mejoren los
procesos de formacion profesional de los futuraedt®s de matematicas al promover un
acercamiento a las herramientas conceptuales d&&MR, asi como al estudio de las

implicaciones de estos elementos en el aula de<slas
Para tal fin, la organizacion del trabajo se heuesirado de la siguiente manera:

En el primer capitulo, se presentan los aspectos generales de la ga@séti, donde se

discuten algunas problematicas centrales de igaestin en didactica de las matematicas,
asociadas al problema de interés y como a partirestas cuestiones, emerge la
problemética propuesta. Ademas se hace la revagodiferentes documentos, a partir de
los cuales se abordan las principales perspectieaa modelacion matematica a nivel
internacional en la ensefianza y aprendizaje dendédematicas, su importancia, aportes y
visiones. Desde tal revision de literatura se ubigaperspectiva epistemoldgica y

particularmente, el enfoque tedrico de la Educabatematica Realista como sustento de

la investigacion.

En el segundo capitulp se presenta el marco de referencia conceptualirmpheye el
enfoque de la Educacion Matematica Realista conpsiasipales referentes tedricos y
metodoldgicos, asi como el referente matematiceiado al proceso de modelacion
matematica que se esta estudiando. En este ses@ddefine qué se entiende por lo
cuadratico y se delimita el concepto mateméaticatrabren una perspectiva funcional,
donde se deja explicito un primer acercamientoedscion con la produccion y uso de
modelos.



En el tercer capitulg se presenta el disefio metodoldgico de la invastg, el cual se
lleva a cabo en consideracion con los elementasdstudio de casde tipodescriptivg
gracias a que permite comprender procesos presamtmtextos singulares al tiempo que

posibilita la explicacion de nuevos fendmenos.

Dicho estudio se centra principalmente en las pradaes de un grupo de estudiantes de
los dltimos grados de educacion media pertenedemte programa de formacion

“semilleros de matematicas” de la Universidad dall&/

Adicionalmente, se aborda la fundamentacion tedledas tareas, basado en un andlisis
fenomenoldgico de lo cuadratico, los requisitoslake contextos y la gestion docente.

También se incluyen las tareas disefiadas y unsanpgliedictivo de las mismas, en el que
se anticipan los posibles resultados de los esttedizen el desarrollo de cada una de las

tareas.

En el capitulo cuatro, se exponen las producciones elaboradas por losogrugu

interpretacion a la luz de la teoria y la maneragere estas permiten evidenciar
caracteristicas del proceso de modelacion en Ibgipantes de la investigacion. Ademas
se hace mencién sobre algunas conclusiones gengrale abren algunos interrogantes

para nuevas rutas de investigacion.



Capitulo 1

ASPECTOS GENERALES DE LA
INVESTIGACION



1.1. CONTEXTUALIZACION Y FORMULACION DEL PROBLEMA

En la actualidad existe un interés creciente p@amellar propuestas curriculares y
estrategias metodoldgicas que permita a los estiediauna mejor comprension de las
matematicas. Para alcanzar este propésito, algim@stigadores consideran que la
atencion de los educadores debe centrarse endosgms propios de las matemétidas (
resolucion de problemay la modelacion matemétigay en la ensefianza de unas
matematicas mas humanas, que sean menos formales gpeartir de las cuales el
conocimiento matematico cobre sentido para lodesites (Font, 2008). De acuerdo con
esta vision, el MEN (1998) plantea que es necesanitular los contenidos matematicos
con experiencias cercanas a la realidad de losdiastes, de tal forma que los
conocimientos matematicos sean presentados y eltseidasde situaciones matematicas
concretas para que faciliten su manejo y apropiaca& tiempo que promuevan el

desarrollo de ciertas competencias en el pensaomeate matico.

Asi mismo, el MEN (2006) considera que en una eifua problema, la modelacion

matematica juega un papel preponderante porqueilitasque los estudiantes construyan
sus propios modelos matematicos en diferentes esveéé complejidad, a través de los
cuales, los estudiantes pueden hacer predicciatésner resultados y evaluar que tan

razonables son esos modelos respecto a las camelidioiciales.

En consecuencia, el proceso matematico de la nmdelanatematica permite a los
estudiantes observar, reflexionar, discutir, expentar, evaluar, aplicar y de esta manera,
construir los conocimientos matematicos en formanicativa (MEN, 1998),
consolidandose asi, como una estrategia de enseflanas matematicas que favorece en
los estudiantes el tratamiento y la resolucién deblpmas, pero también un mejor

aprendizaje de las matemaéticas.

Sin embargo, son diversas las dificultades que ssdgn presentar al introducir la

modelacion en las clases de matematicas, debida@a@ntplejidad que exige la produccién
de un modelo, el tiempo de convivencia de los desey de los estudiantes ante unos
métodos de ensefianza “tradicionalistas”, y estau avez, puede interferir de manera
negativa si los docentes que la usan no tienenufigiente formacion para hacerlo

(Biembengut & Hein, 2004; Trigueros, 2009).



Eso sin considerar que la busqueda, el disefi@aplieacion de situaciones que promuevan
la construccion de modelos que sean inventadosieergados por los mismos estudiantes,
se relega como tarea a los desarrollistas curresilgpuesto que los docentes admiten no
tener suficiente claridad para escoger situaci@pepiadas, ni contextos significativos

para sus estudiantes (Bressan, s.f.)

De esta manera, se pone de manifiesto la existdec@gunas dificultades de los docentes
para comprender cuéles contextos o situacionesde@n la matematizacion y produccion

de modelos por parte de los estudiantes; manifgss@&nasi, una necesidad primordial por
capacitar a los docentes en el reconocimiento algextos paradigmaticos a través de los
cuales se despierte el interés de los estudiargegppyomueva el establecimiento de puentes
para pasearse entre lo abstracto y lo concretifdado diversas conexiones matematicas

con tematicas de todas las ciencias y la realidad.

En particular, el trabajo con contextos que proranela produccién y usos de modelos
matematicos, es mas factible cuando el objeto né&teoncentral que interviene en la
situacion-problema, también se ha desarrolladonypcendido a partir de consideraciones

de la realidad fisica junto a un proceso constd@tmatematizacion.

Uno de estos objetos es fancidn cuadratica fuertemente reconocida dentro de la
disciplina matematica por su papel en la modeladérfenémenos fisicos (cinematica,

gravitacion, fuerza eléctrica) y fundamental eregiudio de las matematicas escolares,
gracias a su poder modelizador y a sus multiplesgmtaciones que permiten un mejor

acercamiento con otras disciplinas cientificas @.&Bravo, s.f.).

Sin embargo, pese a ser un concepto central enroglegp de aprendizaje de las
matematicas, su comprension sigue siendo un aguotdematico para los estudiantes
(Lacasta & Pascual, 1998; Azcéarate & Deulofeu, J3 no se sienten atraidos por las
estrategias de ensefanza “tradicionales”, basadks @nstruccion de tablas de valores y
representaciones graficas, que en otras cosasrppegentar muchas imprecisiones y en
ocasiones obstaculizar los procesos de transfargnaplicacion del conocimiento a otros

campos (Arboleda & Meneses, 1996).
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Por su parte, y en consideracion con lo anterisig(€ros, 2009; Martinez, Da valle,

Zolkower & Bressan, 2002) indican que los estudisidresentan dificultades para aplicar
sus conocimientos matematicos en la solucion de@rablema, especificamente cuando
dichos conocimientos son aprendidos desde un dongrinentemente matematico. De
hecho, Martinez y et al (2002), sefialan que inchrge situaciones de su cotidianidad los
estudiantes tienden a reaccionar de un modo me&g&umo Si se tratara de un problema
matematico formal (donde el papel del contextonsggnificante para la comprension y

resolucion matematica del problema).

Ante estas probleméticas, algunos investigadoressideran que los conocimientos
matematicos deben construirse a partir de situasiogales, en el ejercicio de las préacticas
sociales, en contextos, etc., es decir, dondeikzant(Arrieta, 2003) y en consecuencia,
plantean que la dificultad de los estudiantes esotaprension de los conceptos, aun frente
a este tipo de actividades contextualizadas, etupto de muy poco trabajo con contextos
preponderantes que los acerquen a la producci&@o yl@ modelos matematicos. (Bressan,
s.f.)

En el caso déo cuadraticoel vinculo que se puede establecer con fenomésicsd del
mundo real, favorece que pueda trabajarse sigtifezaente en las clases matematicas y
acercar a los estudiantes hacia una mejor conexitte el mundo matematico y el mundo
real, ayudando también a que se fortalezca lautation e integracién de la modelacion

matematica en el aula.

Surge de esta manera, un interés de tipo didasiaoionado con la busqueda, el disefio y
la aplicacion de algunas situaciones problematcpartir de las cuales se puedan estudiar
los procesos dmatematizaciomle los estudiantes cuando trabajan en la congirugaiso

de modelos cuadréticos, principalmente aquellostignen cierta cercania a lo funcional,
dejando abierta la posibilidad de que emerjan ekpmes algebraicas y representaciones

gréficas como la parabola.
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Asi, la presente investigacion problematiza el ssuwe las limitaciones, alcances y
posibilidades de I&ducacion Matematica Realis&n la implementacion de la modelacion
matematica en el ambito escolar, con miras a apeltanentos que permita atender a las
debilidades que se han pronunciado y especialnzetds dificultades de los docentes, en
relacién con el reconocimiento de situaciones @aa significativas para los estudiantes y

gue puedan usarse como insumo en la ensefanzandegaje de lo cuadratico.

Con base a los elementos anteriormente descragsielsente investigacion se centra en
responder a la siguiente pregunta:

¢, Cuales son las caracteristicas de los procesosa@ematizacion de los estudiantes de
educacion media (10° y 11°) cuando se involucrataesas disefiadas desde el enfoque de
la Educacion Matemética Realista en la dindamicatdsbajo con modelos cuadraticos?

En este orden de ideas se plantean dos hipoOtesisetgigacion:

1. La dinamica de trabajo con contextos y modelagematicos desde el Enfoque de la
Educacion Matemética Realista podria contribuina mirada alternativa a la integracion

de la modelacién matematica en las aulas matematica

2. El trabajo con modelos matematicos desde eldtefale la Educacion Matematica
Realista podria contribuir a un aprendizaje sigatfvo de conceptos y procesos
matematicos asociados a los modelos cuadraticos.
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1.2. JUSTIFICACION

Dentro de los aspectos que sustentan la importaeigrofundizar en el problema
formulado, se reconoce en primer lugar, la necdsittaadelantar trabajos en un enfoque
como la EMR, con desarrollos recientes en nuesttuité académico y que eventualmente
podrian llegar a constituirse en estrategias pesepara el trabajo eDidactica de las
Matematicas De paso podria promoverse la discusion sobrertaulacion o integracion
de propuestas curriculares que reconozcan la iapae de involucrar el trabajo con
contextos en las aulas de matematicas, a nivel dducacion secundaria, habida cuenta de

gue la mayoria de las investigaciones se han pldoteara la educacion primaria.

De otra parte, esta investigacion podria ayudamartsionar el impacto del disefio, gestién
y evaluacion de tareas mateméticas desde la EMR goselato con la construccion de

conceptos matematicos.

Ademads, la discusién alrededor de esta problematieemite ofrecer posiciones
fundamentadas sobre el papel de los contextostaEalen la modelacion matematica que
amplien el horizonte tedrico y metodologico dedeaspuestas curriculares para el area de
matematicas. Mas aun, aporta a la reivindicacidivel de las practicas de docentes del
proceso mismo de la modelacion matematica, quéesi &parece justificado en nuestras
propuestas curriculares, no se traduce necesariaraprestrategias de trabajo en las aulas.
Al respecto debe recordarse que el MEN (1998) ptaque:

“La modelaciéon es un proceso muy importante en erajizaje de las matematicas que
permite a los estudiantes observar, reflexionascdiir, explicar, predecir, revisar y de

esta manera construir conceptos matematicos endgaignificativa. En consecuencia se
considera que todos los estudiantes necesitan expetar procesos de matematizacion
gue conduzcan al descubrimiento, creacion y utiiiza de modelos en todos los nivEles
(p- 101)

Consideraciones a partir de las cuales se infiaeepara el MEN (1998) la modelacion
matematica o matematizacién es un eje central emrdanizacion de los procesos de

aprendizaje de los contenidos matematicos y easarbllo del pensamiento matemético.

13



No obstante, debe considerarse como sefialan VRaiy (2009) que pese a este tipo de
disposiciones educativas, las practicas en el delanatematicas presentan una brecha
creciente en relacion con las primeras, en grate gaoducto de la poca comprension de

los elementos tedricos que se discuten en esassdismes.

Sin embargo, bajo una mirada mas amplia, se pugtirpaises como Puerto Rico, el cual
a través de los CRAIM (centros regionales de adigsénto en instruccidon matematica) y
siguiendo los disefios de la EMR, ha desarrolladgoamplia gama de materiales didacticos
y de evaluacion, con el fin de desarrollar un cutd contextual e integrado para la escuela
primaria, obteniendo resultados que han servida perdireccionar el disefio de las
actividades de los libros de texto, asi como ladages de evaluacion para los estudiantes.
(Lopez & Veladzquez, 2006)

Por otra parte, la discusion en torno anogles de matematizaciopone de manifiesto
gue la integracion de la modelacion mateméatica lesa®n de clases promueve la
aplicacion de las matematicas para solucionardtifes problemas de la cotidianidad de
los estudiantes, generando una mejor comprensiomuado en que viven, facilitando el

aprendizaje de la disciplina y la motivacion payiseaprendiendo (Maab & Mischo, 2011)

Asi, desde un punto de vista educativo, la mod@taainatematica introduce una
presentacibn mas humana de la actividad matemdajice,,comparada con la postura
tradicionalista de situar la matemética como unjwun perfecto de conceptos y
procedimientos, resulta ser menos atractiva paraestudiantes, los cuales generalmente
suelen inclinarse por unos conocimientos matenmgsognificativos, lo cual implica que,
pueden aplicarlos para modelar y resolver problemakes de su cotidianidad y de otras

disciplinas cientificas (Trigueros, 2009).

Ademas, en lo que concierne al aprendizaje de Hemdticas a través de la modelacion
matematica se plantea que este proceso matemdambtaf en los estudiantes la
construccion de nuevos conocimientos y habilidatlesnte el proceso de aplicacion y

socializacion de conocimientos previos (Biemberdgttein, 2004).
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Por ejemplo, en esta misma linea de argumenta@iddino (2010) encontré que dentro de
los problemas propuestos en el salon de clases]lag|situaciones problematicas dentro
de un contexto real, proporcionan en principiopése intuitiva en la que descansa la

construccién de nuevos conceptos y nociones mat&sat

De este modo, se pone de manifiesto la importagheita modelacion matemética en el
ambito escolar, asi como el uso de contextos taslEra la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas en el marco de la EMR.

Una mirada a las propuestas curriculares en elegtmtacional permite reconocer una
conexion entre la caracterizacion de los contergafistas desde la EMR y la manera en
qgue las primeras caracterizan el contexto en eénaizaje de las mateméticas. Para el
MEN (1998) el contexto se entiende como todo lcceomente al entorno del estudiante y
gue le da sentido a la matematica que aprendeeriirargo, el tratamiento matematico de
los contenidos de la disciplina en el curriculoiomal y la presentacion de las situaciones
problema pocas veces refleja la naturaleza y Ipschgs fenomenologicos del concepto
implicado (Villa & Ruiz, 2009). Debe reiterarse g@stos son considerados como
elementos indispensables que favorecen los procksaprendizaje, puesto que ayudan a
cerrar la brecha entre el concepto y los fendbmeriomles donde surgio y se desarrollé el
concepto (Puig, 1997). Pero, ¢ Cuales conceptosciomes matematicas son apropiados
para ilustrar los procesos de modelacion en surcmesdn?

Un recorrido historico y epistemoldgico en busca laeconstruccion y evolucion de
conceptos matematicos abordados alrededor del X\jlbdejan entrever la presencia de
un vinculo estrecho entre las matematicas y loscasp fenomenoldgicos que dan origen a
esos objetos, de tal manera que la mateméticaceddwnaturaleza y ésta a su vez obedece
las leyes de la matematica. A modo de ejemplo,oecepto de funcidn que emerge
precisamente a partir de las indagaciones alreddslta variacion y las dependencias entre
magnitudes como el tiempo y el espacio recorridgpeEificamente, los trabajos de Galileo
con situaciones de variacion cuadratica ponen deifiesto un proceso de modelacion
continta en la construccion de modelos cuadratigos, emergen de un vinculo entre la
matematica y el entorno fisico (Mesa & Villa, 2011)
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En concordancia con estas ideas, la justificaciénlal presente propuesta remite al
reconocimiento de que lamodelos cuadraticofan estado ligados a la modelacion de
procesos de variacion y que su presencia permaesangé entorno cotidiano posibilita en
los estudiantes una mejor exploracion de los femosmgue se pueden modelar mediante
un modelo cuadratico, permitiendo que ellos estable algunas relaciones cuadraticas de

tales fenomenos. (Mesa & Villa, 2011)

1.3. OBJETIVOS

GENERAL

Caracterizar el proceso de modelacion matematicasded los principios tedéricos y
metodoldgicos de la Educacion Matematica Realista,un grupo de estudiantes de

educacion media cuando se involucran en el tratmajanodelos cuadraticos.

ESPECIFICOS

o Identificar elementos tedricos y metodologicos destl enfoque de l&ducacion

Matemética Realistapara disefar tareas relativas a la modelaciGam#ica.

o Disefar y gestionar en el aula tareas desdentdque de la Educacidon Matematica

Realistapara el trabajo con modelos cuadraticos en edutacétlia.

o Identificar y caracterizar los niveles de matenzaii@n horizontal y vertical que se

configuran en los estudiantes durante el trabapa®tareas disefiadas.
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1.4. ESTADO DEL ARTE DE LA MODELACION MATEMATICA

En los ultimos afios, diversas investigaciones zadéis en Didactica de las Matematicas
han mostrado un interés creciente por estudiarddefacion matematica (Biembengut &
Hein, s.f.; Bassanezi & Biembengut, 1997; Blom2604; Godino 2010, Trigueros, 2009).
Debido a este interés y como consecuencia de lasepoiones e interpretaciones de
diversos investigadores, aparecieron significadderethtes a lo que inicialmente se
conocia como modelacion matematica y que se ertemdél marco de las aplicaciones de
la matematica. Asi pues, tal como indica Trigud®@)9) “la modelacibn matemética ha
pasado de ser solo un dominio de quienes se dedilzanmatematicas aplicadas a un area
de interés para la educacion matematica” (p.7f gomsecuencia, ha ido adquiriendo un
reconocimiento fundamental en la ensefianza misnk@sdaatematicas, como una via que

permite contextualizar los conocimientos matematico

En consecuencia, es posible hablar de modelaciéenmitica en el &mbito escolar, aunque
con diferentes visiones y perspectivas segun lactich y los objetivos que se persigan.
(Villa & Ruiz, 2009; Trigueros, 2009)

< DIFERENTES PERSPECTIVAS DE LA MODELACION MATEMATICA

En la actualidad existen diversas maneras de apavge a este proceso matematico en la
escuela. Las dos perspectivas mas resonantesisengfpor un lado, a la modelacion
matematica como una herramienta curricular que tkelserse explicita en la escuela, con
un programa a seguir, en un tiempo determinado, woriema Unico y una intencién

didactica definida, ubicando la modelacién commbjeto de ensefianza.

De otra parte, hay quienes consideran que la mudelanatematica, debe pensarse como
una herramienta didactica que promueve la consémiate conceptos matematicos, en
tanto que, los dota de sentido y posibilita lacgaiion de las mateméaticas en diferentes
contextos dentro y fuera de la disciplina, pensatedmodelacion como una herramienta de

aprendizaje.

Estas posturas seran ampliadas y clasificadassesidoientes parrafos. De hecho, un gran
namero de investigadores han concentrado su ateremdla elaboracion de diversas
perspectivas de lo que podria significar la modélamatematica, tanto en la aplicacion de

la modelacién en el aula, como en las investigasgrara su uso.
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Entre las investigaciones mas elaboradas y fund@ia@s en este asunto se encuentran los
trabajos de Kaiser y Sriraman (2006); Kaiser y Suofavw2010) donde se recogen diferentes
perspectivas en el ambito internacional, enfatisamal sélo los fines que cada una de ellas

persigue, sino también los antecedentes que ledddmorigen.

A continuacion se presenta un esquema de Kaiseirantan (2006) destacando las siete
principales perspectivas que describen las tendemcituales de investigacion, sin que ello
implique la consideracion de otras perspectivastgureido apareciendo y que no habian

sido consideradas en esta clasificacion (ver tablal
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Realistica o modelacion

aplicada

Objetivos pragmaéticos utilitaristas ~ Perspectiva Pragmatismc

por ejemplo, resolver problemas del pragmética de anglo — sajon y
mundo real, comprender el mundo Pollak matematicas
real, la promocién de competencias aplicadas

de modelacion.

Modelacién contextual

Objetivos relacionados con
contenidos tematicos y objetivos

Aproximaciones al Debate sobre |
procesamiento de la resolucion de

psicolégicos, por ejemplo, resolver informacion problemas en
problemas verbales dirigidos a la Norteamérica asi
aproximacion a los  como también
sistemas practicas escolare
cotidianas y
experimentos de
laboratorio de
caracter
psicolégico
Modelacién educativa  Objetivos pedagdgicos y objetivos  Perspectivas

Diferenciada en:

a) Modelacion didactica

y

b) Modelacion
conceptual

relacionados con contenidos
tematicos:

integradoras (Blum,

Niss) y desarrollos

adicionales de la

a) Estructuracion del proceso deproximacion

aprendizaje y su promocion. cientifica —
humanista.

b) Introduccion y desarrollo de

conceptos

Teorias didacticas
y teorias del
aprendizaje

Modelacién socio critica

Objetivos pedagodgicos tales como IRerspectiva
comprension critica del mundo que&mancipadora
nos rodea sociologia politica

Aproximaciones
socio criticas en

Modelacién

epistemoldgica o tedrica

Teoria orientada a objetivos, poPerspectiva Epistemologic
ejemplo, la promocion del desarrollccientifica humanista romana
tedrico del “temprano”

Freudenthal

Modelacion cognitiva

Objetivos de investigacion Psicologie
cognitiva
a) Analisis de procesos cognitivos

gue toman lugar durante los procesos

de modelacion y comprension de esos

procesos cognitivos.
Objetivos psicolégicos

b) Promocion de procesos de
pensamiento matematico a través del
uso de modelos como imégenes
mentales 0 aun como
representaciones fisicas o por el
énfasis en la modelacibn como
proceso mental tal como Ia
abstraccion o la generalizacion.

Tabla 1. Clasificacion de las perspectivas sobre melacion matematica (version

traducida del original, Kaiser & Sriraman, 200&Q2t)
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De la clasificacion anterior, Cordoba (2011) citardKaiser y Schwarz (2010) indica que
es posible distinguir dos enfoques centrados endtematica escolar (los cuales fueron
mencionados al inicio de este apartado). El primgue considera la modelacion

matematica como un contenido a ensefiar, el cuataplidesarrollo de competencias para
solucionar problemas del mundo real y el segunde,apncibe la modelacion como una
estrategia que motiva el proceso de aprendizajengld bases para el desarrollo de un

contenido matematico particular.

A continuacion se hace un recorrido por cada unasisiete perspectivas, tomando como
referencia los aportes de Blomhoj (2009), ya queti®ae la misma clasificacion de Kaiser
y Sriraman (2006), pero enriquece este trabajo laoadicion de ejemplos concretos,
algunas cuestiones que se investigan y el papalidelde modelacién, para cada una de

las perspectivas enunciadas.
*» PERSPECTIVA REALISTA

Para la perspectiva realista o aplicada de la raogel, hay una tendencia hacia lo
pragmatico-utilitario en lo cual, lo importantelasolucién de problemas aplicados con un
fuerte énfasis en situaciones del mundo real. Eam msrspectiva es fundamental que los
estudiantes trabajen con la modelaciéon de situasiantenticas o del mundo real, ya que a
partir de estas, se apoya el desarrollo de comgiageasociadas a la produccion y uso de
modelos que sean relevantes para la formacion gioof@ de los estudiantes. (Kaiser &
Sriraman, 2006).

El proceso de modelacion debe ser evaluado a tdes/és validacion de datos reales y en
consecuencia, es necesario estudiar con profundidadnodelacion en diferentes
profesiones y areas de aplicacion que den lugarcaristruccion de modelos mateméticos.
(Blomhoj, 2009). En consecuencia, los contextosattims del mundo real deben ser
comprensibles para los estudiantes y la modelamyomo tal deberia estar en el horizonte
para ellos. En esta perspectiva se puede ubicanflque de la conceptualizacidon
desarrollado por Biembengut y Hein (2004) quieneserden la modelacion como un
proceso gque tiene como objeto la obtencion de odelo matemético de un fenémeno o

una situaciéon problema.
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Segun, Biembengut y Hein (2004) ese proceso déotnaacion requiere de una serie de
sub-procesos: eleccion del tema a modelar, recomecio de la situacién problema,
delimitacion del problema, familiarizacion con ehta que va ser modelado, referencial
tedrico, formulacion del problema e hipotesis, folawion de un problema matemético y
desarrollo, resolucién del problema, partir del elody aplicacion, interpretacién de la

solucion y validacion del modelo.

En otras palabras, la modelacion es el procesggumeite transformar una situacion del
mundo real, a través de abstracciones y simplificgs que se concretizan en la obtencion
de un modelo, el cual sera validado y reinterpetad la situacion real que le dio origen.
(Cordoba, 2011).

* PERSPECTIVA CONTEXTUAL

La perspectiva contextual defiende la importag@bhcontexto no soélo en la formulacion,
sino también en la solucion de un problema de naod@l. Esta perspectiva de
investigacion se centra en desarrollar y probardigsfios para la modelacion, definida
como una actividad de solucion de problemas quega@dos, segun Lesh y Doerr (2003)

por seis principios:

1) Principio de realidad: la situacidbn debe semifitativa para los estudiantes y

relacionarse con sus experiencias anteriores.

2) Principio de construccion del modelo: la sitdacdebe crear la necesidad de que los

estudiantes desarrollen importantes construccioraematicas.

3) Principio de auto-evaluacion: la situacion deleemitir a los estudiantes evaluar sus

propios modelos.

4) Principio de documentacién: la situacion y ehtegto requieren que los estudiantes

expresen sus ideas acerca de la solucion del pmable

5) Principio de generalizacion de construccion:edsbr posible generalizar el modelo

como solucién a otras situaciones similares.

6) Principio de simplicidad: la situacion probledebe ser simple.
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Entonces, el objetivo central de esta perspecsval elisefio didactico de actividades que
apoyen el proceso de aprendizaje de los estudiamdgnte la modelacion matematica,

entendida como un tipo particular de solucion dstleacion-problema.

Por esta razén, es especialmente Util dentro de pesspectiva, considerar los aspectos
psicolégicos asociados a la resolucion de probleogscuales actian como base para
comprender las dificultades de aprendizaje relalas con la modelacién matematica y la

ensefianza de modelos matematicos (Blomhoj, 2009).
» PERSPECTIVA EDUCATIVA

Relacionada con la perspectiva anterior se en@émiperspectiva educativa, centrada en
los procesos de aprendizaje y por tanto, en la @can de la formacion de conceptos
matematicos. Desde esta perspectiva, la modelatabematica puede ser tratada como un

medio para el aprendizaje de las matematicas o cooneta educativa.

Al respecto, Blomhoj (2009) citando el documengéoHbfe y et al. (TSG21) plantea que
la modelacion matemética es vista como un medi@a mesafiar y desarrollar la
comprension matematica de los estudiantes, perbiéanes concebida como un objetivo
educativo en si mismo. En dicho documento iniciat@mese presentan una serie de
conclusiones relativas al desarrollo de competsenai@dquiridas durante el trabajo de
modelacion y ademas, los datos son utilizados Ipaedizar debilidades en los procesos de
comprension matematica de los estudiantes, contémdion de formar una base para el
disefio de materiales didacticos que ayuden a supdfmultades de aprendizaje
identificadas en el futuro. Estos autores tambiBrman que es en los procesos de
matematizacion e interpretacion que los estudiaieieslan sus creencias matematicas. En
la siguiente figura ilustra la conexion entre dasencias matematicas de los estudiantes y

su desempefio en las tareas de modelacién. (Veafigu
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Figura 1. Proceso de modelacion desde una perspeateducativa (Version traducida
del original, Blomhoj, 2009, p.12).

En esta perspectiva las nociones béasicas asoa@adamodelacion; modelo, modelacion,
ciclo de modelacion, aplicaciones y competencids deodelacion, asi como el significado
de estas nociones en relacion con la ensefianzs deatematicas, constituyen un elemento

central para estructurar el aprendizaje de lasméteas. (Blomhoj, 2009)
» PERSPECTIVA SOCIO-CRITICA

La perspectiva socio-critica, tiene relacion com timensiones socioculturales de las
matematicas, centrandose particularmente en ell page estas desempefan dentro del
funcionamiento y formacion de la sociedad. En sstgido, esta perspectiva se enfatiza en
la necesidad de apoyar el pensamiento critico edieaddel rol de las matematicas en la
sociedad, el rol y la naturaleza de los modeloematicos y la funcion de la modelacion
matematica en la sociedad. (Kaiser & Sriraman, R00& filosofia socio-critica sostiene
qgue el uso de la modelacion matematica (en la dad)epuede crear una motivacion
importante para el aprendizaje de las matematmas también llevarlos a reflexionar

criticamente sobre problemas sociales.
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Esto implica que en las practicas de ensefianzastosliantes trabajen con la modelacion
de situaciones que tienen un caracter real, peeosqurelacionan con problemas de tipo

social, cultural o del medio ambiente.

Segun Coérdoba (2011), en esta linea de trabajouselep ubicar los trabajos de
D"Ambrosio (1999), Barbosa (2006) y Araujo (2008%)emas, citando a Kaiser y Sriraman
(2006) sefiala que el discurso de tipo matematemmaldgico y reflexivo representa un
papel crucial en el desarrollo del pensamientacoride los estudiantes y se constituye en

un aspecto fundamental en la ensefianza de espeegtara.
» PERSPECTIVA COGNITIVA

La perspectiva cognitiva tiene como principal dbpetanalizar los procesos cognitivos

involucrados en la modelacién matemética. En extéido, dentro de esta perspectiva se
persigue entre otros aspectos, la reconstruccidasdeitas de modelacion individuales de
cada uno de los estudiantes y la identificaciénladebarreras y dificultades de estos,

durante la actividad de modelacion. (Kaiser & Sniaa, 2006).

En esta perspectiva se puede ubicar el trabajoodeeo (2010). En dicho articulo, la
atencion se centra en la reconstruccion de rutapandizaje y en la influencia que tienen
los estilos de pensamiento matematico de los esitedi en los procesos de modelacion.
Ademas, plantea un ciclo de modelacion particuleeg tiene un importante papel como
instrumento para analizar las tareas y estudiavithdhimente los procesos de modelacién

(ver figura 2.)
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Figura 2. Ciclo de modelacion desde una perspectivagnitiva (version traducida del

original, Borromeo, 2010, p. 7)

La importancia de este ciclo reside en que esisafemente detallado y por lo tanto puede
utilizarse como un instrumento adecuado para dise@e los procesos cognitivos. Asi
pues, ademas de estructurar el proceso de modelasie ciclo tiene como fin identificar

las habilidades cognitivas necesarias para modekasituacion dada (Blomhoj, 2009).
= PERSPECTIVA EPISTEMOLOGICA

En esta linea de investigacion se puede ubicanfefjue de la Teoria Antropoldgica de lo
Didéctico (TAD), la aproximacion a las praxeologi@sChevallard y el contracto didactico
de Brousseau. A diferencia de la perspectivastaalla perspectiva epistemoldgica le da

menos importancia al trabajo con situaciones psogéh mundo real.
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En la TAD por ejemplo, cualquier actividad humars seisceptible de ser modelada
mediantepraxeologia$ y en consecuencia la modelacién no se ve limitadaestiones

extra-matematicas (Kaiser & Sriraman, 2006).

Lo mismo ocurre con el enfoque de la Educacion Matea Realista (EMR) que también
se inscribe en esta perspectiva, debido a la téadadquirida por la perspectiva cientifico-
humanista principalmente determinada por los aportes de demthal (1973) vy

continuados por Treffers (1987).

Dentro de los trabajos que se aproximan a estpgiga se puede encontrar el articulo de
Andresen (TSG21) en el que se presenta y discuteogielo (en un sentido diferente) para
la ensefianza de la modelacion matematica que aeehda combinacién de cuatro niveles
de actividad matematica desarrollados en la EMize(@s de comprension). El modelo de
ensefianza se ilustra con una serie de preguntassejuefieren a tareas matematicas
especificas, destinadas a impulsar la reflexiotosiestudiantes en cada uno de los cuatro
niveles (Blomhoj, 2009).

Finalmente, uno de los objetivos que persigue@stspectiva, es lograr que los contenidos
fundamentales de la matemética puedan ser re-edesten el trabajo con la modelacion
de fendmenos reales, sin perder aspectos impastdet&a epistemologia de los conceptos.

Aspectos que son ampliamente acogidos por la EMRoapitulo 2).

Este recorrido a través de las diferentes peryaactie la modelacion matematica en la
enseflanza y aprendizaje de las matematicas, peadeitéficar diferentes acepciones del
término, que si bien en algunos casos tienen el@®mesn comuin, en otros muestran
diferencias importantes. Lo cual implica, entreastcosas, la dificultad conceptual y de
implementacion de la modelacion en la ensefianiasdaatematicas (Cordoba, 2011).

Todo sujeto al enfrentarse a una serie de prolsignsituaciones en su vida diaria se ve obligadmarrir a
técnicas para resolverlos (praxis) asi como a njunto de conocimientos (logos) que describen,ieaply
justifican las técnicas que se utilizan (praxeasp{Bosch et al 2006).

2 En esta perspectiva se entendia la matemética snenoiencia con ideales humanistas para la edircaci

Se centra en las habilidades de los estudiantasegtablecer relaciones entre las matematicaseglidad.
(Kaiser & Sriraman, 2006)
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En conclusion, la exposicion de estas perspectigae como finalidad, no solo ampliar la
comprension alrededor de la modelacidon en la engafijgaprendizaje de las matematicas,
mediante el reconocimiento de similitudes y diferas, sino también ir delimitando
gradualmente el enfoque tedrico que sirve de bassta investigacion: La Educacion
Matemética Realista (presentada en el capitulo U lga sido reconocida, segun los
planteamientos anteriores, como una teoria insdeitdro de la perspectiva epistemologica

para abordar el estudio de la modelacion en lamétea escolar.
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Capitulo 2

MARCO DE REFERENCIA CONCEPTUAL
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2.1. LOS INICIOS DE LA EDUCACION MATEMATICA REALIST A

La presente investigacion relativa al proceso dealelawion matemética, toma como

referencia las principales aportaciones tedricda @&lucacion Matematica Realista (EMR)

Los inicios de la EMR tiene sus raices alrededdosg@fios 70, periodo en el cual se hizo
ostensible la necesidad de revertir las situaciahesensefianza orientadas hacia la
matematica moderfala cual habfa ayudado a producir incontablesaffas de aprendizaje

en los estudiantes, gran perdida de la intuicigpergida de comprension sobre lo que se
hacia. Al respecto, Santamaria (2006) sefiala quezleglor de los aflos ochenta se
reconocié la necesidad de recuperar la intuici@mmanipulacién operativa del espacio, y
de los mismos simbolos que se habian perdido enctaporacion de la matemética

moderna al curriculo y, la cual gener6 que la méatea se alejara ain mas de la realidad

de los escolares.

En este proceso de construccion de un nuevo pmyaaticular para la ensefianza
elemental de las mateméticas, nace en Holandaayeqio de reforma llamado Wiskobas
liderado por Freudenthal y sus colegas del antiQWO (Instituto para el desarrollo de la
Educacion Matemética) en el que se desarrollarorestigaciones alrededor de la

caracterizacion de las matematicas, su aprendizajeensefianza.

En la consolidacion de dicho proyecto fueron trandentales las ideas de Freudenthal
acerca de su conocimiento profundo sobre las métsmAsu interés por la ensefianza y
las experiencias recogidas de la préactica en . altitulo de ejemplo, Freudenthal
sostenia que las matematicas son en esencia unalatthumana cuya finalidad es
organizar (matematizar) el mundo que nos rodea incluyengowdpia matematica. En este
sentido, uno de los intereses de la EMR es quatamatica este conectada a la realidad de
los estudiantes, a sus experiencias y ademas, egure pertinentes dentro de la sociedad

para rescatar asi, su valor humano (Panhuizen).2003

% En este trabajo lmatematica modernse entiende como el movimiento de ensefianza gliginel
enfoque conjuntista-estructuralista en la educaegmolar.
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Esta y otras ideas acogidas en el citado proyadtoigaron en la creaciéon y disefio del
actual enfoque de la EMR, como una teoria espacdi instruccion de la educacién
matematica, con continuos ajustes a nivel globklcgl, pero a partir de la cual se han

desarrollado numerosas investigaciones. (Gofge@0).
2.2. EL ENFOQUE DE LA EDUCACION MATEMATICA REALISTA (EMR)

La EMR busca al igual que la gran mayoria de te@fEducacion Matemética, favorecer
a los estudiantes en el desarrollo de herramiengsmaticas y comprension de conceptos
para resolver problemas. De esta manera, el aenfalgue de la EMR no se limita
Unicamente a ensefar conceptos matematicos, simbié@a a resolver problemas

ensefiando a construir modelos por medio de la naditeamion progresiva.

Segun, Panhuizen (2003) ambos procesos de aprigndiaa necesarios y se apoyan
mutuamente, pero es un error trabajar sélo entidace construccion de modelos, ya que

esto no es suficiente para que los estudiantesremign los contenidos matematicos.

De otra parte, la idea central que distingue esiegeie de muchos otros es que en la EMR
se trata de superar la dicotomia entre los coneaitos formales de la matemética y los
conocimientos informales de los estudiantes, mégliah uso de una trayectoria de

aprendizaje que ayude a los estudiantesreventarlas mateméticas formales, apoyandose
para ello, en el uso de contextos o situacionesanas a la realidad que promuevan

procesos de matematizacion progresiva.

Esta aproximacion al uso de contextos y modelos mapecial atencion al proceso de
modelacion matematica, sus dos formas de maniféstag los posibles niveles de

comprension que es posible distinguir y que tipifiel proceso de aprendizaje.

Con base a estas consideraciones, algunas inwstiga (Panhuizen, 2003) en EMR se
han limitado a responder como pueden los estudiatdsempefiar un papel activo en el
desarrollo de modelos, como evolucionan los modéioante el proceso de ensefianza-

aprendizaje y como los modelos promueven y apayatelacion de nivel, entre otros.
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Ademas, en relacion con los intereses de estatigae®n, el GPDM (Grupo Patagonico
de Didactica de las Matematicas) y los CRAIM (CerRegionales de Adiestramiento en
Instruccion Matematica) han dedicado gran partesuke investigaciones a analizar los
niveles de matematizacion en las clases, aportsigddicativamente a la comprension de
la modelacién matematica y la manera en que egiaeste generar en los estudiantes. Mas
aun, dichas investigaciones han permitido consoladgunas ideas generales sobre los
fendmenos asociados a la ensefianza y aprendizkge oetematicas, las cuales se ilustran

en el siguiente apartado.

2.3. CONCEPCIONES SOBRE LA ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE DE LAS
MATEMATICAS EN LA EMR

Las ideas de Freudenthal acerca del aprendizajasdmatematicas trascendieron en la
construccion tedrica de la EMR y, en la actualidate enfoque sostiene (al igual que lo
hacia Freudenthal) la existencia de una discomtatuien el proceso de aprendizaje de las
matematicas, es decir que es ineludible la presadeisaltos repentinos en el proceso de
reinvencion los cuales se reflejan en el uso de modelos dénidis niveles de

formalizacion.

Ademés, para la EMR el aprendizaje de las mateasatdebe partir de estructuras
complejas y ricas del mundo real para que gradugbramerjan estructuras mas generales,
abstractas y formales de la matematica. (Bressatkower & Gallego, 2004). En
consecuencia, los puntos de partida del procespamdizaje deben partir de situaciones
cercanas a la realidad de los aprendices; situesigne demanden seganizadas traves

de categorias que no estan predefinidas, sinoeggdesarrollan por los mismos estudiantes.

De esta manera, los estudiantes dotan de sentgignificado los objetos matematicos,
llegando a constituirlos en autenticas herramiepsaa matematizar diferentes situaciones

de su cotidianidad.

Con base a las ideas de Freudenthal, la EMR caasfdadamental que los estudiantes
aprendan a través del proceso de construccionsdestaucturas matematicas y no de estas
tltimas como objetos acabados. En este sentidnatamatica es vista como una actividad
de resolver y buscar problemas, a través de ldes;use posibilita la organizacion de la

disciplina, bien sea por medio de la realidad tadeateméatica misma.
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Asi pues, la EMR insiste en que es necesario guedtudiantes aprendan a abordar la
matematica por medio de situaciones-problematices ggneren la necesidad de utilizar
herramientas matematicas para su organizacionugiéal (Bressan, Zolkower & Gallego,
2004).

En particular la EMR invita a cambiar la vision dedtudiante pasivo, receptor de una
matematica prefabricada, por la de un estudiaritecaceflexivo y critico, que participe de
la creacibn de modelos matematicos propios, a gsrale la utilizacion de métodos
informales, estrategias intuitivas o herramientaatematicas como elementos que

posibilitan la organizacidon de diferentes situaesproblema proximas a su realidad.

Por otra parte, la EMR considera fundamental quarde la matematizacién progresiva el
docente se convierta en un guia y promotor derosegos de interaccion en el aula, ya sea
generando espacios de reflexidon, que pueden efsetadravés de preguntas o sugerencias,
o bien, ocupando un lugar protagénico mediadoredas situaciones problematicas y los
estudiantes; entre las producciones de los estedian las herramientas formales, ya

institucionalizadas por la disciplina. (Bressan &llégo, 2011).

En general, para la EMR las actividades implemestattben ser guiadas por un docente
con la capacidad de anticipar, organizar didacteam y facilitar las trayectorias de
aprendizaje de sus estudiantes. Esto implica queadnte, debe prever las producciones
de sus estudiantes, utilizarlas para mejorar shidedes matematicas y procurar que su
clase funcione como una unidad, organizadayempos heterogéneogsara que emerjan
diversas soluciones desde diferentes niveles deafacion, sin que esto justifique una
clasificacion de los estudiantes, pues lo que smspi dentro de este enfoque es que los

estudiantes sigan sus propias trayectorias de @ipege.

En sintesis la ensefianza de las matematicas eMmRa tBma la forma deeinvencion
guiadg es decir un proceso en el que los estudiantegeaian las matematicas mediante
la organizacionde situaciones-problema en interaccién con susspgarbajo la guia del
docente, mientras el aprendizaje es concebido camoproceso discontinuo de
matematizacién progresivgue involucra distintos niveles y en el que lositertos y
modelos ocupan un lugar central como puente pacadeer el paso de un nivel a otro mas

avanzado.
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2.4. PRINCIPIOS DE LA EDUCACION MATEMATICA REALIST A

La EMR es una teoria en construccion sujeta a nstante proceso de renovacion acerca
del qué y el como de la educacion matematica. Diebida se concretiza en un conjunto de
teorias locales de ensefianza de topicos de la @@atamas cuales descansan sobre unos
principios béasicos. Algunos de estos principiogdierelacion con la idea de que “saber
matematicas” es “hacer mateméticas”, lo cual cotapantre otros aspectos, usar la
realidad como punto de partida paranatematizacion progresiwadar la oportunidad de
gue los estudiantaginventenlos conceptos matematicos. Otro principio es cae due

entrelazar los ejes de contenido de aprendizaj@sdmatematicas.

Goffree (2000) propone una clasificacion de estoscipios que pone de relieve las
relaciones inherentes entre la ensefianza y eldipage de las matematicas (ver tabla 2).
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APRENDIZAJE ENSENANZA

Construccion Bases concretas para la orientacion

actividad constructivista. no significa Unicamente materializable, si

matematico que se les presenta y ubica a lmmntextos reconocibles a los cuales

educativo. significados.

Subiendo el nivel Modelos
El aprendizaje de las matematicas se da en alglara conseguir el avance en los niveles duran
momento entre las matematicas informalggsoceso de ensefianza y aprendizaje, es nece
(relacionadas con el contexto) y las mateméticener a su disposicion herramientas que
formales. Esto implica que el proceso deermitan establecer un vinculo entre
aprendizaje de cada alumno se da a diferentestematicas informales y las formales.
niveles de formalizacion. Los cambios de nivelésna herramienta importante es el uso de mod
se dan de modo subito y crean una discontinuid@® pensamiento). La producciéon de un mog
en el proceso de aprendizaje de una situacion permite que los estudial
investiguen la situacion. Promover que lo use
otras situaciones y ayudarles para que
conviertan en un modelo para solucio
problemas fuera y dentro de la matema
misma.

Reflexion Momentos de reflexion

con la reflexién. La reflexion es el motor queara incluir la reflexion en la clase.
permite progresar o avanzar en el nivel deualquier conflicto cognitivo y cualquié

matematico esta  sujeto a  constantenatematizacion vertical).
reformulaciones.

En este proceso de asimilacién y acomodacion

los estudiantes aprenden matematicas como un

todo coherente y no como partes separadas.

Se consigue entonces cerrar la brecha entre las

ideas matematicas y su conexion con el mundo

real

El aprendizaje de las matematicas es uhkacer de las matematicas algo concreto, lo cual

Esto contradice la idea de que los estudiantesnbién algo que los estudiantes puedan
simplemente  absorben el  conocimienttmaginar facilmente” y para ello se deben crear

los

mismos como participantes activos en el processtudiantes puedan asignar sus propios

te el
sario
les
as

elos
elo
tes
en
lo
har
ica

El aprendizaje de las matematicas se estimilhmaestro debe encontrar el momento oportuno

-

aprendizaje. produccion propia del alumno hacen parte de| los
momentos claves para la reflexién.
El contexto social Lecciones de matematicas interéinMas
El proceso de aprendizaje necesita otros actokds maestro debe organizar la actividad
ademas del nifio que aprende. Los diferent@mtematica de manera que la interaccion |sea
actores comparten entre si procedimientos pgarte natural de ella.
conceptos matematicos discuten sobre ellosEyprofesor debe ser consciente que la interaccion
generan ideas colectivamente. social puede obstaculizar el proceso |de
aprendizaje
Estructuracion Entretejer los hilos del aprendizaje
Si los estudiantes construyen sus propi& maestro debe basar su ensefianza de las
matematicas significativamente entonces lasatematicas en situaciones del mundo real, como
nuevas ideas y reflexiones se incorporan a las duente de ideas (matematizacion horizontal) y

ya se tienen. Esto significa que el conocimientmmo  situaciones para poder aplicarlas

Tabla 2. Principios de la Educacion Matematica Re#ta (Goffree, 2000).
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De la clasificacion anterior se pueden identifisggun Santamaria (2006) seis principios
basicos de la teoria general de la EMR, a s@b@gipio de actividagprincipio de niveles
principio de interaccionprincipio de realidad principio de reinvenciory principio de
interconexion Los primeros tres principios estan mas conectadagprendizaje de las
matematicas, en comparacion a los restantes, agsig esta mas préximo a la ensefianza

de las matematicas.
2.4.1. PRINCIPIO DE ACTIVIDAD

Desde la perspectiva de la EMR, la matematica &stado una actividad humana que se
encarga de organizar el mundo que nos rodea inudayla matematica misma. Asi pues y
en concordancia con las ideas de Freudenthal (1878atematica es una actividad que se

aprende mejor haciendo y a la que todas las pessuelen acceder.

“El quehacer matemético es wuna actividad estructigraru organizadora de

matematizacion que esta al alcance de todos les $eimandsFreudenthal (1973, p. 14)

Desde esta vision lanatematizaciorse concibe como el proceso que permite organizar y
esquematizar las realidades en que viven los $em@snos, lo cual implica, entre otros
aspectos, la busqueda y solucion de situacionddgondticas mediante la identificacion de
regularidades, patrones numéricos, y en genetalscede herramientas matematicas. Sin
embargo, para Freudenthal (1973) lo mas importdateste proceso de matematizacion es

gue ayuda a los estudiantes a estructurar la matenmdisma.

Otra consecuencia de estas ideas, es la genetcgspacios donde los estudiantes puedan
hacer matematicas (matematizar), contraria a l@rvigadicionalista determinada por el
papel pasivo de los estudiantes y el aprendizajeurtes matematicas ya acabadas,
sustentado en la falsa premisa de que el pensamsatematico puede ser transmitido a

los estudiantes (Santamaria, 2006).

De esta manera, en la EMR los estudiantes no ssinsvcomo simples receptores de
matematicas ya hechas, por el contrario, son tvatadmo participantes activos durante su
proceso de aprendizaje. Basicamente el papel dioade los estudiantes en el proceso
educativo se consigue a través de situacionesgmalbicas que generen la necesidad de

utilizar conocimientos (formales e informales) psuweorganizacion y solucion.
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En particular, lo que pretende este enfoque te@gaesarrollar en los estudiantes una
actitud mateméatica desde edades tempranas, quepesdse a reinventar los conceptos

matematicos, mediante la organizacion y estruditmadesituaciones realistas

Entonces, la importancia del principio de activideside en el hecho de que los estudiantes
se enfrentan aituaciones realistgdas cuales involucran algun contenido matemajice
deben ser construidos por los estudiantes medelniso de estrategias informales y su
intuicion. Ademas, dentro de estnvencionse dan negociaciones y discusiones que son
fundamentales para la construccion del aprendqagese sustentan en meétodos informales
gue luego seran utilizados como base para la éreas los conceptos formales (Bressan
& Gallego, 2011).

2.4.2. PRINCIPIO DE REALIDAD

En el principio de actividad se discutié sobrengartancia que tiene para los estudiantes
hacer matematicas y como a partir de la implemg&ntade situaciones realistagjue
generen la necesidad de utilizar herramientas nddiess se puede conseguir tal objetivo.
Sin embargo, es importante aclarar que en la filaste la EMR unaituacion realistano

se limita Gnicamente a las situaciones del mundh t@mbién incluye la consideracion de
situaciones que son experimentalmente realizabie®ginables por los estudiantes, como

son los cuentos de hadas y las fantasias.

Desde este punto de vista, el caracter de reatidadha situacion determinada, depende de
gue tan real pueda ser en la mente de los estadigiren consecuencia el mundo fantastico
de los cuentos de hadas o el mundo formal de lasnmdticas representan escenarios
adecuados para crear situaciones problematicaspigey cuando los estudiantes puedan
imaginar la situaciones en cuestion. Inicialmense cenveniente que las situaciones
disefiadas estén estrechamente relacionadas coontyeto y lo cotidiano, pero es
necesario que se desprendan de esto, para quenpackglairir un caracter mas general, es

decir, de modelos matematicos. (Santamaria, 2006)

Es precisamente el énfasis en tratar de haceredg@n la mente de los estudiantes lo que
le da el nombre a la EMR, pero uno de los objetiyos se persigue es poder fomentar en
las aulas de clases unas matematicas Utiles paciedad, es decir, que los estudiantes

utilicen su comprension y herramientas matemapeaa resolver diversos problemas.
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Es claro que esta vision, no asume las situacimraistas como problemas de aplicacion,

pues ademas, las enriquece ubicandolas como uniz fo@a aprender matematicas.

Al respecto, Bressan et al. (2004) defienden etragizaje de las matematicas desde una
fundamentacion en la realidad misma, indicandolgueatematica surge de un proceso de
matematizacion de la realidad. Aunque esto no gaplle ningin modo restringir la

realidad a los fendmenos del mundo real, ya queliesitaria a los estudiantes a pasearse

por el mundo de las mateméticas.

Entonces, tal como sefiala Goffree (2000) el prinaje realidad consiste en hacer de las
matematicas algo concreto, que no significa Unicaéenenaterializable, sino ademas
imaginable en la mente de los estudiantes y p&raesinecesario que en la ensefianza de
las matemaéticas se disefien contextos significafpara los estudiantéscontextos que
posibiliten la asignacion de significados propiedak estudiantes y que ademas puedan ser
organizados mediante la matematica, para promonepraceso deeinvencionde las
herramientas matematicas que les permitird tereermejor comprension de los conceptos

matematicos.

Los contextos al ser significativos para los estoidis se constituyen en puntos de partida
para su aprendizaje y para las actividades de naéitganion, promoviendo el uso del

sentido comun, la intuicion y las estrategias imfales. No obstante, es importante recordar
gue los contextos en los cuales se inscriben faacsbnes realistas adquieren un caracter
relativo que depende de la experiencia previa seesbudiantes y de la capacidad de cada

uno de ellos para imaginarlos o visualizarlos. $§Bam & Gallego, 2011)
2.4.3. PRINCIPIO DE NIVELES

Dentro de este enfoque tedrico se considera gaprehdizaje de las matematicas se da en
algin momento entre las matematicas informalesdi@iadas con el contexto) y las
matematicas formales. De esta manera, los estedideben iniciarse en la matematizacion
de temas cercanos a su realidad para después @aaaalizar su propia actividad

matematica.

* Para encontrar situaciones realistas, es deciexims significativos, es necesario acudir a l@fieenologia
didactica, la cual se encarga de estudiar e indsigaciones que puedan ser estructuradas poorded
conceptos matematicos que deben ser descubiemasvgntados por los estudiantes.
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= LA MODELACION MATEMATICA COMO MATEMATIZACION

Desde la perspectiva de la EMR no se habla diresteerde modelacion matematica, sino
de matematizacion en correspondencia con las ake&seudenthal, quién acufio el término
para referirse al proceso que describe el pasceddstbnocimiento informal, relacionado

con los contextos, y las matematicas formales.

Literalmente para Freudenthal (1973)dtematizar es organizar la realidad con medios

matematicos... incluida la matematica mishfp. 44)

El enfoque principal de Freudenthal (1973) fue ealidad, la matematizacibon como un
proceso dindmico que conservara las matematicasodda sentido comun y la realidad de
los estudiantes. Asi, enfatiza en la importanciandsar a los estudiantes con problemas
derivados de un conjunto de contextos limitadose quedan ser esquematizados
facilmente para que sirvan como mediadores entab$tracto y lo concreto (asociado a

una situacion especifica).

En este sentido, la EMR interpreta la matematizac@mo el proceso mediante el cual los
estudiantes organizan su actividad matematica. Bsttonsiguen con la produccion de
modelos, ya que los estudiantes gradualmente vguirgghdo una comprension particular
de la situacion-problema, descubren regularidagiesiientran patrones y posteriormente
aparecen medios cada vez mas avanzados, hastzafircaln la construccion de un modelo

eficaz, a través del cual pueden conectar variaacgones con caracteristicas similares.

En particular, la matematizacion se entiende com@receso de trabajar la realidad
mediante conocimientos informales (relacionados @&bncontexto) y herramientas
matematicas (objetos matematicos, algoritmos, operas, modelos, etc.) concretando
este trabajo en dos direccionesmlatematizacion horizontgl la matematizacion vertical
Direcciones que segun Freudenthal (1991) son cartendiferenciables, pese a que la

manera en que se relacionan ambos procesos ndastaente definida.

» Matematizacién horizontalentendido como el proceso matematico a traves g c

los estudiantes (con ayuda del docente) logranrhate modelacion particular de la
situacion problema, en gran parte de los casadattando el problema de su contexto
a algun tipo de matematicas, mediante métodosnifiess o pre-formales a diferentes

niveles de abstraccion (Arcavi, 2006).
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Este proceso se pone de relieve en actividadesbgeean comprender la situacion-
problema, como son; la identificacion o descripaénia matematica que es relevante en la
situacion en cuestion, la esquematizacion, forniihag visualizacion del problema desde
diferentes puntos de vista, y aun en el instanteuen se hallan semejanzas con otros

problemas.

» Matematizacion vertical;que consiste en la elevacion del pensamiento aaibstr

propiciando la reorganizacion de las ideas (aladaan el nivel anterior) dentro del
mismo sistema matematico. En palabras de Bress&zadlggo (2011) este proceso esta
sujeto a estrategias de reflexion, generalizacgimeba y simbolizacion, logrando
mayores niveles de formalizacion matematica. Sempjo de matematizacion vertical,
la representacion de una relacion como una formalarueba de regularidades, la

generalizacion y la combinacion de diversos modelatematicos.
LOS DIFERENTES NIVELES DE COMPRENSION

La EMR admite que losnodelos descriptivoproducidos en el componente horizontal,
gradualmente van evolucionando emodelos prospectivpslos cuales constituyen el
ingrediente central que lleva de la matematizabidnzontal a la matematizacion vertical
al impulsar y elevar losniveles de comprensionDichos niveles de comprension
(situacional, referencial, general y formal) repreaan el pasaje del conocimiento informal
al conocimiento formal y se caracterizan por disintipos de actividades cognitivas y
lingliisticas, asociadas al uso de diferentes egiest y modelos, pese a que no constituyen

una jerarquia estrictamente ordenada. (Bressanli&dsa2011).

El nivel situacional esta asociado al uso de estrategias ligadas tat&nal contexto de la

situacion misma. Lo cual implica que los estudianietroducen sus conocimientos
informales, su sentido comudn, su experiencia yagsiias situacionales para identificar y
descubrir la mateméatica existente en el contextoeste proceso se lo denomina

matematizacion horizontal

Los otros niveles estan enmarcados dentro deate@matizacion vertical por lo tanto, se
caracterizan por la basqueda de férmulas, el uska ggueba y la generalizacion, entre

otros.
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El nivel referenciales donde aparecen las representaciones o modéfag, materiales
0 notacionales, y las descripciones, conceptos gceplimientos personales que
esquematizan el problema. De alli que los modea®asideren commodelos den tanto

estan referidos a las situaciones particularedeguéieron origen.

El nivel generalse desarrolla a través de la exploracion, refteyi@eneralizacion de lo

aparecido en el nivel anterior, pero propicianda fiocalizacion matemética sobre las
estrategias que supera la referencia al cont&toeste nivel, por la reflexion sobre los
conceptos, procedimientos, estrategias y modeliigadbs en el nivel anterior surgen
aspectos generalizables de los mismos y los estedipueden concluir que son utilizables

en conjuntos de problemas, dando lugar arlodelos parda resolucién de los mismos.

El nivel formal esta relacionado con la comprension, utilizaci@ lds conceptos,
procedimientos y notaciones convencionales quenhgage de la matematica vinculada al

contexto que se venia trabajando.

Recientemente Bressan y Gallego (2011) han produaich sintesis de estos niveles de
comprension a través de la figura 3 y de la ceslposible inferir algunas relaciones

importantes.

CONOCIMIENTO
/ FORMAL / —> CoNociH

I REFLEXION

“MODELO

Educacién Matematica Realista

I REFLEXION

/ REFERENCIAL / ) “MODELO DE"

] e

» CONTEXTO

¢ MATEMATIZACION VERTICAL ey

)
=
Q
o
4
a
I
4
:
Qo
o
=)

©
o
e

a

I
o
2
=
E
o
®
=
=
o

°
o
=
S
-

- -

NN
d
3
o)
2

N

=
Q
o
=
w
>
o
w
o

I
=
b
O
3
w
-
£

4—————— MATEMATIZACION HORIZONTAL ———————p

Figura 3. Niveles de comprensiér(Bressan & Gallego, 2011, p.7)
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En primera instancia, que los estudiantes ascieradamveles de comprension mas
avanzados, si y solo si, reflexionan sobre layidetiles realizadas en el nivel anterior. Esta

reflexion puede ser suscitada por la interaccidtu(Bante-estudiante; estudiante-docente).

En segundo lugar, que los modelos sirven como politante recurso para cerrar la brecha
entre la matematicas informales, relacionadas osncbntextos, y las matematicas mas
formales. Inicialmente los estudiantes utilizan smsocimientos y estrategias informales y
los introducen a la situacion, pero posteriormeangetos aspectos del contexto adquieren
un caracter mas general, convirtiendose enmadelo de”especifico de la situacion, el

cual describe y esquematiza los conocimientos geaglimientos de la situacién problema.
Finalmente, se produce un desprendimiento totataexto inicial construyéndose asi, un
“modelo para’; general y descontextualizado, el cual puede rsqrara organizar

matematicamente otras situaciones (Santamaria) 2006

Por ultimo, que la historia de la matematica en dogenes de cada conocimiento,
ejemplifica y brinda situaciones que dan pie a psbeeso de matematizacion progresiva,
del mismo modo que también lo hacen, las produesigropias de los estudiantes con

todos sus conocimientos informales.
INTERPRETACION DE LOS MODELOS EN LA EMR

En la EMR los modelos representan los instrumebésscos para que los estudiantes se
muevan por diferentes niveles de conceptualizacgordado que el proceso de
matematizacion esta orientado a la produccion ydesmodelos, es importante esclarecer

como se conciben los modelos en este enfoque dedric

Segun Bressan (s.f.) para la EMR los modelos seprésentaciones de las situaciones
donde se reflejan aspectos fundamentales de loseptws y relaciones matematicas que
son indispensables para solucionarlgp. 4). En este sentido, materiales, bosquejos
visuales (tablas y graficas), esquemas, diagramasleso simbolos pueden servir como

modelos, siempre que expresen relaciones matematievantes para la situacion.
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Otro aspecto caracteristico de los modelos, es sque el resultado de organizar la
matematica inherente a la situacion-problema. La guplica dos cosas importantes; la
primera tiene relacion con el hecho de que los ibedeo estan siendo pensados
Unicamente como representaciones, sino también objetos de trabajo y reflexion en si
mismos, sobre los cuales se aplican operaciones wissializan, explican y comparan
relaciones. (Bressan & Gallego, 2011). La otrags los modelos emergen de la propia
actividad constructiva de los estudiantes, porde go hay un modelo pre-construido o
impuesto por la matematica formal, destacandoseskagélor que tienen las producciones
de los aprendices para promover el surgimientootiei®nes especificas, que sean posible

esquematizar y que tengan una perspectiva vertical.

Igualmente importante, y con el fin de que los nhaglpuedan brindar el apoyo deseado a
los procesos de aprendizaje, éstos deben reunireabs dos caracteristicas principales;
estar enraizados en situaciones realistas y seffildentemente flexibles para ser aplicados
en niveles de formalizacion mas avanzados, simdbsi paso a niveles inferiores. De esta
forma, los modelos se constituyen en auténticosnprares del aprendizaje, dado que
conllevan a la comprension de los conceptos matemsaty ayudan para que el

conocimiento progrese y evolucione. (Trigueros, 900

Para finalizar, hay que resaltar que los modelvgien la conjugacion de las matematicas
informales (relacionadas con el contexto) y lasemdticas formales. Si bien, en un
principio estrechamente ligados al contextwodelos descriptivds poco a poco se van
despegando de tal contexto gracias a la compremgorelaciones mas amplias y a un
constante proceso de reflexidbn sobre las taredgadas (hodelos prospectivpshasta

finalmente convertirse en modelos generales y flasna
2.4.4. PRINCIPIO DE REINVENCION — PRINCIPIO DE ORIE NTACION

Uno de los objetivos centrales de la EMR es teseid@éantes que matematicen situaciones
cercanas a sus experiencias reales; para conskéghorproposito es fundamental dentro de
la ensefianza de las matematicas, propiciar espacpsrtunidadeslirigidas para que los

estudianteseinventenas matematicas.

42



Esto implica que los docentes y los programas énosatienen como mision conducir el
proceso de aprendizaje de manera que sean los misestudiantes quienes
progresivamente construyan las herramientas y miiscEntos matematicos, y no
limitarlos a recibir una matematica pre-construida.

En términos generales, este proceso se traducetidatdente erreinvencion guiada
cuando se mira desde la 6ptica del alumno gnatematizacion progresivdesde el punto

de vista del observador (Santamaria, 2006).

Entonces, laeinvencion guiadaboga para que el conocimiento formal de las matieas
pueda ser re-construido por parte de los estudiaateartir deorganizar o estructurar
situaciones probleméticas en interaccion con stesgacadémicos y bajo la orientacion del
docente.

En este sentido, la tarea del docente como medi@eldos procesos de aprendizaje se
agudiza, puesto que no solo debe nutrirei@mvenciona través del disefio de contextos
significativos (que demanden una organizacion matea), sino que ademas, debe ser
capaz de prever donde y codmo anticipar las herrdasematematicas que apenas se
asoman en el horizonte. (Panhuizen, 2008).

En general, para orientar adecuadamente este prdeeseinvencion guiada es necesario

gue los docentes reflexionen a corto y largo pdwre el proceso de aprendizaje de sus
estudiantes, para que asi, se puedan dar una mldasdposibles comprensiones e

interpretaciones que manifiestan los estudiantesndm se enfrentan a situaciones

probleméaticas y, dar lugar a esanvencionapoyandose de una re-estructuracion de las
actividades de clase.

2.4.5. PRINCIPIO DE INTERACCION

Para la EMR el aprendizaje es una actividad sgataimo tal es importante que los actores
principales (los estudiantes) de ese proceso oiteya con sus pares, para que se generen
espacios de reflexion que ayuden a los estudiantdsanzaniveles de comprensidnas
avanzados. (Bressan, Zolkower & Gallego, 2004; Riaeh, 2008).
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De hecho, es importante que las interacciones ndingeen a la interaccion entre
estudiantes y estudiantes, ya que la dinamicaaictiga entre los estudiantes y el docente
ocupa un lugar central en la reinvencion, siendeecla manera en que el docente organiza
la interaccion de la clase, con el propésito deimiaar oportunidades para la produccion,

intercambio y apropiacion de nuevas ideas por piries estudiantes.

En este sentido, lo que la EMR pretende con urse éideractiva es ofrecer la oportunidad
de un espacio dinamico, donde los estudiantes pudaide a conocer unos a otros, sus
estrategias, hallazgos e ideas y reflexionar saes; pues al escuchar lo que los
compafieros piensan, los estudiantes toman ideasnpgorar sus estrategias alcanzado

niveles de comprension mas generales.

La idea de una clase interactiva, también consigeealos estudiantes siguen sus propias
trayectorias de aprendizaje, lo cual implica quiadlajo cooperativo se realice a través de
grupos heterogénepssto es, grupos de trabajo con diferentes nidsabilidad, con tal
suerte, que las soluciones de los problemas apeldiversos niveles de comprension,

donde todos los estudiantes pueden trabajar e €8antamaria, 2006).

Asi pues, lo interesante de este principio de act@é6n es que prefiere mantener la clase
general junta como una unidad de organizacion, peypone que lo mejor para posibilitar
procesos de matematizacion progresivo es que $&ajdracon grupos heterogéneos,

aprovechando que cada uno de los estudianteswaigusenda de aprendizaje individual.
2.4.6. PRINCIPIO DE INTERCONEXION

En el enfoque de la EMR los contenidos y unidada&maticas no son tratados de manera
individual dentro del proceso de aprendizaje, ct&laa que se desea ensefar esta
interrelacionado con varios contenidos matematidésta postura implica que las
situaciones realistas deben permitir conectar Ishmeamente diferentes contenidos y
herramientas matematicas en una misma unidad dendipaje (Santamaria 2006).
Ademas, este principio pone de manifiesto que derahtrabajo con situaciones realistas
los estudiantes utilizan diferentes herramientastyategias que conducen a la creacién de
modelos de diferente naturaleza, que bien, pod@argeométricos y aritméticos, pero lo

importante es que la interconexion promueve lagei@n de nuevos aprendizajes.
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2.5. DIMENSION MATEMATICA DE LAS NOCIONES CUADRATIC AS

El término cuadratico tiene significados y sentidos matematicos variagos pueden
vincularse a diferentes tipos de pensamientos néiews: el geométrico, el algebraico vy el
variacional, entre otros. Sentidos y significada® ¢e corresponden con la génesis y
evolucién de los objetos de conocimiento matemasisociados. Para efectos de esta
investigacion lo cuadratico se asocia a tres nesiomatematicas: funcion cuadratica,
ecuacion de segundo grado y parabola (Mesa & VAGQ7), aunque se privilegia una
perspectiva moderna que posicidm@uadraticoen consonancia con los trabajos de galileo

y la variacion con cierto acercamiento hacia Iacfonal.
FUNCION CUADRATICA °

En matematicas toda funcion de la fornfiéx) = ax? + bx +c cona, b,c,e R y a# 0
se le llama funcién cuadratica. En la expresioeramt ax? es el término cuadraticéx es
el término lineal yc el término independiente. ElI dominio de la funcoadratica eR y
su gréfica esta determinada por una curva llamadabpla. A modo de ejemplo, se

presenta la representacion grafica de las funcifees= x2 y f(x) = —x? (ver figura 4).

Figura 4. Grafica de las funcioneg(x) = x? y f(x) = —x?

® Fuente: Oaxaca J., Valderrama M. (s.f.)
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Las funciones cuadraticas que estan conformadasmente por un término cuadratico
son de la formg (x) = ax?. Si el coeficienter de la funcion cuadratica es mayor que uno,
a medida que se aumenta este valor, la graficaadfuricion tiende a comprimirse

positivamente hacia el eje de las ordenadas (@erdib).

Figura 5. Variacion de la funcionf(x) = ax? cuando a > 1

Si el valor del coeficiente se encuentra entre cero y uno, se evidencia gqued&dda que
este se hace mas pequenio, la grafica de la fusei@oerca al eje de las abscisas (ver figura
6).
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Figura 6. Variacion de la funcion f(x) = ax? cuando 0 < a < 1

Si el coeficientea de la funcion cuadratica es menor que cero, adaaglie este disminuye

la gréfica de la funcion se comprime negativaméatga el eje de las ordenadas (figura 7).

/
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Figura 7. Variacion de la funcionf(x) = ax? cuando a < 0
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Por otra parte, al considerar una funcion con tmité lineal es decif (x) = ax? + bx el

comportamiento queda determinado de la siguienteeragver figura 8).

2
y=x +5x

Figura 8.Variacion de la funcionf(x) = ax? + bx cuandob >0y b < 0
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De las graficas anteriores es posible observasghe0 el desplazamiento de la funcion es
a la izquierda y si b<0 el desplazamiento de teifin es a la derecha. En ambos casos a
medida que el valor absoluto de b aumenta la od#edal vértice de la pardbola se hace

mAas negativa, ademas la gréafica de la funcién @eren el origen.

Considerando la funcién con un término independiems decirf(x) = ax? + bx + ¢
dejando los coeficientes a y b constantes la gr&fecla funcion queda determinada por el

siguiente comportamiento (ver figura 9).

. 2
y=2x +x+2

2
o y=2x #x#

I I L 1

S -3 -2 -1 1 2

Figura 9. Variacién de la funcionf(x) = ax> + bx + ¢ cuandoc>0yc<0

En la grafica anterior se evidencia que el despféento es vertical y la ordenada del
vértice se hace mas positiva en el caso encgea mayor que cero y, es negativa si ¢ es

menor que cero.

Los cortes de la parabola con los ejes coordenapg@slan determinados por dos
consideraciones: la existencia de un unico corteeaoeje de las ordenadas dado por el
punto (0,c) y a lo sumo dos puntos de corte con el eje dallssisas (las raices de la

ecuacion cuadratica) que se obtienen resolviendouaciorax? + bx + ¢ = 0.
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ECUACION CUADRATICA °

Matematicamente toda expresion de la forma? + bx+c =0 es una ecuacion de
segundo grado con una incognita. Los coeficientds y ¢ representan nameros reales

positivos 0 negativos y se requiere ademasagea diferente de cero.

Respecto a la solucion de esta ecuacion, se salaetia del teorema fundamental del
algebra que toda ecuacion de segundo grado tiemswanmo dos raices en el campo de los

nameros complejog y X.. Para hallar dichas raices se aplica la formefeersl:

—b + Vb2 — 4ac
X12 =
’ 2a

El termino D =b? — 4ac se denomina discriminante de la ecuacion y essglonsable de
determinar las raices de toda ecuacion de seguado.gveamos:

—b+Vvb2—4ac

- y Su representacion

Si D>0 la ecuacion tiene dos raices reales distitia, =

en el plano cartesiano esta dada por dos cortesepe de las abscisas.

. ., . . . -b .z
Si D=0 la ecuacion tiene dos raices coinciderdakesx; = x, = . Y Su representacion

en el plano cartesiano es tangente al eje de tassals.

Si D<O0 la ecuacién no tiene raices reales y siesgpitacion en el plano cartesiano queda
estrictamente por encima o por debajo del eje slaldacisa, ya que en este caso tiene dos

raices complejas distintas.

Entonces, es claro que las raices de la ecuaciéegisdo grado se corresponden con los
ceros de la funcién cuadratiggx) = 0 y en consecuencia, con los cortes de la parabola
con el eje de las abscisas. Ademas, si se consale@iaciorax? + bx + ¢ = k, siendok

un numero real cualquiera, se obtiene el conjumtovalores dex que cumple con la

igualdadf(x) = ax? + bx + ¢ = k.

® Fuente: Oaxaca J., Valderrama M. (s.f.)
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PARABOLA ’

En geometria euclidiana, la parabola se define celnhwgar geométrico de los puntos que
equidistan de un punto fijo en el plano llamadoofdE) y de una recta fija en el plano
llamada directriz. El punto medio entre el focoaydirectriz se llama vértice \h(k). La
distancia del vértice al foco o del vértice a leediriz se le denota mediante la lgireLa

siguiente figura muestra una parabola que sealarelerecha (ver figura 10).

s
- iod
D: X E=-a ol
Rt-a;y) +—— 11—/ ___1F.>()( y)
{(a;2a) -~ ’.-'
1 ;
-a v \ F(a, 0) X
(a, -2a )~ .
~ P’ (x. -y

Figura 10. Gréfica de la parabolaly — k)% = 4p(y — k)

En la figura anterior el punto &(0) es el foco, la recta D es la directriz y el puvit(h, k)

es el vértice de la pardbola. La recta que pasdopgountos V y F es perpendicular a la
directriz y se denomina eje de la parabola; se@qoe la pardbola es simétrica respecto a
su eje, de aqui que toda cuerda trazada dentro rde parabola es bisecada
perpendicularmente por el eje, por ejemplo la recparalela a la directriz intercepta a la
parabola en los puntos P y P los cuales son saogtrUno de los principales elementos
gue conforman la parabola es el lado recto, egadefine como el segmento de recta
comprendido por la parabola que pasa por el foes garalelo a la directriz, cuya longitud

siempre es 4 veces la distancia focal (distandi@ ehvértice y el foco).

" Fuente: Bravo J (s.f.)

51



En conclusidn, la dimensidbn matematica permite rinfeiertas conexiones entre las

nociones matematicas asociadas a lo cuadratico.

En primer lugar, la funcién cuadratica pone de fiestd cierta relacion de dependencia
entre las variables que facilita una relacién eplaho cartesiano (la parabola) por medio

de la expresion algebraica (la ecuacion).

En segunda instancia, dicho recorrido deja entrguerla ecuacion cuadratica esta dada
por la igualdad de dos funciones, la primera deraa f(x) = ax? + bx + cy la segunda
f(x) = k siendok un nimero real cualquiera. De manera particutalaguncion lax se
interpreta como una variable que puede tomar v&lereun rango determinado (dominio
de la funcién), pero en la ecuacion claramente $& interpreta como una incognita o el

valor para el cual las dos funciones son iguales.

De este estudio también se concluye que la gréfical plano cartesiano de una funcién
cuadratica es una parabola, cuyos cortes con eedi@s abscisas son las raices o ceros de
la funcion, los cuales estan dados por la soludénla ecuacién de segundo grado,

especificamente dex? + bx + ¢ = 0.

Finalmente, es importante mencionar que para lteréges de esta investigacion, la
produccién y uso de modelos cuadraticos por pagtdod estudiantes, esta limitada a
modelos cercanos a lo funcional desde una perspatitiactica hacia lo variacional, pues
no se alude Unicamente al caracter estatico dariable, sino que adembscuadratico se
concibe como una relaciéon de dependencia entrecdoBdades que varian. En este
sentido, las tareas disefiadas se enmarcaron erparspectiva variacional, donde es
primordial la relacion de dependencia entre lasalosas cantidades que varian y para la
cual, los estudiantes pueden construir modelodagren establecer la manera en que una

variable cambia respecto a la otra.

52



Capitulo 3

LA MODELACION Y LOS MODELOS
CUADRATICOS EN EL TRABAJO
MATEMATICO
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3.1.MARCO METODOLOGICO DE LA INVESTIGACION

La investigacion que se desarrollo en el preseatajo buscaba caracterizar los procesos
de matematizaciorde un grupo de estudiantes de los ultimos gradosddcacion media
cuando se enfrentans#tuaciones realistague eventualmente puedan dar lugar u origen a
la creacion y uso de modelos cuadraticos. En etanaste objetivo y en vista de los pocos
antecedentes relacionados con este trabajo, esdibel enfrentarse a preguntas
recurrentes en algunas las investigaciones en eiducg, Cuél debe ser el método para

realizar una investigacion sistematica cuando sptadin particular modelo teérico?

La respuesta a dicho interrogante direcciona leaes del investigador en la busqueda de
la solucién de su problematica y mas aun, exigenastigador que cualquier accion
metodoldgica deba ser justificada a luz de lostoloe y del problema de investigacion. En
este sentido, se debe buscar un método que peuamitacercamiento al escenario de

investigacion y a los estudiantes.

Emerge de esta manera, el interés pdnvastigacion cualitativagracias a que permite
estudiar la naturaleza profunda de los fendmermsgstructura dinamica de estos, y
posibilita la explicacion detallada de los compamitntos y manifestaciones que ocurren
dentro de dichos fenbmenos (Martinez, 2006). Em ssttido, la investigacion actual toma
un caracter cualitativo, pensando en la promoceespacios donde se dé una interaccion
permanente entre estudiantes-estudiantes y esteshdocentes, favoreciendo el estudio de

los procesos de modelacion matematica dentro delontedrico adoptado.

Ademas, las investigaciones llevadas a cabo poridB¢2011) y Cordoba (2011),
privilegian ampliamente los métodos cualitativoseérstudio de los fendmenos asociados
al proceso de modelacion matemética. A modo de pgenBerrio (2011) sefiala que
adoptar un enfoque cualitativo para el estudicadmeddelacion matematica, permite que la
fuente directa de los datos sea el ambiente naguralolucra en la investigacion un fuerte
componente descriptivo, asi como una preocupadqidcipal sobre los procesos que se

manifiestan y no sobre los resultados finales.
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De otra parte, Cérdoba (2011) argumenta que losduostcualitativos son los que mejor se
ajustan para el estudio de las necesidades edasatin tanto que, favorecen la exploracion
del contexto estudiado, facilitando descripcioneés nuetalladas y completas de la
situacion, en este caso, las caracteristicas deréagsos de modelacion matematica de los

estudiantes que trabajan en la produccion de medekdraticos.

Asi pues y en concordancia con los intereses geesente investigacion, se asume un
enfoque cualitativo de investigacion, donde el miétdeestudio de casose postula como

el mas adecuado.

EL ESTUDIO DE CASO COMO METODO DE INVESTIGACION

Esta investigacion se enmarca en un enfoque métgidoldeestudio de casgsin que ello

impliqgue una delimitacién precisa y absoluta, poegte solo se tienen en cuenta algunos
elementos de esta metodologia de investigacionotros componentes metodoldgicos son
tomados de las investigaciones realizadas por IR EMstan orientados fundamentalmente

al andlisis de la informacion.

Para mayor claridad sobre los aspectos metodokgss propone concebir estudio de
casosen concordancia con Yacuzzi (s.f.) el cual seyapmn Yin (1994) para definir el
estudio de casoscomo “una investigacion empirica que estudia uméreeno
contemporaneo dentro de su contexto de la vidaespécialmente cuando los limites entre

el fendmeno y su contexto no son claramente evagelp. 3).

Bajo esta perspectiva es posible responder a tegagantes como y por qué se presenta
un fendmeno en un determinado contexto, al tiemmosg posibilita la elaboracién de un
estudio mas detallado y profundo alrededor del fesm® que quiere ser investigado
(Martinez, 2006). Ademas, el propdsito principahtde de este enfoque metodoldgico
consiste en comprender el proceso por el cualridrgar ciertos fendmenos, propiciando
condiciones que permiten abordar el analisis deptosesos de matematizacion de los

estudiantes, elemento que justifica fuertemenéeltgpcion de esta metodologia.
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De otra parte, segun Morra & Friedlander (2001stexi tres tipos de estudios de caso;
aquellos que tienen el proposito de explicar ldacienes entre las componentes de un
programa se denominagxplicativos los descriptivosque son mas focalizados que los
anteriores, en tanto que, examinan una situacigukir de interés, afiaden realismo y
ejemplos de fondo y generan hipétesis para postsrimvestigaciones. Y finalmente la
metodologia combinadajue tal como su nombre lo indica, reine hallaa@snuchos

estudios de caso.

A partir de los planteamientos anteriores y tervemesh cuenta los intereses de esta
investigacion se ha optado por wstudio de caso descriptivque pretende identificar y
describir los distintos factores que ejercen infua en el fendmeno estudiado, en este
caso, caracterizar, identificar y describir losetghtesniveles de matematizacidque se
presentan en algunos estudiantes de educacion roedimo se enfrentan a situaciones

realistas que involucran la creacion de modelodrétigos.

Ademas, desde esta aproximacion metodoldgica, sibilta el empleo de recursos tales
como: entrevistas, videos y grabaciones de audsocliales permiten realizar con mayor
detalle la interpretacion y andlisis de los resldtaobtenidos (Berrio 2011). Esta y las
razones anteriores, justifican por qué se escobiéstidio de caso descriptivo como

metodologia de investigacion en este proyecto.
3.2. DISENO DEL ESTUDIO DE CASO
3.2.1. EL CONTEXTO

La presente investigacion fue desarrollada enagltexto delLaboratorio de Matematicas
de la Universidad del ValldLabMatU\V?), en particular por la fuerte vinculacion que séi
promueve entre los contextos de tagtematicas experimentalgsel uso de materiales

fisicos (manipulativos) para la puesta en escenasdactividades disefiadas.

8 El Laboratorio de Matematicas del Area de Edugablatematica del Instituto de Educacién y Pedagogia
de la Universidad del Valle, (LabMatUV), Cali, Colbia, es una estrategia didactica de acompafanaénto
disefio y uso de materiales, medios, recursos matiyms y “recursos pedagogicos” en el estudiocade |
actividad y experimentacion matematica desarrolladénomamente por cada participante.
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En este punto es importante sefialar que un elenmaptotante de la investigacion fue la
vinculacion del disefio y desarrollo de las tareapyestas a los estudiantes con algunos de

los referentes tedricos y metodologicos del LabMatU

Es precisamente en el LabMatUV donde se promuew wuinculacion tanto de la
ensefianza como del aprendizaje ditaension experimental de las mateméati¢acual se
soporta en el reconocimiento de la importancia gesielad de ver el aprendizaje de ellas
COMO un proceso constructivo, lo cual significapa@eque los alumnos tienen, descubren y
adquieren habilidades y conocimientos matematicagug por lo regular, lo hacen en el
marco de actividades sociales en las que se progales aprendizajes. Por consiguiente,
por esta via, la enseflanza de las matematicas amaeke alejaria sensiblemente de la
tendencia “transmisionista” de la informacion dondke profesor es proveedor de
conocimientos y habilidades matematicas y los absrsus receptores pasivos. (Pabon y
Arce, 2012)

De igual manera, como sefialan Pabén y Arce (204 2)ielente el interés por la creacion

de contextos matematicegynificativosy auténticos que se asocien a la posibilidad @e qu
las invenciones y producciones de los alumnos puseéarelacionadas con las habilidades
y los conceptos matematicos que se espera aprendi esta manera, sean en verdad
“démarches” utiles y apropiados para el aprendizBg por tanto, esencial que los

contextos en que se anclan los problemas materm&itguego representen la diversidad,
la complejidad, la sobre informacion y ambigledadlab situaciones problema que los

alumnos puedan encontrar fuera de sus clases éendtatas.

En el LabMatUV también se da especial importantittadbajo con artefactos y recursos
manipulativos fundamentado a partir del denominemfoque instrumentalAsi se toman

en consideracion el analisis del tipo de artefagtesse vinculan a las tareas propuestas.

° De acuerdo con Drijvers y Gravemeijer (2005), paoaimacion instrumental para aprender a usar
herramientas surge en el marco de los trabajo® datergonomia cognitiva (Rabardel, 1995). Laasdde
Vygotsky (1978) de cdmo las herramientas mediapedndizaje pueden considerarse como las basesade e
aproximacion.  En Francia, los investigadores ycadores matematicos (Artigue 1998, 2002, Glin &
Trouche 1999, Lagrange 2000, Trouche 2003,) sedpmyado en la aproximacién instrumental para el
aprendizaje de las matematicas usando herramiefbanaticas y computacionales.
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Un valor agregado de esta toma de posicion es duei@ permitiria ver la evolucion de
los artefactos utilizados en las aulas de mateagticuna transformacion/concepcion de
recurso pedagdgicd para los profesores en formacién, como fundamelefotrabajo

colaborativo y para la constitucién demunidades de practita

3.2.2. SUJETOS PARTICIPANTES EN EL ESTUDIO

En la aplicacién de las tareas disefiadas partmiph® estudiantes de los ultimos grados de
educacién media, seleccionados del proyectentilleros de matematicdd de la

Universidad del Valle. Para el proceso de selecaéntuvieron en cuenta aspectos
relacionados con el nivel de escolaridad, la sitin educativa donde adelantan sus

estudios y los cursos vistos dentro del citado gctoy

10 L . - S .
La expresiorrecursoforma parte del lenguaje cotidiano con el sigaific de ser medio para el logro de

fines. Como se puede encontrar en cualquier diadiomnciclopédico, se trata de un concepto corméso
menos técnico en diversos ambitos: economia, bmleiencias de la computacién, geologia, admaggin,
literatura, derecho, ecologia, entre otros quers@gente se nos escapan. El sustrato conceptuakdesds
posibles de la expresion en esos ambitos permfirirdios recursos como fuente o suministro dell@ea
produce un beneficio y caracterizarlos segin sutiliflad, 2) disponibilidad limitada y 3) potencidk
agotamiento o consumo. En fin, cuando se hablaadeasos, por lo general estan referidos o biegianaipo

de materialidad (recursos hidricos, recursos miegraecursos humanos, recursos bibliogréficos)adue
ser perenne, su disfrute requiere de alguna reglatién, o bien a algin procedimiento establecido y
reconocido previamente (recurso de apelacién, sediterario) susceptible de obsolescencia. Emdlith de

la educacion, especificamente en el de la admagisin educativa, se ha usado ampliamente la egpresi
recursopara referirse a la dotaciéon con que cuentan Istitiniones educativas para su funcionamiento:
financiacion, biblioteca, personal, edificacionwy @amueblamiento (pupitres, computadores, etc.)nduase
refieren a lo que requieren los profesores partalsor docente, se habla decursos didacticassoftware,
manuales, juegos educativos. (Garzén et al., 2012).

1 | as comunidades de préacticaon grupos sociales constituidos con el fin deudeBar un conocimiento
especializado, compartiendo aprendizajes basadda mflexion compartida sobre experiencias prastic
Etienne Wenger ha estudiado las Comunidades dégargdas ha definido como un “grupo de personss
comparten un interés, un conjunto de problemasna pasiéon sobre un tema, y quienes profundizan su
conocimiento y experiencia en el area a travésmdeinteraccion continua que fortalece sus relasibid
término ha sido estudiado por Etienne Wenger (1988)ger y Snyder (2000), Pablo Pefia (2001) y Antoni
Garrido (2003). Observando el conocimiento que ifende desde una comunidad cientifica y buscando
potenciar este hecho a nivel corporativo como usétucionalizacién de la vieja 'tormenta de idess'
recrean las comunidades de practica. En una dg elael mismo grupo quien establece los objetilos
aprendizaje y estos a su vez son seleccionadok amtexto de la 'practica del trabajo en la cospim'.
Fuente: wikipedia.org

12 programa de formacién que se vincula con la emgafaaprendizaje de las matematicas, orientado a
mejorar el desempefio matematico de los estudideteducacién béasica y media (8°-11°).
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Se favorecieron los estudiantes habian integrado clasos:algebra y funcioneso
probabilidad, funciones y limiteghdependientemente de sus desempefios académiess,
lo que se buscaba era la conformaciéon de una daseconocimientos matematicos
fundamentales, que posibilitaran la visualizaci@ niveles de matematizacioen el

desarrollo de cada una de las tareas.

La muestra la integraron nueve estudiantes ddungtnes publicas y diez estudiantes de
instituciones privadas, con el fin de ayudar a dafearmacién degrupos heterogéneos
caracterizados por la presencia de estudiantesglitenrentes habilidades matematicas. Sin
embargo,el casocomo tal, fue constituido por sélo nueve estudisntuyas edades
oscilaban entre los catorce y dieciséis afios; dee®stos pertenecientes a instituciones

publicas y seis adjuntos a instituciones con cargmivado.

De esta manera, se toman como elementos cent@i@spestudio, las producciones de
nueve estudiantes participantes, los cuales fusrlmtcionados teniendo en cuenta factores
como, la disposicion para el trabajo cooperatiVanterés en el desarrollo de las tareas y
fundamentalmente, la calidad de las produccionesitas. La formulacion de estos
criterios de seleccion a partir de los interesekadevestigacion, se realizaron teniendo en
cuenta que se queria hacer visible la distinciondds niveles de matematizacién y
particularmente, los cuatmiveles de comprensidmsociados a la produccion de diversos

modelos de la situacion-problema durante la practeemodelacion.

Dentro de la puesta en escena de la secuenciaesttisantes se organizaron en parejas,
conformando en total cuatro grupos de trabajoedns cuales, sélo uno contaba con tres

integrantes.

Es importante sefialar que los participantes deiegéstigacion conocian que el trabajo
propuesto no hacia parte de las actividades hddstuge los Semilleros de matematicas
razon por la cual, no estaria implicado algun tipoevaluacién o reconocimiento por los
desempenios presentados y la asistencia a cada uaga skcciones. Se observo una buena

asistencia durante las cuatro secciones.
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3.2.3. LOS INSTRUMENTOS

En este apartado se presentan los instrumentosapgagaron la recoleccion de la
informacion. Se incluyen entre estos: un cuestiondas producciones escritas de los
estudiantes, el material manipulativo (palillosngiedera), una cdmara de video, una cdmara
fotografica y dos grabadoras de voz. En lo relagioncon los métodos de estudio, se

privilegi6 laobservacion participativa
A continuacion se describen los aspectos correspoted a los instrumentos sefialados
Cuestionario

Se disefid un cuestionario [anexo 1] que se entieoh® un instrumento para acercarse a
la identidad de los estudiantes, en relacion coeosuexto socio-cultural y la actividad
matematica. Este cuestionario se bas6é en uno albqguor Arrieta (2003) donde es
incorporado para conocer la situacion socio-ecocémel desarrollo escolar y las
concepciones de los estudiantes acerca de las atatasny su papel social, sin abordar las

formas de cdmo estos elementos influyen en laipeade modelacion.

Es importante sefialar que el cuestionario se incOrpo solo para reconocer aspectos
importantes de los estudiantes relacionados canyel de escolaridad, la vida familiar, las

concepciones de la matematica y las nociones dilraentre otros; sino que ademas, se
pensG como un instrumento que ayuda a reconocéexton cercanos a las experiencias
cotidianas de los estudiantes, a la vez que fagdeeorganizacion de la clase en pequefios

grupos heterogéneos

13 La observacién participativaes una técnica de observacién utilizada en muchesstigaciones en
educacion, en donde el investigador comparte cotnkestigados su contexto, experiencia y vidadéia,
para conocer directamente toda la informacién qeeen los sujetos de estudio sobre su propia agalal
sea, conocer la vida cotidiana de un grupo desd#eglor del mismo. Uno de los principales aspgaioe
debe vencer el investigador en la observacion poekso de socializacion con el grupo investigaata que
sea aceptado como parte de él, y a la vez, defamiamente dénde, como y qué debe observar y escuch
Durante el proceso de investigacion, para recaldetanformacion, el investigador debe seleccioabr
conjunto de informantes, a los cuales ademas deadrse interactuar con ellos, puede utilizar tégsicomo

la entrevista, la encuesta, la revision de docuoseptel diario de campo o cuaderno de notas enalse
escribe las impresiones de lo vivido y observadoa prganizarlas posteriormente.
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De esta manera, se realizd una primera aproximagiéste planteamiento, a partir de
preguntas que buscaban encontrar contextos sifinfis para los estudiantes e identificar
formas que puedan utilizarse para ayudar en laiégestocente, en relacion con la
conformacion degrupos heterogéneosilgunos hechos revelados en este cuestionario
hacen evidente la importancia que los estudiameisnprimen a las mateméticas, y el
vinculo que ellos mismos consideran existente dafr@natematicas y algunos eventos de
su vida diaria, aspecto que podria servir de inspara encontracontextos significativos

gue generen procesos matematizacion progresiyaor parte de los estudiantes.
La observacion participativa

Esta observacion cumple un papel central en el radisa de esta investigacion,
especificamente en relacién con la organizacidéargaterizacion de los diferenteieles
de matematizaciopresentes en los estudiantes. En tal sentidmrsgdera que permite dar
respuesta a interrogantes como: quién, qué, doéndledo, cOmo y por qué emergieron

determinados modelos.

El rol como observadores participantes fue reatizddrante la puesta en escena de las
tareas, lo que también ayudo a consilicasoque compete a esta investigacion. Ademas,
la observacion participativa se enriquecié en lascipios de orientacion e interaccion de
la EMR, lo que llevd la préactica a generar opodades de interaccion y reflexion
continla, para que los estudiantes reinventaranefios mismos las herramientas y

modelos mateméticos de las tareas propuestas.

De hecho las interacciones entre los investigadgreks estudiantes siempre se
direccionaron para que el conocimiento matematicbegva ser re-construido a partir de las
ideas de los mismos estudiantes, creando de est@aranain espacio dinamico donde cada

estudiante seguia su propia trayectoria de aprajediz
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Las producciones escritas de los estudiantes

Estas constituyeron una fuente de informacion fpail@ara los analisis y la creacion del
caso, basicamente porque a partir de ellas se jpoder en evidencia la correspondencia
con los modelos anticipados y el proceso de corstm llevado a cabo por los estudiantes
en la produccién de dichos modelos. Asi pues, tadygciones escritas sirvieron como
insumo para caracterizar los niveles de matemabizgmesentes en los estudiantes cuando

estos trabajan en la produccion y uso de modeladréticos.
Recursos tecnoldgicos

Los instrumentos tecnologicos para recoger infarama al igual que los procedimientos y
estrategias utilizadas durante la préactica, sestasbn en la metodologia escogida, por tal
razon, se elaboraron videos de las cuatro sesioo@s, el objeto de evidenciar
conversaciones y acciones que ayudaron a obseraalizar con mayor profundidad las
producciones escritas de los estudiantes. Ademasstialacion de dos grabadoras de voz,
contribuyeron a estudiar detalladamente las argtanemes elaboradas por los estudiantes
durante el desarrollo de las tareas. Asi, cadaiGedue grabada en video, incluyendo

cintas de audio de las interacciones presentessdeallos grupos conformados.

La figura 11 ilustra la disposicion espacial de tecursos tecnoldgicos utilizados durante

la puesta en escena de las tareas:
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Laboratorio de Mateméticas (LabMatUV)
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Figura 11. Disposicion de los recursos tecnoldgicos

Los instrumentos y métodos utilizados en la reafecde los datos se complementan el
uno al otro de una manera significativa para ehldstimiento de unos momentos de

intervencion que seran expuestos en el siguierstiedaao.
3.3. MOMENTOS DE INTERVENCION CON LOS ESTUDIANTES

Una vez definidos los elementos metodoldgicos gueeclonaron la practica, se describe a
continuacion los detalles mas relevantes de laiej@e y puesta en escena de las tareas

disefadas, asi como los diferentes momentos elevémcion con los estudiantes.
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La préactica se realizd en cuatro secciones de 8shoaida una, exceptuando la primera
seccion, que tuvo un tiempo estimado de dos hoossled el objetivo central era el
desarrollo del cuestionario. Las otras tres seesigestantes se dedicaron especificamente
al trabajo con las tareas, para lo que se estingempo de 120 min, otros 30 min para el

descanso y 30 min mas para que los grupos sociiizeesultados obtenidos.

La tabla 3 ilustra con mayor claridad la puestassena de las cuatro sesiones.

Sesiol Duracior
Primera Cuestionari 30 minuto: 9 de julio de 201
Segunds A que no adivina 120 minuto 10 de julio de 201

cuantos hay

Tercera Apretones de mal 120 minuto 11 de julio de 201
Cuarta Configuracione: 120 minuto 12 de julio de 201
navidefias

Tabla 3. Cronologia de la practica de modelacion.

En la primera seccion, se discutié con los estuesaml caracter experimental de la
investigacion, la importancia del trabajo experitaéen matematicas y la pertinencia del
LabMatUV para la implementacion de la practica. Wds, en los ultimos 30 min los
estudiantes debian contestar un cuestionario, kéin de generar informacion relevante

para la posterior conformacion de los grupos dmajoa

La gestidon de las tareas y su implementacion eesdrrollo de la practica se realizo en los

siguientes momentos:
1) Organizacion de los grupos de trabajo

En el apartado anterior se mencion6 que la seleat&todos los participantes, estuvo
enmarcada en el ideal de constituir una clase dggteea. Asi mismo, en cada seccion se
intento sobre la base de las respuestas de losang®s, la conformacion de grupos de

dos o tres integrantes con diferentes niveles Hiidhead.
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Para alcanzar este objetivo, se procuré que deletrcada grupo se integraran diferentes
niveles de escolaridad (preferiblemente con prawgdede ambos tipos de instituciones:
publicas y privadas), variados intereses por laematicas y conocimientos diferenciables,
en relacion con lo cuadratico. De esta forma seréxen las interacciones internas y
mayores espacios de reflexion donde la busquedaegelaridad y patrones puede

efectuarse desde distintos puntos de vista. Sengliet asi, enriquecer la labor realizada
con las tareas mediante este tipo de gestionesingligcutiblemente promocionan la

construccion de modelos con diferentes nivelesodgptejidad.
2) Motivacion inicial

Una vez conformados los grupos de trabajo, losresitde esta investigacion pusieron de
relieve la manera en que la tarea abordada sdomdd@ con problemas cercanos a las
experiencias reales de los estudiantes y comota gareste supuesto los conocimientos
previos no matematicos podrian ayudar a solucidaasituacion planteada. En este
momento fue fundamental recordar dentro de la@eske las tareas, que los estudiantes se
sienten mas atraidos a la actividad matematicadcutrabajan con contextos que tienen

algun significado para ellos.
3) Configuracion de modelos

Después de la motivacién inicial se direccionddatign hacia la configuracion de modelos
gue pudieran ser construidos por la actividad matiem propia de los estudiantes,
aprovechando para esto cualquier tipo de conflictignitivo y cualquier aspecto que los

estudiantes pudieran haber pensado por si mismos.

Ademas, cada tarea intenta llevar de manera nadufas estudiantes a un proceso de
matematizacion progresiva, iniciandolo en la sdinde casos particulares antes de pasar a

preguntas que requieren para su solucion la oldtert® un modelo matematico formal.

En principio, los modelos podian derivarse de Igzation de métodos informales, pero
gradualmente el caracter evolutivo de los mismasioj a un constante proceso de
reflexion, favoreceria el empleo de métodos masdtes. La matematizacion bajo estas

consideraciones conduce a un modelo de la situacahiema.
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4) Discusion de los modelos obtenidos

Una vez terminado el tiempo destinado para la goiude la tarea, un integrante de cada
grupo expone los resultados obtenidos, el procasontediante el cual se llego al modelo
final y la justificacion matemética que lo valida ¢e tiene). Se trata en este momento de
favorecer las interacciones entre toda la clasguglalos en la constitucion de modelos

matematicos que puedan ser aplicados a situacsiméares.

Para la secuencia propuesta, se realizara una mamdacion teérica de las tareas, el
respectivo disefio y la prediccion de algunos madglee pueden construir los estudiantes

en los diferentes niveles de matematizacion.

3.4. CATEGORIAS DE ANALISIS

Dentro de esta investigacion el analisis de larmé&xion se entiende como un proceso, en
el cual las producciones e interacciones de loadesttes participantes pueden ser

interpretadas a través de los elementos teoricostydologicos de la EMR.

De acuerdo con Cordoba (2011) el analisis de larimfcion no consiste en hacer una
simple descripcion de lo observado o una transémpde dialogos y producciones escritas,
lo esencial es darle significado y encontrar relaes a lo que piensan, dicen, hacen y
construyen estudiantes y docentes cuando se ieacegb procesos de modelacion en el

aula.

Por otra parte, caracterizar losveles de matematizaciéte los participantes cuando
trabajan en la produccién de modelos matematicaslréticos, es una tarea compleja,
porque no siempre es posible comprender eficiemtameada uno de los procesos
individuales de los estudiantes. Sin embargo, ceenmenciond inicialmente, el analisis de
la informacion debe descansar sobre el marco teadoptado y por lo tanto, losveles de
comprensiorrepresentan un aspecto importante en este agudsto que ayudan a seguir
los procesos de aprendizaje, situando tanto ehjpajue hacen los estudiantes en niveles

dematematizacion horizontatomo en niveles deatematizacion vertical
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Un andlisis predictivo de los posibles modelos queden emerger de la actividad
matematica de los estudiantes, sirvio de base jdeatificar y definir algunas
caracteristicas que delimitan loiveles de matematizaci@uando se trabaja con las tareas
disefladas. Para hacer este estudio fue importémémes una vision mas profunda, por
ejemplo, de cdmo los estudiantes utilizan sus damentos informales para producir
modelos o cOmo estos modelos evolucionan dentta desma matematica. Mas aun, este
esfuerzo por llegar a comprender los procesos ithailes de los estudiantes, permitio la
creacion de unas categorias de andlisis “parcia&sCiadas a cadavel de comprensign
de tal modo, que las acciones y modelos de losliesties podrian asignarse anivel de

comprensiorparticular.

El caracter parcial de estas categorias se baes eportes realizados por Cordoba (2011)
quien sostiene que no es conveniente acercars@la@ia de la informacion con categorias
precisas, definidas de antemano, ya que esto psdar la mirada y no permite reconocer
otras caracteristicas que tal vez tengan mayorrexwia en los modelos producidos por
los estudiantes. De este modo, las categoriasalisiarpartieron de supuestos teoricos de
la EMR, pero se fueron enriqueciendo a través gdea&@iones y construcciones que se

visualizaron en los registros de los participantes.

En sintesis, el orden metodologico una vez recagids datos, consiste en hacer un
andlisis predictivo(supuestos iniciales sobre la forma en que lagdesites pretenden dar
solucion a la situacion-problema), que serviran @@wporte para crear unas categorias de
analisis que se nutren a la vez de elementos essél las producciones de los participantes
y finalmente urandlisis prospectivgara contrastar lo que se dice en el andlisisqireal

con lo que realmente hicieron y construyeron deearaimteractiva los participantes.

De esta manera, se analiza en qué medida los @stesli construyeron los modelos
esperados (discutidos enaglalisis predictivd y otros que no fueron tomados en cuenta
pero que pueden asociarse a uno de los cuatroesidd comprension. Asi pues, se
confrontan los planteamientos expuestos en amhmss tde andlisis con el fin de

caracterizar los niveles de matematizacion de doSgpantes y aportar elementos desde la

practica que permiten ampliar el enfoque tedrictadeMR.
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3.5. FUNDAMENTACION TEORICA DE LAS TAREAS

Dentro de las caracteristicas del enfoque tedrcla dEMR, se destacan en particular, unas
gue juegan un papel clave en lo relacionado cdandamentacion y disefio de tareas que

pueden ayudar al procesor@@vencion

En primer lugar, es importante considerar que aserituaciones-problema dentro de
contextos significativopuedan ofrecer oportunidades para que los estediaiesarrollen
estrategias de solucidon que vinculen sus conoctoseimformales. Estos procedimientos
de solucion informal, gradualmente pueden actuamococatalizadores para la
generalizacién o formalizacion. Pues bien, la taeguien disefia consiste en construir un
conjunto de problemas en contexto que puedan conduuna serie de procesos de
matematizacion horizontgli vertical que juntos dan lugar a la reinvencion de la matiema

inmersa en la situacion-problema.

En segunda instancia, el disefio de las tareasrighese de la historia de las matematicas
y mas aun, de lEenomenologia didacticde los conceptos matematicos implicados. Esta
fenomenologia se enriquece mucho més con las wimhes de los estudiantes, dado que
éstos estarian involucrados en la resolucion dblgmas para los que no conocen los
procedimientos de solucion estandar, posibilitaladmanifestacion de diversas estrategias

asociadas a la utilizacién de conocimientos infdea

En concordancia con las ideas anteriores, se laoraldo los siguientes apartados que
buscan ilustrar de qué manera el andlisis fenordgita de los conceptos matematicos
implicados en las tareas y los requerimientos dectimtextos, permiten fundamentar la

produccién de situaciones-problema que se correigmocon las bases teoricas de la EMR.
3.5.1. ANALISIS FENOMENOLOGICO

Se entiende ehndlisis fenomenoldgicen concordancia con las ideas de Freudenthal
(1983), el cual considera que el objeto centralioie investigacion fenomenoldgica es la
busqueda e investigacion de situaciones (fendmegos)puedan ser organizadas por

conceptos matematicos a través de un proceso eenadacion.
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Se busca entonces, mediante este analisis, recoooékes son los fendmenos que se
organizan mediante determinados conceptos matesagiccomo estos organizan la
matematica misma. Esta vision es defendida y adwglr Graveimejer y Terwuel (2000)

al sefalar que:

El objetivo de una investigacion fenomenoldgica s, lo tanto, encontrar situaciones
probleméticas a partir de las cuales se puedan geizar enfoques especificos, y
encontrar situaciones que puedan evocar proceditdéeparadigmaticos de solucion como
base para la matematizacion vertigal 12)

Desde ésta perspectiva, algo es considerado corfemamenauando se tiene experiencia
de ello, incluyendo como fendmenos los medios dgaroracion de la matemética
(estrategias, notaciones, conceptos) cuando seolesdera como objeto de experiencia.
(Bressan, 2011). En este sentido, para Freudelothabjetos matematicos que organizan
una diversidad de fendmenos terminan por convertastravés de un proceso de
matematizacién en parte de una realidad o campdsmbenenos. Esto implica que los
conceptos elaborados a partir de los objetos meptahtran a un campo de fenédmenos que
son organizados por otros objetos mentales, que @3, son convertidos en nuevos
conceptos (Puig, 1997).

Aunque Freudenthal (1973) distingue entre varioposti de fenomenologfds
(fenomenologia pura, fenomenologia didactica, feermiogia genética y fenomenologia
histérica) los trabajos desarrollados en EMR pepitn el andlisis fenomenoldgico
didacticq en tanto que, toma en cuenta los fendmenos gevienen en el mundo de los

estudiantes y los que se proponen en el ambitdagsco

“Fenomenologia pura:Que considera los fenémenos que estan organizaeidisme la matematica actual y
considerando su uso actual. En este caso, lasaméscentre el fendmeno y el concepto de interéssyan
establecidas

Fenomenologia didactica:Los conceptos o estructuras matemaéticas son coadi®e comoprocesos
cognitivos, es decir, en tanto que se proponen aamtenidos de ensefianza que estan siendo aprenudido
los estudiantes.

Fenomenologia genética.os fendmenos se consideran en relacién al dekacadnitivo de los estudiantes.
Fenomenologia histérica:Se centra en determinar los fendbmenos para cuyaniaegion se origino el
concepto en cuestién y como se extendié a otrasyfenos
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Dicho analisis, permite descubrir y ayudar en eleiddo de situaciones-problema que
promuevan la constitucion de modelos, su posteziwlucion en una trayectoria de
aprendizaje y que abran un sendero hacia niveles altds de comprension de los

estudiantes.

ANALISIS FENOMENOLOGICO DIDACTICO DE LAS NOCIONES
CUADRATICAS

La exploracion fenomenoldgica de lo cuadraticondiecomo propésito fundamental
reconocer los fendmenos que dieron origen a alguteadas nociones matematicas
asociadas, estudiar sus desarrollos y variaciosigteficado, asi como la forma en que
dichas nociones se entrelazan para organizar ferasrde naturaleza diversa. En relacion
a lo anterior, lo que la historia nos ensefia eségtes nociones pueden rastrearse desde la
ecuacion de segundo grado, pasando por los aptEtesgeometria analitica en el estudio
de la pardbola, los estudios alrededor del movitnidia cinematica) hasta llegar a
consolidarse mediante un proceso de abstraccidanoo en lo que actualmente se conoce

como funcién cuadratica.

Por otra parte, algunos investigadores (Tagle &¥liez, 2007) sefalan que el concepto
de funcién se consolido y tuvo su génesis en ideamétricas. Esta vision se apoya en el
hecho de que las ecuaciones de las curvas se miamt mediante propiedades

geomeétricas y basicamente en que las ecuacionesgdedo grado se correspondian con
las secciones conicas. A modo ejemplo, puedenmeese los trabajos de Descartes, pues
es uno de los primeros matematicos que pone ddiesaiuna relacién explicita entre los

puntos de las curvas algebraicas y los puntos delinea recta mediante una expresion

algebraica.

Algunos elementos importantes dentro de este rélatorico, que ademas pueden aportar
significativamente a una fenomenologia de lo cuamratienen relacion con el interés que
se despert0 en cierta época por conocer el conadgdaos eventos de la naturaleza, mas

gue el por qué se generaban.

70



Esta nueva perspectiva por querer entender el mgnelcisamente fue lo que dio origen al
estudio de las situaciones de variacion (dondevietgen magnitudes que se relacionan),
las cuales, segun Puig, (1997) representan eloirdei la fenomenologia del concepto

abstracto de funcion.

En efecto, el interés sobre coémo se comportan agytendémenos del mundo real, social o
mental, puso de manifiesto una relacion de tipaibmal entre magnitudes que varian.
Como ejemplo de ello, se pueden considerar losjoalde Galileo sobre el estudio del
movimiento, ya que aparece por primera vez un#igetion experimental que demuestra
la existencia de relaciones cuantitativas entreirglg magnitudes fisicas, y la obra de
Descartes que comenzo a formar la geometria aaatidimo un método de expresion de las

relaciones numéricas de las dimensiones, formaspigrlades de los objetos geométricos.

Especificamente, las situaciones de variacion guelucran el estudio del movimiento
curvilineo junto con los inicios del calculo infiesimal, diversos problemas de fisica y
problemas de astronomia abrieron una brecha ha@pdricion y posterior desarrollo de
los modelos matematicos que atafien a lo cuadratedaconcepto mismo de funcién. Sin
embargo, en la comprension de dichas situacionepiéose intenta ensefiar desde una
perspectiva fenomenoldgica, no es el abordaje daddratico desde contextos de la fisica,
sino mas bien, el reconocimiento de una presemtacdnamica” (que considera
fundamental la relacion de dependencia entre madgst que varian) de las nociones
matematicas asociadas a lo cuadratico.

De hecho, las situaciones de variacion que invalu¢as nociones cuadraticas, no estan
limitadas a la fisica como disciplina, puesto qeeysede ilustrar, cdmo lo cuadrético se
puede estudiar en conexion con otros fendmenos,nqueecesariamente pertenecen al
campo cientifico de las matematicas o de la fisioaual implica, que los contextos que se
proponen dentro de la misma disciplina son iguatmeelevantes, siempre y cuando las
situaciones propuestas promuevan una version “dazdnde lo cuadratico frente a la

vision “estatica” comunmente desarrollada en lbsol de textos de mateméaticas que no

consideran la fenomenologia de los conceptos. {dal& Malagon, 2006).
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En concordancia con las ideas anteriores, se tadayado para el disefio de las tareas una
mirada al uso de contextos que involucren situasate variacion (magnitudes que varian
y dependencia funcional) que igualmente puedanesponderse con los fundamentos
tedricos de la EMR. Ademas, dichas tareas no pmewiele contextos de la disciplina o de
fendbmenos cercanos a la fisica, puesto que exisen tipo de fendmenos que son
familiares para los estudiantes y donde lo cuanrde estudia desde la variacion y la

relacién entre magnitudes variables.

En general, este analisis fenomenologico de lo rétiad amplia la comprension sobre
como las nociones mateméaticas se pueden manifastas estudiantes y cdmo estos
ultimos pueden construirlas. No obstante, la parés importante del andlisis, se hace
mientras se trabaja con los estudiantes y se anadias producciones, pues de esta forma
se puede reconocer lo qué es importante parawneaodelo y por tanto los elementos que
se necesitan para que emerjan modelos o soluciespscificas, que puedan ser

esquematizadas facilmente y que tengan una perspeettical. (Bressan, 2011).

Ademas, es importante mencionar que las nocioradréticas y en particular, la funcion
cuadratica como objeto mental puede resultar mume&® compleja que otros conceptos,
puesto que existen diversos fenbmenos que se amtegyn esta nocién, y mas aun
fendmenos que pertenecen al mismo mundo de lasmaatas. Por lo cual, si se quiere
gue los estudiantes se apropien de esta nociols asaciadas, es necesario que ellos se
familiaricen con un buen numero de estos fenOmatesle etapas tempranas de su
escolaridad. Respecto a lo anterior, Puig (199dicanque la adquisicion de conceptos tan
abstractos como la funcidon sélo es posible en stapanzadas de la escolaridad e incluso
sefala que en la escuela secundaria se puedetwomséramente la idea de variable y de

dependencia funcional.
3.5.2. REQUERIMIENTOS DE LOS CONTEXTOS

El enfoque tedrico de la EMR plantea que la intooitin de conceptos matematicos se
debe realizar bajo contextos realistas o situasianes los estudiantes puedan imaginar

facilmente y que sean razonables dentro de lo kpga@nocen.
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De hecho, las investigaciones que adoptan esteq@mftedrico indican que las tareas

propuestas desde contextos realistas presentarresigp@rspectivas en el proceso de
aprendizaje mateméatico de los estudiantes, en gaweipa a los resultados obtenidos

cuando se trabaja desde contextos eminentemen&métatos, en gran parte porque los
estudiantes suelen sentirse mas atraidos y moswvdui@nte el proceso de adquisicion de
conocimientos cientificos cuando se enfrentan #&eetws cercanos a su realidad. (Bressan,
A. & Zolkower B., s.f.; Arrieta, 2003).

En este sentido, los contextos desempefian un pepeirdial para apoyar un proceso de
reinvencionpor parte de los estudiantes, y en consecuenaimnatematizacion progresiva
gue les ayude a enfrentarse a unas matematicasfamaales, lo cual no significa
restringirse a contextos del mundo real (perceptpales esto limitaria las oportunidades

para que los estudiantes aprendan a operar dentaoncisma matemaética.

Por otro lado, Reeuwijk (1997) discutiendo sobreugb de contextos en las clases de
matematicas, y sus implicaciones en el procesomeacion y comprension de los objetos

matematicos, indica que éstos:

* Puedemotivar a los estudiantes y ayudarlos a comprepalequé las mateméaticas son

tiles y necesarias.

* Pueden ensenarleslos estudiantes a usar las matematicas en ladsatiademas de
mostrarles cuales mateméaticas podrian ser masargés/ en su formacion y futura

profesion.

* Brindan a los estudiantes la oportunidad de adguoriocimientos acerca de la historia

e incrementan el interéke los estudiantes por las matematicas y la ciemcgeneral.

* Posibilita en los estudiantes una actitud critica y flexibke lds matematicas en

problemas que deberan afrontar en su cotidianidad.

» Pueden despertar la creatividad de los estudiamgailsarlos a emplear estrategias

informales y de sentido comun.

* Presentan un alto potencial para desencadenategsiaintuitivas e informales.
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Ademas deben tenerse en cuenta otras cuestiontigagla los contextos, relacionadas con
el papel que éstos desempefian en una trayectoriapaandizaje de los conceptos
matematicos. En primer lugar, promueven la creagiédesarrollo de los conceptos
matematicos a partir de las diversas aplicaciordasimatematicas. En segunda instancia,
representan el punto de partida en la ensefianzprendizaje de las matematicas y
finalmente, permiten que los estudiantes desarrdiifierentes niveles de conceptualizacion

mediante el uso de estrategias informales.

En efecto, la mision de quien disefia situacioneblpma o tareas bajo el marco de la
EMR consiste en encontrar contextos que relUnacalasteristicas anteriores. La busqueda
de dichos contextos que de lugar a un proceso denmatizacion progresiva se consolida
mediante un proceso dabajo-arriba en el que los estudiantes construyen sus propios
modelos a partir de un ambiente de aprendizajeuadec Asi, entre las situaciones
trabajadas en la EMR, Bressan (2011) destaca:sitasciones paradigmaticaslos

materiales fisicoy losesquemas notacionales

Lo méas importante es que estas situaciones est@izaas en contextos realistas,
imaginables y a la vez que tengan suficiente fikddxl para ser aplicadas en un nivel mas
avanzado (Bressan, 2011). De este modo, es clar@sja pone ciertos requerimientos en
tales situaciones-problema, por ejemplo, Panhuif2003) destaca las siguientes

consideraciones:

* Desde el punto de vista de los estudiantes, deiséirda necesidad de construir un
modelo de la situacion-problema. Lo cual implicae ¢ps actividades que conforman la
situacion necesitan inducir la planeacion y ejemucde etapas de solucion, la

generalizacion de explicaciones y el uso del mogata hacer predicciones.

» Otro requerimiento fundamental es que la situapi@blema pueda esquematizarse
facilmente. Y como consecuencia, emerjan diferemexlelos por parte de los

estudiantes.

» La situacion problematica y las actividades quelknse vinculan necesitan conducir a

los estudiantes a la identificacion de estructyresnceptos matematicos.
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Una situacion que se disefie en el marco de la E&tiR donsiderar los elementos que se
han discutido en relacion con los contextos, ldwidades de la situacion y la situacion
problema. No obstante, una de las tareas madelfide quienes disefian bajo este enfoque
tedrico, es encontrar un contexto que funcione gpta una situacidn previamente
establecida para que satisfaga los requerimiemeseptados en los péarrafos anteriores.
Frente a esta problemética, Reeuwijk (1997) acanddjzar la intuicion respecto a lo que
funciona, la experiencia, y una actitud matemasbéerta. Factores claves que también

seran tenidos en cuenta durante la construccidm skcuencia de situaciones.
3.6. DISENO DE LAS TAREAS

En concordancia con las ideas de la EMR y al censidos elementos discutidos en la
fundamentacion tedrica de las tareas, se han diseflaas situaciones matematicas
referentes a lo cuadratico, las cuales buscan pr@maun proceso denatematizacion

progresiva a través, de la consigna de unas preguntasrittescy de la orientacion de los

investigadores. Cada tarea esté estructuradasigui@nte manera:
v Descripcion general

v' Conceptos y procesos implicados

v" Objetivo

v" Recurso

v Andlisis predictivo

Por otra parte, todas las situaciones disefiladasgnpde manifiesto que los contextos
constituyen el vehiculo a través del cual las matmas cobran sentido para los
estudiantes, al aproximarlos con experiencias nasca su cotidianidad, al uso de material
manipulativo y al empleo de estrategias, herraraggt procedimientos informales en la

resolucion de problemas.

Ademas, en el disefio de las situaciones se recarpéamente el valor que tienen las
producciones de los estudiantes en la promocionpmbeesos de modelacion con

perspectivas verticales.
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En este sentido, las situaciones propuestas solesféde esquematizar y buscan una
diversificacion en la construccion de modelos quespdés puedan ser validados

matematicamente.

Es importante, recordar que el propésito fundanheletéas situaciones disefiadas no remite
a mejorar las perspectivas de aprendizaje de Idrétieo, aunque bien, puede ser una
consecuencia de esto, la preocupacion principalaen la caracterizacion de los procesos
de matematizacion que evidencian los estudiantasdzutrabajan en la construccion de
modelos cuadréticos.

Asi pues, se buscaron, adaptaron y disefiaron agitt@ciones asociadas a lo cuadratico,
gue promovieran el proceso de modelacion matemdasde la perspectiva tedrica de la
EMR. Situaciones o tareas que considera dentrprdekeso de modelacion los siguientes

elementos, a saber,

El uso de estrategias informales

Producciones libres para describir lo cuadratico

» Conexiones entre los conocimientos aprendidos\arshs contextos

Reconocimiento de regularidades
3.7. LA SECUENCIA

La secuencia se denomina “construyendo modelog@tiaas” y basicamente se refiere al
conjunto de tareas disefladas alrededor del objdtimalamental de esta propuesta
(caracterizar el proceso de modelacion matematiclds estudiantes seleccionados). Las

tareas que se disefiaron son tres:
0 A que no adivinas cuantos hay
0 Apretones de mano

0 Arreglos navidefios
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3.7.1. TAREA 1.
“A QUE NO ADIVINAS CUANTOS HAY”

Construye figuras tal como se muestra en la si¢eignafica, utilizando para ello los
fésforos necesarios:

—— P e ) | |
: ‘ ‘ ‘ |
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Figura 1. A —
Figura 2. Figura 3

En relacion con esta situacion, podrias planteslgenos interrogantes, como los que se

presentan a continuacion:
1. ¢Cuantos fosforos se necesitan para armar cada?igu

2. Si deseamos construir figuras semejantes. ¢Cuéiidfizos se necesitan para armar

una que tenga 4 fosforos en cada lado?

3. ¢Cuantos fosforos se necesitan para construirigneafque tenga 5 fosforos en cada

lado?
4. ¢Cuantos fosforos se necesitan para hacer una figgrtenga 7 fosforos en cada lado?

5. ¢Sera posible construir una figura con 8 fésforosasla lado, sin que sobren o falten

fosforos, si se cuenta con 144 fésforos?

6. Sabemos que con 180 fosforos podemos armar una.figaro ¢ Cuantos fosforos en

cada lado debe tener?

7. Conociendo la cantidad de fosforos de un lado, gCpodrias determinar el nimero

total de fésforos?
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Descripcion general:Esta tarea constituye una primera aproximacion bukgueda de
contextos significativos para los estudiantesaaés del uso de un material manipulativo
gue propende a la generalizacion de un arregl@angatar, al poner de manifiesto una
relacion cuadratica entre la cantidad de fosfomydamo y el total de fésforos utilizados en
el arreglo. A partir de esta practica se esperalagi@studiantes construyan sus propios
modelos, anticipando regularidades y relaciones déas magnitudes que intervienen en la
situacion-problema. Elementos que indiscutiblemelgjar entrever diferentes estrategias

informales asociadas al contexto por parte dedagl@nte¥’

Conceptos y Procesos implicadoBentro de los elementos discutidos en el analisis
fenomenoldgico de lo cuadrético, se puso especfabis en la consideracion de elementos
didacticos que ilustrardn una version dinamicéodriadratico. Asi pues, se propone en el
margen de las actividades que implican el desarddlla tarea, la utilizacion de conceptos
tales como, la variacion entre magnitudes que narias relaciones que de ellas se pueden
derivar como un aspecto trascendental en la pr@amode niveles de matematizacion
modelos suficientemente flexibles para ser usadosiveles mas avanzados. (Bressan &
Gallego, 2011).

Objetiva Construir diversos modelos matematicos (en teatiadraticos) que permitan

contar la cantidad de elementos de la figura ecifumnde su “tamafio”.

Recurso Cajas de fosforos o cajas de palitfos

> Esta tarea ha sido tomada y adaptada del documbtatematica. Funcién cuadratica, parabola y
ecuacion de segundo graddportes para la ensefianza. Nivel medio del M#nis de Educacion
(Argentina).

!¢ para facilitar la puesta en escena de la tare@cesnendable cambiar los fosforos por palillos delena
tal como se hizo en ésta investigacion.
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3.7.2. TAREA 2.

“APRETONES DE MANO”

Al acabar una reunion a la que asisten un ciertnend de personas todos se dan la mano
para despedirse

1. ¢Cuantos apretones de mano se dieron si habiperesnas? ¢Y si asistieron cuatro

personas?
2. ¢Cuantas personas habia si en total se dieromglietones de mano?
3. ¢Cuantos apretones de mano se dieron si se despidiete personas?

4. Sabemos que en una reunién se presentaron 66 rggeate mano. ¢ Cuantas personas

habia en la reunién?

5. Si se conoce el numero de personas en una reu@mo hallarias la cantidad de

apretones de mano?
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Descripcion general Esta tarea pretende destacar las interacciones lest estudiantes,
como parte natural de la situacion y por tanto lemento representativo de losntextos
significativos En este sentido, se espera que los estudiantggrown papel protagonico
dentro de la situacion planteada y puedan al misempo, imaginar aspectos que les
permitan llegar a formulaciones mas generales, ppegan de manifiesto una relacion
cuadratica, entre la cantidad de personas quemsisina reunion y el nUmero de apretones
de mano correspondientes al gesto de despedidmpgstante anotar que esta tarea le da
continuidad al proceso de reinvencién guiada, pugse inicia a los estudiantes en la
resolucion de casos simples directos (como la pitegl) e inversos (como la pregunta 2),

los cuales promocionan el avance hacia nivelesatematizacion avanzadds

Conceptos y Procesos implicadoBsta tarea pretende generar un proceso de raflexid
constante, en relaciéon con los modelos matematgqes,pueden surgir de una actividad
cotidiana. Adicionalmente, se busca que los estteareconozcan algunos elementos
implicitos de la situacion-problema, como son; daniificacion de las magnitudes que
varian y la dependencia entre ellas. De este medogspera promover procesos de
matematizacion horizontal, correspondientes a ilzation de estrategias informales, y

procesos de matematizacion vertical, caracterizgoos el trabajo simbdlico y el

planteamiento de generalidades.

Objetiva Construir diferentes modelos cuadraticos que demta de la cantidad de
apretones de mano que se realiza en una reunidmnccierto nimero de personas.

Recurso lapiz y papel

!7 Esta tarea ha sido modificada y seleccionada hiel: [Funciones y graficasle los autores Azcarate, C. &
Deulofeu, J.
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3.7.3. TAREA 3.

“CONFIGURACIONES NAVIDENAS”

La siguiente grafica muestra 4 conexiones posjiéea el montaje del alumbrado navidefio
de algunos parques de la ciudad. Para su congirusei utilizaran figuras en alambre,

compuestas por triangulos equilateros pequefios dentimetro de lado.

Numero de la 1 2 3
conexion

Longitud
total del /\ /\
alambre (cm)
3 9 18

1. Si deseas encontrar una conexién como la querfria niamero 5, ¢Cudanta longitud de

alambre requieres?, ¢Para la nUmero 7?, y ¢ Peoadaion namero 8?
2. Puedes escribir el perimetro de la conexiorespondiente a la numero 10

3. Para hacer un montaje del alumbrado navidefitacmws con 360 cm de alambre ¢Qué

namero de conexion seria posible trabajar?

4. Queremos realizar un montaje para el alumbragarg ello contamos con 600 cm de
alambre. Si queremos disefiar una conexiéon sinajue ® falte material, ¢ podrias ayudar a

encontrarla?

5. Se quiere disefiar una conexién como la queeérida numero 30 ¢ Cuanta longitud de

alambre se necesita?

6. Si conoces el numero de la conexion, ¢Cémo poslemcontrar la longitud total del

alambre?
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Descripcion general Esta tarea hace parte del conjunto de problemagpgeden llegar a
ser imaginables en la mente de los estudiantesdalebque el contexto de la situacion-
problema involucra un evento comun de la vida didras actividades propuestas apuntan
hacia la creacion de modelos cuadraticos que oslanila cantidad de alambre requerido
para una configuracién cualquiera con el nUmertadmnexidén correspondiente. De esta
manera, la situacion se enmarca dentro de un dontexiacional, el cual busca posibilitar
el desarrollo de procesos de modelacion matematiteaaves de un trabajo sobre varios
objetos conceptuales como son; las regularidadegdtrones, el perimetro de regiones y

las nociones matematicas asociadas a lo cuadraitopmo dependencia entre varialiles

Conceptos y Procesos implicadoBentro de los procesos implicados en esta tarea se
encuentran los asociados al uso del lenguaje foatien la produccién de férmulas que
den cuenta de la cantidad de alambre solicitaddnskegconexion dada. De igual manera,
se anticipa la utilizacion por parte de los estoigis, de algunas estrategias situadas en el
contexto, es decir, que los estudiantes ponganegojsu sentido comun, para que puedan
reconocer patrones y regularidades de la situgmidblema, asi como la determinacion de
datos necesarios para analizar y solucionar detesa tmediada por diversos modelos que

movilizan el avance en los diferenta@seles de matematizacion

Todos estos procesos contribuyen al reconocimidattas relaciones existentes entre las
variables implicadas y a la produccion de demostnas y justificaciones de los modelos
encontrados por los estudiantes, donde el congaptematico central asociado a dichas

producciones es la funcién cuadrética.

Objetiva Construir diferentes modelos cuadraticos que aemnta de la cantidad de

alambre solicitado en relacién con el nimero dmtaexion correspondiente.

Recurso Lapiz y papel.

'8 Esta tarea ha sido tomada y adaptada del lBoomacion de pensamiento algebraico en la educacion
escolar Valoyes, L. & Malagon, M. (2006).
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3.8. ANALISIS PREDICTIVO DE LAS TAREAS

En este apartado se pone en discusion algunos osogieéd pueden emerger de la actividad
matematica de los estudiantes y que representasotaruna posibilidad asociada a cada
uno de los niveles de matematizacion definidosadeMR.

La anticipacion de estos modelos es transcendguatal fundamentar contextos que
posibiliten la diversidad de modelos con perspastiverticales, pero es importante aclarar
gue la separacidn y categorizacion de los modelosue determinado nivel de

matematizacion, representa una posible ampliaeidnca que puede ayudar a comprender
el proceso de modelacion matematica, pues se reeane los componentes horizontal y
vertical no se desarrollan de manera independierngecuencial sino que se entrelazan

continuamente.
3.8.1. Tarea 1A que no adivinas cuantos hay

En concordancia con el planteamiento anterior,repgmen algunos modelos asociados a
niveles de matematizacién horizontalmodelo 1) y otros mas que ejemplifican

producciones relacionadas con nivelesndgematizacion verticdimodelos 2, 3y 4).
% Modelos anticipados asociados a niveles de materaaidn horizontal

Los modelos relacionados con nivelesniitematizacion horizontale caracterizan porque

estan arraigados a la situacién-problema (el comtebo que implica el uso de estrategias
informales ligadas al contexto de la situacion naisoaracterizadas fundamentalmente por
la organizacion visual de los datos, esquematinasioy busqueda de regularidades y

relaciones no matematicas.
= Modelo 1(graficas de casos particulares)

En la matematizacién horizontallos modelos derivados de esta tarea pueden ser
construidos por medio del uso del material concegtaeste caso los palillos (ver nota al
pie, p 74). Por ejemplo; se esperaria que los iestied utilicen los palillos para representar
los fésforos y entonces construir otros arreglas o@s fosforos de lado que los dados en

la tarea.
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Otro modelo asociado a este nivel se refiere adiaema en que los estudiantes comprenden
como se construyen los otros arreglos, bien seeridiemdo con sus propias palabras o

dibujandolos haciendo uso del lapiz y el papelgsia la actividad misma lo demande.

En este nivel, se hace visible la primera busquéelaregularidades a través de la

identificacion de las magnitudes que intervieneelgroblema y como estas se relacionan.
¢ Modelos anticipados asociados a niveles de materaaion vertical

Los modelos referidos a niveles amtematizacion verticghueden tener algin vinculo o
estar totalmente desprendidos del contexto. Edtwmso8, se consideran de dificil acceso
para los participantes, basicamente porque la maesdn de un modelo que permita
calcular la cantidad de fésforos totales que sesitam para armar una figura niédsforos

de lado, representa una tarea de inusitada coufgdejpues se requiere que los estudiantes
logren abstraer la regla de dependencia entredawariables y del conocimiento de que
una formula de dos variables representa una fur{gibcarate & Deulofeu, 1990).

No obstante, el contexto en el cual se enmarcatlacgn-problema desempefia un
elemento dinamizador de los procesos de matem@tizague juntamente con la
orientacion del docente, puede promover la constincde modelos generales. En este

nivel se pueden citar modelos los modelos grafjoostacionales, como el modelo 2.
* Modelo 2(Diagrama de correspondencia)

Se anticipa un modelo que se ha denominado diagdenwrrespondencia. Este modelo
posibilita la busqueda de regularidades y relac@mdre las magnitudes que intervienen en

el problema. A modo de ilustracion, se describevamante de dicho modelo:

Cantidad de fésforos de lado Cantidad de fosfataddas
1 4
2 12
3 24
n f(n)
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Esta simple representacion tabular es un modela di#uacion que hace explicito, por un
lado, la existencia de dos magnitudes variablesryo lado, una relacion o dependencia
entre dichas variables. En principio, la dependeigcie puede establecerse entre las dos
magnitudes no es muy funcional, ya que se ve ldaitavalores pequefios de la variahle
pero progresivamente dicho modelo puede dar un m@gpentino y convertirse en un
modelo con mejores perspectivas hacia lo genesakl Easo, de formulas de recurrencia
gue pueden emerger del diagrama de correspondamteida busqueda de regularidades y

relaciones.
» Modelo 3(Férmula de recurrencia)

Este nuevo modelo se le atribuye el nombre de fiarme recurrencia, debido a que cada
término de la secuencia numérica es definido com funciéon del término anterior, es
decir, que una vez encontrada la cantidad de fdsftotales para la configuracion de un
solo fésforo de lado, es posible encontrar la dadtide fésforos totales para 2, 3, 4,...
fosforos por lado, aunque el resultado dependandengrar la solucion inmediatamente

anterior.

A modo de ilustracion, se sabe debdelo 2 que una configuracion con 6 fosforos de lado
necesita 84 fosforos en total. Pues bien, una gardcion con 7 fosforos de lado

necesitaria 112, puesto que soélo se requiere, rop@ndos datos conocidos de la siguiente

manera.
84 x 7 N 84 112
6 6

Los argumentos matematicos que otorgan validezoaleto se vincula con una regla de

correspondencia (Ver figura 12)
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Cantidad de fosforos de lado Cantidad de fosfartzdds

1 4

2 12

3 24

4 40

5 60

6 84

7 112

n {n)=2n(n+1)

n+1 f(n+1) =2 (n +1) (n +2)

Figura 12. Diagrama de correspondencia de la tareh

Procedimiento particular Procedimiento general
84 x 7 84 2n(n+1) xn+1 2n(n +1)
+—= + =
6 6 n n
112 2(n +1) (h +2)

Tabla 4. Formula de recurrencia de la tarea 1.
Es claro que an = 6, entonceg (n +1) (n +2) = 112

De este modo se demuestra la validez del modelo suficiente flexibilidad para ser
aplicado en un nivel mas avanzado, apoyando largstign en la matematizacion vertical
sin obstruir el camino a las primeras fuentes gemd origen a una estrategia. (Panhuizen,
2003; Bressan & Gallego, 2011).
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= Modelo 4.(Conteo por filas y columnas)

Considérese como la cantidad de fésforos que conforman un telda figura yf(n) el
modelo algebraico que describe la cantidad de fdsftmtales en funcion de la cantidad de
fosforos por lado. Asi pues, un estudiante podrj@rizar el conteo de los fosforf{s)
contando el numero total de fosforos por columnas eh numero total de fésforos por fila.

A modo de ejemplo, el razonamiento podria ser geeale la siguiente manera:

Considere una configuracion o figura conformadarpfiysforos de lado, entonces existen
(n + 1) columnas, asi que hay(n+1) fésforos en todas las columnas y debido a que la
configuracion es cuadrada, también exister () filas, lo cual implica que hay la misma

cantidad de fésforos en las filas y en las columnas

Asi, el primer modelo seria causal de la expresigebraicaf(n) = n(n+1) + n(n+1), el

cualpuede ser denotado corffn) = 2n (n+1)
= Modelo 5.(Conteo del interior y del perimetro)

Si asumimos que tante como f(n) representan lo descrito en rlodelo 4 es posible
realizar el conteo total de los fosforos de laigigie forma, primero se cuenta la cantidad
de fosforos totales que bordean la configuracibpégmetro de la figura) y se suma con la

cantidad de fosforos del interior de la figura.

De esta manera, se tiene que el perimetro es oustes la cantidad de fésforos por lado,
es decir # y en el interior se formam-1 columnas -1 filas, todas con el mismo nimero
n de fosforos que el lado del cuadrado. Asi, laesipn resultante para el segundo modelo
resulta serf(n) =4n +(n-1)n +(n-1) n 6 4n + 2n (n-1)

Dentro de los aspectos importantes de este anédibis reconocer el papel que juegan las
producciones de los estudiantes en cualquier devehatematizacion, como un instrumento
para comprender los procesos de aprendizaje, acidelcon los conceptos matematicos
implicados. Por lo tanto, es vital que los modelasstruidos por los estudiantes en niveles
de matematizacion horizontal, no pasen a un segplam, sino que se constituyan en
auténticos materiales, a partir de los cuales s®umila promocion de procesos de

matematizacion mas generales.

87



3.8.2. Tarea 2Apretones de mano

Para el desarrollo de esta tarea, se han consalatgdnos modelos que se corresponden
con el marco tedrico adoptado, en la medida erpgumiten mostrar la flexibilidad de los
mismos, para ser aplicados en niveles mas avanzBdogrimera instancia, se ilustraran
los modelos relacionados con niveles matematizacion horizontay finalmente, los

modelos asociados a nivelesrdatematizacion vertical
+« Modelos anticipados asociados a niveles de materaatdn horizontal

En un nivel dematematizacién horizontalos modelos se caracterizan por una blusqueda
constante de interpretacion de la situacion-prodldmque obliga a los estudiantes a usar
estrategias ligadas al contexto, que les ayuderaginar y organizar los elementos que son
relevantes para encontrar la matematica que yaad eontexto. Es asi, como emergen
consideraciones del contexto que provienen de tsoa@mientos informales de los
estudiantes, de sus experiencias y del sentidodcogque pueden convertirse en esquemas,

diagramas o tablas como el que se ilustra a catian.
* Modelo 1(Esquema poligonal)

Este modelo es una representacion gréafica deuacsin-problema y su importancia reside
en la posibilidad que brinda a los estudiantesiahldicar los elementos fundamentales
del contexto, como son; el nimero de personaspsvisomo puntos en el plano no
alineados y, cada apreton de mano como un segrgeetdiene por extremos dos de los

puntos dibujados (ver figura 13).

Para 3 personas, 3 apreton

197
)

Para 5 personas, 10

Para 6 apretones, 4 persona
apretones

[0)]

Figura 13. Representacion grafica de la tarea 2.
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Este tipo de modelos son una excelente ayuda parga los casos simples, y un camino
significativo en la busqueda de modelos con pets@acverticales, generdndose de este

modo la necesidad de construir un modelo que orgaros datos encontrados.
% Modelos anticipados asociados a niveles de matezaaiotn vertical.

Los modelos que emergen en este nivel dan conéduidl proceso de matematizacion y
puede consolidarse, por ejemplo con la construat&nna tabla de valores, a partir de la
cual es posible encontrar regularidades, o biea,wsz intuido el modelo, establecer un
modelo algebraico que se corresponda con los guares de valores dados por la tabla. A

continuacion se muestra la estructura de una @otsibla de valores (ver tabla 5).

= Modelo 2(Tabla de valores)

NUmero de personas 1 2 3 4 5 6 n

apretones de mano 0 1 3 6 10 15 ?

Tabla 5. Tabla de datos de la tarea 2.

En efecto, la ganancia de este modelo sobre dli@nteside en las implicaciones que se
derivan de la organizacion de los datos en ordemnaente, por ejemplo, algunos
estudiantes podrian iniciar la busqueda de regialdes, a través de identificar el valor de
la variable dependiente que se corresponde a uoar v@lalquiera de la variable

independiente, pero que toma en consideracion dssdanteriores. De este modo, se
propone a continuacion la discusion de un modele, puede emerger de la actividad

propia de los estudiantes al realizar una exploredetallada de los casos particulares.
» Modelo 3(formula de recurrencia)

Hay una regularidad “observable” en la fila de abdp la tabla 10 del modelo 2,

correspondiente al nUmero de apretones de manma&a
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NUmero de personas 1 2 3 4 5 6 n

apretones de mano 0 1 3 6 10 15 ?

A A AT/

Figura 14. Formula de recurrencia de la tarea 2.

La diferencia entre un numero y el siguiente va entando en uno. En términos mas

precisos se puede sefalar que:

« Para encontrar el nimero de apretones de manodppeasonas, basta con sumar el

namero de apretones realizados con 3 personas + 3.

» La cantidad de apretones para 5 personas, es siapie 4 + la cantidad de apretones

de mano que se dan esas 4 personas.

Es claro que este modelo se corresponde con nigelasatematizacion vertical, reflejados
en la manera en que los procedimientos personealésscestudiantes logran esquematizar
el problema. Emerge de esta manera, un modelensfiat presentado en términos de una

conjetura general que ellos podrian enunciar dgylaente manera:

Cantidad de apretones de mano para n personas Epatsonas + cantidad de apretones

de mano para n-1 personas

Dicha conjetura se puede validar matematicamengsismimos conocida la expresion

algebraica para el término enésimo, al igual quezaepara la tarea 1 (ver tabla 6).

NUmero de personas 1 2 3 4 5 n n+1

apretones de mano 0 1 3 6 10 nn-1) (n+Dn
2 2

Tabla 6. Demostracion formula de recurrencia de laarea 2.

9C



Solo resta probar que:

n(n—1) (m+1n
T2 T T2

El célculo algebraico es relativamente facil, dermas importante de este tipo de modelos
es que ayudan a los estudiantes en el reconocontenpatrones, a la vez que, aportan

significativamente a la construccion del sentiddedeformulas usadas en matematicas.
* Modelo 4(conteo multiplicativo)

Existen algunos modelos matematicos que puedergemele consideraciones netas sobre
el contexto de la situacion-problema, pero que delma en los estudiantes, un
conocimiento matematico de base, que les permieongrar y plantear aspectos
generalizables, los cuales podrian no ser evidentes nivel de comprension situacional.

Con esto ultimo tiene que ver este modelo, el puatende organizar el calculo de la

cantidad de apretones de mano con el siguientenaazento:

Supongamos que personas asisten a la reunion y que cada persendasla mano con
todos los invitados, menos con el mismo. Estofstggnque cada persona se despidé
veces y como hay invitados se realizarian (n-1) apretones de mano. Sin embargo, dos

personas determinan un unico apreton y en el calemterior se estarian contando dos

. -1
veces. Por lo tanto, el modelo correcto de estasitn es:n(“T)

De igual manera, puede considerarse la construcgi@m modelo que agrega elementos a
la situacion-problema, con el objeto de facilitas talculos del conteo y poner en evidencia

algunas regularidades asociadas con la forma en séroonstruye el término enésimo.
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* Modelo 5(razonamiento general)

En una reunion hagy cantidad de personas, ahora bien, si todos séadaano con todos
se obtiens? apretones de mano; a esto hay que descontadg@iesnes de mano consigo
mismo Yy luego dividir por dos, ya que se estanam los apretones de mano de cada

pareja dos veces. Si se expresa dicho razonanmeenté&minos matematicos se obtiene la

n?-n

expresion:

En efecto, la expresion anterior es equivaleni que se obtiene en mlodelo 4 lo cual
demuestra que el contexto inmerso en esta situgcaiiema, es sumamente potente para
gue los estudiantes construyan sus propios mod#&esjustifiquen y cuestionen las

diferentes alternativas que se producen.

Es importante rescatar de este analisis predictjue, los modelos anticipados ponen de
manifiesto la manera en que el contexto permitelgsi@studiantes trabajen en diferentes
niveles de conceptualizacion en base a sus paosidds. Ademas, las diferentes soluciones
permiten visualizar estrategias variadas que proamuerocesos de reflexion e interaccién
entre los participantes; procesos que pueden llewdps estudiantes a niveles de

comprension mas elevados. (Bressan, 2011).

Otro asunto sobre el cual es importante reflexiemael margen de estas actividades, tiene
relacion con la manera en que los ejercicios ddym@on de formulas son presentados en
el ambito escolar, donde generalmente se “muesttas’d tres términos de la secuencia y
se pregunta por el siguiente, para que eventuaéimestestudiantes propongan la formula
del lugar enésimo, como si el modelo fuera Uniamntaria a esta vision, el contexto en el
cual se desarrolla la situacion-problema, tomaassideracion que los modelos deben ser
construidos a partir de los aspectos informaletosleestudiantes y del vinculo que ellos

mismos logren hacer entre esos elementos y la rAtitengue subyace al contexto.

En este orden de ideas, el contexto de esta setam@apretende invitar a los estudiantes a
encontrar y validar la matematica que esta inmersda situacion-problema, pero que
puede tomar varias caras dependiendo de las caaoepcy significados que ellos le

atribuyan.
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3.8.3. Tarea 3Configuraciones navidefias

Es importante recordar que las producciones deestgdiantes representan un punto de
partida en los procesos de esquematizacion y faeiar progresiva. Ademas, es claro que
al escuchar y observar lo que nuestros estudidrgesdesarrollado, permite tomar en

consideracion algunas de sus ideas para mejonarairaente sus estrategias. (Santamaria,
2006).

Dichas estrategias son innegablemente variadasdiepelo del camino que adopten para
hacer frente a la situacién-problema y por supudstmivel de comprensiéque puedan
alcanzar durante el desarrollo de la tarea. Esamsd se pone a discusion, algunos posibles

modelos asociados a niveles de matematizacidndmailzy vertical.
% Modelos anticipados asociados a niveles de materaaton horizontal

El modelo que se presenta a continuacion puedér sumgno un intento por parte de los
estudiantes de comprender la manera en que sénelaa namero de la conexidn con la
longitud de alambre requerido, a través de la coostn de conexiones posteriores a las
presentadas en el marco de actividades de la t&reatras palabras, se espera que los

estudiantes intenten dibujar las conexiones numengmero 5, nimero 6, entre otras.
» Modelo 1(representacion grafica)

La consideracion de este modelo radica en la poiti de uso para resolver casos
particulares, pero lo mas relevante de estas remi@sones es que aportan datos veridicos
para validar el reconocimiento por parte de losidiahtes de un patron geométrico, a

través del cual, se pueden construir otras conesion

Ademas, este “simple” modelo puede resultar muerget si es bien utilizado por los
estudiantes, dado que podria ayudarles a enc@itpamas regularidades que apuntan a la
construccion de modelos mas avanzados. Por ejengbipinos estudiantes podrian
enunciar confiadamente que el nimero de triangpéagiefios es igual al cuadrado del
namero de la conexion, pero necesitarian nivelesnd®matizacion mas generales que
validen ese razonamiento y la manera en que pusaisalpara construir una expresion de

tipo funcional.
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Por otra parte, el intento por desarrollar métaekpecificos de solucion, puede conducir a
los estudiantes a la creacion de un modelo quéiptesia organizacion de la informacion

relevante de la situacion-problema y de otros casosculares, con el objeto de buscar
regularidades numeéricas observables. En este sgstidconsidera la construccion de una

tabla de valores (ver tabla 7.) anéloga a la ptadaren la tarea 2.

= Modelo 2(Tabla de valores)

Numero de la 1 2 3 4 5 6 7 n
conexion
Longitud total 3 9 18 30 45 63 84 ?
del alambre

Tabla 7. Tabla de valores de la tarea 3.

A partir de este modelo, es muy probable que ltsd@tes encuentren una relacién de
dependencia que les ayude a encontrar la longittad del alambre para una conexién
cualquiera, si se conocen los términos anteri®tesejemplo; algunos estudiantes podrian
notar que los valores obtenidos en la segundaldileabla siempre son multiplos de 3. Mas
aun, puede que aparezcan conjeturas del siguipate t

“La cantidad de alambre requerido para una conexddrigual al nimero de la conexion

por tres, mas la longitud requerida para la conexioimediatamente anterior

El planteamiento de conjeturas, generalizacione$orynulaciones matematicas, son
elementos caracteristicos de niveles de matematizvaerticales, donde los estudiantes
empiezan a trabajar en la obtencion de expresising@solicas que inician como modelos
de la situacion especifica, pero que pueden des (taraorganizarotro tipo de situaciones

relacionadas.
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¢ Modelos anticipados asociados a niveles de materaaton vertical.
* Modelo 3(Férmula de recurrencia)

Lo interesante de este modelo es que puede cosstrai partir de las regularidades
encontradas en una tabla de valores y enunciarsgramos de una conjetura como la que
se ilustro en los parrafos anteriores. En términmematicos es probable que los

estudiantes expresen dicha relacion de la sigureatesra:

“Siendon el nimero de la conexidon enésimb(p) la cantidad total de alambre requerido

para esa conexion. Setiene i@ + 1) =3(n+ 1) + f(n)”

No obstante, otra alternativa importante para comseste modelo es simplemente

apoyarse en las figuras que la situacion-problereagnta. Un andlisis detallado a estas
figuras permite reconocer un patron geomeétricaaarohstruccion de la figura siguiente en
base a la inmediatamente anterior. Por ejempla pacer la conexion 3, es necesario
realizar una base con tres triangulos pequefnosalégwal de la primera conexion) y ubicar

arriba de la misma la configuracion anterior (laneéo 2). Veamos esto graficamente (ver
figura 15).

Conexion N° ;2

Base de la conexion N° 3

Figura 15. Modelo “férmula de recurrencia”
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Pues bien, el nimero de la conexion se correspomael nimero de tridngulos pequefios
de la base y dado que el nimero de triangulos iguert esta posicion, determinan la
longitud total del alambre, solo resta multipliehmimero de la conexidn por tres (porque
un triangulo tiene tres lados) y sumarle el total adlambre requerido en la conexién

anterior, el cual representa la cantidad de alamibia parte superior de la configuracion.

Para el ejemplo anterior, esto implicaria que latidad de alambre requerido para la
conexion N° 3 se obtiene al realizar 3x3 = 9 y suasde resultado con la cantidad de
alambre requerido para la conexion N° 2, es d8¢®,= 18. En efecto, la manera en la que
se encontr6 el modelo, garantiza su validez pams atasos. Sin embargo, es posible
demostrar matematicamente que este modelo funcserapre y cuando se conozca una

relacional funcional como la que se ilustra a cardtion (ver tabla 8.).

Nimerode | 1 | 2 3 4 N n+1
la conexion
i 1 +1 +1 +2
Longitud 319 8| 30 fn) =3 nn+1) F+1) =3 n+1H(n+2)
total del 2 2
alambre

Tabla 8. Generalizacion del modelo “férmula de recrencia”

La obtencion de esta relacion funcional se dis&gwin los modelos posteriores, asi que
asumiendo esto, habria que probar que las expessalstenidas para los términosl son

equivalentes para ambos modelos. Del modelo 3bsegee:

f(n+1)=3n+ 1)+ f(n) Remplazandof (n) = 3 @ en esta expresion se obtiene:

n(n+1) _ 6n+6+3n%+3n _ 3n2+9n+6 _ 3(n?+3n+2) _ 3(n+1)(n+2)
2 2 - 2 - 2 - 2

fm+1)=3n+1)+3

De este modo queda demostrada la validez del m@dejoe pese a considerarse dentro de
niveles de matematizacion avanzados, presentailthfites cuando se pretende que a partir
de los primeros hechos se hagan inferencias soBreadmeros grandes, incluso sobre

hechos aun particulares, pero no consecutivoso(éal& Malagon, 2006).
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El siguiente modelo soluciona esta cuestion y arelifcia del modelo anterior hace
explicito un tipo de relacién funcional entre ehmaro de la conexion y la longitud total del

alambre.
= Modelo 4(conteo de triangulos)

El presente modelo esta relacionado con el usondeestrategia poco convencional que
agrega un elemento adicional a la situacion-proa)eran el objeto de facilitar la busqueda
de patrones y regularidades. La idea consiste starplos triangulos pequefios que

determinan el perimetro de la figura (ver figury 16

NUmero de la 1 2 3
conexion

Longitud total
del alambre
(cm)

Figura 16. Modelo “conteo de triangulos”

A partir de aqui, los estudiantes pueden infera particularidad en cada figura. De la base
a la punta, los tridngulos pintados van decrecietelano en uno, es decir, por ejemplo en
la conexion N°3, en la base existen tres triangulesgo dos triangulos y finalmente un

solo tridngulo en la punta.

A continuacion se pone de manifiesto una relac@rmependencia entre el numero de la
conexion con el numero de triangulos pintados g a@ssu vez con la longitud total del

alambre requerido. El razonamiento podria ser sgpiede la siguiente manera:
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“Los triangulos que determinan el perimetro de lamec@dn decrecen de uno en uno,
iniciando en un solo triangulo en la punta y teramdo en el nimero de triangulos de la

base, los cuales se corresponden con el nimera clanlexion.

Este patron se puede determinar con una sumabatizal va desde uno hasta el nimero de
triangulos de la base y luego el resultado desstatoria se deberia multiplicar por tres,

obteniéndose una expresion del tipo:

f(m) =3 X1a,

Donde ‘h” es el nUmero de la conexion. Por definicion dmatoria, la relacién funcional

entre el nUmero de la conexién con la cantidadatatare requerido es:

nn+1)

f) =3 —

Sin embargo, consideramos que los estudiantesaremducha dificultad en construir este
modelo, pues se requiere la utilizacion de métadasematicos que ellos todavia no
comprenden. En este sentido, lo mas probable etoguestudiantes expresen la relacion

funcional del siguiente modo:

“Sea n el nimero de la conexion, entonces la longitudltd& alambre requerido es:
f(m)=3(1+4+2+3+--+n)
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3.9. IMPORTANCIA DEL ANALISIS PREDICTIVO

Los modelos anticipados en cada una de las tand@soses, son producto de la actividad
matematizadora de algunos estudiantes de eduaaeidia y de los procesos de reflexion y
modelacion matematica de los investigadores dedepte trabajo. Las producciones que
pueden emerger durante el desarrollo de dichaastadejan entrever el potencial de los
contextos escogidos para generar procesos de romatelasimbolizacion matemética. En
principio modelos muy ligados a consideracioneasdel contexto, pero después aparecen

algunos aspectos de la situacion contextual caratacter mas general.

Asi pues, las tareas y los modelos anticipadosmpdeemanifiesto la manera en que los
contextos gradualmente adquieren una denomina@dmatelos y como tales terminan

convirtiéendose en soportes para resolver probleelasionados. (Santamaria, 2006).

De igual manera, se destaca la forma en que loglogdon conectados, considerando que
este aspecto desempefian el papel de columna atrtbrprogreso en los procesos de
matematizacién. La conexion entre los distintos elmglanticipados se ilustra en el paso de
modelos asociados a estrategias informales, comgodi, diagramas y graficos de casos
particulares, con modelos generales y formales nomefte expresados en base a una

notacién simbdlica.
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Capitulo 4

RESULTADOS Y CONCLUSIONES
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4.1. INTRODUCCION

En este capitulo se presentan los resultados oloeniurante la fase intervencion con los
estudiantes, donde fue posible reconocer la aparidé algunos modelos vinculados a lo
cuadratico. Para el analisis se ha privilegiadoelgtnformaciéon que consideramos es
relevante en funcion de las categorias de anasigblecidas [ver anexo 2]. Estas se
consideran apropiadas para dar cuenta de cientastedsticas del proceso de modelacion
matematica de los estudiantes cuando trabajan eliindamica de produccion y uso de

modelos cuadréticos.

Cada una de las tareas se vinculan a una seri@delasreinventadogor los estudiantes,
y se analiza en relacidon con los supuestos ingidiecutidos en ednalisis predictivo la
puesta en escena y el lugar que pueden ocuparsiodiantes dentro de losveles de
comprensiomreferenciados en las categorias de analisis. Egrierie anotar que mas que
aportar elementos para la ensefianza y aprendizdgectiadratico, lo que se intenta a partir
de esta investigacion, es comprender aspectosamdaos con el proceso de modelacion

matematica cuando los estudiantes “hacen” mateasafen el sentido de Freudenthal).

Este analisis problematiza lo que Freudenthal (188fialaba algunos afios atras, cuando
se referia a la diferencia entneatematizacion horizonta} vertical. Ademas amplia el
campo de conocimiento sobre las fronteras que dafinestos procesos, a partir del estudio
de los niveles de comprensigrcomo punto de partida para rastrear los procesos
matematizacion individual de los estudiantes.

4.2. ANALISIS PROSPECTIVO DE LAS TAREAS
4.2.1. Tarea 1A que no adivinas cuantos hay

Esta tarea se desarrollo en la segunda secci@ajgitacion. Inicialmente los estudiantes
conformaron los grupos de trabajo tal como lo seigin los investigadores (basados en la
informacién suministrada por cada uno de los coestios), lo que permitid la

organizacion de los integrantes en grupos condlifes niveles de habilidad.
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La conformaciéon de los equipos de trabajo se dakareficientemente favoreciendo la
interaccion de los integrantes en cada grupo,@sbaun interés creciente por desarrollar

las actividades propuestas dentro de la tarea.

Una vez organizados los grupos de trabajo, se éwiente la necesidad de intervenir a
través de discurso que motivara a los estudiantesfrentarse a la situacién problema.
Basicamente, se apunté a que reconocieran porqtaea podria ser significativa para
ellos y como el material concreto (en este cass, palillos)® podia ser un insumo
importante para comprender y posteriormente enaodiversas soluciones a las cuestiones

planteadas.

Seguidamente, los integrantes de cada grupo asumierrol mas activo y se involucraron
en las actividades propuestas. Se evidencidé umjtratboperativo y una preocupacion
evidente por dar respuesta a los casos particuta@sndo uso del material manipulativo.
La Figura 17 recoge el momento en que los esttefiase inician en el desarrollo de la

tarea.

Figura 17. Puesta en escena de la tarea 1.

19 Es importante aclarar que los fésforos fueron ¢adus por los palillos.
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En general, los participantes descubrieron quetiaxisia relacion matematica entre el
numero total de fésforos de un lado y la cantidadl tde fésforos requerida para cada una
de las figuras, apoyandose para ello en los paldie madera, pero fueron incapaces de
describir esta relacion en términos formales (medianotaciones y simbolos de la

matematica).

Iniciemos con un hecho importante que ocurrio t@riar del grupo 3, donde se puso de
manifiesto, algunas creencias que tienen los esitel cuando se enfrentan a una actividad
matematica, en particular las que se relacionan stompropio papel en el proceso de
resolucion: “hay que resolver el problema con conmntos de la escuela”. Asi por
ejemplo, se reconocen conocimientos previos ytegies de los estudiantes que intentan
usarse en la busqueda de soluciones de la tarpagsta. Esta puede hacerse evidente a
través de una discusion, donde los integrantesgdeglo asocian la variacion entre el
numero de fosforos de lado y la cantidad de fosfootales en la figura, con un fenébmeno

gue es modelado por la ecuacion de una recta.

El: profe, yo creo que la relacion esta dada por laamion de una recta, pero las

pendientes no me dan iguales.

P: entonces que pueden concluir de @lira a su compariera de trabajo)

P: ¢una recta puede tener diferentes pendientes?

E2: no

El: ah... entonces no puede ser la ecuacion de wta.re

P: recuerden evaluar los modelos que encuentreificaamdo con los casos particulares.
El: bieno, gracias profe.

Es claro que los estudiantes intentan vincularcem®cimientos previos a la busqueda de
soluciones de la tarea. Asi, es importante notamoctlo lineal” es utilizado por los
estudiantes como herramienta para modelar fendntpresarian, principalmente debido a

las concepciones y conocimientos que traen aceidqarapio concepto.
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% Matematizacion horizontal
Modelo 1.(Uso de materiales fisicos)

Es importante resaltar el papel que desempeio trialamanipulativo (palillos) vy el

contexto de lapiz y papel en la representaciénade< particulares donde el nimero de
palillos por lado no era muy grande, ya que ayudoésaestudiantes a comprender el
procedimiento de construccion de las configurador&e visualiz6 de esta manera, un
primer acercamiento a un modelo asociado con ual mig matematizacion horizontal

(figura 18) donde el conocimiento informal de lagueliantes logré constituirse en un
elemento dinamizador, para adquirir comprensionresda manera en que podrian

relacionarse las magnitudes de interés.

Figura 18. Estudiantes empleando los palillos parepresentar la tarea 1.

Por otra parte, el reconocimiento de que el nunueropalillos seria insuficiente para
realizar todos los arreglos requeridos, obligardosaestudiantes a la busqueda de nuevas
representaciones. Asi, cada grupo decidié reatitarjos de otras configuraciones, para

intentar resolver las preguntas asociadas a cieasiss particulares (ver figura 19)
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Figura 19. Dibujos de algunos arreglos de la tareh

Este tipo de producciones y acciones por parteosiestudiantes se corresponde con un
nivel de compresion situacionan tanto que los modelos intentan consolidarseocon
puente que lleva al conocimiento de la situaci@bl@ma y donde los conocimientos no
matematicos representan el camino, para que emagaelos que expliciten una relacion

funcional entre las dos magnitudes importantes.
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En este sentido, es claro que los modelos emegemesste nivel de matematizacion
podrian hallarse en la propia situacion que lesodigen, situacion en la que precisamente

los objetos abstractos de la matematica no apackraranera explicita.

En lo que sigue, se intentara poner en evidenamoclds modelos construidos por los
mismos estudiantes van evolucionando progresivanegmasando por el estatus de
organizadoregle la situacion, hasta llegar a concebirse comuasuebjetos en univel de
comprensionmas avanzado. En otras palabras, se quiere s@nifjue los estudiantes
iniciaron un proceso de matematizacion progrespags inicialmente sus modelos
ostentaban por el reconocimiento de datos relesaesguematizaciones, dibujos y otro
tipo de aproximaciones empiricas, pero poco a paganodelos fueron adquiriendo una
perspectiva de crecimiento que incluia un procesobdico dentro del sistema
matematico.

/7

% Matematizacion vertical
Modelo 2.(Diagrama de correspondencias y razonamiento inaJct

El proceso de modelacion rastreado en el grupop&senta un verdadero ejemplo de
matematizacion progresiv&n primera instancia, cada uno de los arreglosjailos para
dar respuesta a los casos particulares, sirvid cbase para la creacion de un nuevo
modelo, el cual fue anticipado en aalisis predictivoy que se denomind diagrama de
correspondencias. Para los integrantes de estepogquiicho modelo fue usado
probablemente para llevar un registro sistematieolad informacion relevante y de la
manera en que esos datos se relacionaban, lo aufgliglb un lugar a la busqueda de
regularidades y patrones que en este caso llewailos participantes a la utilizacion de
métodos matematicos inductivos, proximos a la coosibn de formulas de recurrencia
(ver figura 20 y 21).
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Figura 21. Aproximacion a una formula de recurrenca

La manera en que los estudiantes construyen yartiestos modelos para avanzar en sus
procesos de matematizacién puede ser interpretpddiadel marco tedrico adoptado. Asi,
se reconoce un primer nivel dentro de la matenwémavertical, relacionado con la

construccion de umodelo dda situacion.
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En efecto, la figura 21 pone de manifiesto el recimiento por parte de los estudiantes de
ciertas regularidades y relaciones numeéricas dosrelatos obtenidos, pero no existe un
mecanismo de validacion matematico que de cuenta g&bilidad y funcionalidad del
modelo para valores grandes de la variable indepeted (en este caso, el nUmero de
fosforos de lado). Ademas, la manera en que legliesites encuentran otros valores de la
variable dependientg, no es equivalente al procedimiento anticipado erarglisis
predictivode la tarea, pues la aproximacion que hacen tegriantes del grupo tiene en

cuenta un patron numerico constante (sumar 2).

Es ostensible que este modelo puede vincularseceoto tipo de comportamientos
arbitrarios de los términos en juego y que resudtiapara trabajar los casos concretos
solicitados. Sin embargo, las limitaciones de sstasocian precisamente con el hecho de
no poseer un caracter general, que ayude a detgrtaigantidad de fosforos totales en un
arreglo donde la variable independiente sea dedmgia@nde, sin necesidad de conocer los
resultados anteriores. También es claro que serieiguun esfuerzo adicional para resolver
el problema inverso (por ejemplo, si se conoce wuarreglo hay 60 fosforos de lado,

determine el total de fosforos necesarios parasstaiccion)

Este tipo de acciones y modelos permiten caraetetza parte importante del proceso de
matematizacion vertical, que en concordancia cercddegorias establecidas previamente,

ubica parcialmente a los integrantes del gruporemivel de comprension referencial

De otra parte, es importante detenerse en aquaboelos que estan caracterizados por la
vinculacion del lenguaje natural y que surgen comdntento de hacer explicita la relacion
de dependencia entre las dos magnitudes varidbtessto, consiste el siguiente modelo,
gue no fue tenido en cuenta erapélisis predictivo pero que representa un hecho notable

para esta investigacion porque emerge wtodelo dda situacion.
Modelo 3.(Lenguaje natural)

El presente modelo construido por los integranggdipo 1, permite evidenciar la manera
en que el lenguaje natural se inscribe dentro deptocesos de matematizacion, dando
cuenta de la identificacion de una relacion de tipwional entre las magnitudes de interés

(ver figura 22).
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Procedimiento
Para conocer el nimero total de fésforos primeyodue sumar los fésforos que conforman un laddipady
y multiplicar ese nimero por el nimero de columnhaggo, sumarle la suma de los fésforos que doystn

el lado horizontal y multiplicar ese resultado pbniimero de filas

Figura 22. Acercamiento a la relacion general deehdémeno estudiado.

La limitacion de este modelo probablemente residgue el razonamiento se hace sobre el
arreglo mismo, que siempre sera un arreglo paatidol que imposibilita trabajar en el
plano de lo general para un arreglo cualquiera. @ines importante anotar que pese a que
la limitacidn tal vez sea producto de la auseneialdjamiento del contexto de la tarea, en
la medida en que los estudiantes doten de sigddiomatematico las estrategias de
solucion (trabajen con notaciones y simbolos dedtematica), es posible que la reflexion

los lleve a construir expresiones algebraicas qoeeten la situacion.

En este sentido, poco a poco a través del recormuionde los elementos que varian de un
arreglo a otro, los estudiantes lograron estableegularidades con notaciones y simbolos

de la matematica, favoreciendo la subida de nivel.

Modelo 4. (Planteamiento de regularidades entre la cantidadodforos de lado, las

columnas vy las filas que conforman la figura)

El grupo 4 puso de manifiesto varios aspectos géger que se consolidan en la
produccién de un modelo algebraico, que expreseldaion de dependencia entre las dos

variables en términos matematicos (ver figura 23).
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x = cantidad de fésforos requerido totalmente
x=mm+1(2)
Cada cuadrado que se realice va a tener 2 ladesaa,luno vertical y otro horizontal, cada uno de

columna, fila extrar(+ 1); para obtener la cantidad final de fosfomslabe multiplicar estas cantidades en
si y por dos, ya que se debe obtener ambos sentidos

Figura 23. Modelo algebraico de la tarea 1.
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Este modelo ya habia sido anticipado eramdlisis predictivp incluso es interesante
observar la semejanza presentada entre ambos rmpdalto que concierne a la notacién
escogida, pues esto implica posiblemente ciertgpoamsion adicional acerca del dominio

de la variable independiente (el conjunto de lasends naturales).

Otro aspecto importante en la construccion de ewidelo, es la manera en que los
conocimientos informales de los integrantes logragntrelazarse y evolucionar hacia la
consideracion de aspectos generalizables. Ademasmiple asignacion simbolica de las
variables (en este casoy X) muestra un alto nivel de comprension sobre lospibace,

gue también se evidencia por ejemplo, en la expbicaescrita del modelo, demostrando

con ello, claridad en la forma de comunicar a olmague saben.

De esta manera, se constituye modelo paraabordar otras situaciones similares y en
concordancia con las categorias de andlisis prtgmjdss integrantes de este grupo pueden
asociarse con univel de comprensién generdde hecho, esta produccién no fue la Unica
que permitid caracterizar la actividad matematieda$ estudiantes dentro de este nivel,
puesto que el grupo 3 también logré construir waelo potente con claros nexos con lo

matematico y un alejamiento del contexto inicialalearea.

Precisamente, este modelo construido por el gljp@presenta un buen ejemplo de lo que
significa la matematizacién progresiyabasicamente porque los integrantes del grupo
construyen su modelo a partir de consideraciontss kel contexto, identificando algunos
aspectos claves de la situacion y de la manera uen agtos se relacionan, pero
paulatinamente logran transformarlos con las heemtars matematicas que conocen, hasta
encontrar una expresion cuadratica que encaja g@niente como modelo general la

situacion propuesta (ver figura 24).

Es importante sefialar que en este grupo, aun narfeagompresion total de los conceptos
matematicos involucrados en la situacién, razénlpotual los integrantes del mismo,
continban asociados a univel de comprension generglno, a unnivel de comprension
formal que ademas, se diferencia del nivel anterior potgs estudiantes son capaces de
combinar diferentes modelos y rescribir la expmesencontrada como una funcidn

cuadratica.
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Seguidamente, se presenta el mencionado modeloy @aspectos relevantes relacionados

con su interpretacion a la luz de las categoriandésis.

Modelo 5.(Expresion cuadrética)

espues-len (1) _
Veve paflar ef # /e Sosfero s //oa/,//of/ A é{ﬁ‘/g Z,2 o 2 es EnaHe o
lonTarld, /a(ly o meclicle. gee Ctm g o L, el <f meS fento e/
Conteo 2 por S N gue  pares <ber o) # o /é///of e

‘ v ¥ 4
H mea 72’ "k/////a/’f-" e/ taclo vt LC b rem A HIE x 4
(/ /(f////éﬁ/;’ f? Ao spmad e al oA /aa////o_j #7/‘1/ G/C/

mn'/gr/? v.

Para hallar el # de fésforos (palillos) de lad@,19 3 es sencillo a contarlo, pero a medida qaezwvel lad
es mas lento el conteo 1 por 1. Asi que para sbede palillos de # mayor multiplique el lado ayueeri

averiguar x 4 y el resultado se lo sumaba al #atibqs total del anterior.

pespue sta — Parre e iuon general
an + Czn (n-4Y7] Nn. ndme o de 14
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Figura 24. Modelo cuadrético
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La manera en que se ha construido el modelo, peiniérir que existe un progreso en el
proceso de matematizacion, el cual comportd la lmacion por diferentesiveles de
comprensionEsto se pone de relieve cuando, inicialmentesesstudiantes pasan por un
nivel situacionaldonde hacen uso de las graficas para llevar éextma un primer plano
matematico. Seguidamente, los estudiantes atravpsmaunnivel referenciakaracteristico
por el reconocimiento de regularidades entre ueglory el siguiente, que fue alcanzado
mediante la identificacion de un patron (de comsidn) que les ayudd a resolver cualquier

caso particular en términos de los resultados ianést

Este planteamiento queda ilustrado en la siguiexpiicacion del grupo, el cual es posible
leer de la figura N° 24.rultiplique el lado que queria averiguar x 4 y ekultado se lo

sumaba al # de palillos total del anterior

Sin embargo, lo mas notorio de esta producciéraderina en que los estudiantes toman
distancia del contexto inicial de la tarea, para paso a los conceptos matematicos
inmersos en la situacion. Asi pues, lograron vizaalel patron de construccion desde el
contexto matematico, favoreciendo el establecimieig reglas generales hasta llegar a
construir un modelo relacionado con una expresi@ui@&tica y que se asocia conrivel

general.

Por otro lado, es importante anotar el papel gserdpeiio, en este caso, el modelo grafico
asociado a univel situacional esto es, los dibujos construidos por los misnstisdeantes,
pues al servir como herramienta en el desarrollqpaeeso de modelacion, favorecio la
busqueda e identificacidbn de regularidades que aezy provocaron la necesidad de
trabajar en un contexto matematico, y como consetaise logré desencadenar un avance

en los niveles de habilidad de los integrantegdeo.
4.2.2. Tarea 2Apretones de manos

En un primer momento, se solicitd a los estudiagtesconformaran los equipos de trabajo
previamente organizados en la seccién anterioretpnopdsito de promover los procesos
de interaccion y reflexion; indispensables parmstldio de los procesos de matematizacion

en relacion con la produccion y uso de modelosifenethites niveles de complejidad.

113



Una vez conformados los grupos de trabajo, se deglie@spacio para la motivacion inicial,
la cual consisti6 en mostrar que las matematicadnemmersas en muchas de las
actividades que se hacemos diariamente, inclusodouse deja caer un objeto. De este
modo, se invitd a los estudiantes a reflexionaresgigué aspectos mateméaticos pueden
vincularse con la cantidad de personas que asastera reunion y los apretones de mano

como gesto de despedida?

Seguidamente, los estudiantes recibieron la taPegara dar inicio al momento de la
configuracion de los modelos (ver figura 25). Egpanmante anotar que el contexto
escogido para esta situacion resultd ampliamengaifisativo para los estudiantes,
favorecio el interés y abrid el camino para laizdtion de estrategias informales ligadas al

contexto.

Figura 25. Puesta en escena de la tarea 2.

%+ Matematizacion horizontal
Modelo 1.(Elaboracién de un esquema)

Este modelo fue construido por dos grupos (grudoy grupo 3) cuyas producciones no
presentan diferencia alguna, pues en ambos casosstudiantes representaron la situacion

de manera anéaloga a la anticipada eandlisis predictivqver figura 26).
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Figura 26. Esquemas poligonales construidos pordagrupos 1y 3.

Ambos modelos constituyen un acercamiento a lagregacion de la situacion, pues el
diagrama aparece como intento de los estudiante®nganizar los elementos que son
relevantes, para encontrar la matematica que yacel eontexto. De esta manera, los
estudiantes de estos grupos pueden asociarselpermia a umivel situacional aunque el

caracter flexible del modelo permitié6 promover ea@ce en los niveles de comprension y

la construccién de otros modelos con perspectigacales.
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% Matematizacion vertical
Modelo 2.(Patron de construccion)

El grupo 1 le dio continuidad al proceso de matéraeitbn, tomando como referente el

diagrama poligonal. La figura 27 y la conversa@@@mplifican este planteamiento.

Figura 27. Patron de construccion encontrado porleyrupo 1
E;. Hagamoslos con uno mas chiquito, uno de siete

E,. Seria bueno con colores, porque...

E;. Seria rebueno [Le contesta mientras hace el esqueprrespondiente]

Una vez realizado el esquema para siete asistéosemitegrantes del grupo reconocieron
un patrén numérico que los ayudaria a llegar ivanitente a féormulas y relaciones entre

las magnitudes variables.

E;. Entonces, aqui seria 1, 2, 3, 4, 5, 6 [refiriése@ los apretones de mano de la primera

persona]
E,. Entonces, persona 1, 6 apretones y hay 7 personas

E;. Lapersona 2, da 1, 2, 3, 4, 5 apretones y hagrgonas, entonces esta ya.
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Contindan con el procedimiento hasta inferir quetlima persona (persona 7 en este
caso) no le corresponde ningun apreton, pues yéhae despedido de él todos los

asistentes.
E;. La persona 6 tendria 1 y la persona 7 ya, quéda.sno tendria a quien.
E.. Exacto porque ya llegamos.

E;. Entonces ya sé, digamos si hay 20 personas gaa ta primera persona 19 y de ahi

para abajo se va reduciendo

Lo importante en esta discusion es que pone deveglla manera en que los modelos
adquieren gradualmente un caracter mas generakj@woiplo, es claro que a partir de un
Unico diagrama, emerge una conjetura muy razongide puede ser enunciada de la
siguiente manera: El nimero de apretones de maiguasa la suma de los primerosl

numeros naturales.

No obstante, los estudiantes no lograron escribgloestos términos, razén por la cual esta
produccién puede considerarse comomodelo dda situacion, que no fue previsto en el
analisis predictivo Asi pues, este modelo carente de notacion y disnb@ matematico
esta limitado a casos particulares, pero la reta@dcontrada permite inferir que los
integrantes interpretaron adecuadamente la situd@dta identificar las regularidades en
un patron de crecimiento, pese a que no avanzawmael general donde la conjetura

propuesta podia expresarse matematicamente:
fM=n-D+n-2)+-+(n—n)

La dificultad de los estudiantes en la construcailtn un modelo de este calibre, se
relaciona con los obstaculos que se presentan tradaccion de problemas de lenguaje
comun al lenguaje algebraico. Asi, a pesar de sigegeupo logro encontrar una ley simple
gue relacionaba las dos variables del problemafugrcapaces de formular la ley en un

sistema de simbolos matematicos.
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Modelo 3(diagrama de correspondencia)

Al igual que el grupo 1, el grupo 3 se apoyo ediaggrama poligonal para construir un
nuevo modelo que les ayudara a sistematizar lanr@oon relevante y a encontrar
regularidades entre los términos de las variabled.modelo, se refiere a la produccién de
un diagrama de correspondencia analogo al quetsgparen elandlisis predictivode la
primera tarea (ver figura 28), pero que relacidnalenero de personas con el nimero total

de apretones de mano.

Figura 28. Diagrama de correspondencia construidpor el grupo 3

Es importante ilustrar que este modelo no se lidniti@amente a la reorganizacion de los
datos, sino que ademas posibilita en los estudiaetereconocimiento de regularidades
entre un término y el siguiente, que bien podialooim a una formula de recurrencia como

la que elaboro el grupo 2
Modelo 4(Férmula de recurrencia)

La produccion de este modelo se habia anticipadel analisis predictivp pero en este
caso la identificacion de regularidades y de unrOpathumérico creciente, fueron
abordados desde una perspectiva diferente, puesto e modelo surgid de la
correspondencia entre los valores designados ellagrama y no, de una tabla de valores
como habia sido previamente anticipado. En est@lsenuevamente la construccion de un
diagrama de correspondencias, posibilitd en logdesttes la visualizacion de un patrén
recurrente para casos muy puntuales, ya que reaytzco funcional cuando la cantidad de

asistentes era muy elevada.
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Esta caracteristica del modelo, muestra como legiantes de este grupo se encuentran
arraigados al comportamiento de la situacion, ashoc una dificultad presente para

generalizar matematicamente la relacién enconfratdigura 29).

Figura 29. Regularidades encontradas por el grup@

Estos estudiantes centraron su modelo en los gatmeespondientes a los apretones de
manos, pues encontraron que la diferencia entk&lon y el siguiente era exactamente una
unidad. Lo cual, les permitié responder facilmemés, preguntas asociadas a los casos
particulares y entender, que a medida que aumeefabamero de personas, también se
aumentaba el nimero de apretones con cierta retadarSin embargo, los intentos por

encontrar una regla de formacion general tuvienoraltio grado de dificultad y no fue

posible encontrar un modelo matematico que relacéoralgebraicamente, es decir con

simbolos y notaciones matematicas, los aspectgargies de la situacion.

Es en este sentido, que los modelos 2, 3 y 4 seeascomomodelos dda situacion,
ubicando los estudiantes en nivel referencial Por otra parte, el grupo 4 alcanz6 una
perspectiva mas general, partiendo de esquemas déulcion y finalizando con la

produccion y uso de una ecuacion cuadratica.
Modelo 5(expresion algebraica)

Inicialmente, la elaboracién de esquemas (ver &@®) sirvié de base al grupo (N° 4) para
trabajar en la resolucion de casos particularey pesteriormente este mismo modelo
ayudo a los estudiantes a identificar un patrén érigo entre lo valores asignados a la

cantidad de apretones de mano.
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Figura 30. Modelo inicial del grupo 4

Asi, a partir de los esquemas ilustrados en lardigBO, los integrantes del grupo
comprendieron que cada persona se da la mano dos toenos con él mismo y que
ademas no se pueden saludar mas de una vez. Ldgaatts enunciaron su razonamiento

de la siguiente manera:

“cuando una persona en x lugar saluda a las densig, saludando al total de personas
presentes menos su misma persppen — 1)), pero al mismo tiempo se da cuenta que
este saludo no incluye volver a saludar (entre gigsonas solo hay uno) entonces por eso
el total de saludos entre todos los invitados seldi

De esta manera, los estudiantes construyeron ym&seéén general como modelo de la
situacion, generalizando propiedades numeéricasmifitando la relacion de dependencia
entre las magnitudes variables. Asi pues, esteogngrd superar las dificultades latentes
en los otros grupos, en relacion con el uso dedosly notaciones de la matematica, por
lo que es apropiado ubicarlos parcialmente enivel generalgracias a que logran abstraer
los elementos relevantes de la situacion problemdrabajarlos en un contexto

eminentemente matematico.
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A continuacion se ilustra el modelo elaborado sbe grupo (ver figura 31)

Gmodelo paran nUmeros de personas es \

n(n-1)
2

En donden me representa el # de persongkson las personas que saludan y esto es divjsibl2.

Cuando una persona grlugar saluda a los demas, esta saludando aldetgersonas presentes menos su
misma personan(n-1)), pero al mismo tiempo se da cuenta que estel@ano incluye volverla a saludar
@tre 2 personas solo hay uno) entonces por ¢etabtie saludos entre todos los invitados seldivi )

Figura 31. Expresion algebraica encontrada por elrgpo 4

Un hecho notable dentro de la actividad matemalécaste grupo, lo constituye el uso del
modelo propio y el reconocimiento de “lo cuadrdtipara dar solucion a preguntas de la
tarea. Esto se puso de relieve, cuando los estedigrobaban “su modelo” verificando los

resultados obtenidos en los casos particularepgcécamente, cuando trataban de dar
solucién al problema inverso (ver pregunta 4) qeenahdaba resolver la ecuacion de

segundo grado correspondiente.
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De esta manera, el grupo logro avanzar a un nivebthpresion formataracterizado por
los procesos efectuados al validar los resultadotenalos previamente y por el
reconocimiento y/o empleo de lo cuadratico en $altecion de problemas.

Seguidamente, se ilustra el proceso de transfoémadel modelo y el adecuado
tratamiento de los integrantes (ver figura 32)cwal permite considerar la posibilidad de
una buena comprensiéon de los conceptos matemasoasados a “lo cuadratico” y de su

uso como modelo para solucionar situaciones sieslar

(b = N{n-1) A —'bi “bl_‘qa

G 2 2R
Czy s NCn=() o5~ nl_n ',_
haz 02 Y )t
122 = n*N » wad . — ! 4 (A
2 Ct)
ni-n-132=0 )__
Na= k N Y ) 4223
= S
na = / \
I+ Vsza L ~V's3
2 2
24 ) -2
—— / -1
g 2
)Z _ ///

Figura 32. Uso de la formula cuadratica en el grupd

Es importante reiterar la manera en que los esitefidogran avanzar en soweles de
comprensiora través del caracter evolutivo de sus produccigriesla reflexion sucinta de
los integrantes del grupo, producto de la gest@nod docentes, el valor que tiene para
ellos el contexto donde se presenta la situacianprogresiva vinculacion de los objetos

matematicos.
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4.2.3. Tarea 3Configuraciones navidefias

Al iniciar esta sesion los orientadores solicitanomevamente a los estudiantes que
conformaran los grupos de trabajo. Ellos ya safisnlos equipos no podian exceder los
tres integrantes y que era mas eficiente el tratidptarea se desarrollaba con los mismos
compafieros de las tareas anteriores. Es impontasédtar que la conformacion de estas
pequefias clases tiene como propdsito generar unemmbinteractivo, en cual, los

estudiantes discutan, realicen argumentos, exposggideas alrededor de la situacion vy
conjeturen relaciones que progresivamente se atawieen modelos de la situacion

problema.

Una vez conformados los grupos de trabajo se idsést la importancia que tiene la
matematica en la vida y como a traves de las tamei@siores se podia evidenciar que las
matematicas estan presentes en acciones que hacensiantemente, pero que sSomos
incapaces de verlas porque no nos detenemos ar p@msanera en que ellas se vinculan.
De este modo, invitamos a los estudiantes a ddsdabmatematica inmersa en unos

sencillos arreglos navidefios como los que se ab@dda tarea 3.

Luego de la motivacion inicial, cada grupo empeztesarrollar las actividades (ver figura
33) y pese a que la situacion problematica se atmstde mayor dificultad para ellos, el
tiempo requerido para solucionarla completamensmidiuyd en comparacion con las
otras.
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Antes de discutir los diferentes modelos constrslidor los estudiantes, es importante
destacar algunas discusiones generadas al int&iagrupo 3; ya que pone de relieve la
problemética enunciada en la contextualizaciérpdablema de investigacion, en relacion
con el tratamiento que hacen los estudiantes dgéxto como si se tratara de un “ruido”

gue es necesario eliminar. Veamos:

E:. profe intentamos con la formutax ny nada

E;. luego com(n + 1) y nada [Mira a su compafiera]

E,: también cor{n — 1)n y nada,(n X n) — 1y no da [risas]

P: Tengan en cuenta que no van a encontrar una Utangue funcione si intentan
adivinarla, es mucho mejor si primero imaginan ltuacion y utilizan métodos que no
necesariamente son matematicos para comprendeesjieeque sucede en cada uno de los

arreglos.

Este fragmento de didlogo ilustra como los estudgnienden a omitir el contexto y
centrar su trabajo en una reaccion mecanica, coswaferraran al juego del leguaje de la
matematica escolar. Estos estudiantes se empegaladivinar o descifrar cual operacion
habia que realizar, considerando Unicamente lgpaestas exactas, sin poner en juego su
sentido comdn y sus conocimientos extraescolarksneatos que podian haberlos

conducido a una mejor comprension del problema.

De otra parte, el didlogo también ilustra el pajeldocente en la generacion de espacios
de reflexion que conllevan a los estudiantes aiderar el contexto especifico en el cual se

inscribe la situacion-problema.
« Matematizacién horizontal
Modelo 1. (Primeras regularidades en los arreglos)

El grupo 1 escucho la conversacion entre el docgetegrupo 3 y presento los siguientes

argumentos.
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E;. mira que yo lo hice en términos de los lados yamire aqui hay uno, dos y tres, hay un
lado pa arriba y pues también cada lado de trialngudi me entendes este triangulito
[muestra los arreglos dados en la situacion] acainbién uno, dos y tres y pues por lo

tanto aqui también uno, dos y tres, aqui uno, doesy

P: contando los triangulos que estan paraditos

E:.los que estan dentro... se van sumando, aqui y& hay
P: ah...o sea que este se suma aca, me dices

E». yo encontré que los que se agregan son equivaléste mas éste se agregan cinco a la

gue esta aca no a la inicial
P:y, ¢como podrian utilizar este hecho para en@nina relacion mas general?

Aunque en el didlogo no es claro que quieren desiestudiantes, el acompafiamiento del
docente permitié una buena interpretacion de ledido, pues lo que el grupo encontro es
gue el segundo arreglo contiene al primero, y &e el tercero contiene al segundo, lo

gue los lleva a pensar que determinado arregloesenal arreglo anterior.

Este argumento no es un modelo formalizado deéuaaon, pero acerca a los estudiantes a
un patron que puede finalizar en la consolidaciérud modelo, que muestre la relacion
entre el nimero de la conexion y la cantidad delata requerido para dicha conexion. De
este modo, se observa el papel central de loxgsddin la comprension de la situacion y en
la determinacion de relaciones para hallar modeédgpecto que debe tenerse en cuenta
para enriquecer el disefio de situaciones que erieatlos estudiantes a la actividad

matematica de modelacion.

Ademas, es importante resaltar el papel que o@pddraccion entre los estudiantes en el
proceso de matematizacion, pues queda claro asto®ldragmento anterior, que las ideas
no se derivan de un solo integrante, sino que esmetlg un razonamiento conjunto entre

los pares y la debida orientacion del docente.
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< Matematizacion vertical

Modelo 2.(Relacién entre la conexion y la cantidad de tnidos)

Uno de los grupos encontré que existia una relaeidine la conexion y el total de

triangulos que se formaba en la figura (ver figR4a

| e\ Nnlaes &

(\:m»w,-gq (-\ voe ) i( Conesidn

’

e 1«

-

P ' ‘—‘«\ o e O l."n-"‘". Ny (il C!- 0 ¢ N _'.Y\r\ 3 ((
.(‘.5 ‘.,,(. . ;\ n, & ) M o ne ",‘)l/\ ,'\ ./v('d‘(qg‘ O .

/N" conexién 1 2 3 4 5 6 7 8 9\
Longitud del 3 9 18 30 45 63 84 108 135
alambre
N° de triangulos 1 4 9 16 25 36 49 64 81

gue el nimero de triangulos es el numero de conetiéuadrado.

-

5) Conociendo el numero de la conexion y el nundertriangulos por cada conexion pudimos darnostauen|

J

Figura 34. Modelo construido por el grupo 2

En esta produccion se muestra como se vinculanexadn con la cantidad de triangulos en

la grafica, sin embargo no logran a partir de BBdlar la relacion para la cantidad de

alambre requerido para cierta conexion, por lootdo$ integrantes de este grupo aun se

encuentran en un nivel deomprension referencialen donde no existe una relacion

matematica que se asocie con la situacion prefenta
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Modelo 3.(Elaboracién de tablas y esquemas)

Luego de que los grupos exploraron la situacioniamel diversas actividades como:
ensayo y error, la creacion de hipdtesis a traweslad observacion de las gréaficas,
procedieron a organizar la informacion encontradstéh ese momento en esquemas de

correspondencia y tablas.

Uno de los grupos (grupo 1) construyo la sigui¢atéa (ver figura3b)

InFOVMOCIén
-My Hip\os de. tves.

c?konexian_ilwl_z 3 4'5'6'4 g 9.l

——

hdiied 3194 18 |30145 6384 Jog 355

Figura 35. Modelo de tabla construido por el grupd

La figura 35 muestra diversos casos de la situgaliémteada, en ella es posible identificar
gue los integrantes de este grupo fueron conssigetgue la longitud del alambre siempre
era multiplo de 3, ya que ellos en la parte supersrriben “multiplos de tres”. Esta
primera aproximacion a la relacion entre el nunderéa conexion y la longitud de alambre,
mediante la construccion de una tabla, permitidos éstudiantes encontrar nuevas
relaciones matematicas, que ubica a los integratgesste grupo en umvel referencial
puesto que han construido umodelo dela situacion para desarrollar casos particulares

apoyandose en el reconocimiento de un patrén naméoinstante (3).

La figura 36 hace parte de la continuacion deldi@de este grupo y sustenta el argumento

de que el ejercicio de elaborar una tabla pernnitemtrar nuevas relaciones.
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Figura 36. Esquema construido por el grupo 1

Luego de realizar este esquema los estudiantesralesan el siguiente argumento, en
donde se identifica una relacion matematica emisedbs magnitudes de interés y que se
caracteriza porque hay un primer acercamiento itapte a la matematica relevante de la
situacion (ver figura 37).

La longitud del alambre 3, 9, 18, 30, etc. Lleva diferencia que son los multiplos de 3 y con laaule la
longitud de alambre con algin miltiplo de 3.
Ej: 3+6 =9 —> es la proxima longitud de alambre

Figura 37. Razonamiento del grupo 1

El trabajo realizado por este grupo permite conctitie tanto los esquemas como las tablas
cumplen un papel importante en el proceso de maianedn, en la medida en que acercan

a los estudiantes a relaciones que mas adelantdempgenstituirse en modelos matematicos

de la situacion.

Finalmente, el grupo 4 haciendo uso de las grafieaas en la tarea, lograron transformar
los dibujos y observar nuevas relaciones que losligeron a la creacion de un modelo
cuadrdatico de la situacion (ver figura 38).
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Figura 38. Modelo inicial construido por el grupo 4

Esta produccién muestra que a partir de realizartrasformacion en un dibujo, se pueden

encontrar relaciones que hasta el momento no esdentes. Este grupo se percaté de

tener en cuenta las lineas paralelas en cada @ritegtho que los llevo a considerar el

modelo desarrollado en la tarea 2, pues requeaiaurha de los primeras nimeros y

simplemente multiplicarlo por tres.

De esta manera, los estudiantes utilizaron el noogied ellos mismos habian construido en

la tarea anterior, y lograron vincularlo a la stida para dar origen al nuevo modelo

matematico (ver figura 39).
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Figura 39. Modelo final construido por el grupo 4

Este modelo pone de manifiesto un avance en ladeside comprension de los integrantes

del grupo, do

diagramas) a

nde se evidencia el paso denadelo dela situacion (dibujos, graficas y

umodelo paradonde lo simbodlico se destaca ampliamente. Adeess,

interesante ver como los integrantes del grupoalogestructurar sus conocimientos, de tal

forma que los modelos que organizaban otras sgoaesifuncionan como nuevos objetos

que modelan

este caracter

una situacion diferente, aunque cactafsticas similares. Es precisamente

general del modelo y su vinculacidm atros lo que permite que los

estudiantes del grupo se ubiquen emiel formal
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Asi pues, los avances mas significativos alcanzagos el grupo 4, se basan sobre la
comprension que pudieron adquirir de la situacioadiante la elaboracion de esquemas,
tablas y dibujos que finalmente, sirvieron paraeobar el camino entre los conocimientos
informales de los estudiantes y la matematica eriter a la situacion, afianzando el
proceso de matematizacion progresiva, donde ebggapbic6 en univel de comprension
formal particularmente, por el vinculo que estableciezotre la situacion y los modelos

construidos para la organizacién de otra situacion.
4.3. CONSIDERACIONES FINALES DEL ANALISIS PROSPECTIVO

Los niveles de matematizacion se configuran cudmslestudiantes trabajan en la creacion
y uso de modelos. En particular, se encontré gaeestudiantes hacen uso de diferentes
conceptos matematicos, procesos intuitivos y egfiad heuristicas para encontrar modelos
gue les permitan conectar el mundo de las mateasation fenGmenos cercanos a su

cotidianidad y en consecuencia, avanzar en sugeside comprension.

En otras palabras, los estudiantes emplean repaegames, procedimientos y conceptos
matematicos para interpretar la situacion plantepeéeo lo hacen, en un primer nivel
mediante los elementos que les puedan ofreceméxio, de tal manera que poco a poco

van comprendiendo las ideas matematicas inmersalspeoblema.

Los planteamientos expuestos en el andlisis prigpedambién permiten rescatar la
manera en que las tareas disefiadas, lograron cucopliel propdsito destinado en los
objetivos de la investigacion, aspecto que se liualaramente en la multitud de modelos
construidos por los mismos estudiantes en difesamniteeles de complejidad.

De hecho, dentro de la gestion de las tareas fgilpoapreciar que a medida que se
desarrollaban las actividades, el interés de lhglestes era mayor, en lo concerniente a la
produccién de modelos y, aunque existieron cialifisultades para trabajar con simbolos
de las mateméticas se preocupaban por generagrddsrrepresentaciones graficas, como
la descripcion verbal y la tabla de valores deitaasion para interpretar la situacion-
problema planteada.
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De esta manera, los estudiantes ocuparon un logeo &n el proceso constructivo, debido
a que ellos mismos construian sus propios modeida=iser que limitarse a la generacion
de un modelo general, sino que ademas intentalmapreader porque una estrategia podria

ser Util o no, para la resolucion de la situaci@bfematica.

Al respecto, una limitacion importante detectaddosrestudiantes durante este trabajo con
modelos, esta relacionada con la compleja tareadgmeanda para ellos construirlos,

particularmente cuando se requiere el uso de sambohotaciones de la matematica. No
obstante, el mismo desarrollo de la practica mogtré paulatinamente los estudiantes
pueden ir adquiriendo mejor comprension sobre le lgqacen, asi como un trabajo mas
potente en el contexto formal de las mateméaticastahllegar aorganizar tanto, la

matematica inmersa en la situacién, como la mateaatisma.

Es importante anotar que este analisis prospecilusira ostensiblemente que los
estudiantes se dan cuenta de la necesidad de erhglgamientas matematicas para el
analisis de las situaciones no matematicas. Asppeatose evidencio en sus producciones
escritas, a través del progreso en los modelosomddbs dentro de ciertos grupos de
trabajo, modelos que inicialmente emergian de uaomcion informal, donde los

dibujos, los gréficos y los esquemas actuaban coepoesentaciones para encontrar
regularidades entre las variables implicadas y,ppsteriormente apoyaban la construccion

de férmulas de recurrencia o expresiones algelsaica

Por otra parte, cabe destacar que la fundamentéaddica de las tareas disefiadas, ocupd
un papel esencial para poder dar cuenta de losegwecde matematizacion de los
estudiantes del caso, puesto que fueron los ostetefinidos en ese apartado, los que
posibilitaron la visualizacion de las caracteregicencontradas en el proceso de
modelacion, dejando en un segundo plano la conakgsaion de lo cuadratico que a

futuro podria ser objeto de otra investigacion.
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4.4. CONCLUSIONES Y REFLEXIONES FINALES

La investigacion, tenia como propdésito caracterédgsroceso de modelacibn matematica
(matematizacion horizontal y vertical) desde los@pios tedricos y metodoldgicos de la
EMR, en un grupo de estudiantes de los Ultimosagratk educacion media (10° y 11)

cuando se involucran en el trabajo con modelosrétiads.

En este sentido, siendo critico con lo que sugiéraodelo de la EMR, el mayor logro de
esta investigacion es haber encontrado que lodiastas atraviesan por diferentes etapas o
fases de matematizacion; horizontal y vertical, pueden especificarse ain mas, a través

de losniveles de compresion

Como consecuencia, se encontrd que los estudipnéeken situarse dentro de uno de estos
niveles, pero debido a que sus modelos poco a yatevolucionando, hasta adquirir un

caracter mas general, dicho posicionamiento tiewesariamente un valor relativo.

De esta manera, se pudo dar cumplimiento al prp@gneral de esta investigacion,
enmarcado en describir como son los procesos maites y verticales de matematizacion,
aungue una proyeccion importante que se puedeadledi® esta experiencia, es poder
estudiar el impacto que tiene esta descripcion cercdncerniente a los procesos de
conceptualizacion y/o comprensién de los objetosematicos, particularmente de lo

cuadratico.

Por otro lado, los contextos y los modelos abordadiemostraron ocupar un lugar
protagoénico en la integracion de la modelacién matea para el trabajo matemaético, esto
se refleja inicialmente, en la fundamentacion teorde las tareas disefiadas, pero

transciende al plano de lo préactico al mostraregie tipo de tareas logran:

a) Dar un lugar central a los estudiantes, no caeoeptores pasivos, sino mas bien sujetos
activos que construyen la matematica mediante inégrdas que se basan en
consideraciones propias, que paulatinamente serdésa y evolucionan.

b) Promover la interaccion y reflexion entre lotudmntes, dando lugar a la creacion de

diversos modelos con niveles de abstracciéon difesen
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c) Crear la necesidad, por parte de los estudiadéesonstruir modelos que les permitan

comprender la situacion y en algunos casos resalver

Por otro lado, esta investigacion permite sentaebg@ara proponer un “modelo de trabajo”
donde se especifican cuales deben ser los aspedEser en cuenta en el disefio y la
gestion de las tareas, posibilitando de esta maneeamejor integracion de la modelacion
matematica en las aulas de clases y facilitandanglementacion por parte de los
docentes. En consecuencia, hemos identificado cpouria ser el desarrollo de las
actividades propuestas desde la EMR, en el aula.

En relacion con el disefio de las tareas, el “modeldrabajo” propuesto deja entrever
algunos elementos teoricos implicados, como s@xdquerimientos de los contextos, para
que den lugar de modo mas o menos natural a lanmatiacion progresiva y, la necesidad
de realizar un analisis fenomenolégico de los cptose matematicos implicados, con el
objeto de reconocer situaciones probleméticas quedgn evocar procedimientos

paradigmaticos como base para dicha matematizacogmnesiva.

De otra parte, en lo concerniente a la gestiéraglédreas, este “modelo de trabajo” podria
aportar elementos que ayuden a constituir unategisadidactica basada en las directrices
metodoldgicas de la EMR para el trabajo con mod@esesta manera, los momentos de
intervencion expuestos en la investigacion, pudlégar a representar un camino propicio
para abordar la gestion de cualquier disefio quad®re en la EMR, independientemente

del contenido matematico central que se quieral@nudtizar.

Asi pues, a partir de esta investigacion se cresatas condiciones que bien, podrian servir
para desarrollar los momentos de la practica eesaanario experimental como el Lab Mat
UV, pero que podrian ser igualmente Utiles pargetion de tareas en el ambito escolar.
Es importante que los estudiantes pasen por momeatonde primero, conformen sus

grupos de trabajo con base en diferentes niveldsmbdiéidades, que seguidamente sientan
interés y disposicion por las actividades disefiddague eventualmente podria llevarlos a
construir modelos con diferentes niveles de conugadjy, finalmente que discutan sus

resultados, con el fin de verificar y validar lceuan obtenido.

134



Entonces, lo mas relevante en esta investigacisnhaber propuesto un “modelo de

trabajo” que surgio a partir de la interpretaci@las principios teoricos y metodoldgicos

de la EMR, para abordar un contenido matematicopsdtcedentes en este enfoque (lo
cuadratico). Ademas, dicha interpretacion nos geymeconocer que el modelo de trabajo
no es neutro, sino que esta influenciado por agugle se va a problematizar. En este
caso, el interés por estudiar las caracteristiehpmceso de modelacion le dio un matiz
diferente a esta investigacion, diferenciandolaadeellas investigaciones que buscan
estudiar el papel de la modelacion matemética emolastruccion del conocimiento

matematico y a su vez correspondiéndola con esamanj ya que a futuro podria ser usada
para enriquecer el trabajo con modelos y eventugkmngromover estrategias para estudiar

la incidencia de los contextos en el aprendizajesl@ociones cuadraticas.
En sintesis, como fruto de esta investigacion sgpafirmar:

1. Nuestra investigacion dio lugar a un marco tedyiama aproximacion metodoldgica
gue permitié establecer nexos e interrelacione® éod procesos de matematizacion, el
disefio de tareas y el trabajo con modelos cuadsatio el contexto de la EMR. En este
orden de ideas se identificaron elementos que titeibn la conceptualizacion de base

para abordar el problema y la metodologia. Esemehtos incluyen:
e La nocion de modelacién matematica
e La nocion de modelo matemético
* Lanociéon de matematizacion
» El saber, esto es, el conocimiento matematico deddratico
* Lagestion en un escenario experimental, a sabeaberatorio de Matematicas

2. El trabajo con la modelacion mateméatica desde lappetiva de la EMR exigira
estrategias de formacion y cualificacion de doceaige en el mediano plazo y largo
plazo, permitan su asimilacion. En este sentidexfgeriencia de trabajo con estudiantes
permitié identificar una via inicial en términos des dispositivos y acciones a

desarrollar.
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Entre los elementos de este modelo se destacampartancia de familiarizar a los
estudiantes con un trabajo experimental a partirsdieaciones que promuevan la
exploracion, el planteamiento de conjeturas, gémaeones que permitan que se vayan
avanzando por niveles de matematizacion cada vezom@plejos. De igual manera, el
trabajo en un escenario como laoratorio de matematicafue central para crear un
ambiente propicio para la motivacion, el trabajpydide los estudiantes, para promover el
intercambio de ideas y el trabajo colaborativomeletos que entran en consonancia con los
principios de la EMR.

3. La Educacion Matematica Realista, ofrece un maéddo y metodoldgico que podria
ser fructifero para promover un acercamiento pdeica los procesos de modelacion
matematica en el aula y materializarse en esteedg intervencion en las aulas de
matematicas. En efecto, este trabajo de investigaam el contexto de la EMR puede
extenderse a otros dominios matematicos (lo expmaenlo trigonométrico, lo
logaritmico) y entrar en contacto con enfoquePalactica de las Matematicague
también abordan desde lo tedrico y metodoldgicnddelacion matematica, a saber, la
TAD, o entrar en contacto con enfoques de la modlanatematica que se realizan
en el marco del trabajo con las tecnologias deftamacion y la comunicaciéon en la

escuela.

Acorde con los planteamientos anteriores, estastigarion deja abiertos los siguientes
interrogantes:

 ¢CoOmo disefar y gestionar tareas de la EMR pamaqwer el aprendizaje de las

nociones cuadraticas?

» ¢De qué manera la propuesta de trabajo implememadasta investigacion podria
contribuir al disefio de situaciones que involuapées contenidos matematicos, para

su aprendizaje?
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ANEXOS

Anexo 1. Encuesta aplicada a los participantes de la investigacion

UNIVERSIDAD DEL VALLE e
INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA —

e CUESTIONARIO PARA ESTUDIANTES
A. Nombre
B. Nivel de escolaridad

. Edad

C
D. Direccidn de tu casa

E. (En que colegio estudias?

F. (A que se dedica tu papa?

G. (A que se dedica tu mama?

H. ;Por qué estudias?

I. ;Piensas estudiar alguna carrera? [Por
queé?

J. (Qué carrera quieres estudiar?

K. ;Te gustan las matematicas? (Por
qué?
L. (Crees que son importantes las matematicas? Por
qué?

M. (Para qué sirven las matematicas?
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N. ¢ Qué importancia le das a estudiar mateméat{das®iy poca 10 muchisima)

0. ¢(Qué importancia tienen las matematicas en da ebtidiana? (1 muy poca 10
muchisima)

P. ¢ Qué es para ti lo cuadrético?

Q. ¢Qué entiendes por el término parabola?

R. ¢ Qué conoces sobre ecuaciones de segundo grado?

S. ¢ Qué conoces sobre la funcion cuadratica?

T. De estas actividades selecciona Unicamentedagjtie mas te guste hacer:

a. Realizar ejercicios matematicos

b. Resolver juegos como el sudoku, acertijos, graanas, etc.

c. Jugar con el tangram, el cubo de rugbi, toreeklahoi.

d. Resolver problemas matematicos que involuctaaabnes de tu vida diaria.
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Anexo 2. CATEGORIAS DE ANALISIS

MATEMATIZACION

HORIZONTAL

MATEMATIZACION VERTICAL

(abstracto)

( concreto)

matematica relevante en
situacion-problema.

la

matematicos particulares de|la
situacion-problema, aunque se
visualiza un vinculo con el
contexto

Nivel situacional Nivel referencial Nivel general Nivel formal
(contexto) (modelo de) (modelo para) (procedimientos y
notaciones convencionales
« Uso del material concretor Se encuentran regularidades Trabajo con notaciones Se reconocen los
para representar la situacion. entre las magnitudes variables. simbolos de la matemética conceptos centrale
« Aparecen las primeras Las representaciones graficas para la obtencion de modelps implicados en la situacion
representaciones graficas ho se enriquecen con objetos generales. problema.
matematicas, totalmente matematicos. » Desprendimiento total dele Validacion del modelo
ligadas al contexto. » Mediante el lenguaje natural contexto. matematico encontrado
e« Se visualiza el problem se expresa, la relacion entre Construccion de expresiones Combinacién de diverscs
desde diferentes puntos de las magnitudes relevantes de algebraicas modelos de la situacion-
vista. la situacion planteada « Verificacion del modelg  problema.
 Reconocimiento de las Emergen diferentes modelos encontrado.
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