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RESUMEN

Los fractales no forman parte del curriculum de Matematica obligatorio de la educacidn escolar en nuestro pais.
Estos objetos conllevan variados conceptos matematicos, algunos de los cuales se inician en los niveles basicos de
ensefianza y contindan hacia los cursos superiores. Este estudio se centra en las construcciones cognitivas que
muestran estudiantes que no conocen del tema al responder un cuestionario elaborado con un minimo de
instrucciones sobre la regla geométrica por la cual emerge uno de sus mas conocidos representantes. Los proceso de
iteracion y autosimilitud que se construyen, surgen de un estudio histérico-epistemoldgico y se relacionan con
mecanismos de abstraccién reflexiva mirados desde la teoria APOE, aportando una ruta para la planificacién de la
ensefianza. Los resultados esperados son la refinacion de la hipdtesis cognitiva, que para el objeto de estudio
conformaria una Totalidad y, evidencias que sustenten una propuesta de incorporacion de los fractales en el
curriculum.

ABSTRACT

Fractals are not part of the curriculum of Mathematics compulsory school education in our country. These objects
involve various mathematical concepts, some of which start at the basic levels of education and continue to upper
secondary. This study focuses on cognitive constructs that show students who do not know the topic to answer a
guestionnaire developed with minimal instructions about the geometric rule by which emerges one of its best-
known representatives. The process of iteration and self-similarity that are constructed, arise from a historical-
epistemological study and relate to reflective abstraction mechanisms from APQOS, providing a route for instructional
planning. The expected results are to refine the cognitive hypothesis that would constitute a Totality, for the object
of study, and evidence supporting a proposed incorporation of fractals in the curriculum.
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B Introduccidn

Los objetos fractales quedan mejor definidos por sus caracteristicas intrinsecas —naturaleza iterativa y
autosimilitud de su estructura a distintas escalas—, estos permiten describir variados elementos de la
naturaleza, que presentan estas cualidades, es decir, mantienen su estructura en cualquier escala que
sean observadas (Mandelbrot, 1997). Este estudio responde a la necesidad de las investigadoras de
indagar en un tema no contemplado en el curriculum del plan comidn de Matematica en nuestro pais,
gue sin embargo, y como sefialan otros estudios sobre el tema, pretende relevar su potencial formativo
por mostrar una matematica en desarrollo continuo, que aborda nuevos requerimientos y necesidades
cientificas (Turégano, 2001).

Basandonos en una de las teorias de la Didactica de la Matematica denominada APOE (Accién, Proceso,
Objeto, Esquema), la que fue creada por Dubinsky (1991) y desarrollada por el grupo RUMEC (Research
in Undergraduate Mathematics Education Community) y otros investigadores (Arnon, Cottrill, Dubinsky,
Oktag, Roa, Trigueros y Weller, 2014), se disefid una Descomposicion Genética (DG) para describir las
construcciones y mecanismos mentales que muestran estudiantes de educacion media en relacién a un
fractal especifico, llamado Triangulo de Sierpinski.

Esta propuesta hipotética de construccidon cognitiva, DG, de dicho fractal en su versién geométrica, se
basé en un estudio histdrico-epistemoldgico siendo la Matematica misma parte crucial de esta
formulacién, que se enmarca dentro de la Didactica de la Matematica.

Levantar desde el estudio tedrico cuales son las construcciones cognitivas y mecanismos de abstraccién
reflexiva (Piaget y Garcia, 1987) que conforman la DG y documentarlas, se convierten en los ejes que
guian el trabajo, sin embargo siempre hubo una vision mas amplia de la investigacién: que es posible y
relevante incorporar estas tematicas de estudio al curriculum obligatorio de educacién basica y media.
Esto permitiria potenciar conceptos que se distinguen de los tradicionales (euclidianos) y que modelan
objetos reales que llaman la atencidn por sus conexiones con la vida cotidiana y la naturaleza humana.

Considerando esta finalidad, se platearon las siguientes preguntas de investigacion:
¢Cuales son las construcciones y mecanismos mentales que muestran estudiantes de educacion
media que no conocen el tema, para el concepto fractal Tridngulo de Sierpinski?
¢La Descomposicién Genética disefiada, es adecuada para describir la construccion del fractal
Triangulo de Sierpinski?

B Objetivos

1. Disefiar una Descomposiciéon Genética (DG) del fractal Tridngulo de Sierpinski.

2. Elaborar un cuestionario en base a la DG y aplicarlo en estudiantes que no conocen los fractales.

3. Evidenciar las construcciones y mecanismos mentales que muestran estudiantes que no conocen los
fractales.

4. Refinar la DG disefiada en caso necesario.
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B Antecedentes

Los fractales han sido incorporados en investigaciones que abordan distintas tematicas llamando la
atencién sobre sus insospechados potenciales de aplicacién. Entre los que podemos sefialar, se
encuentran fractales relacionados con: Medicina, Geografia, Economia, Geologia, Biologia, Computacion
y Matematica. Llaman la atencidn algunas investigaciones como la de Quezada (2006), referida a explicar
gue ciertos comportamientos sociales tendrian caracteristicas fractales.

En cuanto lo que nos atafie, respecto del abordaje de fractales en el aprendizaje y la ensefanza, por lo
general se encuentran estudios que presentan estrategias didacticas para su desarrollo a nivel de
educacién secundaria y universitaria aportando actividades practicas y tedricas en el aula, algunos como
Moreno-Marin (2002), incluyen el uso de material concreto para su compresion plasmando fractales
mediante figuras en dos y tres dimensiones. Sus resultados aluden a la posibilidad de reforzar
conocimientos matematicos y desarrollar el interés de los estudiantes por lo novedoso del tema ademas
por caracterizar su desarrollo en distintos grados de complejidad por lo que se pueden adecuar a
distintos niveles de ensefianza.

Otros estudios, recurren a los fractales, para tratar conceptos mas abstractos como el infinito, limites,
convergencia. Fractales y teoria del caos también salen a la luz en la busqueda de coincidencias y
divergencias respecto del presente trabajo como lo muestra Martin (2003), desarrollando un paralelismo
entre lo determinista y lo aleatorio y cdmo esta tematica se relaciona con los avances mas recientes en
el desarrollo de las ciencias.

Un aporte desde la cognicién lo hace Garbin (2007) quien partiendo de la representacion y la
visualizacion, estudid qué caracteristicas de los fractales son percibidas por estudiantes universitarios y
qué definicion elaboran de tales objetos. Una de las conclusiones que destacamos, es que los
conocimientos sobre calculo de estos estudiantes no afectan significativamente en sus respuestas.

A diferencia de estos importantes aportes respecto del tema, que versan por lo general en secuencias de
ensefianza y la posibilidad de su compresidn en la educacién secundaria, esta investigacion se centra en
elementos que componen la construccion cognitiva del fractal Tridngulo de Sierpinski.

M La teoria APOE-APTOE

El cobmo pasar de un estado de conocimiento a otro mas evolucionado llevé a Jean Piaget a formular un
marco explicativo de los mecanismos de desarrollo del conocimiento. La abstraccion reflexiva (Piaget y
Garcia, 1982) fue postulada como uno de los procesos que ayudan a superar los desequilibrios por la
adaptacion de nuevos conocimientos sobre estructuras ya equilibradas.

Estos estudios fueron la base para generar una de las teorias de la Didactica de las Matematicas
actualmente en pleno desarrollo: Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas, -APOE-, son construcciones
mentales que evolucionan por mecanismos como la Interiorizacidon, Coordinacidon, Encapsulacién y
Tematizacidn, conceptos derivados de la nocién de abstraccion reflexiva desarrollada por Piaget (Asiala,
Brown, DeVries, Dubinsky, Mathews y Thomas, 1996).
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En esta teoria un concepto primero se concibe como una Accién que es dirigida en forma externa por
Objetos que han sido concebidos previamente por el sujeto. Esta accién se traduce en transformaciones
gue son realizadas paso a paso y donde cada uno de ellos es necesario para realizar el que sigue.

Por el mecanismo de Interiorizacion una accidon se transforma en un Proceso. Esto significa que la
reflexion sobre las Acciones produce un dominio sobre ellas y puede controlarlas de forma interna, esto
se observa cuando el sujeto es capaz de saltarse pasos o invertir el Proceso. Otro mecanismo que
produce este tipo de construccion es la coordinacién de Procesos los que pueden provenir de la
desencapsulacion de Objetos ya construidos y la necesidad de reflexionar sobre estos para construir
nuevos Procesos.

La construccién de Objetos, cognitivos, se produce por el mecanismo de Encapsulacion observado
cuando el individuo realiza Acciones sobre Procesos los que percibe ahora ya no como estructuras
dindmicas sino como entidades estdticas o como una totalidad. El individuo puede construir
transformaciones sobre dichos Objetos ya sea en forma explicita o en su mente incluso puede producir la
desencapsulacion volviendo al Proceso que le dio origen.

La actividad matematica promueve la interaccion de las construcciones y mecanismos mencionados en
este apartado configurando Esquemas que se reconstruyen continuamente a partir de dicha actividad.
Este tipo de construccion se caracteriza por la coherencia determinada por la adecuacién del esquema
para solucionar una situacion matematica especifica.

Arnon et al. (2014), presentan la posible construccion de un nuevo estado sin embargo no hay
investigaciones suficientes que avalen esta premisa. El concepto de Totalidad es concebido como una
construccion intermedia entre Proceso y Objeto y se relacionaria principalmente con procesos infinitos o
aquellos que involucran un gran nimero de pasos. Se relaciona con la incapacidad de concebir un
proceso como un todo (Dubinsky, 1987).

En esta investigacion se conjetura que posiblemente la construccién del objeto de estudio, el Triangulo
de Sierpinski, queda a nivel de Totality, de ahi APTOE.

B Metodologia de investigacion

Este trabajo de investigacion tuvo la intencidon de adherirse fielmente a la concepcion de la Didactica de
la Matematica como una disciplina experimental, provista de marcos tedricos explicitos, cuyos cimientos
provienen de procesos reflexivos, de la observacién y la experimentacion a partir de la Matematica
misma (Mena, 2010).

La investigacion que realizamos es de corte cualitativo con un enfoque descriptivo-interpretativo, ha sido
abordada a través de estudio de casos. Realizamos la contrastacién de la hipdtesis cognitiva DG, en un
grupo de 9 estudiantes chilenos, de cuarto afio de educacién secundaria (17-18 afos), 7 hombres y 2
mujeres. Estos estudiantes son los que optan por seguir el plan diferenciado de formacién Matem§tica al
finalizar la educacién secundaria, podriamos decir que son individuos a los que les gusta la asignatura y
tienen facilidades para ella.
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Una investigacion bajo la teoria APOE debe contemplar tres componentes fundamentales los que se
sintetizan bajo el siguiente esquema:

I Figura 1. Ciclo de investigacion (Arnon et al. 2014, p. 94)

/ Analisis Tedrico \

Recoleccién y andlisis «— Disefio e implementacién
de datos —_— = de la instruccién

B Componente de andlisis tedrico

El estudio histérico-epistemolégico revela, que la aparicion de los fractales se remonta hacia el afio 1856
frente a la aparicién de entes extrafios -funciones continuas sin derivada-. Esta aparicidon provoca un
quiebre en el concierto de las Matematicas, por la concepcion aceptada hasta entonces, de que una
funcion continua poseia una derivada, finita o no, excepto en un nudmero finito de puntos. El camino
analitico del concepto tuvo un punto destacado cuando en 1872, Weierstrass presenta una expresion de
tal tipo de funciones.

W(x) =5 b" cos(a" ix) con a entero impar,0<b<1,yab>1+3mn/2

Una version geométrica de estos entes, fue dada por Sierpinski en el afio 1916. Motivado por los trabajos
de Cantor, profundizé en la teoria de conjuntos y dio a conocer la denominada Alfombra de Sierpsinski, a
modo de ejemplo de una curva universal (Chabert, 1994). El Tridngulo de Sierpinski se construye de
manera analoga sobre la base de un tridangulo equilatero.

En esta investigacion definimos el objeto de estudio como un proceso iterativo de caracter infinito que
consiste en aplicar el siguiente algoritmo:

2: A partir de un triangulo equilatero —iniciador—, la unién de los puntos medios de los lados, determina cuatro triangulos
de los cuales se elimina el central —generador-, este algoritmo se repite en cada triangulo asi determinado.

>N
ArAA

iniciador generador 22 jteracion

La revision del curriculum nacional detecta que en el plan comun de estudios, los aprendizajes
relacionados con Geometria se desarrollan en su totalidad en torno a la axiomatica de Euclides, dejando
para los cursos diferenciados —estudiantes que eligen profundizar en la asignatura— del ultimo afo de
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Educacion Media, algunas tematicas que aluden a fractales. El tema aparece fundamentado en su uso en
relacion a sucesiones geométricas, otorgando la posibilidad de introducir la idea de limite, vy
convergencia, entre otros (Ministerio de Educacién, 2005).

Este analisis tedrico, los conocimientos de las investigadoras sobre la Matematica, la teoria APOE vy los
antecedentes de otros estudios del objeto matematico, dieron origen al disefio de la DG.

B Componente de diseio e implementacidén de la enseilanza

La hipdtesis cognitiva, dio origen a tres instrumentos: cuestionario con plantilla triangular, cuestionario
sin plantilla triangular y la plantilla triangular. La plantilla tenia como finalidad apoyar los procedimientos
graficos de los estudiantes. El cuestionario base fue dividido en dos partes considerando que desde
determinada actividad, se daban sefiales para desarrollar las previas, variable no deseada en esta
investigacion. Ademds, a partir de una medicién inicial se verific6 que un estudiante ocupaba mas
tiempo de lo esperado en desarrollar las actividades propuestas.

B Componente de recoleccién y andlisis de datos

El acceso a los informantes presentd dificultades porque las investigadoras no tenian una relacién
directa con actividades de ensefianza en los grupos definidas. Finalmente el cuestionario fue aplicado a
nueve estudiantes que no conocian el tema. La aplicacion de cada parte del cuestionarios se realizé en
dia diferentes de la misma semana. Fue desarrollado en forma individual por cada uno de los
informantes y el docente a cargo no intervino en su desarrollo.

W Resultados
La tabla 1, que se presenta a continuacién resume los resultados obtenidos, respeto de las
construcciones mentales de los estudiantes.

I Tabla 1: Construcciones mentales del Triangulo de Sierpinski que muestran los estudiantes

Construccion [E7]
mental

Procesos CEmBIE
. . Acciones En vias de
Iniciador Construye <obre Construye Construye construccion Construye  Construye  Construye Construye
Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso
Genere’(zlor Patrones Proceso
Iteracion geométricos
Construye
Proceso Construye Acciones Construye Construye Construye Construye  Construye  Construye Construye
Autosimilitud Proceso sobre conteo Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso
de triangulos
Construye
Acciongs Construye
Proceso Patrén de En vias de En vias de
2 sobre ra Construye L. Construye  Construye  Construye Construye
Patron de conteo de  construccion construccion
conteode . .. Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso
conteo ) divisiones del  Proceso Proceso
regiones
. lado
triangulares
Construye  Construye Construye Construye Construye Construye  Construye  Construye Construye
Proceso
Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso
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Dibujar
Imdagenes
fractales
Construye  Construye Construye
Acciones Acciones , Acciones
Proceso En vias de
. sobre sobre Construye sobre las Construye  Construye  Construye  Construye
Medidas , , estado ;
perimetros perimetros Proceso medidas de Proceso Proceso Proceso Proceso
fractales - ; Proceso e
y dreasde vy areasde divisiones
tridngulos  triangulos Generador
Construye Construye
Proceso ) Acciones : Y ; it
oz En vias de Acciones sobre En vias de En vias de
Sucesion de . sobre Construye Construye B} ., Construye Construye .,
did construccion erimetros Proceso Proceso perimetrosy construccion Proceso Proceso construccion
ER RS Proceso 4reas de v dreas de Proceso Proceso
fractales T triangulos
triangulos
Proceso Envias d S R
oz n vias de onstruye onstruye
Sucesion de  Construye  Construye Construye Construye Construye  Construye v v
L, estado Proceso Proceso
imagenes Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso Proceso
Proceso
fractales

Proceso En vias de
Conjunto  desencapsul
N ar

Desencapsula Desencapsula Desencapsula Enviasde Desencapsul Desencapsul Desencapsul Desencapsula
Proceso Proceso Proceso  desencapsular a Proceso a Proceso a Proceso Proceso

Enviasde  Envias de Construye  Construye En vias de Enviasde Construye Construye En vias de

Totali L - . ) L L ) ) L
otalidad construccion construccion  Totalidad Totalidad  construccion construccion Totalidad Totalidad  construccion

B Conclusiones

* Las construcciones y mecanismos presentes en la DG estan conformados por Elementos Geométricos
y Analiticos, y algunas de las evidencias muestran que estos surgen en forma simultanea.

* Se ha constatado que los Procesos Mentales a saber: Iteracion Autosimilitud, y Patron de Conteo son
construcciones elementales de base para conformar las demas estructuras del concepto desarrollado.
En palabras de Piaget, son las estructuras donde se reflejan los nuevos conceptos en la secuencia de
construccion de conocimiento descrita.

* Las actividades disefiadas en el cuestionario no solo constituyeron un instrumento para validar
empiricamente el modelo, sino que se evidencid como una secuencia de ensefianza, mas aun, una
secuencia de autoaprendizaje toda vez que a partir de ella y de unas pocas instrucciones precisas
iniciales, los nueve estudiantes construyeron las estructuras cognitivas elementales para la
compresion de este objeto fractal, sin la ayuda de un instructor: el profesor.
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