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RESUMEN

La investigacion que se reporta tiene por objetivo analizar el ETM de referencia y robustecer el ETM personal de
estudiantes de primer afio de universidad en torno al objeto matematico de inecuacion. Para ello utilizamos la teoria
de Espacio de Trabajo Matematico (ETM) de Alain Kuzniak, en la cual se postula que, mediante la articulacién de los
planos cognitivo y epistemoldgico, a través de las génesis: semidtica, instrumental y discursiva se propicia el
conocimiento matematico. La metodologia se realiza en base a un estudio de casos, se disefid y aplicé una situacion

de aprendizaje que evidencia elementos que favorecen el ETM personal del aprendiz.

ABSTRACT

The investigation that is brought has for aim analyze the ETM of reference and robustecer the students' personal
ETM of the first year of university concerning the mathematical object of inequation. For it we use the theory of
Mathematical Working space Alain Kuzniak's (ETM), in which there is postulated that, by means of the joint of the
planes cognitive and epistemoldgico, across the geneses: semidtica, instrumental and discursive the mathematical
knowledge is propitiated. The methodology is realized on the basis of a study of cases, there was designed and
applied a situation of learning that demonstrates elements that favor the personal ETM of the apprentice.
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Bl Descripcidon de la problematica y objetivos de investigacion

El trabajo que se presenta corresponde a una investigacién sobre el objeto matematico inecuacién. La
problematica nace a través de la experiencia docente, donde he podido verificar que los estudiantes del
primer afio del nivel superior manejan técnicas algebraicas mecanicas de resolucién de inecuaciones,
generando errores y dificultades y una escaza comprension del objeto matematico, entre otras causas,
esto se debe al tratamiento que se le da desde sus comienzos en la secundaria (nivel 9, 14 afios), puesto
gue su estudio en general se desarrolla privilegiando un enfoque de tipo algebraico, siendo algunas
técnicas de resolucion el centro principal de aprendizaje. En investigaciones como Alvarenga (2006), dan
cuenta que el estudio de las inecuaciones se vuelve sélo una resolucion de tipo algebraica, y que esto
sucede en general en la secundaria alrededor de los 14 afios con la resolucién de las inecuaciones
lineales y cuadraticas y en el bachillerato de la misma manera. Borello (2010), sefiala también que los
alumnos confunden las ecuaciones con las inecuaciones, ya que segun su estudio en el curriculum y
variados textos escolares que se utilizan en las aulas de México, el discurso matematico cambia la
naturaleza del concepto de desigualdad, sometiendo a la inecuacion a una simple técnica operacional.

Con el propdsito, entonces, de indagar en la comprensiéon del concepto por parte de los aprendices, se
utiliza como marco tedrico el Espacio de Trabajo Matematico (ETM) (Kuzniak, 2011). En este marco, se
distinguen dos planos: uno epistemoldgico y otro cognitivo, que se articulan mediante un conjunto de
génesis (semidtica, instrumental y discursiva) que favorecen su coordinacion, la articulacion de estos dos
planos mediante las génesis mencionadas propician la comprensién del conocimiento matematico.

En virtud de nuestra problematica, emerge nuestro objetivo general de investigacién:
* Analizar el espacio de trabajo matematico de referencia del concepto de inecuacion, y fortalecer el
espacio de trabajo de los aprendices en torno a este concepto.

Para llevar a cabo nuestro objetivo general, nos proponemos los siguientes objetivos especificos:

* Identificar las génesis que se deberan activar para propiciar el espacio de trabajo personal de los
estudiantes de acuerdo al concepto de inecuacion.

* Disefiar y aplicar una situacion de aprendizaje a estudiantes de primer afo de universidad que
estudian la carrera de pedagogia en matematica, en una institucion chilena estatal.

Como disefio metodolégico se utilizd el estudio de casos (Stake, 1998) contemplando el analisis
epistemolégico del objeto de estudio con el fin de disefiar y aplicar una situacién de aprendizaje en torno
a las inecuaciones de primer y segundo grado, con valor absoluto y la pertinencia de sus soluciones. Este
sera aplicado a estudiantes chilenos de primer afio de universidad (18-20 afios) pudiendo realizar una
intencionada articulacion de los planos (epistemolégico y cognitivo) mediante las génesis (semiodtica,
instrumental y discursiva).

Bl Sobre el estudio epistemolégico

Es en las obras de Euclides, donde se pueden encontrar los primeros indicios de la comparacion de
magnitudes. Luego con Descartes y su plano en 1630 se logra un avance importante en la teoria de las
inecuaciones, éste fija los numeros positivos hacia la derecha del eje horizontal y superior en el eje
vertical, situdndolos de forma geométrica, permitiendo con esto un tipo diferente de estudio, este hecho
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junto con los de Fermat seran continuados por diversos autores tales como; Wallis, Huyghns, los
Bernoulli, y dara origen al Calculo Infinitesimal por, Newton y Leibniz, y sus variadas aplicaciones al
interior de la matematica como fuera de ella a mediados del siglo XVII. Este hecho experimentara un
gran crecimiento en el siguiente siglo, especificamente con Euler y Laplace. En el siglo XIX, Cauchy se
harda cargo de las dificultades que presentaron el Calculo Infinitesimal, con el comienzo de la
aritmetizacion del analisis (Tapia, 1998). Posteriormente, a mediados del siglo XIX Peano quien
interesado en la ldgica, da a conocer una lista de nueve axiomas acerca de los NUumeros Naturales,
dentro de ellos cuatro estan relacionados con el significado del signo “igual”, los faltantes se conocen
como los “Axiomas de Peano”, los cuales se consideran como un punto de partida para los matematicos,
con el propdsito de desarrollar los conjuntos habituales de nimeros. Peano propone la importante idea
de “sucesor”, el cual permite pasar de un numero natural al siguiente, de esto viene que en los NUumeros
Naturales existe el orden desde su construccion. Con esta version, la desigualdad a < b se obtiene por
medio de la igualdad a+c¢ =5 para algin numero natural ¢ . Dedekind se preocuparda de la
construccion de los Numeros Reales, anadiendo que; si todos los puntos se reparten en dos (conjuntos)
tales que todo punto del primero permanece a la izquierda de todo punto del segundo conjunto,
entonces existe un punto, y sélo uno, que produce la division de todo los puntos en dos conjuntos,
dividiendo asi la linea recta en dos porciones (Dedekind utiliza la palabra “clase” en lugar de “conjunto”).

Esto se refiere a que para cada nimero a sobre la recta numérica existe un conjunto A1 , asuizquierda

tal que todo numero contenido en él es menor que @, y un conjunto A2 de numeros, a su derecha que

contiene todos los nimeros mayores que a (Pelletier, 1958).

Por otro lado, Bagni (2005) en su investigacién “Inecuaciones y Ecuaciones: Historia y Didactica”, sefala
que la historia de las inecuaciones no es tan extensa como el de las ecuaciones, analiza algunos textos
del siglo XIX publicados por P. Ruffini (1765-1822) que fueron incluidos en el volumen Il del corso di
Matematiche en los que plantea algunos ejemplos, en este volumen lll, las inecuaciones son propuestas
y resueltas con el fin de expresar algunas condiciones especiales para las soluciones de algunas
ecuaciones, las inecuaciones generalmente se combinan con las ecuaciones y los sistemas de ecuaciones
con el propdsito de formular algunas condiciones.

B Marco teorico: La teoria de ETM

La teoria de Espacio de Trabajo Matematico (ETM) desarrollada por Kuzniak (2011), se estructura por dos
planos, el epistemoldgico, el cual se refiere al contenido matematico, y se encuentra constituido por tres
componentes o polos: representante o representamen, referencial, y artefacto, y el plano cognitivo, por
su parte, esta también conformado por tres componentes: los procesos de visualizacion, construccién y
prueba (ver figura 1).
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Para que estos dos planos se articulen y se genere el espacio de trabajo matematico, se consideran tres
génesis: la génesis semidtica, la cual se basa en la representacion semidtica que certifica que los objetos
tangibles del ETM su estatus de objetos matematicos operatorios, la génesis instrumental, la cual
permite operar los artefactos en el proceso constructivo, y la génesis discursiva de la prueba, la cual dara
un sentido a las definiciones y propiedades para ser utilizadas en el razonamiento matematico de
validacion.

La teoria caracteriza ademas, tres tipos de espacios de trabajo: (1) de referencia, definido segun la
relacion con el saber, e idealmente sobre criterios matematicos; (2) idoneo, segin se ensefia este saber
en una institucion dada con una funcidn definida, y (3) personal, segun se enfrenta el problema con los
propios conocimientos matematicos y capacidades cognitivas. Tanto las génesis, como las componentes
de los planos, deben ser reinterpretadas dependiendo del dominio matematico especifico en cuestion.
La activacién de las génesis y una circulaciéon intencionada en el ETM propicia el conocimiento
matematico (Montoya, Mena, Mena, 2012).

De esta manera, el marco nos brinda elementos tedricos para analizar el espacio de trabajo del concepto
de inecuacion por parte de los aprendices, ya que nos aporta elementos para conocer los procesos tanto
cognitivos como epistemoldgicos, que se promueven en el aprendizaje de las inecuaciones.

B Metodologia

Nos basamos en una metodologia de caracter cualitativo, por tanto realizamos un estudio de casos
(Stake, 1998), ya que para abordar nuestro objetivo de investigacién “la unicidad de los casos y de los
contextos individuales es importante para la comprension. La particularizacion es un objetivo
importante, llegar a entender la particularidad del caso” (Stake, 1998, p.44) este hecho nos ayudara en el
analisis de nuestra situacion de aprendizaje, vale decir si ésta promueve la comprension del concepto.
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Ademads, dispondremos y analizaremos la grabacién de la puesta en marcha de la situacién de
aprendizaje, puesto que nos ayudara a comprender lo que ocurri6 en determinados episodios. La
validacion del instrumento se realizdé a través de sugerencias y opiniones del grupo del seminario del
instituto de matematica de la Pontificia Universidad Catdlica de Valparaiso, donde participaban
especialistas de la didactica de la matematica, mdas un afinamiento del mismo mediante una pre-
experimentacion con 15 estudiantes de 4 y 5 semestre de ingenierias.

La situacién se aplico a 34 alumnos de primer afio universitario (licenciatura y pedagogia en matematica)
gue ya habian estudiado el concepto de inecuacion en la asignatura que cursan de calculo |, ademas cabe
sefialar que ellos accedieron voluntariamente a la participacidén de esta investigacidn. Los estudiantes en
la puesta en marcha del instrumento trabajaron de a dos, esto con el propdsito de que la intervencién
nuestra fuera minima y se apoyaran en otro compafiero, mediante sus propias capacidades y
conocimientos previos.

A continuacién se presenta la situacion de aprendizaje (Tabla 1), la cual consta de 7 actividades de
desarrollo, disefiadas de forma secuencial y con el propdsito de activar la circulacidon en el ETM; las
génesis semidtica, intrumental y discursiva. Especificamente se trata de tensionar dos génesis y hacer
gue los estudiantes a través de las actividades relacionen las componentes del ETM.

Para analizar los datos obtenidos en la situacion de aprendizaje se realizé un analisis a priori, con el
propésito de explicar la necesidad de propiciar las respuestas esperadas, ya que sera fundamental en la
circulacion del ETM, las génesis semidtica, instrumental y discursiva, con su respectivo objetivo para cada
situacion y la justificacion de su estructura.
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I Tabla 1: Situacion de aprendizaje

Actividad 1: Actividad 2: Actividad 3:
Grafique las siguientes Considere larelacion: xRy © x>y Achure la zona de todos aquellos
relaciones en R: a) Dado el conjunto A, y considerando la puntos del plano, que cumplen con
a) x< _i relacion R. la siguiente relacién: x? <y
b) x>—12 A={24);1,-2);(-2,18);(-3,-1)}
3 Ubica todos los puntos en el plano cartesiano e
) x= 1 identifica con color rojo los que cumplen la
d) x<+2 relacién R
b) Achure la zona de todos aquellos puntos del
plano que cumplen con la relacién R.
Actividad 4: Actividad 5: Actividad 6:
Resuelva la siguiente Dada las graficas de las siguientes funciones: Determinar el conjunto solucion de
inecuacion: f)=lx+1ly B(x)=3-—|x| pares ordenados (x, y), que
11 A x=0. verifican:
X
Sabiendo que: _ A

1<1 A [(x<O)v y—x)-(y—x*+3x)>0

(x > 0)], plantea los
casos y grafique la i

solucién.
éPara qué valor(es) de x la funcién f(x) es
menor que la funcién g(x)?, vale decir, se
cumple que: |x + 1| < 3 — |x|

Actividad 7:

A continuacion se presentan graficas donde el color café representa la solucién de una inecuacion:
Determina la inecuacién que representa todos los valores para x que pertecen a la solucion.

o-
NV

B Resultados

De acuerdo al analisis a priori realizado, se estudian las producciones de los estudiantes, con el objetivo
de verificar nuestra hipdtesis de investigacion, y elementos que surjan de la misma. A continuacion se
presentan algunos desarrollos de los estudiantes que resultan representativos de los casos analizados,
en particular de las actividades 2 y 3, ya que son importantes en la secuencialidad de la situacion de
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aprendizaje, pues a través de su realizacion se trata de realizar predecir el tratamiento grafico de las
relaciones involucradas en la desigualdad (génesis semidtica) por medio de determinados artefactos
simbdlicos los cuales se transformaran en un instrumento para poder llegar a la respuesta (génesis
instrumental), se evidencia que los estudiantes que logran realizar con éxito estas actividades adquieren
una comprension mas profunda del concepto en cuestion, ya que tienen herramientas para poder
analizar la pertinencia de las soluciones, desde otra perspectiva a la cual estaban acostumbrados me
refiero al tratamiento algebraico.

Hemos realizado un cuadro comparativo (Tabla 2) entre estudiantes que logran el objetivo de las

actividades y otros que no, puesto que este hecho es relevante para la completa realizacién de las
actividades disefadas.

I Tabla 2: Comparacion de resultados

Estudiante A Estudiante B
Actividad 2: Actividad 2:

Figura 2: respuesta estudiante A, a la actividad 2 de | Figura 4: respuesta estudiante B, a la actividad 2 de la
la situacidn de aprendizaje. situacion de aprendizaje.
Actividad 3: Actividad 3:

s b Kl b bl
<4 -

Figura 3: respuesta estudiante A, a la actividad 3 de | Figura 5: respuesta estudiante B, a la actividad 3 de la
la situacidn de aprendizaje. situacion de aprendizaje.

Nota: se le llama Estudiante A y Estudiante B (al par de estudiantes que participd en el desarrollo de la
actividad), como se definié en la metodologia.

De todos los casos estudiados mostramos dos que resultan interesantes de analizar con respecto a sus
resultados de aprendizaje, el estudiante A, logra el objetivo de las situaciones 2 y 3, y desarrolla las siete
actividades propuestas, a excepcion de la actividad seis donde presenta dificultades con la interseccion
de las regiones o zonas. El estudiante B no logra representar en la grafica la relacion dada y se evidencia
en el transcurso de las actividades que siguen, una escaza comprension de lo que se pide, teniendo
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serias dificultades en el analisis de las gréficas presentadas, inclinandose hacia una resolucion de tipo
algebraica, y teniendo problemas con este registro también.

B Conclusiones

De los 17 casos estudiados, se evidencid que la situacion de aprendizaje disefiada logra que los alumnos
transiten por los planos por medio de las génesis (semidtica, instrumental y discursiva), este hecho los
ayudé a una comprension y andlisis mas profundo del concepto de inecuacion, quedando en evidencia
en sus argumentos dados de forma verbal y escrita.

Por otro lado, los estudiantes que no lograron transitar por los planos tienden a la resolucién puramente
algebraica y no utilizan la informacién que se presenta en la grafica de las actividades, esto se pudo
verificar en la actividad cinco y seis, donde en esta ultima plantean los casos que satisfacen la
desigualdad en el registro algebraico, pero al encontrarse limitados por esa via se quedan entrampados
en eso sin poder activar la génesis semidtica para visualizar la pertinencia de las soluciones.

Bl Sugerencias didacticas

Se sugiere aplicar la actividad a un nimero mas reducido de estudiantes, ya que este hecho nos hizo
tediosa la puesta en marcha con 34 informantes, pues no se puede atender y guiar a todos en algunos
momentos que son importantes para la comprensiéon y secuencialidad de la situacion de aprendizaje,
pero si se tiene un numero similar, aplicar en dos sesiones para poder optimizar mas el tiempo en
aquellas que son mas demandadas. Por dultimo, trabajar previamente con funciones lineales y
cuadraticas, con algun software donde se propicie la génesis instrumental, ayudard a una mejor
comprension de la tarea.
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