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RESUMEN

Muchas investigaciones se han realizado acerca del concepto de funcién; sin embargo, las dificultades en la
ensefianza y aprendizaje de dicho concepto siguen latentes. Recientemente, ha crecido la idea de que un
acercamiento covariacional proporciona un primer paso importante hacia una comprension mas profunda del
concepto de funcién. En este sentido, se reporta un estudio realizado con estudiantes universitarios de nuevo
ingreso, a los cuales se les propuso una secuencia de actividades que involucraba situaciones variacionales dentro
de un contexto de movimiento. Dichas actividades estaban centradas en interpretar o representar las situaciones
planteadas partiendo de un analisis cualitativo o cuantitativo de las mismas; también se promovié en las
actividades el uso simultaneo de diferentes representaciones de una funcién (verbal, grafica, tabular y algebraica)
para establecer relaciones entre ellas. De esta manera, se busco propiciar que los estudiantes se aproximaran al
concepto de funcion de una forma dinamica mediante el andlisis del cambio.

ABSTRACT

Much research has been done about the concept of function; however, the difficulties in its teaching and learning
remain latent. Recently, it has grown the idea that a covariational approach provides an important first-step
towards a deeper understanding of the concept of function. In this sense, we realized a study with first-year
university students in which a sequence of activities that involving variational situations in a context of motion was
proposed. Such activities were focused on interpreting or representing the proposed situations starting from a
qualitative or quantitative analysis of them; in the activities also was promoted a simultaneous use of different
representations of a function (verbal, graphical, tabular and algebraic) to establish relationships between them.
Thereby, we fostered the approach to the concept of function in a dynamic way via the analysis of change.
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B Introduccidn

Desde finales del siglo XIX se ha incrementado el énfasis sobre funciones en la curricula escolar; por
ejemplo, dentro de los contenidos propuestos en la ensefianza de las matematicas de bachillerato por el
National Council of Teacher of Mathematics (NCTM, 2000), el estudio del concepto de funcidn es
considerado como una parte central del curriculo. La importancia de este concepto esta relacionada con
la relevancia del estudio de situaciones que involucran variaciéon y cambio en areas avanzadas de las
matematicas, y en el rol que juega dentro de la modelizacién matematica que es requerida en campos
cientificos y tecnoldgicos. Al respecto, Carlson y Oehrtman (2005) comentan que contenidos avanzados
como los estudiados en el calculo diferencial e integral, no pueden ser entendidos sin una comprension
de conceptos basicos como el de funcién.

No obstante, aunque en el curriculo matematico el concepto de funcidn esta presente desde el dlgebra
hasta el calculo, diversos trabajos de investigacion han documentado que estudiantes de alto
rendimiento de precalculo, e incluso estudiantes de calculo, tienen dificultades al resolver problemas en
los que se les pide razonar sobre las relaciones entre cantidades que estan cambiando conjuntamente
(Carlson, 1998; Carlson, Jacobs, Coe, Larsen y Hsu, 2002; Carlson y Oehrtman, 2005). Asimismo, estos
estudios sugieren que el curriculum de matematicas de bachillerato y su correspondiente instruccion,
necesitan un mayor enfoque en el desarrollo de las habilidades de los estudiantes para construir y
formalizar relaciones entre cantidades que varian de manera conjunta.

Estas dificultades residen, principalmente, en el acercamiento de correspondencia con el que se abordan
los problemas de variacion. Se entiende por acercamiento de correspondencia, a la asignaciéon de un
conjunto de valores con otro mediante la regla y=f(x) que determina valores de salida a partir de valores
de entrada (Confrey y Smith, 1994). Este acercamiento lleva a un uso frecuente de representaciones
algebraicas y a una imagen “estatica” del concepto de funcidon (Kaput, 1994). Es decir, los estudiantes
ven a la funcidon como una simple férmula y no lo que ella en realidad representa.

Confrey y Smith (1994) destacan también un acercamiento llamado “covariacional” para el desarrollo del
concepto de funcidn, que resulta ser una aproximacion madas intuitiva en comparacion con el
acercamiento de correspondencia. Esto es, cuando se toma una perspectiva covariacional, no se pone
especial atencion a la regla que relaciona x con f(x), en lugar de ello, se examina la coordinacion de dos
columnas de datos; es decir, como los cambios en una variable se relacionan con los cambios en la otra
variable. A este respecto, Cooney, Beckmann y Lloyd (2010) recomiendan estudiar el concepto de
funcion como la covariacion de los valores de entrada con los valores de salida; ademas comentan que el
acercamiento covariacional es esencial para entender el concepto de tasa de cambio, la cual puede ser
interpretada como una forma de cuantificar la idea de covariacion.

En este sentido, investigaciones recientes defienden la introduccién temprana del estudio de la variacién
en el curriculum como un punto de entrada al pensamiento sobre funciones (Carlson, Oehrtman y
Engelke, 2010; Hitt y Morasse, 2009), con especial énfasis en el analisis del cambio, en las relaciones
entre cantidades y en las maneras de representar matematicamente esas relaciones. Esta idea de
centrarse en la variacién para aproximarnos al concepto de funcidn, adquiere importancia por su
implicaciéon en el estudio de otros conceptos matematicos mas complejos que se relacionan
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directamente con el calculo, por ejemplo, la tasa de cambio. Esto motivd a que en el trabajo de
investigacion que aqui se reporta, se buscara promover un acercamiento dindmico al concepto de
funcién al interpretar o representar fendmenos de variacién mediante un andlisis cualitativo o
cuantitativo de graficas, descripciones verbales, tablas y expresiones algebraicas, tomando como base
una perspectiva covariacional.

W Elementos tedricos: marco covariacional

Carlson et al. (2002) establecen la nocidn de razonamiento covariacional y proponen un marco tedrico
para describir las acciones mentales involucradas al aplicar este tipo de razonamiento cuando se
interpretan y representan eventos funcionales dindmicos; los autores definen razonamiento
covariacional, como aquellas actividades cognitivas involucradas en coordinar dos cantidades que varian
conjuntamente, mientras se observa la manera en la cual cambia una cantidad con relacion a la otra.

Las acciones mentales del marco covariacional proporcionan un medio para clasificar las conductas que
son exhibidas por los estudiantes mientras éstos se involucran en actividades de covariacion; y la
habilidad de razonamiento covariacional de un individuo sobre una actividad en particular, sélo puede
determinarse mediante la examinacion del conjunto de conductas y acciones mentales que fueron
exhibidas mientras se respondia a dicha actividad (Carlson et al., 2002).

Una descripcion de las primeras tres acciones mentales, y los comportamientos asociados a cada una de
ellas, se resumen a continuacién (Figura 1). Unicamente se enlistan las que fueron consideradas en
nuestro estudio.

I Figura 1. Acciones mentales 1, 2 y 3 del razonamiento covariacional.

Accion mental Descripcion _Comportamientos
Accion Mental |  Coordinar la dependencia e Etiquetar los e¢jes  con
(MA1) de una variable sobre la indicaciones verbales de
otra variable. coordinacion de dos variables

S ~ {ycambiaconcambiosenx).
Accion Mental 2 Coordinar la direccion de o Construir una linea recta
(MA2) cambio de una variable creciente o decreciente.
con los cambios en la otra e Verbalizar el conocimiento
variable. de la direccion de cambio de la
variable de salida mientras
considera los cambios en la
variable de entrada. 2
Accion Mental 3 Coordinar la canfidad de o Trazar puntos/construir
(MA3) cambio de una variable lineas secantes.
con los cambios en la otra e Verbalizar el conocimiento
variable. de la cantidad de cambio de la
variable de salida mientras
considera los cambios en la
variable de entrada.
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Por otra parte, un estudiante recibe un nivel de clasificacion de acuerdo a la imagen que, en general,
parece respaldar las diversas acciones mentales que el estudiante exhibié en el contexto de un problema
o actividad. Carlson et al. (2002) sefialan que la habilidad de razonamiento covariacional de un individuo,
ha alcanzado un nivel de desarrollo especifico, cuando este nivel respalda las acciones mentales
asociadas a él, asi como las acciones mentales asociadas a cada uno de los niveles inferiores. A este
respecto, en seguida se muestran los tres primeros niveles que contempla el marco covariacional (Figura
2), los cuales estdn asociados a las tres acciones mentales descritas anteriormente.

I Figura 2. Niveles de razonamiento covariacional 1, 2 y 3.

Niveles de Razonamiento Covariacional

Nivel 1 (L1). Coordinacion

La imagen de covariacion respalda la accién mental de coordinar el cambio de
una variable con los cambios de la otra variable (MAL).

Nivel 2 (L2). Direccion

La imagen de covariacion respalda la accion mental de coordinar la direccion de
_cambio de una variable con los cambios en la otra variable (MA2 y MA1).
Nivel 3 (L3). Coordinacion cuantitativa

La imagen de covariacion respalda la accion mental de coordinar la cantidad de
cambio de una variable con los cambios en la otra variable (MA3, MA2 y
MAL).

Este marco covariacional fue empleado en nuestro estudio como una herramienta analitica que nos
permitié evaluar el pensamiento covariacional de los estudiantes; asimismo, nos proporcioné una
estructura y un lenguaje para clasificar el pensamiento covariacional en el contexto de la respuesta a un
problema especifico, y para describir la habilidad de razonamiento covariacional en general de un
estudiante.

B Componentes y procedimientos metodolégicos

Disefio de la secuencia de actividades. La secuencia de actividades que se les presentd a los estudiantes
estuvo conformada por un conjunto de cinco actividades (Figura 3). Las actividades 1, 2, 3 y 4 fueron una
adecuacion de la propuesta de Van Dyke (2003), quien sefiala que los estudiantes comprenden mejor las
funciones cuando éstas son introducidas siguiendo la secuencia: Graficas cualitativas = Graficas
cuantitativas - Tablas - Ecuaciones.
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I Tabla 2. Resumen de las observaciones y analisis del problema 4 del Examen de Cierre.

!

Actividad 1 Actividad 2 Actividad 3 Actividad 4
o Construccidn
Analisis EC’ Analisis CC:’ Analisis de la
Cualitativo Coantitativo Cuantitative exXpresion
| de Graficas de Graficas de Tablas nlgf.-br;nic;a
|
x % U ot
Actividad S
Ejerc. 4 Ejerec. 3 Ejerc. 2 Ejorc. 1 de

' Reforzamiento

Representacion
Cualitativa

El contexto sobre el cual se desarrollaron las actividades es el de observar la “variacion de la distancia
entre dos objetos respecto al tiempo”, esto bajo el supuesto de que un grupo de estudiantes y su
profesor acuden a un parque de diversiones donde experimentan diversas situaciones (Figura 4); por lo
tanto, se requirié que los participantes del estudio imaginaran fisicamente tales situaciones a partir de su

experiencia diaria.

I Figura 4. Fragmento de la actividad inicial.

Actividad 1

Si el grupo se encuentra a cierta distancia alejado de la entrada del parque y camina hacia
ellz a una velocidad constante, éen cual grafica queda mejor representado este evento?

2 3 -3 2
g ¢ ¥
E 5 - -
: H 5 \/
Tiempo ' Tiempo Tiempo Tiempo
(@) D) (>} ()

Con la finalidad de conocer la habilidad de los estudiantes para razonar sobre cantidades que cavarian en
situaciones dinamicas, las actividades propuestas requerian que los participantes del estudio realizaran
un analisis cualitativo o cuantitativo de las situaciones planteadas a través de acciones como el de
representar e interpretar (Figuras 5 y 6), y en las mismas se hacia uso de diversas representaciones de
una funcion como descripciones verbales, graficas, tablas y expresiones algebraicas.
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I Figura 5. Ejemplo de un analisis cualitativo y la accién de interpretar.

Cada una de las siguientes gréficas muestra la variacion de la distancia respecto al tiempo,
de dos estudiantes (Alex y Betty) gue se han separado del resto del grupo. Para cada
grafica, compara el movimiento de estos dos estudiantes y liena la tabla siguiente:

A
B
A B
; § | |
a B % alB A
Tiempo Tiempo Tiempo Tiempo
(@ (b) (¢ (d)
Pregunta (a) (b) (c) (d)

Al inicio équién esta mas cerca del grupo?
JQuién se mueve mas lento?
¢Quién se aleja del grupo?

_éQuién permanece inmovil?

LAl final ¢quién estd mds lejos del grupo?

I Figura 6. Ejemplo de un analisis cuantitativo y la accion de representar.

Construye una grafica para cada uno de los incisos siguientes, los cuales describen el
movimiento de dos estudiantes (Ana y Mario) respecto al resto del grupo:

a) Ana se encuentra alejada 15 metros del grupo, avanza hacia ellos a2 una velocidad
constante de 3 metros por segundo, permanece con ellos durante 6 segundos y
después se aleja a una velocidad constante de 2 metros por segundo, llegando a su
destino en 6 segundos.

b) Mario se encuentra a 9 metros del grupo y decide alejarse mas a una velocidad
constante de 1.5 metros por segundo, deteniéndose 4 segundos después;
finalmente, va hacia ellos a una velocidad constante de 5 metros por segundo.

Los participantes y la implementacion de las actividades. El estudio se llevé a cabo con la participacién de
diez estudiantes que habian iniciado su primer semestre de licenciatura y la secuencia de actividades
descrita se desarrollé en cinco sesiones, cada una con una duracion de dos horas, a lo largo de cinco dias
consecutivos (una actividad diaria). Todas las actividades fueron contestadas de manera individual y el
papel que jugd el profesor-investigador fue el de guiar la secuencia y durante el desarrollo de las
actividades, éste se desempefié como consultor de dudas y observador. En el estudio se empled el
método de observacién y como instrumento de recoleccion de datos, se usaron las hojas de trabajo de
los estudiantes (respuestas a la secuencia de actividades) y las notas del investigador (observaciones).
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B Andlisis de los resultados

Los estudiantes mostraron dificultades a lo largo de toda la secuencia de actividades para identificar:
como es la distancia entre los objetos al comienzo (si estan juntos o separados), cdmo se mueve un
objeto respecto al otro (si se acerca, se aleja, o permanece inmavil), y qué tan rapido se mueve el objeto;
aspectos considerados “clave” y que estan asociados al contexto de la actividad, los cuales son
fundamentales para establecer conexiones entre las representaciones utilizadas.

Al analizar e interpretar los resultados obtenidos de acuerdo con el marco covariacional propuesto por
Carlson et al. (2002), se pudieron identificar las primeras tres acciones mentales que contempla el
marco. En la figura 7 se muestra el numero de estudiantes (de los 10 que conformaban el grupo) que
exhibieron alguna de las conductas asociadas a cada accion mental en sus respuestas a determinados
ejercicios.

I Figura 7. Cantidad de estudiantes que exhibieron las acciones mentales.

Actividad 1 | Actividad2 | Actividad3 | Actividad 4

Ejercicio: 4y 6 | Ejercicio:3y6 | Ejercicio:3,4y 5 | Ejercicio: 6y 7
Accion Mental 1 (VA1) 7/10 7/10 10/10 10/10
Accién Mental 2 (MA2) 1/10 5/10 7/10 8/10
Accion Mental 3 (MA3) e 4/10 7/10 7/10

Respecto a la accion mental 1 (MA1), se identificd que la mayoria de los estudiantes la desarrollaron sin
complicaciones pues de entrada se les dio a conocer que se trataba de la variacion de la distancia entre
dos objetos respecto al tiempo, lo cual derivd en que los estudiantes no tuvieran dificultades para
reconocer cuales eran las variables involucradas en el problema y entender que el valor de una de ellas
(distancia) cambiaba con relacién a los cambios en la otra (tiempo); por lo que la MA1 se pudo observar
en las graficas, tablas y expresiones algebraicas propuestas por los estudiantes universitarios (Figura 8).

I Figura 8. Respuestas dadas por Julia en diferentes momentos de la secuencia de actividades.

Actividad 1

Actividad 2

Actividad 3 Actividad 4

b) .l.’:;' - "E',.'_
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Sobre la accion mental 2 (MA2), al inicio de la secuencia de actividades Unicamente un estudiante logré
exhibirla; no obstante, en el transcurso de las demas actividades se fueron sumando, de manera gradual,
mas estudiantes que mostraron un desarrollo de la MA2. Pues la mayoria de los estudiantes al comienzo
tuvieron dificultades para identificar la direccion de cambio de la variable distancia respecto a los
cambios en la variable tiempo (Figura 9); lo cual estaba estrechamente relacionado con el hecho de que
el objeto en movimiento se acercara o se alejara del otro.

I Figura 9. Ejercicio en el cual todos los estudiantes dieron como respuesta la opcion (c).

Si el grupo se encuentra a cierta distancia alejado de la entrada del parque y camina hacia
ella 2 una velocidad constante, éen cudl grifica gueda mejor representado este evento?

<
] - : 2
: i g i
i — i & a
Tiempo == Tiempo Yiempo Tiempo

a b c e

Por su parte, la accion mental 3 (MA3), relacionada con coordinar la cantidad de cambio de una variable
con los cambios en la otra variable, sélo podia observarse en las actividades 2, 3 y 4 ya que aqui aparecia
y tomaba un papel importante la velocidad de movimiento del objeto. Al respecto, se pudo identificar
qgue fueron pocos los estudiantes que a lo largo de las tres actividades mostraron un desarrollo de la
MA3, es decir, aquéllos que fueron capaces de determinar cuanto cambiaba la distancia mientras
cambiaba el tiempo (Figura 10); pues la mayor parte del grupo tuvo dificultades para representar la
velocidad de movimiento del objeto en cada una de las representaciones solicitadas.

I Figura 10. Respuestas dadas por Roberto en diferentes momentos de la secuencia de actividades.

3.91) 19, 21) (9, 21)
2
i 10, 9)
) R (3,0)
(0.0, Tiemps Temso  (0,0) Tiaman
{an : X i
Activ |dud<‘ Actividad 4
<pa 15 | o2 Dszaei y
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Finalmente, de acuerdo a lo establecido por Carlson et al. (2002) en el marco covariacional y con base en
las acciones mentales identificadas en las actividades, podemos concluir de manera general que los 10
estudiantes alcanzaron el nivel de coordinacién (L1), 8 de ellos alcanzaron el nivel de direccion (L2), y de
éstos, sélo 7 estudiantes lograron llegar al nivel de coordinacion cuantitativa (L3).

B Conclusiones

Los estudiantes universitarios exhibieron una serie de dificultades que se acentuaron mas en las
actividades de tipo cualitativo y que se vieron disminuidas en las actividades de tipo cuantitativo —tanto
en las tareas de representacion como en las de interpretacion—, esto derivo en una fuerte problematica
para establecer las relaciones funcionales que dieran sentido a la relacién entre las variables
involucradas (distancia y tiempo).

La secuencia de actividades presentaba una propuesta de trabajo que consistia en ir adjuntando y
articulando las distintas representaciones de una funcidn; esto tenia cierta intencionalidad, la cual
permitié observar en los resultados del estudio, que la idea que los estudiantes tienen sobre funcién es
muy limitada, pues éstos mostraron dificultades para relacionar y determinar conexiones entre las
representaciones utilizadas. Sin embargo, los resultados muestran que la secuencia de actividades
modificé el entendimiento de los estudiantes sobre funcion; esto es, al proponerle ver a la funcién como
una relacién entre dos cantidades que varian conjuntamente y ver a la formula (expresién algebraica)
como una de las diversas formas de representar dicha relacion entre cantidades.
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