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RESUMEN

En este articulo se analiza el proceso de ensefianza y de aprendizaje del objeto matematico drea, por considerarlo
pieza clave en temas ligados al cdlculo, en particular a la nocidn de integral definida. Para la investigacidn es
importante analizar si el estudiante logra articular el concepto que tiene de area con su definicidn, a partir de un
proceso de aproximacion con rectangulos, mediado por el GeoGebra. Para lograr esto utilizaremos como marco
tedrico aspectos de la Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau, ya que esperamos que el estudiante
construya su aprendizaje por sus propios medios.

ABSTRACT

This article discusses the teaching - learning process of the mathematical object called area, for considering it
instrumental in issues related with calculation, particularly with the notion of definite integral. For the research is
important to consider if the student succeeds in articulating the concept of area with its definition from a process
of approximation with rectangles, mediated by GeoGebra. To achieve this we will use as theoretical framework
aspects of the Brousseau’s Theory of Didactical Situations, as we expect the student to build their learning process
on their own.
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B Introduccidn

La relacién entre la nocién de area e integral definida forma parte de los contenidos de cualquier curso
de calculo diferencial e integral. Para su estudio, se parte de dos supuestos: el estudiante ha trabajado la
nocion de area en la escuela y, es capaz de calcular el area de una region limitada por segmentos de
rectas o por curvas conocidas (como la de una semicircunferencia). Este cdlculo lo realiza a partir de las
formulas conocidas para las areas de rectangulos y circulos.

Bajo estos supuestos, los cursos presentan la integral definida como una herramienta que permite
calcular areas de regiones distintas a las antes mencionadas; en adelante estas regiones podra estar
limitadas por curvas (graficas de funciones continuas). Cabe sefialar que la importancia del calculo del
area de una regién (o el nimero asociado a dicha region), radica en la interpretacién que el estudiante
pueda dar a dicho numero, lo que justifica que este contenido aparezca en la formacién basica de
muchas especialidades y, al mismo tiempo, justifica la pertinencia de nuestra investigacion.

En nuestra practica docente, en una universidad de Lima, en el curso de Calculo de la Facultad de
Administracion, la Catedra no propone una definicién formal de area, definicion que emplea diferentes
conceptos como los de funciones, aproximaciones, sumas infinitas, limites, etc. La justificacién dada
podria resumirse en que la “construccion” del concepto de area los alejaria del objetivo principal del
curso que es el de la interpretacion del valor numérico del area en términos propios de la carrera.

De esta manera se pierde una excelente oportunidad de movilizar los conocimientos que los estudiantes
tienen acerca de un problema conocido. Por lo anterior, nosotros pretendemos, construir una serie de
propuestas, tomando en cuenta la Teoria de Situaciones Didacticas, que buscan que el estudiante sea
capaz de adaptar un procedimiento de aproximacion con areas de rectangulos, para aproximar el area
tanto como quiera, en este articulo damos cuenta de ellas.

Desde nuestra perspectiva, el proceso de ensefianza - aprendizaje en la educacién debe tener una
tendencia enfocada en que el saber que se pretende ensefar sea construido por el estudiante. En
nuestro caso en particular y por las caracteristicas del objeto matemadtico area, creemos que es
beneficioso, para que logre su adquisicion, el apoyo en recursos tecnoldgicos, para centrar su atencion
en la interpretacién y no en los calculos y graficos repetitivos.

Bajo este pensamiento, nosotros debemos brindarle al estudiante todas las herramientas y condiciones
necesarias para que pueda desenvolverse apropiadamente en el proceso de adquisicion del saber; y en
dicho proceso desarrolle habilidades para argumentar y justificar sus procedimientos, suposiciones y
resultados.

Es asi que nace la idea de disefar e implementar una secuencia de situaciones, donde el estudiante o
grupo de estudiantes utilicen sus conocimientos previos, adquiridos en la etapa escolar y en el curso
previo al calculo diferencial e integral, para crear nuevos conocimientos que los lleven a la adquisicién de
un nuevo saber.
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B Problematica

En base a nuestra experiencia como docentes, tomamos como hipétesis de partida que los estudiantes
conciben el area como un numero, el cual asocian a una region limitada por segmentos de rectas, o a
una regidn cuya area se calcula por formulas ya establecidas.

Un ejemplo de los procedimientos y uso de férmulas de geometria plana que los estudiantes utilizan
para obtener el area de las regiones mostradas, se muestra en la figura 1.

I Figura 1. Férmulas de geometria plana y propiedades de areas.
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Fuente: Propia.

Sin embargo, cuando la regidn no se encuentra limitada por segmentos de recta, ya sea total o
parcialmente, los estudiantes presentan dificultades, pues al no poder relacionarla con ninguna férmula
previamente estudiada, no son capaces de calcular el area de la regién y no atinan a proponer ni a
describir un procedimiento que les permita aproximar el area de dicha regién.

Las dificultades arriba sefialadas aparecen reportadas en investigaciones en Didactica de la Matematica
anteriores. Olave (2005) sefiala que la idea asociada al concepto de area ligada a una férmula,
presentada por muchos de sus estudiantes, se da como resultado de la instruccién recibida en la etapa
escolar (entre 13 y 14 aiios), y esto les impide poder determinar el area de superficies que no estan
limitas por segmentos de rectas; lo que les traeria dificultades para determinar el drea de regiones de las
gue no disponen de una formula para calcularlas. En palabras de la investigadora:

Esta vision del area por parte de los estudiantes podria estar ligada al tratamiento que generalmente se
hace del tema en los libros de textos y por consiguiente en el aula. Salvo en la etapa escolar, en donde se
realizan actividades tendientes a medir superficies llegando a un nimero que representa el drea buscada, en
los afios siguientes el area no se mide realmente sino que se calcula mediante las férmulas adecuadas.

Todas estas actividades podrian estar reforzando la idea del drea como férmula. (Olave 2005, p. 150).
Por lo anteriormente expuesto, pensamos que estas dificultades podrian reducirse articulando la

concepcion que tiene los estudiantes acerca del drea, como un nimero asociado a una regién limitada
solamente por segmentos de rectas, y un procedimiento flexible que permita aproximar ese niumero
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tanto como se quiera, ello como paso previo a la definicion de area como la suma de areas de infinitos
rectdngulos. Con ello estamos brindando al estudiante una herramienta que le ayude a comprender la
nocion de area, y creando la necesidad de aprender las nociones de limite e integral definida asociando
un procedimiento con un problema que los estudiantes conocen desde su educacién primaria (entre 8 y
9 afios): el calculo de areas.

B Marco tedrico
Por la manera cédmo concebimos el proceso de ensefianza - aprendizaje en la educacion, consideramos
qgue el marco tedérico mas adecuado a nuestra investigacion es la Teoria de Situaciones Didacticas de
Brousseau (1986).

Esta teoria considera fundamental las interacciones entre el profesor y el estudiante mediadas por el
saber en una situacién de ensefianza (ver figura 2).

I Figura 2. Esquema tripolar de la ensefianza
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En el esquema tripolar de la figura 2, el saber escolar puede ser cambiado por saber matematico
contextualizado en una institucién educativa (con profesores, alumnos y medio).

I Aprendizaje

Fuente: Brousseau (2007, p. 13).

Esta teoria busca crear un modelo de interaccidén entre el estudiante, el saber y el medio en el cual el
aprendizaje se debe desarrollar. El aprendizaje del estudiante tiene lugar a partir de una serie de
situaciones (que pueden ser ejercicios, problemas, retos, etc.) que acepta desarrollar, que conducen a
modificaciones en su comportamiento para la ocurrencia del aprendizaje esperado.

En palabras de Brousseau (2007):
El alumno aprende adaptandose a un medio que es factor de contradicciones, dificultades y desequilibrios,

un poco como lo hace la sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacion del alumno, se manifiesta por
medio de nuevas respuestas, que son la marca del aprendizaje (p. 30).
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El objetivo de nuestra investigacion es elaborar una propuesta desde la teoria de situaciones didacticas,
que facilite la comprension de la definicion de area como la suma de areas de infinitos rectangulos,
centrando los esfuerzos en la articulacion de la concepcidn que tienen los estudiantes acerca del area,
como un numero asociado a una regiéon limitada solamente por segmentos de rectas. Dicho
procedimiento es flexible en el sentido que permite aproximar ese nimero tanto como se quiera.

Para ello, hemos disefiado una secuencia de situaciones donde el estudiante utilice sus conocimientos
previos de calculo de areas de rectangulos, de funciones, de sumas, y de limites, con la intencién de
adquirir un nuevo conocimiento en cada etapa del proceso de aproximacién que debe seguir: reconocer
la altura de un rectangulo como la imagen de la funcidn; expresar el area de los rectangulos como una
suma de términos; realizar un proceso de generalizacién utilizando el simbolo de la suma; e intuir, a
partir de resultados numéricos y graficos, que se puede aproximar tanto como se quiera al area de una
region planteada.

Brousseau (1986 citado por Panizza, 2003) define a las situaciones diddcticas como:

Un conjunto de relaciones explicita y/o implicitamente establecidas entre un alumno o un grupo de alumnos
en un determinado medio, comprendiendo, eventualmente, instrumentos, objetos y un sistema educativo,
representado por el profesor, con la finalidad de posibilitar a estos alumnos un saber constituido o en vias

de constitucién (p. 4).

Las situaciones construidas por el profesor para proporcionar al estudiante las condiciones propicias para
la adquisicion del saber, en las que la intencidén de ensefiar no es revelada al estudiante son llamadas por
el investigador situaciones a-diddcticas.

En nuestras situaciones se han disefiado preguntas que lleven al estudiante a relacionar la altura de un
rectangulo con la imagen de la funcidén en el extremo derecho de la base. Luego, que exprese la suma de
las medidas de las areas de cuatro rectangulos como una adicién de las medidas de las areas de cada uno
de ellos, en este caso cada base mide 1 m. y valores del eje X generados por la particiéon regular son
numero enteros. Finalmente, cambiamos la variable “nimero de rectangulos de aproximacién” para una
cantidad mayor de rectangulos, y se le pide realizar la misma tarea.

Es importante comentar, previamente, lo que el investigador llama medio dentro de una situacién
didactica. Para él, el medio es un sistema antagonista del estudiante; disefiado por el profesor con el fin
de hacerlo reflexionar sobre su aprendizaje a partir de la informacidon que recibe en respuesta a su
accioén sobre él. Esta respuesta puede reforzar el conocimiento nuevo que adquiere el estudiante en el
proceso de adquisicion del saber, o hacerle modificar o cambiar su procedimiento si el resultado dado no
es coherente a lo esperado por el estudiante. Esta interaccion con el medio permitird al estudiante
construir autdbnomamente su propio aprendizaje.

El medio es organizado a partir de la seleccidon de variables diddcticas, las cuales al cambiar de valor

generan en los estudiantes cambios en sus estrategias consideradas como dptimas. Una primera
seleccion de valores para las variables debe ocasionar el encaminamiento de una estrategia basica de
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resolucion; pero es necesaria una nueva seleccidon de valores que permitan el desarrollo de la situacion
a-didactica pretendida.

Para analizar el proceso de aprendizaje, la teoria de situaciones descompone dicho proceso en cuatro
fases: de accidn, de formulacion, de validacién y de institucionalizacién, las cuales se pueden modelar en
diferentes situaciones. En cada una de ellas, la relacidon entre el estudiante y el saber es distinta. Cabe
mencionar que en las tres primera fases, el profesor no interviene en el momento que se dan las
interacciones del estudiante con el medio, y si lo hace es muy tangencialmente sin que entre el juego el
saber que desea ver aparecer. Estas interacciones se muestran a continuacion.

En una situacion de accidn el estudiante actia, o decide como actuar, sobre el medio. Para ello, utiliza
sus conocimientos previos y elige sus estrategias para desarrollar los problemas planteados en la
situacion. A partir de la respuesta dada por el medio, se generan en el estudiante nuevos conocimientos
y se refuerzan otros, que son necesarios en el proceso de construcciéon de un nuevo saber. Por ejemplo,
los estudiantes pasan por esta situacion al relacionar la altura de cada rectangulo como la imagen de la
funcion en uno de los extremos de la base, al calcular la suma de las areas de los rectangulos dibujados,
al expresar el area de forma reducida simbdlicamente con la letra sigma “¥”, etc.

En una situacion de formulacion el estudiante (emisor) intercambia informacién (de forma oral o escrita)
con uno o mas sujetos (receptores). El estudiante estd interesado en compartir lo que va aprendiendo a
lo largo de la situacidon y de esa manera generar un lenguaje que sea comprensible por todos. Por
ejemplo, al dibujar los rectangulos tomando como alturas las imagenes en ambos extremos de la base,
los estudiantes expresan a otra persona porqué en un caso los rectangulos se inscriben a la region, y en
el otro caso la circunscriben, o porqué en un caso la suma de areas aumenta, y en el otro disminuye.

En una situacion de validacion el estudiante (proponente) debe demostrar a otras personas (oponentes)
la validez de sus estrategias, procedimientos y resultados referidos al desarrollo de los problemas de la
situacion. Los oponentes, que han trabajado las mismas preguntas, pueden corroborar lo expuesto por el
proponente, pedirle la aclaracién si existen dudas, o rechazar lo expuesto y presentar su propia
propuesta. Por ejemplo, los estudiantes pasan por esta situacion al validar que el procedimiento de
aproximacién por rectangulos les permite acercarse al area tanto como se quiera, ya sea por exceso o
por defecto.

En una situacion de institucionalizacion el profesor formaliza el conocimiento puesto en juego, a partir de
la producciéon de los estudiantes, y le da el estatus de saber. Por ejemplo, en esta situacion el profesor, a
partir de los resultados obtenidos y procedimientos realizados por los estudiantes, les explica a los
estudiantes que a medida que se sigan aumentando rectangulos la aproximacidon mejorara, y para llegar
al area se necesitan aplicar otros conceptos, como los de limite e infinito.

Es importante mencionar que el desarrollo de la situacién didactica se rige a partir de lo que Brousseau
(2007) llama contrato diddctico. Este contrato, dado explicito como implicitamente, precisa las
obligaciones y los comportamientos que deben tener los estudiantes y el profesor en el desarrollo de la
situacion. Los estudiantes se comprometen a actuar frente a los problemas planteados en la situacion sin
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saber qué conocimiento nuevo van a aprender y sin saber de qué manera van a utilizar sus
conocimientos previos. Por otro lado, el profesor se compromete a no intervenir en el proceso de
construccion del conocimiento que desea que los estudiantes adquieran.

A lo largo del desarrollo de la situacién didactica, se evitd cometer uno de los efectos del contrato
didactico que el investigador denomina efecto “Topaze”, circunstancia en donde el estudiante llega a la
solucién de un problema pero no por sus propios medios, sino porque el profesor sugiere la respuesta de
forma disimulada.

B Marco metodolégico y uso de las TICs

Bajo esta teoria disefiamos una secuencia didactica de caracter experimental, tomando en cuenta ciertos
analisis preliminares (epistemoldgicos, cognitivos y didacticos) referentes al objeto matematico area.
Esta secuencia la trabajamos en el aula y contrastamos el producto dado por los estudiantes (respuestas,
procedimientos, ideas, estrategias) con nuestro analisis previo de lo que esperamos que respondan o
actuen al interactuar con el medio creado por el investigador. Esta forma de enfocar nuestro analisis
justifica la eleccion de la metodologia de la Ingenieria Didactica; la cual se caracteriza, en palabras de
Artigue (1995), por ser «un esquema experimental basado en las “realizaciones didacticas” en clase, es
decir, sobre la concepcidn, realizacidn, observacién y analisis de secuencias de ensefianza» (p. 36).

Dado que la definicion de area utiliza conceptos de geometria dinamica, hemos decidido utilizar como
apoyo tecnoldgico el software GeoGebra. En nuestra investigacion no le ensefiamos al estudiante a
utilizar los comandos del programa, sino que hemos disefiado applets en base a deslizadores, para que
los utilicen como una herramienta que le permita manipular un procedimiento para descomponer el
area como una suma de dareas de rectangulos. La secuencia didactica planteada estd compuesta por
situaciones contextualizadas, donde el estudiante no se retringe a trabajar con una funcién fijada por el
profesor — investigador. El estudiante crea su propia curva eligiendo los parametros mediante los
deslizadores. La figura 4 muestra parte de un applet disefiado para la construccion de la grafica de una
funcion. Luego, el dibujo de rectangulos y el calculo de la suma de sus areas se realiza de forma dindmica
utilizando otro deslizador (ver figura 5).
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I Figura 4. Disefio de la curva. I Figura 5. Construccion de rectangulos.
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La importancia de utilizar el GeoGebra dentro del proceso de ensefianza y de aprendizaje del calculo,
estd en que, segin Amorim, F. V., Costa de Sousa, G y Salazar, J. V. (2011), permite que los estudiantes
obtengan nociones de ciertos conceptos que dificilmente se consiguen realizar con otros medios,
permite validar hipdtesis, retroalimentar de los errores, criticar y cuestionar argumentos y fomentar la
capacidad de argumentar ideas.

B Conclusiones

A partir de las primeras experiencias realizadas con las situaciones disefiadas y de los datos recogidos
hemos observado lo siguiente:

El uso del GeoGebra facilité a los estudiantes dibujar rectangulos y calcular sus areas, relacionar las
alturas de dichos rectangulos con la imagen de la funcién, entre otras acciones. Asimismo, se suavizaron
algunas de las dificultades previstas en el desarrollo de las situaciones. Sin embargo, las respuestas dadas
por los estudiantes al expresar la suma de las medidas de las areas de los rectangulos como una adicion
de términos, no fueron satisfactorias luego de cambiar la variable “nimero de rectangulos de
aproximaciéon”. Solo llegaron a la fase de accién que dicta la teoria, ya que se esperaba que el trabajo sea
natural al tener conocimientos previos de medidas de areas de rectangulos, de funciones, de imagenes,
etc., y solo presentaron algunas partes correctas de todo el proceso.
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— DIMAT, del Instituto de Investigacion sobre Ensefianza de las Matematicas IREM-PUCP, de la Pontificia
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