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RESUMEN

Este trabajo de grado desarrolla una aproximaciéon a la demostracién desde
una perspectiva sociocultural y curricular, en particular desde la perspectiva
de la mediacién semidtica. Se presenta una propuesta de aula en la cual se
disefia e implementa una secuencia de problemas abiertos con un grupo de
estudiantes de la Institucion Educativa Nuestra Sefiora del Palmar, como un
medio para desarrollar y mejorar el razonamiento matemético en las aulas de

clase.

La secuencia didactica toma en consideracion el papel que realizan ciertos
instrumentos para mediar entre la cultura matematica y el conocimiento que
se vive dentro del aula de clase. De esta manera se utiliza el pantégrafo de
Scheiner como un instrumento de mediacion semiética para la construccion
del conocimiento matematico al igual que la gestidbn docente que sera
primordial para el mejoramiento del aprendizaje y comprension de las
matematicas, en particular para las semejanzas vista como una

transformacién geométrica.

Palabras clave: Demostracion-teoria de la mediacion semiotica-unidad
cognitiva-disefio de secuencia de problemas abiertos-transformaciones

geomeétricas.



INTRODUCCION

Este trabajo de grado resalta la importancia de incluir la demostracion en los
curriculos escolares como un medio para el mejoramiento del aprendizaje y
ensefianza de las mateméticas. A partir de un enfoque cognitivo se parte de
la inclusion de instrumentos que actian como mediadores semioticos para la
construccion del conocimiento matematico a través del proceso que inicia
con la produccion de una conjetura hasta la posible construccion de su

demostracion.

De esta manera, se propone la realizacion e implementacion de una
secuencia de problemas abiertos a partir de la teoria de la mediacién
semidtica, que se enfoca principalmente en la descripcion por la via
experimental del paso de la conjetura a la demostracion para la generacion
de procesos demostrativos que ayuden al mejoramiento del aprendizaje y
ensefianza de las mateméticas. Para este fin, se plantea la integracion del
pantografo de Scheiner como un instrumento de mediacion que permite
explotar las cualidades semib6ticas implicitas en él y las producidas por los
mismos estudiantes en la interaccion con los problemas abiertos. Para la
presentacion de este trabajo se organiz6 en cinco capitulos descritos a

continuacion:

En el capitulo 1, se presenta una mirada al problema de investigacién en el
cual se formula y se justifica la importancia de su estudio, ademas se
describe el problema a partir de las diferentes investigaciones que se han
realizado en el campo de la didactica de las matematicas, en torno al
abordaje de la demostracion en el curriculo escolar como proceso para el

mejoramiento del aprendizaje de las mismas.



En el capitulo 2, se desarrolla el marco tedrico en términos de tres
dimensiones: cognitiva, didactica y la dimensiébn matemética, que ayudan a
construir la base para la realizacion de la investigacion y brindar elementos

fundamentales para la solucion de la problematica planteada.

En el tercer capitulo se explica la metodologia empleada para el disefio de la
secuencia didactica, describiendo los problemas abiertos con su intencion y
funcién en la secuencia, asi como su implementacién en el aula de clase
bajo las herramientas descritas en el marco tedrico, para evidenciar el

proceso de la conjetura a la demostracion.

En el cuarto capitulo se analizan los resultados obtenidos en la
implementacion de la secuencia didactica de problemas abiertos, articulando
los marcos tedricos que sustentan el proceso de la conjetura a la

demostracion.

Y por ultimo, el capitulo cinco en el cual se muestran los resultados de la
investigacion a partir de los analisis realizados en el capitulo cuatro, entre
ellas la importancia de incluir la demostracion en el curriculo escolar para el

mejoramiento del aprendizaje y ensefianza de las matematicas.



CAPITULO 1: EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

INTRODUCCION

En este capitulo se pretende abordar a partir del estudio ICMI todo lo
referente al problema de investigacion, la importancia de incluir y resaltar el
papel que juega la demostracion vista como un proceso para mejorar la
comprension de los conocimientos matematicos y la necesidad de
evidenciarla en la practica escolar Colombiana como una herramienta
indispensable para el desarrollo de capacidades y habilidades de los
estudiantes. También se resalta el papel de la geometria como un objeto de
conocimiento propicio que ayuda a desarrollar y mejorar el razonamiento
humano, permitiendo a su vez la posibilidad de incluir instrumentos de

mediacién semidtica para la construccion del conocimiento matematico.

1.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Tradicionalmente las matematicas han sido vistas como una serie de
conocimientos acumulativos e inmutables que es necesario aprender, ya que
en la practica educativa los procesos matematicos son considerados como
un producto, es decir, como una secuencia de pasos logicos los cuales nos
llevaran a conclusiones verdaderas planteadas por matematicos conocidos o
hacia el conocimiento de algun producto ya probado por los mismos. Siendo
esta una de las razones por las cuales se convierte en la principal debilidad
de los estudiantes, pues esta concepcion cercena la creatividad y la
comprension en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Se convierte de esta forma en una repeticion de conocimientos
qgue se enfoca principalmente al desarrollo de técnicas, procedimientos o

estrategias de resolucion de problemas que pueden dar una vision de las



matematicas como un cumulo de resultados que son considerados

verdaderos y que solo se requiere memorizarlos.

En ese sentido Bishop considera: “El curriculo dirigido al desarrollo de
técnicas estd formado por procedimientos, métodos, aptitudes, reglas y
algoritmos que dan una imagen de las matematicas como una materia
basada en el hacer. Es decir las matematicas no se presentan como una
materia de reflexion”(Bishop, 1988, p.24). Esta vision y su enfoque en el
desarrollo de técnicas conlleva hacer de lado el aporte de las matematicas
no como un producto sino como un proceso, es decir como una herramienta
indispensable e importante para el desarrollo de capacidades y habilidades

en nuestros estudiantes.

En efecto “las matematicas son un ejemplo por excelencia de amplificador de
la capacidad del razonamiento humano”. (Bishop, 1988, p.36.). Es decir las
matematicas son una herramienta esencial que ayuda a fortalecer los
procesos de pensamiento humano y abren las puertas necesarias para el

desarrollo del razonamiento matemaético.

En este sentido, el razonamiento matematico es considerado como el
fundamento del conocimiento matematico y se caracteriza por sus aspectos
fundamentales como son: la argumentacion, la prueba y la demostracion. En

este trabajo estos aspectos se definen de la siguiente manera:

e La argumentacion como “la exposicion de una tesis controvertida, el
examen de sus consecuencias, el intercambio de pruebas y buenas
razones que la sostienen, y wuna clausura bien o mal
establecida."(BALACHEFF, 1999).



La prueba y la demostracion seran tomadas de acuerdo a las definiciones
presentadas por Balacheff (2000) que las describe de la siguiente forma:

e La prueba serd una explicacion reconocida y aceptada por una
comunidad dada, en un momento dado, como por ejemplo en un salén

de clases.

e La demostracion como la prueba dominante en matematicas, que trata
de una serie de enunciados que se organizan siguiendo un conjunto
bien definido de reglas; es decir, la prueba se convierte en una
explicacion socialmente aceptada por una comunidad especifica dada
y la demostracién en una forma estricta de prueba que se define

dentro de un proceso social en el seno de la comunidad matemaética.

Estos aspectos esenciales, principalmente el de la prueba y la demostracion,
no forman parte de los contenidos y practicas escolares Colombianas, puesto
que la prueba y la demostracién son consideradas, en la mayor parte de la
comunidad educativa, como una forma de razonar compleja que impide el
aprendizaje de las mateméaticas y por lo tanto no aporta los medios

necesarios para el desarrollo del razonamiento matematico.

Se ha notado por esto un gran interés entre educadores e investigadores
matematicos por incluir la prueba y la demostracion como procesos para
incorporar el razonamiento humano en los curriculos escolares, pues estos
aspectos desempefian un papel fundamental en la adquisicion de habilidades
para la justificaciéon de argumentos frente a problemas no solo matematicos

sino de la vida social del estudiante.

Este es el caso del estudio ICMI 19 (2010), en el cual se destaca el papel de

la prueba y la demostracibn como procesos para el desarrollo y la



comprensién de los conocimientos matematicos, igualmente propone
comenzar desde los primeros grados escolares y que se vaya desarrollando
a medida que el estudiante avanza en sus conocimientos y se acerque cada
vez mas a los planteados por los investigadores en el area de las
matematicas, es decir la prueba y la demostracion, permiten a su vez abrir la
conexion faltante entre las matematicas escolares y las matematicas como

disciplina.

Del mismo modo, para los investigadores matematicos, la demostracion va
mas alld de una simple secuencia de pasos logicos y coherentes. La
demostracion ayuda principalmente a la comprension del conocimiento
matematico no solo para darnos cuenta cuando algo es cierto sino porque lo
es. Por esta razon, la enseflanza y el aprendizaje de la prueba y la
demostracion deben verse como procesos esenciales para desarrollar
capacidades y habilidades que tienen que ver con el razonamiento
matematico y que permite a su vez mejorar las practicas de ensefianza del
profesor y la actividad matematica del estudiante. Segun el ICMI (2010), para
que lo anterior se evidencie se debe comenzar en los primeros grados
escolares, donde es necesario que el profesor sea consciente del valor de la
demostracion y contribuya al reconocimiento del papel de la demostracion

para la comprensién del conocimiento matematico.

1.2 FORMULACION DEL PROBLEMA

La propuesta curricular en matematicas planteada por el MEN (1998), donde
se orienta y se desarrolla el area de matematicas en el pais, considera la
geometria como una herramienta para interpretar y entender el mundo que
nos rodea, puesto que es uno de los pensamientos en el curriculo que

posibilita un acercamiento a la realidad. La geometria es considerada una

10



fuente de modelacion para desarrollar procesos que conlleven a niveles mas
complejos, los cuales generan situaciones problema que propician las formas
de argumentacion y establecimiento de conjeturas, donde los estudiantes

puedan llegar a la validacion de argumentos geométricos.

Es decir, la geometria se considera como una herramienta que ayuda a
cualificar procesos asociados con el desarrollo del razonamiento matematico,
habilidades especificas y permite a su vez una aproximacion a la
demostracion. Sin embargo, al observar la forma como se desarrollan estos
procesos dentro del curriculo escolar y el tiempo minimo dedicado para el
trabajo con ellos en el aula de clase, evidencian la poca importancia para el
desarrollo del razonamiento matematico de nuestros estudiantes, puesto que
estos procesos comunmente se resaltan en el Ultimo grado escolar de la
educacion basica o en niveles superiores, lo cual ha provocado a lo largo de
los tiempos una falta de reconocimiento, inseguridad o rechazo de los

estudiantes y profesores frente a los contenidos geométricos.

La geometria por lo tanto debe verse como un objeto de conocimiento que
ayuda a desarrollar y a mejorar el razonamiento matematico en las aulas de
clase y asi, por medio de ella, valorar el papel fundamental que juega la
prueba y la demostracion para la comprension de contenidos matematicos,
que ayuden al estudiante a pasar de un nivel pragmatico hasta un nivel
tedrico’ donde haya apropiacién de conceptos matematicos y por medio de
herramientas, puedan comenzar un proceso de exploracién, conjetura,

argumentacion y prueba hasta llegar a la construccion de la demostracion.

1 . Z . . L. .z
El nivel tedrico se hace referencia al contexto teérico que abarca el proceso de la demostracion y el
nivel pragmatico hace referencia a el contexto practico, es decir, donde se evidencia lo que funciona

por medio de las actividades practicas que se lleven a cabo en el aula de clase.

11



Esto es posible a través del papel que juegan las herramientas que pueden
concebirse como mediadores semidticos y que cumplen la funcion de
controladores para la construccion del saber matematico. De aqui surge
como hipétesis en esta propuesta la posible funcidon realizada por un
artefacto, en particular por el pantégrafo de Scheiner, cuando se introduce en
la préactica escolar y es utilizado por el profesor como instrumento de
mediacién semiodtica, para introducir a los estudiantes en la demostracion

CcOmo un proceso para la comprension de los conocimientos matematicos.

Por lo tanto, como profesores e investigadores matematicos, debemos
fomentar y ayudar a reconocer el valor de la prueba y la demostracion como
un proceso para el desarrollo y la comprension del conocimiento matematico,
donde por medio de situaciones problema se visualice la importancia de su
introduccién en las practicas escolares como un proceso que se construye y
gue inicia desde la produccion de una conjetura hasta la posible construccién
de su demostracion. De aqui se plantea el problema de investigacion que

hace alusion al siguiente interrogante:

¢Qué caracteriza un entorno de aprendizaje, que hace posible una
aproximacién a la demostracion cuando se integra un instrumento
como el pantografo de Scheiner desde la Teoria de la Mediacién

Semiotica?

12



1.3 JUSTIFICACION

La demostracion ha sido concebida durante muchos afios como una forma
de razonar muy compleja que impide que los estudiantes avancen en sus
conocimientos matematicos. De hecho muchos profesores afirman que incluir
la demostracion en las aulas de clase conlleva a una destruccion de los
conocimientos ya construidos e interiorizados por los estudiantes. A raiz de
esto se evidencia un notable interés de los educadores matematicos por
estudiar este proceso y resaltar la importancia de incluirlo dentro del curriculo
escolar como una herramienta para mejorar la comprension de los
conocimientos matematicos. Tal es el caso del Estudio ICMI (2010) donde se
discuten los diferentes significados de la demostracién y la forma en que
éstos influyen en las concepciones escolares de los profesores frente al
desarrollo de la demostracion. Esto con el fin de resaltar el papel importante
gue juega la demostracion en la construccion del conocimiento matematico y

asi lograr avanzar en conocimientos mas complejos.

Asimismo, para el estudio ICMI (2010), el papel de la demostracion es de
suma importancia dentro del curriculo escolar, puesto que actia no solo
como un método de validacién sino también como una herramienta, que
permite favorecer y mejorar la comprension matematica, es decir proporciona
una manera de darnos cuenta porqué una afirmacioén puede ser verdadera.
Esta es sin duda alguna, la razon mas importante para otorgarle importancia
a la demostracién en los procesos de ensefianza y aprendizaje, puesto que
la demostracién proporciona una forma de pensar que desarrolla la cognicién

de los estudiantes frente a los objetos y procesos matematicos.
En este sentido, el documento de debate del estudio ICMI (2010): prueba y

demostracion en educacion matematica, plantea las siguientes

caracteristicas importantes frente al desarrollo de la demostracién:

13



1. La prueba y la demostracion en los curriculos escolares tienen el
potencial para proporcionar un vinculo a largo plazo con la
disciplina compartida por los matematicos y cualificar los procesos

de participacion en la formacion de la ciudadania.

2. La prueba y la demostracion pueden proporcionar una manera de
pensar que profundiza la comprension matematica y el caracter

mas amplio del razonamiento humano.

3. La prueba y la demostracion son fundamentales y complejos y
deben desarrollarse gradualmente a partir de los primeros grados.
(Lin, Hsieh, & G, 2010, p.2)

De esta manera, una aproximacion a la demostracion en el contexto escolar
como una herramienta para la comprension, posibilita un sentido dado al
conocimiento matematico escolar y proporciona también la conexién faltante
entre estos y los conocimientos desarrollados por los investigadores

matematicos.

Para este estudio, el papel de la demostracién debe ser fundamental en
nuestras aulas de clase y debe partir desde los primeros grados escolares,
donde se pueda crear una cultura matemética mas util y encaminada a
mejorar la cognicion de nuestros estudiantes. Es por esto que el ICMI (2010)

plantea:

El éxito de este proceso dependeria obviamente de las opiniones de
los profesores acerca de la esencia y las formas de las
demostraciones, de lo que hacen los profesores con sus alumnos en
las aulas, de como los profesores interpretan y aplican tareas

curriculares que tienen el potencial de ofrecer oportunidades a los
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estudiantes a participar en la demostracion, y diagnosticar las
dificultades de los estudiantes en la demostracion y el disefio de
intervenciones para ayudar a superar estas dificultades. (Lin, Hsieh, &
Hanna, 2010, p.2).

De esta forma, la demostracion se convierte en una herramienta potente que
debe estar presente dentro del curriculo escolar para el desarrollo de
habilidades de pensamiento, posibilitando que el estudiante pueda
enfrentarse a nuevas situaciones 0 procesos matematicos y ademas sea
capaz de argumentar y validar sus razonamientos. Como menciona Quintero
(2010): “Al respecto en los trabajos revisados se hace reiterativo el reclamo
por el reconocimiento del sitio preponderante que dentro de la cultura escolar
y en la formacion del individuo debe ocupar la comprension de los procesos
demostrativos como fundamento y esencia para la construccién del saber

matematico”.(Quintero, 2010, p.30).

Se hace necesario con esto fomentar o implementar nuevos entornos de
aprendizaje que sirvan de soporte para que los estudiantes afronten los
problemas que posee el proceso demostrativo que va desde la produccién de
una conjetura® hasta su posible demostracién. Asimismo, se evidencia que
los estudiantes tienen un gran potencial para argumentar situaciones de la
vida cotidiana, pero aun asi no ven la relacion de ellas con los conocimientos

matematicos y tampoco del cémo emplear este potencial en estos procesos.

Por todo lo anterior, este trabajo adopta una perspectiva curricular donde la
demostracion mas que un método de validacién se concibe como un proceso
que permite favorecer la comprension matematica y el desarrollo del

razonamiento matematico. Esta forma de concebir la demostracion abre paso

’La conjetura se entendera como “una proposicion que se prevé verdadera pero que esta pendiente de
ser sometida a examen. Este examen puede tener como resultado su aceptacion o su rechazo”
(Canadas, Deulofeu, Figueiras, Reid, & Oleksiy, 2008, p.433)
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a aumentar el interés de muchos investigadores sobre este tema y aunque
entre ellos existan muchas concepciones frente a la demostracion, existe un

principio que lo fundamenta respecto a todas y es:

“Especificar claramente los supuestos hechos y proporcionar un
argumento apropiado apoyado en un razonamiento valido a fin de

extraer conclusiones necesarias” (Lin, Hsieh, & Hanna, 2010, p.1)".

Este es un principio de hecho importante en el corazon de la demostracion
porque proporciona un camino hacia el desarrollo del razonamiento humano.
Siguiendo estos propositos en este trabajo de grado se pretende disefar una
secuencia de problemas abiertos para la educacion basica en el grado
noveno, donde a través de instrumentos de mediacién semiotica y guiado por
el profesor fomente el paso de la produccién de una conjetura hasta la
construccion de su demostracion en contextos geométricos y de esta manera

resaltar el valor de la demostracion.

1.3.1 Representacion del proceso de la conjetura a la demostracién en el

curriculo escolar Colombiano

El paso de la conjetura a la demostracién es un proceso que se encuentra
implicito en los lineamientos curriculares (MEN, 1998), dentro de lo que se
denomina “Razonamiento”. El razonamiento se plantea dentro de los 5
procesos generales y tiene que ver con las matematicas como comunicacion,
como modelaciéon y como procedimiento. De manera general se entiende
“por razonar, la accion de ordenar ideas en la mente para llegar a una
conclusion” (MEN, 1998, p.54). Asi el razonamiento matematico juega un
papel importante en el curriculo escolar y debe ser incorporado en todos los

trabajos y practicas educativas matematicas.
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Por lo tanto razonar tiene que ver con:

Dar cuenta del como y del porqué de los procesos que se siguen para

llegar a conclusiones.

Justificar las estrategias y los procedimientos puestos en accion en el

tratamiento de problemas.

Formular hipotesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar
contraejemplos, usar hechos conocidos, propiedades y relaciones

para explicar otros hechos.
Encontrar patrones y expresarlos matematicamente.

Utilizar argumentos propios para exponer ideas, comprendiendo que
las mateméticas mas que una memorizacion de reglas y algoritmos,

son légicas y potencian la capacidad de pensar.(MEN, 1998, p.54).

Para favorecer el desarrollo de este eje se debe:

Propiciar una atmésfera que estimule a los estudiantes a explorar,
comprobar y aplicar ideas. Esto implica que los maestros escuchen
con atencion a sus estudiantes, orienten el desarrollo de sus ideas y
hagan uso extensivo y reflexivo de los materiales fisicos que

posibiliten la comprension de ideas abstractas.

Crear en el aula un ambiente que sitle el pensamiento critico en el
mismo centro del proceso docente. Toda afirmacion hecha, tanto por
el maestro como por los estudiantes, debe estar abierta a posibles
preguntas, reacciones y reelaboraciones por parte de los demas.
(MEN, 1998, p.54).
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El razonamiento aparece tanto en los lineamientos curriculares como en los
Estandares basicos de matematicas como un proceso relevante que tiene en
cuenta los cinco pensamientos y aungque se sugiere incorporarlos en todos
los niveles académicos Colombianos se habla mas de como los estudiantes
lo adquieren de manera intuitiva durante sus primeros grados escolares y
solo es hasta los grados de educacion media que se menciona la importancia
de trabajar con proposiciones, teorias y demostraciones, como lo explica el

siguiente parrafo:

Un objetivo fundamental es el de proporcionar a los estudiantes
numerosas experiencias que les hagan sentir, admirar y ejercitar el
maravilloso poder légico de su cerebro para lanzar hipétesis, formular
conjeturas, confirmarlas o refutarlas, argumentar en favor o en contra
de una tesis, realizar inferencias, detectar supuestos ocultos,
demostrar teoremas, generar y transformar informacion en forma
rigurosa y extraer de ella otra informacién no percibida a primera vista,
construir algunas demostraciones para enunciados matematicos, dar
contraejemplos. Deben aprender diferentes métodos de demostracion.
Tener experiencias en las que utilicen razonamientos inductivos y
deductivos. Es necesario también analizar afirmaciones de la vida
cotidiana a partir de los principios légicos que sustentan la
argumentacion. (MEN, 1998, p.66).

Por tal motivo varios investigadores en educacion matematica han fomentado
la inclusion de la demostracibn desde los primeros grados escolares,
creando estrategias que posibilten el desarrollo de este proceso
demostrativo que se da mediante una exploracién-conjetura-argumentacion-
prueba que conduce a introducir a los estudiantes al proceso de

demostracion.

18



1.3.2 Las transformaciones geométricas en el curriculo escolar colombiano

Las transformaciones geométricas estan incluidas dentro del desarrollo del
pensamiento geomeétrico y su estudio ha ido cobrando importancia sobre la
presentacion formal de la geometria establecida por teoremas vy
demostraciones. Las transformaciones permiten visualizar, observar y
analizar movimientos de figuras, que a su vez permiten desarrollar esquemas
activos en la imaginacion e intuicion del estudiante, es decir, que ayuden a
que el estudiante reflexione y pueda conjeturar acerca de las acciones y
movimientos que se pueden observar con ayuda de elementos o artefactos
practicos que favorezcan la interiorizacion de los elementos desarrollados en

este proceso.

Por tal motivo en los lineamientos curriculares se propone “De esta manera
que se trabaje la geometria por medio de aquellas transformaciones que
ayuden a esa exploracibn activa del espacio y a desarrollar sus
representaciones en la imaginacién y en el plano del dibujo”. (MEN, 1998,
p.41).

Las transformaciones geométricas, como las homotecias, pueden permitirnos
explorar las propiedades que hay implicitas dentro de este proceso y producir
en los estudiantes la exploracion, conjetura, argumentacién y prueba que

dara paso a la introduccién al proceso demostrativo.

De alli surge nuestra primera hipotesis: El potencial semiético del pantografo
puede favorecer el proceso de la conjetura a la demostracion durante la
experimentacion de la secuencia didactica en el ambito de las

transformaciones geométricas, como son las homotecias.
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e Las homotecias en el curriculo escolar

En este trabajo de investigacion se seleccion6 una de las transformaciones
geomeétricas conocidas como son las homotecias, por dos razones

importantes:

1. Por ser un saber contemplado en el curriculo escolar Colombiano
dentro de lo que se considera como transformacién geométrica que

puede permitir el proceso de la conjetura a la demostracion.

2. Por ser una herramienta que actla sobre el proceso de la conjetura a
la demostracion, el cual se encuentra implicito en el artefacto que
funcionard como instrumento de mediacion semiética como lo es el

“pantografo de Scheiner”.

Analizando las homotecias en los estandares basicos, en los diferentes
grados, se puede observar una coherencia horizontal en el cual este
concepto juega un papel importante y esta implicito en los procesos de

razonamiento, tal como se relaciona en la siguiente tabla:

Grados Proceso de razonamiento Estandares

. , Reconozco congruencia
Observacion de figuras para 9 y

1-3 identificar formas y tamafios semejanza entre figuras (ampliar,

reducir).

e Comparo y clasifico figuras

Resolucion de problemas que

4-5 bidimensionales de acuerdo

requieren el despliegue de ,
con sus componentes (angulos,

razonamiento matematico: . .
vértices) y caracteristicas

inferencias, restricciones, criterios. o o .
e Identifico y justifico relaciones

de congruencia y semejanza
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entre figuras.

Conjeturo y  verifico los
resultados de aplicar
transformaciones a figuras en

el plano para construir disefios.

Predigo y comparo los
*Hacer predicciones y .
resultados de aplicar
6-7 comparaciones por manipulacion y . .
transformaciones rigidas
transformacion de figuras. : .
(traslaciones, rotaciones,
*Proponer problemas que reflexiones) 'y  homotecias
demandan distintos (ampliaciones y reducciones)
procedimientos y  niveles de sobre figuras bidimensionales
razonamiento. en situaciones matematicas y
en el arte.
Resuelvo y formulo problemas
gue involucren relaciones vy
propiedades de semejanza y
congruencia usando
representaciones visuales.
Resuelvo y formulo problemas
usando modelos geométricos
Conjeturo y verifico
*Argumentar sobre la validez de . .
o _ propiedades de congruencias y
8-9 una proposicién  estableciendo

condiciones.
*Lanzar hipotesis, formular
conjeturas, confirmarlas 0

refutarlas, argumentar en favor o
en contra de una tesis, realizar
detectar

inferencias, supuestos

ocultos.

semejanzas  entre  figuras
bidimensionales y entre objetos
tridimensionales en la solucién
de problemas.

Reconozco y contrasto
propiedades y  relaciones
geométricas  utilizadas en
demostracion de teoremas

bésicos (Pitdgoras y Tales).
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e Aplico y justifico criterios de
congruencias y semejanza
entre  triangulos en la
resoluciéon y formulacién de
problemas.

e Uso representaciones
geométricas para resolver y
formular problemas en las
matematicas y en otras

disciplinas.

Tabla 1. Las homotecias dentro del curriculo escolar

La informacion presentada en la anterior tabla conlleva a introducir el
concepto de homotecia como una transformacion geométrica que analiza
varios conceptos dentro de ella como: la semejanza de triAngulos. Esto
permite también ubicar nuestra secuencia didactica en el grado noveno, dada
la coherencia horizontal del concepto y puesto que los estudiantes en este
nivel trabajan la formulacion de conjeturas verificando propiedades donde se

puede lograr construir una demostracion.

1.3.3 Andlisis de pruebas realizadas en Colombia en el area de Matematicas

e Pruebas Saber 5°y 9°

Las pruebas saber 5° y 9° son evaluaciones nacionales de caracter externo
gue se aplican cada tres afios (en los grados quinto y noveno de la
educacién basica de todo el pais). Estas pruebas han sido desarrolladas por
el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) y el ICFES desde el afio 1991 con
el fin de conocer el desarrollo de las competencias basicas especificamente

en las areas de lenguaje, matematicas y ciencias naturales.
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Las ultimas pruebas realizadas fueron en el 2012 para los grados 5°y 9° y se
contd con la participacion también de los estudiantes del grado 3°,que estan
en la mitad del ciclo de béasica primaria, esto con el fin de ayudar adoptar
medidas mas oportunas para el mejoramiento de la calidad de la educacién

Colombiana

Los resultados y analisis de estas pruebas permiten contribuir al
mejoramiento de la educacion Colombiana, dando aportes importantes para
que los actores que influyen en la educacion de los estudiantes como lo son:
el gobierno, la escuela, los profesores, los padres y la misma sociedad,
identifiquen valores, conocimientos, habilidades que ellos desarrollan sin
importar sus condiciones sociales, econémicas y culturales y asi lograr
contribuir con planes de mejoramiento para la calidad de la educacion
Colombiana. En el 2012 la prueba saber en el area de matematicas estuvo
enfocada en las siguientes competencias y procesos a evaluar(Pruebas
saber 2012, p.47):

COMPETENCIAS PROCESOS

e Traduccion entre formas de

Comunicacion, representacion .
representacion

y modelacion L _ _
e Matematizacion de situaciones

e Justificacién de procedimientos y

Razonamiento y .

estrategias.
Argumentacion o
e Generalizacion

e Seleccidn y ejecucion de operaciones

Planteamiento y resolucién de .
pertinentes.

problemas ) » )
e Validacién de soluciones

Tabla 2. Competencias y procesos en las pruebas saber 2012
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Los ultimos resultados analizados de la prueba de 2009 muestran que se
hace necesario apoyar y fortalecer programas que estudien estas
competencias basicas en el area de matematicas, con el fin de propiciar el
desarrollo de propuestas de investigacion que permitan mejorar los
resultados a nivel institucional. Es asi como este analisis se recoge en esta
propuesta como un incentivo para construir la secuencia didactica, con el fin
de mejorar las competencias que se relacionan con el razonamiento y la

argumentacion.

e Pruebas Timss

Las pruebas Timss, por sus siglas en inglés, se refiere al estudio
internacional de tendencias en matematicas y ciencias, se realiza gracias a la
participacion de un grupo de instituciones internacionales dirigidas por la IEA
(Asociacion Internacional para la Evaluacion del Logro Educativo) y busca
proveer informacion para mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas y las ciencias fundamentales para el desarrollo de
competencias que vinculan la solucion de problemas y el razonamiento
riguroso. Este estudio es realizado cada cuatro afios y se mide el rendimiento
de estudiantes que cursan cuarto y octavo grado de la educacion basica, con
el fin de obtener informacién necesaria para establecer los principales
factores que influyen en el aprendizaje de los estudiantes, como también en

la organizacion de las practicas de ensefianza.

Colombia ha participado en dos aplicaciones en el afio 1995 y la dltima en
2007. Ambas pruebas muestran la importancia de incluir el razonamiento en
la aplicacion de estas, puesto que el razonamiento matematico implica la
capacidad de pensamiento l6gico y sistematico incluyendo el razonamiento
intuitivo e inductivo que permite llegar a soluciones para problemas tanto

matematicos como de la vida real a través de patrones y regularidades.
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En el 2007 se evaluaron dominios de

los que se presentan a continuacion:

contenido y dominios cognitivos como

Dominios de contenido para cuarto

Porcentajes

grado
NUmeros 50%
Formas geométricas y medidas 35%
Presentacion de datos 15%

Dominios de contenido para octavo .
P Porcentajes

grado
Numeros 30%
Algebra 30%
Geometria 20%
Datos y probabilidad 20%

Porcentajes
Dominios cognitivos

Cuarto Octavo
Conocer 40% 35%
Aplicar 40% 40%
Razonar 20% 25%

Tabla 3.Dominios de contenido y porcentajes en las pruebas Timss 2007

El proceso de razonar que tiene un 25% para el grado octavo, “va mas alla
de la solucion de problemas rutinarios. Abarca la capacidad de pensamiento
l6gico y sisteméatico, asi como situaciones nuevas, contextos complejos y
problemas que requieren el desarrollo de varios pasos para su resolucion.
También incluye el razonamiento intuitivo e inductivo basado en patrones y
regularidades que pueden ser
rutinarios”. (MEN 2010, p29).

utilizados para solucionar problemas

Los resultados de estas pruebas muestran que los estudiantes Colombianos

de octavo grado tienen dificultad para resolver problemas mateméaticos en los
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distintos dominios, en particular al que se refiere a aspectos como solucion
de problemas, razonamiento matematico, entre otros, que muestra que se
debe trabajar y prestar mas atencion, por parte de la comunidad educativa,
en la forma en cémo inciden en el proceso de ensefianza de los estudiantes.
En esta direccién es que la propuesta de la secuencia va encaminada a
mejorar estos procesos que tienen que ver con el razonamiento de los

estudiantes.
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1.4 OBJETIVOS

1.4.1 Objetivo General

e Caracterizar una aproximacion a la demostracion mediante el disefio y
puesta en escena de una secuencia de problemas abiertos desde la

teoria de la mediacion semiotica.

1.4.2 Objetivos Especificos

e Fundamentar una perspectiva didactica respecto a la demostracion

desde la Teoria de la Mediacién Semiotica.

e Determinar aspectos fundamentales para el disefio e implementacion
de la secuencia de problemas abiertos que promueva el paso de la
conjetura a la demostracibn en el contexto de la geometria

transformacional.

e Establecer caracteristicas que permitan una aproximacion a la

demostracion.
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CAPITULO 2: MARCO TEORICO

INTRODUCCION

En esta propuesta de trabajo de grado el marco teérico se desarrolla bajo
una perspectiva socio-cultural, desde el enfoque constructivista Vygotskiano,
Ramirez (2009), donde el conocimiento de un individuo se construye
propiamente de la interaccion con su experiencia social y cultural en el medio
que lo rodea. De esta manera el individuo y su medio son participantes
activos del proceso de aprendizaje de los conocimientos fundamentales para
el ser humano. Teniendo en cuenta que el asunto central e importante en
esta propuesta es el paso de la conjetura a la prueba, para una aproximacion
a la demostracién que va direccionada a la comprension del conocimiento
matematico, explicamos este marco tedrico desde tres dimensiones: la
cognitiva, la didactica y la matematica que permiten resaltar y valorar este
proceso para mejorar la cognicion de los estudiantes en referencia a las

matematicas.

En primer lugar, se introduce la dimensién cognitiva centrada principalmente
en la continuidad que puede existir desde la produccion de una conjetura
hasta su respectiva demostracion. Esta incluye la Teoria de la mediacién
semidtica elaborada a partir de algunos conceptos desarrollados por
Vygotsky, donde pone en evidencia herramientas que pueden convertirse en
mediadores para la construccion del saber matematico. Siguiendo esta idea
se introduce también la Unidad cognitiva, teoria desarrollada por algunos
autores investigadores en Didactica de las Matematicas, que han analizado a
partir de estudios la posibilidad de permitir a partir de esta teoria el paso de
la produccion de una conjetura a la construccion de su demostracion

mediante actividades de mediacion semiética que ayudan a que se visualice
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de alguna manera la continuacién existente entre la conjetura de un

enunciado y la construccién de su demostracion.

En segundo lugar se introduce la dimension didactica articulada desde el
ciclo didactico, definido por los investigadores italianos, donde se hace
énfasis a los problemas abiertos, que servirdn para el andlisis y disefio de la

secuencia didactica.

En tercer lugar, se explica desde la dimensibn matematica el marco
geométrico en particular desde la geometria transformacional, enfocada
principalmente en el caso de la semejanza vista desde una transformacién
geométrica, que deja ver su relacidn con el instrumento de mediaciéon

semiodtica para la aproximacion a la demostracion.

2.1 DIMENSION COGNITIVA

La relacion entre la produccién de una conjetura y su posible demostracion
implica un proceso entre dos discursos un poco diferentes: la argumentacion
y la demostraciéon. Las investigaciones didacticas sobre estos dos tipos de
discursos son demasiadas y se distinguen radicalmente por las diferencias
gue puede haber en sus estructuras, en las intenciones de cada una de ellas

y en los productos que pueden generar.

Existen por lo tanto dos puntos de vista radicalmente opuestos sobre esta
relacion: por un lado tenemos un primer grupo que analiza las diferencias
estructurales entre la argumentacion y la demostracion, las cuales crean un
obstaculo o una barrera para pasar de un discurso al otro y, por otro lado,
tenemos un segundo grupo que se enfoca mas por la continuidad que puede

existir entre estos dos discursos.
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En el primer grupo se encuentran los aportes de Duval (1995) que, desde su
punto de vista radical, pone en evidencia una amplia distancia entre la
argumentacion de un enunciado y su posible demostracion, puesto que se
debe considerar el valor epistémico y el valor tedrico que conlleva esta
distancia, ya que el valor epistémico que implica las creencias del estudiante
a veces no concuerdan con el marco teoérico propuesto, asi de esta forma un
estudiante por medio de la teoria puede comprobar la validez de un
enunciado pero sin creer aun en ella. Esto segun Duval establece un
conflicto cognitivo que no deja pasar de la produccién de una conjetura a la

construccion de su demostracion.

En contraposicion con Duval y en representacion del segundo grupo, se
encuentran algunos investigadores italianos Como Mariotti, Bartolini, Boero,
entre otros, que han llevado a cabo estudios historicos-culturales donde se
ha puesto en evidencia un posible paso de la conjetura a la demostracion,
teniendo en cuenta otros posibles factores que influyen dentro de esta, como
es la inclusibn de mediadores semidticos que actian sobre este proceso.
Siguiendo esta idea, en este trabajo se adopta la postura del segundo grupo,
como una hipétesis para evidenciar la posible continuidad que puede existir
entre la produccion de una conjetura y su posible demostracion mediante

instrumentos de mediacion semidtica explicados a continuacion.

2.1.1 Teoria de la Mediacion Semiética (TMS)

Esta teoria ha sido desarrollada en particular a partir de los afios 80 por
Maria G. Bartolini & Maria A. Mariotti y se basa en los trabajos realizados por
Vygotsky, especialmente el de mediacion semidtica. Este marco tedrico
permite ir de un plano te6rico a un plano pragmatico y viceversa,

construyéndose asi elaboraciones tedricas y experimentales en clase, que
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contribuyen a mejorar y desarrollar el proceso y la funcion de la

demostracion, en la cognicién de los estudiantes.
De esta forma la TMS otorga un valor central en la formacion de conceptos a:
1. Allenguaje y al uso de signos.

2. A la utilizacion de herramientas, para el desarrollo de actividades

didacticas y dirigidas hacia finalidades especificas.

3. A las dindmicas sociales, que enlazan estrechamente los planos inter-

subjetivo e intra-subjetivo®. (Quintero, 2010, p.33).

Estos autores siguen a Vygostky en sus conceptos de signos y herramientas,
en el cual consideran los signos como una herramienta psicolégica o también
llamada por éstos como herramientas de mediacion semidtica que tiene una
finalidad interna sobre el individuo, es decir que permiten que este interiorice
en si mismo los significados socialmente compartidos para su respectiva
comprension. Y las herramientas, vistas desde la parte practica, como
herramientas técnicas con una finalidad externa, es decir las que permiten
que a partir de éstas y del proceso con ellos el conocimiento se interiorice en
el individuo. La diferencia entre estas dos basicamente se reducen a la

actuaciéon que cada una de ellas ejerce en el comportamiento humanao.

De esta manera, como lo expresa Mariotti (1998), la TMS resalta la
importancia de incluir en el desarrollo del conocimiento matematico artefactos

cognitivos como elementos principales del aprendizaje de los estudiantes.

®El plano intersubjetivo se entiende como el contexto donde las personas comparten conocimientos
construidos por las mismas personas en sus interacciones cotidianas y usadas como recursos para
interpretar el significado de los elementos de la vida cultural y social. El plano intra-subjetivo hace

referencia a los conocimientos construidos interiormente por cada una de las personas.
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Por esta razon, esta teoria ofrece un marco adecuado para el uso de
instrumentos en el campo de la educacion matematica que se manipulan
como instrumentos de mediacion semioética para estudios de investigacion en
el aula de clases. En relacion con esto se da una breve definicion de estos

instrumentos explicando su contribucion en la educacion matemética.

Para la TMS y especialmente para Vygotsky, los conocimientos internos de
cualquier individuo han sido precedidos por comportamientos en una fase
externa y social. De esta manera la TMS se fundamenta en dos
caracteristicas principales, como son los mediadores semibticos que se
describen desde los signos y las herramientas y las interacciones sociales
entre estudiante-estudiante y profesor-estudiante. El profesor actda también
como mediador semiético entre el conocimiento matemético y el aprendido
por el estudiante y permite a su vez pasar del plano intersubjetivo al plano
intrasubjetivo, que se sustenta en lo que Vygotsky llama la zona de

desarrollo préximo y el concepto de internalizacion.

Para Vygotsky lo que permite explicar el paso del plano intersubjetivo al
plano intrasubjetivo es el proceso de internalizacion que define como el
proceso gue permite trabajar desde una herramienta exteriormente orientada
en un signo interiormente orientado que conlleva asi a la apropiacion de
actividades y de situaciones socio-culturales determinadas en una
comunidad, pero para que este proceso se produzca Vygotsky introduce lo
gque denomina la Zona de Desarrollo Proximo, donde el estudiante
interacciona de cierta manera con el profesor y con sus compafieros de clase
y es en esta interaccion lo que ayuda a desarrollar una zona de aprendizaje
potencial donde podra manipular los diferentes conocimientos que en ella se
produzcan. De esta manera el estudiante construye a partir de las

interacciones con sus compafieros y con el profesor los conocimientos que
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después serdn interiorizados para la apropiacion de los conocimientos

matematicos.

De aqui se deduce uno de los rasgos mas importantes en esta teoria y es al
papel que juegan las interacciones sociales con las que a menudo el
individuo se enfrenta y que le ayudan a interiorizar los conceptos
compartidos dentro de una comunidad. Por esta razén, en esta teoria las
interacciones sociales también incluyen el papel que cumple el profesor
cuando interactia con los estudiantes al permitir desarrollar los
conocimientos matematicos para ser interiorizados en ellos. De este modo,
el profesor jugara un papel importante como mediador semiético entre el

estudiante y la cultura matemética.

El proceso de internalizacion definido por Vygotsky como hace referencia a
una fase social, esta relacionada con el uso de signos que no solo se
manifiestan en palabras sino también en gestos, expresiones, entre otros
medios semidticos. El uso de signos como lo menciona Mariotti (2008) en el
cumplimiento de una tarea tiene una doble funcidn cognitiva: por un lado el
estudiante produce signos relacionados con la realizacion de una tarea que
le permite comunicarse con los demas participantes en ella. Y por otro lado
esta produccién se relaciona con el proceso de interpretacion que le permite

intercambiar ideas.

e Mediadores Semiobticos

La mediacién semidtica se fundamenta en el desarrollo de la relacion entre
los estudiantes y el conocimiento matematico que va hacer mediado por el
profesor, que representa un mediador de la cultura matematica. Es decir, los

estudiantes se relacionan con una tarea y en particular con el instrumento
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utilizado para su desarrollo, el cual direcciona el conocimiento matematico
gue ha de ser mediado por el profesor.

Por otro lado la relacion entre el instrumento y la tarea pueden ser
expresados por signos que estan relacionados a la solucion de la tarea en
particular. En cualquiera de los casos, la produccion de signos se caracteriza
por su constante relacion con los procedimientos realizados por los

estudiantes.

A continuacion se explican los instrumentos de mediacion semittica a

emplear en este trabajo de grado
e Artefacto e instrumento: El Pantdégrafo de Scheiner

El pantografo de Scheiner es un instrumento formado por cuatro reglas que
se articulan en los puntos A, B, C y D como lo muestra la figura No.l,
formando un paralelogramo. Estd compuesto por tres elementos importantes
como son: El punto O, que se fijja a una superficie, el punto Q que lo
denominaremos el puntero y el punto P que sera el trazador movil (como lo
muestra la figura No.1). Teniendo el punto fijo, mientras el puntero recorre la
figura inicial, el trazador movil dibuja la figura final que sera la figura

transformada por el pantografo a partir de la inicial.
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llustracion 1. Modelo Pantégrafo
de Scheiner
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El pantografo de Scheiner cumple con ciertas caracteristicas para su buen

funcionamiento como son:

e Elpunto P de laregleta BC se elige de tal manera que PC =BC al igual

que para la regleta AB.

e Los puntos O, Q y P deben permanecer alineados durante el

movimiento del pantégrafo.

De esta manera Q y P se corresponden entre si por medio de una homotecia
de centro en O y razdn de homotecia k= OP/OQ.

En este apartado se quiere hacer énfasis en la funcién realizada por
instrumentos como lo es el pantdégrafo de Scheiner, cuando es introducido en
la practica escolar como una herramienta para el desarrollo de conocimientos
y como es utilizado a la vez por el profesor como instrumento de mediacion
semidtica. Asi de este modo, el pantégrafo como lo menciona en su trabajo
Hoyos (2006), tendra dos funciones, por un lado servira de herramienta para
ayudar a los estudiantes a comprender los conocimientos matematicos y por
el otro serd utlizado por el profesor como instrumento de mediacion

semidtica para la internalizacion de dichos conocimientos matematicos.

En este trabajo se optd por utilizar el pantégrafo de Scheiner, ya que es un
instrumento constituido como mecanismo para tratar el tema de
transformaciones geométricas. Algunas investigaciones realizadas
(ANTONINI & MARTIGNONE, 2011) han revelado las potencialidades que
posee este artefacto como una herramienta para la ensefianza y el
aprendizaje de la demostracion, que permite promover situaciones donde se

evidencia la formulacion de conjeturas y la generacion de argumentaciones.
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Por lo tanto, el pantégrafo permitird, por un lado, visualizar los conocimientos
matematicos que se pretenden alcanzar en este trabajo y por otro lado, a
través de la utilizacion como instrumento de mediacion semiotica permitira
realizar el proceso de internalizacion explicado por Vygotsky para la
aprehension de estos conocimientos. Es decir para el paso del plano

intersubjetivo al plano intrasubjetivo.

e El Profesor

El profesor juega un papel importante como mediador pues es el encargado
de introducir a los estudiantes en la cultura matematica y de promover la
evolucion de los signos que hacen referencia a los significados personales y

gue se convierten en significados validos para la cultura matematica.

De esta manera y como lo menciona Mariotti (2009), el profesor hace la
funcion de mediador semiético permitiendo utilizar el artefacto como una
herramienta de mediacion semiética y la posibilidad de guiar al estudiante
para que logre conectar los significados personales que se derivan del uso
del artefacto con los significados matematicos reconocidos por un experto en
el campo.

2.1.2 Unidad Cognitiva

La Unidad Cognitiva pertenece al segundo grupo en contraposicion con
Duval (1995). A diferencia de este, esta teoria se apoya en la presencia de
una unidad cognitiva que ayuda a pasar de la conjetura a la demostracion.
Este marco tedrico ha sido desarrollado y elaborado por un grupo de
investigadores italianos como lo son: (Boero, 1999; Bartolini Bussi & Mariotti,
1999), entre otros, que han explorado la posible continuidad existente entre
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la produccion de una conjetura y su posible demostracion por parte de los

estudiantes en contextos geométricos y aritméticos.

Ellos consideran que mediante la unidad cognitiva el estudiante puede ir
construyendo el conocimiento matematico mediante el proceso demostrativo,
y a través de situaciones de problemas abiertos apropiados, en contextos
adecuados, disefiados intencionalmente por el profesor para evidenciar esta
continuidad. Dicha continuidad es la que se denomina “Unidad Cognitiva” y

es descrita por estos investigadores italianos de la siguiente manera:

Durante la produccion de la conjetura, el estudiante progresivamente
se ocupa de su enunciado a través de una intensa actividad
argumentativa funcionalmente mezclada con la justificacion de la
plausibilidad de sus otras opciones. Durante la etapa subsiguiente de
prueba el estudiante se conecta con su proceso de una manera
coherente en la organizacion de algunas de las justificaciones
“argumentos” producidos durante la construccién del enunciado de
acuerdo con una cadena logica. (BACCAGLINI-FRANK, 2010, p.21).

En otras palabras la Unidad Cognitiva se evidencia cuando existe la
continuidad entre la actividad argumentativa que se produce en la fase de
produccién de conjeturas y el proceso de justificacion formal que se produce

en la fase demostrativa.

2.1.2.1 Fases en la Unidad Cognitiva

Con el fin de desarrollar esta continuidad estos autores trabajan desde un
contexto geométrico que expone asi la elaboracion de una conjetura y la
posible construccién de su demostracion, La UC define este proceso en

cuatro fases importantes como lo explica (Boero, 1999):
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Fase 1: Argumentativa de produccion a la conjetura

Esta fase incluye la exploracion de la situacion problemética en este
caso el problema abierto, identificacion de regularidades y condiciones
para que estas ocurran, asi mismo como de argumentos para la

produccion de la conjetura.

Fase 2: De estabilizacion de la formulacién de la conjetura

Esta fase incluye tanto la formulacion de la conjetura como su
exploracién, se acentlan las relaciones entre hipoétesis y tesis, es
decir, se establece lo que tenemos y a donde queremos llegar. De la
misma forma, se incluyen identificacion de argumentos apropiados
para la validacion de la conjetura relacionada con la teoria de

referencia.

Fase 3: De construccion de la demostracién

Esta fase describe la seleccion y encadenamiento de los argumentos
tedricos coherentes en una cadena deductiva, es decir cuando a
través de esto se puede explicar la validacion de los argumentos de

una manera informal.

Fase 4: De estabilizacion de redaccion de la demostracion

Esta fase es un poco mas rigurosa porque representa la fase de
estabilizacion de la demostracion, es decir la organizacion de la
cadena de argumentos en forma de una demostracion que es
reconocida por la comunidad de matematicos profesionales. Esta fase
corresponde a una manera formal de presentar una demostracion en

matematicas.
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Estas cuatro fases permiten de algin modo que la UC sea utilizada como
una herramienta para el analisis de procesos que pongan en evidencia las
potencialidades de ciertas situaciones problematicas con respecto a la
introduccién de los estudiantes en la demostracion y permite a la vez
identificar los posibles obstaculos que de ella se derivan. Asi la UC analiza
situaciones de casos donde a partir de estos se puede avanzar en términos
de dificultades y permitir pasar de la elaboracion de una conjetura a la
construccion de su demostracion, con la cual nos ayuda también
aproximarnos al proceso de la demostracion, a resaltar su importante aporte
en relacién a la comprension del conocimiento matematico y a potenciarlos

procesos de razonamiento humano.

2.1.2.2 Continuidades en la UC

Para Pedemonte (1998) es posible reconocer la Unidad Cognitiva si se

evidencian las siguientes continuidades:

1. Continuidad en el lenguaje
Esta continuidad puede ser observada mediante las palabras, las
expresiones, las frases que se utilicen a lo largo del proceso para
evidenciar esta transicion de la produccidén de la conjetura hasta su

posible demostracion.

2. Continuidad conceptual
Esta continuidad se evidencia de manera directa, mediante la
interaccion de los estudiantes ya sea con el profesor o con sus
comparfieros de clase. Se observa a través del discurso que el

estudiante utiliza para referirse algun concepto.

3. Continuidad de marco
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Esta continuidad se verifica cuando se analiza si tanto la produccién
de la conjetura como su posterior demostraciéon fueron construidas

bajo el mismo marco tedrico que utilizé en cada una de las dos fases.

Continuidad heuristica

Esta continuidad se observa cuando los elementos utilizados como
variables y los elementos que permanecen fijos son considerados de
igual forma en cada una de las dos fases, es decir si son utilizados
con el mismo sentido tanto en la produccion de la conjetura como en

su posible demostracion.

Continuidades en las dinamicas mentales
Esta continuidad puede observarse cuando a lo largo del proceso, el
estudiante sigue siendo mentalmente activo y sigue manteniendo una

coherencia entre las variables puestas en juego.

Estas continuidades se toman como referencia para analizar también el

proceso de la produccién de una conjetura hasta su posible demostracion.

2.2 DIMENSION DIDACTICA

Para asuntos de orden metodologico se propone una perspectiva didactica

que interviene en el disefio y construccién de la secuencia de problemas

abiertos y a su vez aporta herramientas importantes para el andlisis de estos

problemas dentro de la secuencia. Esta perspectiva se sitGa como un

instrumento metodolégico basado en el ciclo didactico desarrollado por los

investigadores italianos, que centran su interés en los problemas abiertos

que ayudan a los procesos de aprendizaje relacionados con el uso de
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artefactos a través de una mirada semibtica y que brindan un apoyo al
disefio, organizacion de las situaciones, actividades y problemas propuestos.

2.2.1 Ciclo didactico

El ciclo didactico definido por los investigadores italianos se refiere a una
secuencia de situaciones disefiadas para desarrollar un proceso semiético en
el cual se construya un conocimiento. Este ciclo inicia con situaciones que
conllevan al estudiante a resolver problemas utilizando el artefacto escogido,
para continuar con otras situaciones que permitirAn producir signos
individuales, para luego producir signos colectivos reconocidos dentro de una

comunidad, en este caso dentro de la comunidad matematica.

Como lo indica Bartolini & Mariotti (1999), la idea principal es la de explotar el
sistema que relaciona el instrumento, las actividades y los conocimientos
matematicos. Por un lado el instrumento se relaciona con una actividad
especifica que busca proporcionar una solucion y por otro lado el mismo se
relaciona con el conocimiento matemético a construir, es decir estas
actividades articulan al instrumento como una herramienta para el desarrollo
de conocimientos y a la vez como un instrumento de mediacion semiética

utilizada por el profesor para la construccién de los conocimientos.

Del mismo modo, estas secuencias didacticas deben estar encaminadas a
resolver problemas, en las cuales las soluciones no sean tan evidentes y
puedan proporcionarle al estudiante experimentar una situacion similar al que
perciben los investigadores matematicos, que producen teoremas al tratar de

probar o analizar otros de la misma especie.
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De esta manera, el ciclo didactico lo entenderemos como una secuencia
didactica que incluye problemas abiertos, los cuales se definen a
continuacion, para seguir el proceso de la conjetura a la demostracion. Los
problemas abiertos son descritos por estos investigadores italianos de la

siguiente manera:

2.2.2 Problemas Abiertos

Para Mariotti (1998), los problemas abiertos ayudan a que el estudiante se
aproxime un poco mas al proceso de demostracién y abren las puertas en
cuanto se refiere al proceso de produccion de conjeturas que introducen a
los estudiantes a la argumentacion hasta llegar a la construccién de una
posible demostracién. Es decir, los problemas abiertos tienen el potencial de
evocar una incertidumbre o una duda que promueva una nhecesidad
intelectual para encontrar o llegar a una forma de resolucion. Como dice
Mariotti “Son particularmente valiosos aquellos problemas que requieren la
produccion de una conjetura. Mas aun el proceso de produccion de una
conjetura es determinante para introducir a los alumnos a la argumentacion”.
(Mariotti, 1998).

De este modo, los problemas abiertos disefiados en este trabajo cumpliran
ciertas condiciones que los diferenciaran de otros problemas comunes. Como
lo menciona BACCAGLINI- FRANK (2010), estos problemas abiertos se
diferencian de otros porque hacen que el estudiante se enfrente a una
situacibn donde no hay instrucciones precisas, sino que son de libre

exploracién. A continuacion presentamos algunas de sus caracteristicas:

e EIl enunciado no debe presentar ninguna indicacién de su posible

solucioén.
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e Deben de proponer varios métodos para resolver el problema que
ayuden a estimular el descubrimiento y la generaciéon de varios

esquemas de respuesta.

e Debe contener varias soluciones que proporcione al estudiante la
libertad para generar hipotesis, donde los estudiantes puedan tomar
decisiones en cuanto a la forma de explorar el problema y conducir la

construccion de conjeturas.
e Debe generar controversia entre los estudiantes

e Deben partir de una situacion que permita la exploracién, mas que de

una sentencia del tipo “demuestre que...”

e Deben de ser problemas que generen dudas en si son verdaderos o

falsos, o si existe una solucion o no del problema.

e Deben de ser problemas que permitan la exploracién, la

argumentacion y por ultimo la validacién de esos argumentos.

Para seguir este proceso y observar en los estudiantes (para fines de este
trabajo) la continuidad entre la produccién de una conjetura y su posible
demostracion, debe de existir una unién entre el enunciado, la prueba y la
teoria, es decir como lo explica Mariotti (1998) “la unidad entre enunciado,
prueba y teoria no debe romperse, requiriendo la construccion de relaciones
complejas entre los principios, enunciados y sus consecuencias. La
conservacion de aquella unidad permite mantener la conexién con el nivel
intuitivo, condicion basica para la produccién autbnoma de teoremas y para

el uso productivo de esos teoremas en el razonamiento matematico”.

La idea entonces de construir problemas abiertos radica en la manera como

ayudan a superar los conflictos, construyendo una relacion correcta entre el
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nivel intuitivo y la actitud tedrica, es decir una continuidad entre el
pensamiento espontaneo o sentido comun de los estudiantes hasta
convertirlo en un pensamiento matematico aceptado. Estos problemas tienen
el propdsito que estos dos aspectos trabajen conjuntamente y se conviertan

en dos herramientas importantes de un mismo comportamiento mental.

De esta manera, los problemas abiertos nos permitiran partir de la
exploracion del problema mediante la produccion de conjeturas, para asi
llegar a que el estudiante valide sus propios argumentos; el siguiente
esquema muestra el objetivo del disefio de estos problemas que sirven como

un puente para establecer la relacion entre el nivel intuitivo y el nivel tedrico.

Problemas

Abiertos

Desde un punto de vista didactico este esquema nos muestra un aspecto
crucial que se relaciona con la necesidad de desarrollar un sentido de la
demostracion estrictamente relacionado con la teoria. Los problemas
abiertos permitirdn entablar un relacién entre el nivel intuitivo que tiene cada
persona Yy convertir esos argumentos de manera que actien en el

pensamiento matematico.

2.2.3 Actividades dentro del ciclo didactico

Los problemas abiertos definidos por los investigadores italianos giran
entorno al ciclo didactico propuesto por ellos, donde las actividades se

clasifican de la siguiente manera:

e Actividades con los artefactos: En esta actividad los estudiantes se

enfrentan a tareas que se relacionan directamente con el artefacto.
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Por lo general estas actividades se usan para iniciar el ciclo didactico y
promover la aparicion de signos especificos en relacion con el uso del

artefacto y las herramientas particulares trabajadas en parejas o en

grupo.

Produccion individual de los signos: Estas actividades se centran en
los procesos semioticos relacionadas con las primeras actividades, el
uso del artefacto y en la produccion individual de los estudiantes.
Estan enfocadas principalmente en las producciones escritas por ellos

como lo son: los dibujos, la escritura, etc.

La produccion colectiva de los signos: Estas actividades se centran en
las discusiones colectivas que juegan un papel importante en el
proceso de ensefianza y aprendizaje. El papel del profesor es
fundamental para la evoluciobn de los signos relacionados con la
actividad con los artefactos y en el proceso de convertir esos signos
en signos matematicos. El principal objetivo del papel del profesor es
impulsar el avance de estos signos en signos matematicos teniendo
en cuentas las contribuciones que se hacen individualmente y asi
poder explotar las potencialidades semiéticas procedentes de la

utilizacién del pantégrafo en particular.

2.3 DIMENSION MATEMATICA

La demostracion vista como un proceso conlleva a plasmar y disefar

actividades en las cuales se pueda ir construyendo el conocimiento

matematico y pueda ser internalizado por los estudiantes mediante las

herramientas de mediacion semidtica. La geometria es una de las

herramientas necesarias para el desarrollo de capacidades y para mejorar la

cognicion y el razonamiento en nuestros estudiantes, puesto que sirve
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justamente como un modelo para representar la realidad permitiendo asi de

este modo vincularse a la practica en las aulas de clase.

En relacion con esto las distintas perspectivas tedricas en didactica de las
matematicas como los son (Mariotti & Bartolini, 2002; y Boero, 1998) centran
sus andlisis en la introduccion en el salon de clases de experiencias
cientificas que tengan que ver con la geometria y que permitan vincular
instrumentos para dibujar o tratar tematicas como un medio para la
construccion del conocimiento matematico. Incluso, la UC utiliza experiencias
cientificas relacionadas con la geometria, las cuales proporcionan por un
lado el proceso de produccion de la conjetura con respecto al sistema de
conceptos y técnicas relacionadas con la teoria, y por otro lado la necesidad
de incluir la demostracion de una forma precisa, que conlleve a seguir el

proceso de construccion de la demostracion.

Como menciona Mariotti (2002), no se puede olvidar “que no existe
demostracion sin teoria” puesto que ella solo tiene sentido si se hace
referencia a un marco teérico donde se incluyen los axiomas, definiciones y

teoremas.

En relacién con lo anterior en este trabajo sera un aspecto importante la
necesidad de desarrollar en nuestros estudiantes un sentido de la
demostracidbn como un proceso que va relacionado estrictamente con la
teoria a desarrollar. Asi las actividades de produccion de la conjetura se
unen al desarrollo de la teoria y proporcionan un marco intelectual para la
continuidad entre el momento de la argumentacion y el de la demostracion,
donde el papel del profesor se vuelve fundamental para cumplir con el
objetivo principal de este trabajo, el cual introducird a los estudiantes en la

demostracion. Teniendo en cuenta que el conocimiento no esta definido
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completamente sino que se ird construyendo poco a poco por los
estudiantes.

Por lo tanto para lograr los objetivos de este trabajo, definimos nuestra
dimension matematica en un marco geomeétrico, desde una perspectiva
transformacional, que nos permitird analizar las propiedades que
permanecen invariantes al transformar una figura en otra semejante y asi
lograr construir y validar la teoria. De este modo, nuestro marco se centrara
en la semejanza vista desde una transformacion geométrica dentro de la

geometria euclidiana transformacional.

2.3.1 Aspectos tedricos de las transformaciones geométricas

El concepto de transformacion geométrica puede tener sus primeros indicios
en la geometria euclidiana, aungue en esta época no fue elaborada, se dice
gue se aplicaba sin tener conciencia de su concepto como tal, y de sus
aplicaciones. En efecto era utilizada como un instrumento donde no
importaba su significado y donde no se era consciente de estarlas utilizando.
Este primer indicio del concepto de transformacion en Euclides se limitaba a
establecer correspondencia entre objetos mediante la superposicion de

figuras, para asi establecer la igualdad o semejanza de las mismas.

El concepto de transformacion geométrica se comienza a utilizar
conscientemente, segun Piaget & Garcia (1982) cuando aparece la
geometria analitica representada por Descartes (1596-1650) donde junto con
Fermat van a sustituir los puntos de un plano por pares de numeros, y las
curva por ecuaciones. La geometria analitica reemplaza las propiedades
geométricas de las figuras por propiedades algebraicas, lo que permite
reconocer a una figura como un conjunto de puntos, es decir como una

familia de curvas con ciertas propiedades. Asi después de esto se da paso a
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lo que es la llamada geometria proyectiva donde Poncelet y Charles
incorporaran los sistemas de transformaciones como método fundamental de
la geometria. Mas tarde estos sistemas ejercieron su influencia hasta los
comienzos del siglo XX donde sirvié de base para que Klein y Lie pasaran de
una etapa de transformaciones proyectivas a la de las estructuras de grupo,
y con base a esta nocion de grupo de transformaciones y de sus
correspondientes invariantes es que se introduce la herramienta esencial
para distinguir entre los diferentes tipos de geometria. Asi de esta manera y
de acuerdo con el programa de Erlangen, Campos (2007)propuesto por
Klein(1872), “el criterio que distingue a una geometria de otra es el grupo de
transformaciones bajo el cual sus proposiciones conservan su validez”. Klein

explica lo que hace en el parrafo siguiente:

Hay transformaciones del espacio que no alteran en nada las
propiedades geométricas de las figuras. Por el contrario, estas
propiedades son, efectivamente, independientes de la situacion
ocupada en el espacio por la figura considerada, de su tamafo o
magnitud absoluta, y finalmente también del sentido en el cual estas
partes estan dispuestas. Los desplazamientos del espacio, sus
transformaciones con similitud, asi como aquellas con simetria, no
alteran pues las propiedades de las figuras méas que las
transformaciones compuestas con las precedentes. Llamaremos grupo
principal de transformaciones del espacio al conjunto de todas estas
transformaciones; las propiedades geométricas no son alteradas por
las transformaciones del grupo principal. La reciproca es igualmente
verdadera: las propiedades geométricas estan caracterizadas por su
invariancia con respecto a las transformaciones del grupo principal no
altera. (PIAGET & GARCIA, 1982, pag. 102).
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De esta forma se introduce en geometria la nocion de transformacion que
permite reconocer el sistema de transformaciones que deja ciertas
propiedades invariantes y que forman asi un grupo, el cual permite también
analizar las propiedades internas incluidas en este. En relaciéon con lo
anterior en este trabajo se basard sobre este concepto de transformacion

para la semejanza en el plano euclidiano.

2.3.2 Las Semejanzas en el Plano Euclidiano

Las semejanzas seran vistas desde una transformacion geométrica en el
cual las distancias pueden cambiar, aunque se preserven sus angulos. A
continuaciéon introducimos algunos conceptos que clasifica una

transformacién en el plano euclidiano. (COXETER, 1971, p.96):
e Dilatacion u Homotecia

Una dilatacion es una transformacion que preserva (o invierte) la direccion:
es decir transforma toda recta en una paralela a ella. Por lo tanto se dice que
dos figuras son homotéticas cuando son semejantes y se encuentran

colocadas de manera semejante, es decir, si las relaciona una dilatacion.

Definicion (General):

Consideremos cualquier figura plana, que consista del sistema de puntos A,
B, C,..... y sean las lineas OA, OB, OC,..... las que conectan estos puntos a
cualquier punto O del plano. Si A’, B’, C’,... son puntos respectivos de estas

lineas y si existe un niumero A tal que:

0A" 0B _o0C' _
0OA OB o0C

1=
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Entonces la figura formada por los puntos A’, B, C',.... Es semejante a la
figura dada y esta semejantemente colocada. Se sigue inmediatamente que,
si tres 0 mas puntos de una figura dada estan en una linea recta, los puntos
correspondientes de la segunda figura estan también en una linea recta y
estas dos lineas son paralelas. Por lo tanto dos figuras anélogas colocadas
semejantemente, se llaman figuras homotéticas. El punto O es su centro de
homotecia y la constante 1 es su razon de homotecia. La raz6n homotética
de dos figuras homotéticas es también llamada razén de similitud, y su centro

de homotecia es llamado centro de similitud.

2.4 ARTICULACION DE LOS MARCOS TEORICOS

Las dimensiones tedricas presentados anteriormente aportan elementos
importantes que permiten complementarse para observar el proceso de la
produccion de una conjetura hasta su posible demostracién que abre paso a
introducir a los estudiantes a los procesos demostrativos, para la

comprension de los conocimientos matematicos.

La TMS y la UC desde la dimension cognitiva, aportan caracteristicas
relevantes que se complementan para dar cuenta de una continuidad en el
proceso de la conjetura a la demostracién, mediante la inclusion y el analisis
de instrumentos de mediacion semidtica que posibilitan la evolucion de
signos matematicos en la interaccién con la secuencia didactica disefiada

intencionalmente por el profesor.
El CD y los PA desde la dimension didactica, hacen su aporte brindando

herramientas metodoldgicas Utiles para el disefio, analisis e implementacién

de la secuencia de problemas abiertos, que permiten estructurar los
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momentos de ensefianza, la observacion y los momentos de intervencion del

profesor para guiar el proceso de la conjetura a la demostracion.

Y por ultimo, la dimensidbn mateméatica que permite hablar de una teoria
construida en conjunto con el proceso demostrativo mediante la interaccion
de los instrumentos de mediacion semidtica y el disefio de la secuencia

didactica.

La articulacion de estos marcos genera un aliento para caracterizar los
entornos de aprendizaje que son propicios para generar pensamiento y
discurso matematico en miras a mejorar la comprension de los conocimientos

matematicos.

Dimensién Cognitiva Dimensién Didactica

(Continuidad en el proceso Conjetura- [} (Herramientas de disefio y analisis para
demostracion mediante instrumentos [§ evidenciar la continuidad en el proceso
de mediacién semética) de conjetura-demostracion)

Aproximacion a la
Demostracion

Secuencia de problemas abiertos Dimensién Matematica

(Organizacion del Ciclo didactico para (Construccidn de la teoria en conjunto
evidenciar el proceso de la conjetura- con el proceso conjetura-
demostracion) demostracion)

llustracién 2. Articulacién de las dimensiones teéricas
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CAPITULO 3: METODOLOGIA

INTRODUCCION

Los capitulos presentados anteriormente han permitido fijar una base tedrica
que describe la forma en que se encuentra dentro de la probleméatica
educativa, el proceso de conjetura - demostracion y la manera de abordar
este problema para el mejoramiento del aprendizaje matematico. En este
capitulo y en sentido a cumplir el objetivo principal de esta investigacion, se
propone el disefio de una secuencia de problemas abiertos como solucién a
la problemética de investigacion, en el cual se describen los elementos a
tener en cuenta en la realizacion de estos y en la aplicacion de la secuencia
para la descripcion del paso de la conjetura a la demostracion en el contexto

de las transformaciones geométricas.

3.1 ENFOQUE METODOLOGICO

En esta investigacion se optara por una metodologia cualitativa a través de
un estudio de caso, el cual es una herramienta metodologica muy valiosa en

la investigacion, atil en la generacion de resultados que permiten conseguir
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un acercamiento entre las teorias descritas y la realidad que se vive dentro
de una sociedad, en este caso dentro del aula de clase, posibilitando el
fortalecimiento, crecimiento y desarrollo de las teorias existentes o el
surgimiento de nuevos aportes que contribuyan a mejorar dichas practicas

escolares. La fortaleza de este método:

Radica en que a través de €l mismo se mide y se registra la conducta
de las personas involucradas en el fendmeno estudiado, ademas, en
el método de estudio de caso los datos pueden ser obtenidos desde
una variedad- de fuentes, tanto cualitativas como cuantitativas; esto
es, documentos, registros de archivos, entrevistas directas,
observacion directa, observacion de los participantes e instalaciones u
objetos fisicos. (Martinez, 2006, p.167).

Igualmente, este método de estudio de caso es considerado conveniente
para problematicas que se consideran practicamente nuevas donde se
resaltan sus rasgos mas distintivos como lo son: la examinacion e indagacion
de fendmenos contemporaneos con su entorno real y la posibilidad de
estudiar tanto un caso Unico como multiples casos. De esta manera, el hablar
de un estudio de caso, implica la diversidad de fuentes y técnicas de obtener

informacion, como lo afirma Lopez y Fernandez (2004):

Mediante este método, se recogen de forma descriptiva distintos tipos
de informaciones cualitativas, que no aparecen reflejadas en nimeros
si no en palabras. Lo esencial en esta metodologia es poner de relieve
incidentes clave, en términos descriptivos, mediante el uso de
entrevistas, notas de campo, observaciones, grabaciones de video,
documentos. (L6pez & Hernandez, 2004, p.666, como se citd en
Alvarez & San Fabian, 2012).
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En este sentido, este trabajo de investigacién se adecua claramente a esta
metodologia por su finalidad en la descripcion y analisis de los diferentes
medios semidticos que no aparecen reflejadas en nimeros sino en palabras,
gestos, expresiones, etc. Asimismo, este trabajo de grado se describe dentro
de esta metodologia de estudio de caso a partir de la explicacion de los
elementos relevantes de este método como lo son la seleccion del caso, las
unidades de andlisis, la recoleccion y analisis de datos mediante la
confrontacion del marco tedrico y los resultados obtenidos en la fase de
intervencion, para la construccion del informe final. Tomando la clasificacion
de Pérez & Serrano (1994), este método sigue tres fases generales
ampliamente aceptadas como lo son: la fase preactiva, la fase interactiva y la

fase postactiva. (Alvarez & San Fabian, 2012).

e Fase preactiva: que incluye todos los fundamentos epistemoldgicos y
tedricos que enmarcan la pregunta de investigacion, los objetivos
generales y especificos, la informacién del contexto donde se
desarrolla la investigacion, como también las fuentes de informacion
gue seran Utiles para establecer la relacion entre el marco teérico y la

intervencion empirica en el aula de clase.

e Fase interactiva: que se refiere al momento de intervencion en el aula
y a los procedimientos llevados a cabo para su implementacion,
utilizando las diferentes técnicas de observaciéon y de recoleccion de
informacion. En este trabajo de investigacion esta fase se enfatiza en
el momento de interaccion en el salén de clase con la secuencia de

problemas abiertos.

Cabe mencionar que en este trabajo esta fase de intervencion se toma
como un ejemplo para la creacion de entornos de aprendizaje que

ayuden a fortalecer el aprendizaje de la demostracion para la
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enseflanza de las mateméticas, es decir, se tomard como un
referente para la organizacion e implementacion del dispositivo
experimental desarrollado a partir de esta fase pero que no se alcanza

a desarrollar en este trabajo.

e Fase post-activa: que hace énfasis a la elaboracion del informe final
donde se detallan las consideraciones criticas sobre el caso estudiado

y las conclusiones de los resultados de la investigacion.

Para fines de este trabajo de investigacion y en miras a cumplir con el
objetivo principal de caracterizar el proceso de la conjetura a la demostracién
desde la teoria de la mediacibn semidtica, este trabajo desarrolla una
metodologia cualitativa-descriptiva para lograr determinar los factores que
influyen en el proceso a estudiar y el acercamiento que existe de este entre

las teorias planteadas y la realidad que se vive dentro del aula de clase.

3.2 CARACTERISTICAS METODOLOGICAS

3.2.1 Referente contextual

Los participantes de la intervencion en el aula de la secuencia de problemas
abiertos son estudiantes del grado noveno de la Institucion Educativa
Nuestra Sefiora del Palmar de caracter oficial de la ciudad de Palmira, que
tiene como mision: “Infundir una Educacion Liberadora Integral,
comprometida con el individuo mismo y con la sociedad (dentro de un
enfoque de Educacién HOLISTICA: (global-integral), HERMENEUTICA:
(comprension e interpretacion, lectura y abordaje de la realidad),
HEURISTICA: (El error y la investigacion como fuente de conocimiento),
HUMANISTA: (Compromiso, identidad en valores)”. Por lo tanto la educacion

de las estudiantes va encaminada a una cultura participativa, democratica,
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enmarcada en la critica constructiva donde logren potenciar sus capacidades

y fortalezas frente al conocimiento ensefiado.

La Institucion Educativa Nuestra Sefiora del Palmar, ha sido galardonada en
1998 como proyecto educativo sobresaliente por el Ministerio de Educacion
Nacional y ha representado a la ciudad de Palmira en las experiencias
significativas de matematicas en el afio 2006. Las estudiantes en general
tienen un buen rendimiento académico y en el afio anterior 2012 lograron

excelentes resultados en las pruebas Icfes.

3.2.2 Perfil del estudiante

Las participantes en este trabajo de investigacion son tres estudiantes de
sexo femenino de 14 y 15 afios de edad de la Institucion Educativa Nuestra
Sefiora del Palmar. Las estudiantes fueron seleccionadas por el profesor a
cargo del area de matematicas de la institucion por su buen rendimiento
académico, por su interés y disposicion para participar voluntariamente de
este trabajo investigativo, sin ninguna presion académica. Las sesiones
desarrolladas en este trabajo se realizan en jornada de la tarde, contraria a la
habitual de las estudiantes, y se dispone del espacio y de los implementos de
la biblioteca de la Institucion Educativa como son las mesas, asientos, reglas
entre otros. De este modo, se analizan los diferentes medios semioticos
como lo son: las palabras, explicaciones, argumentos, gestos, etc de estas

tres estudiantes del grado noveno de la Institucion educativa mencionada.

En el momento de la implementacion de la secuencia las estudiantes
cursaban el ultimo periodo (IV) del grado noveno, afo lectivo 2012. Y los
contenidos matematicos previos vistos en el tercer periodo, en lo referente a
geometria a cargo del plan de area de matematicas, se presentan en la

siguiente tabla:
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Institucion Educativa Nuestra Sefiora del Palmar- Plan de area de Matematicas

(asignatura Geometria) Periodo Il

CRITERIOS DE RECURSOS

CONTENIDO LOGRO
EVALUACION
e Relaciones Utiliza criterios de | Divide un | Regla
geomeétricas. semejanza de | segmento en | Guias
triangulos para | partes iguales. Fotocopias
e Semejanzas vy | demostrar Haya Calculadora
congruencia de | teoremas relativos | correctamente  la | Cuaderno
triangulos a la | cuarta, la tercera y | Tablero
Tabla 4. OrganiPERRSFERNBISRGe ardd de matematR@&@ periodo Il
e Angulos de los de lados | proporcional entre
adyacentes, triangulos. segmentos.
complementario Identifica y
s y resuelve
suplementarios. correctamente los
casos de
semejanza de
triangulos.

La estructura descrita en la anterior tabla, determina que las estudiantes
pueden aplicar criterios de congruencia y semejanza entre triangulos en la
resolucién y formulacién de problemas, donde pueden lograr demostrar
teoremas relativos a la proporcionalidad de los lados de un triangulo. De esta
manera, esta organizacion del plan de area de matematicas en la Institucion
se toma como un referente para identificar los resultados esperados por las
estudiantes mediante la interaccion con la secuencia didactica de problemas

abiertos.
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3.2.2 Criterios de seleccidén de la Institucion Educativa

Los criterios definidos para la seleccion de la institucion educativa

participante en este trabajo de investigacion fueron las siguientes:

e Por el buen desempefio y rendimiento académico de sus estudiantes

e Por la disposicibn amablemente de participar y colaborar con el
proyecto de investigacion.

e Por la cercania para la estudiante investigadora

e Por el interés en mejorar la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas de sus estudiantes.

e Por confiar y creer que la demostracion es una herramienta

indispensable que debe estar incluido en los curriculos escolares.

3.2.3 Consideraciones generales

Esta secuencia de problemas abiertos se realizé en 6 sesiones de dos horas
cada una, las dos primeras sesiones dedicadas al momento de exploraciéon
del artefacto como fase previa y las otras 4 sesiones dedicadas a cada
problema abierto. Los instrumentos utilizados durante las sesiones fueron: el
pantografo de Scheiner, la regla como herramienta de verificacion, las hojas
de trabajo donde se encuentra descrito el problema y donde las estudiantes
plasman sus respuestas u operaciones y las hojas de papel peridédico (en
pliego) que sirven para plasmar los dibujos realizados con el pantégrafo, para
la solucién del problema.

Para el analisis de la aplicacién de la secuencia en el aula de clase y para la
intervencion del profesor como mediador semidtico se tomaran tres registros
de observacion como son: producciones escritas realizadas por las
estudiantes que se fundamentan a partir de las estrategias presentadas a la

solucion del problema y se plasman en las hojas de dibujo (que son en papel
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periddico en pliego), videos para la observacion de los medios semioticos
como son los gestos y actitudes frente a los problemas y por ultimo, un
registro de audio para evidenciar las palabras que no se alcanzan a plasmar
en las producciones escritas por las estudiantes. Esto con el fin de identificar

los diferentes signos que se produjeron en la realizacion de la secuencia.

En este trabajo utilizaremos dos instrumentos de mediacién semiética como
son el pantografo de Scheiner acompafado de objetos como el lapiz, regla, y
papel para dibujo, para la obtencion e interpretacion de los dibujos realizados
por el pantografo, como también el papel del profesor participante en la
organizacién del trabajo en clase y en la evolucion de los signos que actian

en el proceso de conjetura-demostracion.

Cabe resaltar que la inclusion del pantégrafo como instrumento de mediacion
semidtica es posible por la gestion del profesor en la organizacion
intencionada del disefio de la secuencia de problemas abiertos para cumplir
con los objetivos principales de este trabajo. A continuacién se describen los

instrumentos de Mediacion Semidtica:

e Pantégrafo de Scheiner. Cabe resaltar como primera medida que
cualquier objeto se puede convertir en un instrumento de mediacion
semidtica siempre y cuando haya sido concebido intencionalmente por
el profesor para mediar un contenido mateméatico a través de un
disefio didactico. (Bartolini & Mariotti, 2008). De esta manera el
pantégrafo hace su funcion de IMS por su inclusion intencionada en la
secuencia de problemas abiertos que permite resaltar su doble
relacion semidtica, es decir, por un lado este instrumento se vincula
con los signos personales producidos por los estudiantes en relacion
con la realizacion del problema y por otro lado, los significados

matematicos pueden estar conectados con el pantégrafo y su uso, en
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relacion al conocimiento matematico implicito en él, en este caso el de

la transformacion geométrica de homotecia.

Por lo tanto, en esta unidad de analisis nos enfatizamos en la produccion de

signos personales y signos matematicos que se observan siguiendo las

categorias de signos descritas a continuacién: (BARTOLINI, MARIA, &
MARIOTTI, 2008)

Signos individuales: en relacion a la utilizacion del pantégrafo con su
funcionamiento, elementos que lo conforman y los dibujos trazados
por él mismo. Esta categoria incluye muchas sefiales como: los signos
no verbales (gestos o dibujos), signos verbales y signos escritos que
permiten identificar los elementos basicos importantes para la
continuacion del proceso semidtico y el aprovechamiento de estos

para la conversion a signos matematicos.

Signos matematicos: en relacibn al contexto matematico que
determina los signos mateméaticos compartidos por los estudiantes
durante su camino escolar y que pueden ser expresados o resaltados
por una proposicién, una definicibn, una conjetura o0 una
demostracién. Estos signos son el objetivo principal en el proceso de
mediaciébn semidtica mediante la guia del profesor, el cual

describiremos en nuestra siguiente unidad de analisis.

Gestién Docente: El profesor como mediador semidtico influye en la
evolucion de los signos personales en signos matematicos, tiene la
responsabilidad de dirigir y de impulsar estos signos individuales
teniendo en cuenta los aportes y el surgimiento de patrones en el aula
de clase, que ayuden a explotar las potencialidades semidticas que

provienen de la utilizacion del pantégrafo en relacion a la solucién del
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problema presentado. De esta manera la gestion docente se analizara
desde el instante en que es presentado el problema a los estudiantes

y en referencia a las intervenciones realizadas por él.

3.3 INSTRUMENTOS PARA LA RECOLECCION DE INFORMACION

(Rejillas de Analisis)

3.3.1 Rejilla de organizacion de los momentos de ensefianza

La secuencia de problemas abiertos se organiza a través de tres momentos
de ensefianza fundamentales que representan las tres fases del ciclo
didactico expuesto en el marco tedrico, con el fin de desarrollar la relacion
semidtica en la conversién de un signo individual a un signo mateméatico
(llustracion No. 3) a través de las herramientas de mediacion semidtica
utilizadas por el profesor intencionalmente para mediar el contenido
matematico, en este caso el de la semejanza de figuras por medio de la

transformacién de homotecia.

Signos individuales Signos matematicos

Instrumentos de mediacidon semidtica

Explotados por el profesor

llustracion 3. Relacion semi6tica

Estos momentos se describen en la siguiente rejilla de organizaciéon de la

enseflanza.

ORGANIZACION DE LOS MOMENTOS DE ENSENANZA A TRAVES DEL
CICLO DIDACTICO
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MOMENTOS
DEENSENANZA

MEDIOS SEMIOTICOS

OBJETIVO

MOMENTOS DE
EXPLORACION

Produccioén escrita,
intercambio social,
dibujos.

Iniciar el ciclo didactico
para la aparicion de signos
especificos relacionados
con el funcionamiento del
pantografo

MOMENTOS DE
PRODUCCION
INDIVIDUAL

Dibujos, gestos, palabras,
inclusion de teorias
previas

Produccion de conjeturas y
de signos particulares

MOMENTOS DE

Produccion de textos y

Produccioén de signos

matematicos a través de
las pruebas de las
conjeturas dadas en el
momento de produccién
individual

PRODUCCION
SOCIAL

dibujos, participacion en
los debates colectivos,
reformulaciéon de teorias

Tabla 5. Rejilla de Organizacion de los momentos de ensefianza

e Momento de Exploracion

Este momento de la ensefianza se realiza con el fin de dar inicio al ciclo
didactico y lograr la aparicion de signos especificos que se relacionan con el
uso del artefacto, es decir con su funcionamiento. En este momento el
estudiante se enfrentara por primera vez al artefacto por medio de preguntas
abiertas que permiten la exploracion del artefacto, en este caso el
pantografo, a través de su manipulacion y con el que se producen algunas
figuras que contribuyen al reconocimiento del artefacto, su funcionamiento y
utilidad.

Este momento esta compuesto de 3 actividades las cuales cada una
comprende preguntas abiertas encaminadas a: la exploracion del pantografo,
al proceso de identificacion de propiedades matematicas implicitas en él y
por ultimo la del trabajo individual en casa, como una pequefia consulta de la

utilizacién del pantégrafo en la vida cotidiana.
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e Momento de produccion individual

Este momento de produccion individual es presentado a las estudiantes por
medio de problemas abiertos que implican la utilizacién del artefacto como
instrumento de mediacion semiética y que permiten la produccion de las
primeras conjeturas a la par con la construccion de la teoria. En este
momento surgen las estrategias de solucion a los problemas planteados que
se sustentan en los diferentes medios semiéticos como son: las producciones
escritas, comentarios y reflexiones de los dibujos relacionados con la
utilizacion del artefacto, palabras, gestos e interacciéon con los comparieros
de grupo.

e Momento de produccién social

Como se ha esclarecido anteriormente los debates colectivos e interacciones
sociales desempefian un papel fundamental en el proceso de ensefianza y
aprendizaje de cualquier conocimiento matematico, mas adn en el proceso
de conjetura-demostracién, porque es a partir de esta interaccion que el
profesor actia de manera conveniente para promover los signos individuales
que se han producido en los momentos anteriores para convertirlos en
signos reconocidos en la cultura matemética. Estas interacciones sociales
son una parte crucial en el proceso semidtico en el que se basa la
ensefianza y aprendizaje de la demostracion puesto que la intervencién del
profesor es esencial para explotar las potencialidades semiéticas teniendo en
cuenta las contribuciones individuales que se resaltaron en las producciones

anteriores.

Estos momentos estaran presentes en toda la secuencia, aunque en los

analisis le daremos prioridad a los dos ultimos momentos que son los de
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produccién de signos y conversion a signos matematicos, donde se puede

visualizar el paso de la conjetura a la demostracion.

3.3.2 Rejilla de Seleccién: Dimension didactica

La rejilla descrita a continuacion incorpora las teorias descritas en el marco
tedrico en relacion a la dimensién didactica para el disefio de la secuencia de
problemas abiertos que van actuar en el proceso de la conjetura a la
demostracion. De esta manera, permite describir, organizar y seleccionar los

problemas abiertos que intervienen en la secuencia.

¢ Criterios para la seleccion de problemas abiertos

Los problemas abiertos, como ya se ha mencionado, son una caracteristica
importante en el dominio de las matematicas y ayudan principalmente a
promover el proceso de produccion de conjeturas y su posible demostracion.
En este trabajo de investigacion los problemas abiertos disefiados varian en
tres caracteristicas como son: meétodo de solucion, interpretacion y
seguimiento, los cuales estan definidos por Silver (1995), de la siguiente

manera:

e Problemas abiertos en relacion al método de solucién: que se
caracteriza por introducir diferentes métodos de solucién. En estos
problemas los estudiantes muestran y discuten la validez,
generalizacion y la potencia de varios métodos que se relacionan con

la solucién visual y el uso de aproximaciones sucesivas.
e Problemas abiertos de interpretacion: Estos tipos de problemas son

susceptibles a interpretaciones diferentes y a distintas respuestas

aceptables de problemas, por lo tanto poseen una rica experiencia
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para los estudiantes porque dan cabida a una amplia gama de

soluciones plausibles.

e Problemas abiertos de seguimiento: Estos problemas abiertos se dan
cuando el problema original desencadena problemas abiertos
relacionados con la misma problematica. Estos son importantes para
producir generalizaciones y nuevas conjeturas que se derivan del

problema planteado.

Esta caracterizacion aporta una herramienta importante para la seleccion de
los problemas abiertos participantes en la secuencia y a su vez ayudan a
optimizar la organizacion de los momentos de ensefianza incluyendo las
caracteristicas de los instrumentos de mediacion semittica para la

descripcion del proceso de la conjetura a la demostracion.

En este trabajo de investigacion se disefiaron los problemas abiertos desde
las dos caracteristicas de interpretacion y seguimiento, puesto que nos
acercO6 mas a el proceso de conjetura-demostracibn que queriamos
caracterizar, ademas nos permitié incrementar las caracteristicas principales
de la mediacion semidtica para que estos problemas se vuelvan relevantes y
puedan ser utilizados por el profesor para cumplir los objetivos planteados

con los instrumentos de mediacién semibtica.

A continuacion se describe esta rejilla de seleccién y organizacién de la

secuencia:

DIMENSION . UNIDAD DE c
TEORICA TEORIA ANALISIS CRITERIOS A TRAVES DE
Problemas Esquemas de Interpretacion | Caracteristicas
: iz y delosPAyla

abiertos solucioén J
Nimencidn seguimiento TMS
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Tabla 6. Rejilla de seleccion y organizacion de la secuencia didéctica para el
proceso de la conjetura a la demostracion



Didéactica Transformaciones

Ciclo de signos Fases del CD p(ri?:goérny
didactico individuales a continuidades

signos colectivos
9 en la UC

En esta seccion las unidades de analisis se encaminan hacia los problemas
abiertos y el ciclo didactico, con miras a explotar la relacion sujeto-artefacto-
problemas-conocimiento que se produce al interactuar con los compafieros
de clase y con el profesor, esquemas de solucion de los problemas abiertos
planteados, centrandose en las dos caracteristicas de seguimiento e
interpretacion y las caracteristicas de los problemas abiertos descritas en el
marco tedrico, para la observacion del proceso conjetura-demostracion.

Mediante la organizacion del ciclo didactico se podra visualizar si los signos
individuales que surgen al interactuar con los problemas estan adquiriendo
un pleno desarrollo hacia la conversion de los signos matematicos, es decir,
si las conjeturas producidas en este se estan encaminando a través del ciclo

didactico en llegar a la construccion de su demostracion.

3.3.3 Rejilla de observacion para el andlisis de secuencia

Para el analisis de la informacién obtenida a partir de cada uno de los
registros se presenta a continuacion la rejilla de observacién que contiene las
unidades de analisis a observar en los registros y los criterios de evidencia

para cada uno de los procesos.

- - UNIDAD DE CRITERIOS PARA
DIMENSION TEORICA ANALISIS EVIDENGIAR LOS
PROCESOS
TEORIA DE LA Pantografo como IMS Produccion de signos

MEDIACION SEMIOTICA -
Gestion Docente como

IMS Discusion Matematica
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Continuidad o ruptura

en el proceso de FasesdelaUCy
produccién de Continuidades
conjetura y su posible Pedemonte

demostracién

Propiedades de semejanza

TRANSFORMACIONES Construccion de la de figuras por medio de las
GEOMETRICAS teoria transformaciones de
homotecia

Tabla 7.Rejilla de observacién para el andlisis del proceso de conjetura-
demostracion

Describiremos con mayor detalle las unidades de andlisis de esta rejilla de

observacion de la siguiente manera:

3.3.4 Unidad de andlisis

Para llevar a cabo el andlisis de la secuencia de problemas abiertos
propuesta en este trabajo de investigacién se escogieron estas unidades de
analisis que corresponden a las dimensiones tedricas descritas en la tabla
anterior y lograr extraer los aportes relevantes de cada una de ellas que
conlleva al andlisis del proceso de la conjetura a la demostracion.

Los instrumentos de mediacion semibdtica tienen como objetivo la produccion
de signos individuales al explorar el pantdégrafo a través de los dibujos
trazados por él, en este sentido se explota la relacion sujeto-artefacto, que
permite el surgimiento de signos individuales encaminados a la produccién
de conjeturas. La gestidbn docente explota la relacion que existe entre el
artefacto-problemas-conocimiento que se tiene en cuenta en la organizacién
del trabajo en clase y también participa en las interacciones sociales con el
fin de gestionar la evolucion de los signos producidos para convertirlos en

signos reconocidos por la cultura matematica.
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Desde la unidad cognitiva se enfatiza el andlisis para observar y analizar el
proceso de la conjetura a la demostracion, como también resaltar los
principales obstaculos con los que se enfrentan las estudiantes al llevar a
cabo este proceso. Por lo tanto, en esta unidad hacemos referencia a las
continuidades de Pedemonte, donde es posible reconocer si existe una
continuidad en el proceso de conjetura y su posible demostracion, o si por el
contrario se produjo una ruptura que no permitié el desarrollo del proceso
demostrativo. Las continuidades resaltadas por Pedemonte (1998), como
son: continuidad en el lenguaje, continuidad conceptual, continuidad de
marco, continuidad heuristica y continuidades en las dinAmicas mentales; se
observaran a partir de los signos producidos por los estudiantes durante la
interaccién con la secuencia de problemas abiertos disefiadas para este fin.
Desde esta teoria se explotara la relacion entre el sujeto-artefacto-problemas
para identificar las continuidades propuestas por Pedemonte a través de las

fases de esta teoria descritas anteriormente en el marco teorico.

La dimension matematica participara activamente, pues ella permite fijar una
teoria, en la que el proceso de conjetura-demostracion se puede visualizar a
través del trabajo y el desarrollo de las propiedades que enmarcan la teoria,
en este caso dentro de las propiedades de la homotecia. En esta dimensién
se explota la relacion sujeto-problemas que incluye el uso del pantégrafo,
que permite verificar el proceso de continuidad mediante la construccién de
la teoria y si las argumentaciones producidas en la etapa de conjeturas

pueden validarse en la etapa de construccion a la demostracion.

Para la observacion de esta unidad de analisis se tendra en cuenta el papel
que juega la teoria matematica implicita en el pantografo “las
transformaciones de semejanza central u homotecia”, como también los

conocimientos matematicos acordes con el nivel de aprendizaje de las
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estudiantes, para la posterior construccion de las propiedades matematicas
de la semejanza de figuras por medio de dicha transformaciéon geométrica.
Esta unidad se relaciona directamente con la solucién propuesta por las
estudiantes de los problemas presentados, en el cual se producen los signos
matematicos acordes a la teoria, es decir, que permiten la construccion de la
teoria a la par con el proceso semibtico descrito anteriormente. De esta
manera, la construccion de la teoria se puede ver reflejada en las
producciones escritas y verbales de las estudiantes en interaccién con el

problema presentado incluidas en los signos individuales y matematicos.

3.4 TRABAJO DE CAMPO

El trabajo de campo hace referencia a la fase interactiva que comprende el
momento de intervencion en el aula de clase, teniendo en cuenta primero
que las estudiantes de la Institucion Educativa Nuestra Sefiora del Palmar no
estaban familiarizadas con los problemas abiertos y tampoco habian

interactuado alguna vez con el pantografo de Scheiner.

La fase interactiva consta de dos etapas, la primera etapa que recoge el
momento de exploracién y donde se da inicio al ciclo didactico y la segunda
etapa “activa”, donde las estudiantes tienen que discutir la solucién de 4

problemas abiertos utilizando el pantégrafo Scheiner.

3.4.1 Primera etapa

Esta etapa comprende el momento de exploracion donde las estudiantes se
encuentran por primera vez con el pantografo de Scheiner. Las estudiantes
se enfrentan a preguntas abiertas con relacion al pantografo, su
funcionamiento, las figuras trazadas, su composicion, etc. Para determinar el
manejo del pantégrafo, identificar algunas caracteristicas matematicas y su

posible utilizacion en la realidad. Esta primera etapa se dividio en 3
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actividades relacionadas con el momento de exploracion del pantégrafo

descrita en la siguiente tabla:

Actividades Exploracién del ,dentlflcamon de. .Trf':lt.)ajo
Pantégrafo propiedades matemaéticas individual

Objetivos Manipulacion del | Produccion de figuras para | Investigacion en
pantografo la identificacion de | casa sobre el
identificando sus | propiedades mateméticas pantografo y sus
elementos usos.

Ejemplos *:De qué esta|*,Qué figura traza el | *Investiga.

preguntas compuesto el | extremo movil? Qué | ¢Qué es un
artefacto?. caracteristicas tiene con | pantografo?
*: Qué puntos de | respecto al original? ¢Para qué
él permanecen | *¢;,Qué cambios ocurren con | sirve?

alineados durante
el movimiento?
*Identifique.
JCual es el
puntero y cudél es
el extremo movil
entre By C?

*: Qué papel
juegan los puntos
A, B,y C?.

la imagen trazada por el
extremo movil si se
recorren los mismos dibujos
elaborados en el punto b?.
*¢Como se gradiua el
artefacto de tal forma que
pueda obtener figuras de
diferentes tamafos a partir
de la figura inicial?

*;Coémo llamarias a este
artefacto si ta fueras el
disefiador?
*: Qué

matematicas hay implicitas

propiedades

en el pantégrafo?.

*Dibuja en tu
cuaderno el
pantégrafo con
sus respectivas

caracteristicas

*Investiga.
¢,Qué es una
transformacion

geométrica?
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*¢ Qué posibles problemas
geomeétricos podrias
proponer utilizando el

artefacto?.

La segunda etapa activa consiste en la secuencia de problemas abiertos
encaminados a describir el proceso de produccion de conjeturas hasta su
posible demostracion. En esta seccion se describen los problemas abiertos
empleados para el objetivo principal de este trabajo de grado utilizando el

pantografo como instrumento de mediacidén semidtica.

3.4.2 Etapa activa (Problemas abiertos)

Presentamos a continuacion cada uno de los enunciados de los problemas
abiertos incluidos en la secuencia, junto a los datos de entrada para cada
problema, las variables, la intencionalidad y las acciones del estudiante. Las
acciones de las estudiantes se activan en los momentos de produccion
individual y social donde el estudiante tiene que utilizar el pantégrafo para la

solucion del problema.

Las acciones del profesor se activan en los momentos de produccién social
reafirmando los pasos dados para llegar a una solucion y realizando al final
un recuento de lo visto en relacién con la produccion matematica, con el fin
de promover los signos producidos en signos matematicos. Por lo tanto, las
acciones del profesor se ven reflejadas en las intervenciones de éste, cuando
participa en los momentos de interaccion social y estan dirigidas

principalmente a:

e Presentar el problema y motivar a las estudiantes a reflexionar sobre

el
enunciad Tabla 8. Fase previa — Exploracion del pantografo
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e Controlar el uso de los instrumentos, es decir, en relacién al buen

manejo del pantégrafo sin alterar los resultados

e Pedir argumentaciones y explicaciones a las ideas planteadas para

gue puedan surgir pequefias conjeturas.

e Guiar y orientar la secuencia para lograr obtener un proceso

demostrativo.

3.4.2.1 Problemal

Enunciado: Dado un punto fijjo y un segmento situado en el papel de dibujo
No. 1. Si se traza un segmento con el pantégrafo desde el punto fijo, 6 veces
mayor que la longitud del segmento dado. ¢(Como trazar diferentes
segmentos cuya longitud se encuentre entre el segmento dado y el segmento
6 veces de mayor longitud, tal que al unir los vértices estos concurran a un

mismo punto?

Datos Variables Intencionalidad Acciones del estudiante
entrada

Caracterizar los *Observar la hoja de dibujo e
movimientos de los inferir donde debe estar el
segmentos trazados, punto fijjo del pantégrafo y
5 es decir, la forma en donde debe ser colocado el
Razon vy ; ;
: _ gue estos cambian puntero para que describa el
figura final 5 _
segun se acercan al segmento pedido.
punto fijo y cébmo las *Crear suposiciones o]
rectas que unen los pequeflas conjeturas que
vértices concurren al denoten la validez de sus

punto fijo del argumentos o para comprobar
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pantografo. Esto se que el pantdgrafo estd bien

relaciona con una de ubicado.

las propiedades de la Dar respuesta al problema
Tabla ' BUEHRciSh SRbfdmaPgoIgado con el andlisis e

de homotecia y sus interpretacion de sus posibles

puntos homologos soluciones

deben estar en una

misma recta.

En este primer problema se comienzan a transformar segmentos que nos
permiten caracterizar qué funcion cumple el punto fijo y las escalas del
pantografo, en el camino al reconocimiento de los elementos de homotecia
como son su centro y razén de homotecia. También para observar que esta
sucediendo cada vez que los segmentos se acercan mas al punto fijo y que
sucede con las rectas que unen los vértices de los segmentos, de esta
manera, se introducen las primeras caracteristicas que trae implicito el
funcionamiento del pantégrafo que se relacionan con las propiedades de

homotecia como son:

e Toda recta | que no pase por el centro de homotecia se transforma en

una recta I’ paralela.

e El centro de homotecia O y los puntos homélogos deben estar

alineados.

En la siguiente tabla se describe la expectativa en cuanto a las posibles
soluciones al problema y los signos individuales y matematicos que se

espera produzcan las estudiantes.

Solucion esperada Signos individuales Signos matematicos
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Para este primer | En relacion al | En relacién al problema

problema se espera que | funcionamiento del | se espera que el
el estudiante tome como | pantografo, el | estudiante sea capaz de
referencia el punto fijo y el | estudiante reconocera | producir relaciones

segmento dado, y a partir | que el punto fijo del | geométricas entre los
de él dibuje con el | pantégrafo debe estar | segmentos, observar
pantografo diferentes | sobrepuesto en el | distancias, explicar
segmentos de distintos | punto inicial dado en el | porque los  vértices
tamafio con los cuales | problema, al igual que | concurren a un mismo
tendra que variar la | el puntero que sera el | punto, identificar
escala del pantografo | que recorrera el | propiedades de
para la realizacion de | segmento dado para | homotecia entre el
estos. Asimismo, se | transformar a partir de | segmento dado con el
espera que el estudiante | él los demas | segmento transformado
pueda observar en la | segmentos. por el pantégrafo como
realizacion de este | También reconocer que | por ejemplo que los
problema que los | al variar la escala, | segmentos son
segmentos deben estar | entre mas grande sea | paralelos y
organizados de menor a | la variacibn mas cerca | proporcionales,  como
Mayor P3ig 94, BedthieiBRtaEaYolRUIT plPha4BPIER AL AARRYNtOS
sus vértices concurran a | punto fijo y mas lejos | homoélogos deben estar
un mismo punto. estara el trazador | alineados.

movil.

3.4.2.2 Problema 2

Enunciado: Una empresa quiere disefiar un juego para niflos que permite
armar figuras como la que muestra la figura 3. Suponga que para realizar
este disefio se le presentan algunas piezas estandar como las que se
encuentran en la hoja de dibujo 3 y una condicion: la razon entre los lados de
la figura 1 ampliada y ] los lados correspondientes en

la figura estandar sea de 2.



llustracion 4. Juego para nifios

¢, Qué condiciones deben cumplir las demas piezas para que se ajusten de

acuerdo a la condicion de modo que quede como la muestra la figura 4?

Datos Variables Intencionalidad Acciones del estudiante
entrada

Razén Reconocimiento de *Analizar u observar las
(escala) y propiedades para piezas presentadas en la
centro (punto cuadrilateros. hoja de dibujo para lograr el
fijo del Relaciones entre la trazado de la figura final
pantégrafo escala del *Organizar el pantografo para
pantégrafo con la el adecuado lugar de la figura

razén de transformada
Uelsl 1%0%3%@5'59” problenlai.rl}all?a% de buscar una buena
(reducir figuras) forma de solucion del

problema por medio de
mediciones, etc.

*Afianzar caracteristicas
encontradas en los
problemas anteriores para el
reconocimiento de las
escalas como representantes

de las razones.
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En este problema se introducen los cuadrilateros mediante un juego para
nifios, donde las piezas del juego se dan separadas como entrada en la hoja
de dibujo, el estudiante tendra que variar el centro y la escala para trazar el
dibujo cumpliendo la raz6n dada. De este modo, el estudiante podra
relacionar la escala del pantografo con el concepto de razén para introducir

algunas propiedades en las figuras como los lados proporcionales.

En la siguiente tabla se muestra la solucion esperada junto con los signos

personales y signos matematicos de las estudiantes en este problema:
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Solucion esperada

Signos individuales

Signos matematicos

Para este problema se
espera que las estudiantes
inicien ampliando la figura 1
con la razén pedida, es
decir que logren identificar
esta

que la razon

relacionada con la escala
del pantografo y de esta
manera realicen la primera
figura en escala 2. Las
demas piezas deben
ajustarlas para que queden
como la figura, es decir se
espera que las estudiantes
puedan deducir relaciones
entre la figura original y las
piezas estandar
presentadas en la hoja de
dibujo para asi encontrar la
razén que mas se adecue a
la figura. Cabe mencionar
gque las piezas estan a
de

esta maneras tendran que

diferente tamafio, asi
analizar si se amplia la
figura o si se tiene que
reducir para formar el juego

completo.

En

funcionamiento

relacion al
del
artefacto, las estudiantes
reconoceran que la razén
esta relacionada con la
variacion de la escala en
el pantografo y que en
este reconocimiento

podrdn  encontrar las
otras escalas para cada
de

también se espera que

una las piezas,
mediante el
funcionamiento y la
de

figuras trazadas por el

observacion las

pantégrafo las
estudiantes reconozcan
que es posible reducir

una figura y que eso
del

entre la

dependera
intercambio
funcién del puntero con el
trazador movil, es decir el
trazador movil pasa a ser
el puntero y el puntero el
movil

trazador para la

reduccion de la figura.

En relacion al problema
se espera evidenciar
signos matematicos

que pueden  estar
ligados a la relacion
entre dos magnitudes
es decir, al concepto de
razon, donde se pueda
definir la
proporcionalidad de

segmentos.

Tabla 12. Descripcion de la solucién esperada por las estudiantes (Problema 2)

77



En este momento se pretende hacer una intervencion por parte del profesor
para introducir el concepto de homotecia, esperando que los estudiantes
logren conocerlos elementos relevantes de ella como son su centro de
homotecia que representa el punto fijo del pantégrafo y su razon de
homotecia que varia segun la escala del pantégrafo. Se espera que el
estudiante logre identificar y relacionar la razon de homotecia con la
variacion de la escala del pantografo, como también establecer propiedades

de semejanzas de figuras como son los lados proporcionales.

3.4.2.3 Problema 3

Enunciado: El sistema articulado descrito, consiste en 3 hexagonos

regulares conectados como indica la ilustracion 5.

L K
/ - _.\\
/ A
/ N R 2
F E /; \ / \‘\
/._ _.\\ _,-"f \\ /‘ \\
S Ay n] WJ \ P
Y \ »
\\\ ,-‘f’ \ / \\ / /
\ / /
Be— e \ f.f \\\ _./;
\‘ /”'r ﬁ_ s
N
Vo4

llustracion 5. Sistema articulado (problema 3)

Dado un hexagono regular. ¢COmo puede trazarse un nuevo Sistema

articulado como el de la figura, a partir de este hexagono y con ayuda del
pantografo, considerando que la razon entre %: 2.5y entre %z 1.52.

Explica el procedimiento empleado.

e Suponga que A es el punto fijjo del pantdégrafo. ¢Cuéles son las

razones de las homotecias con centro en el punto A en las que:
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a) Al punto D le corresponde el punto J

b) Al punto D le corresponde el punto P

Datos

entrada

Razon y el

la

final

figura

Variables

Figura inicial

lele[cl[oMe [N v Punto fijo

Intencionalidad

En este problema
se pretende
orientar las
caracteristicas

encontradas para

Acciones del estudiante

*A partir del hexagono dado
construir un nuevo sistema

articulado como el que
muestra la figura que cumpla

las condiciones dadas.

que surjan * Analizar u observar las
conjeturas con propiedades encontradas vy
relacion a las comparar la figura inicial con
propiedades las obtenidas con el
encontradas en la pantografo.

figura inicial y la

* Conjeturar a partir de la

figura final. observacion las propiedades
de homotecia que  se
conservan, como los lados
paralelos, lados

proporcionales, alineacién de
puntos homologos.

Tabla 13. Descripcion problema No.3

En este problema se introduce los hexagonos para el proceso de generalizar
las propiedades de las figuras trazadas por el pantografo y afianzar el
concepto de razon relacionada con la escala del pantografo. De esta forma
se espera que el estudiante, con las caracteristicas vistas en cada una de las
figuras trabajadas, pueda conjeturar las posibles propiedades existentes en
el instrumento y las relacione con los conceptos previos que trae, es decir

que se refleje en los signos matematicos como definiciones, conjeturas de
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las propiedades de homotecia, etc. En este momento las estudiantes deben
de tener presente la definicion de homotecias, identificando su centro y su
razon de homotecia, por este motivo en este problema se pregunta sobre las

razones de homotecias.

En la siguiente tabla describiremos las expectativas en cuanto a la solucion
del problema, los signos individuales y matematicos que se esperan

produzcan las estudiantes.

Solucién esperada Signos individuales Signos matematicos

Para este problema se |En relaciéon al | En relacion al problema
espera que las estudiantes | funcionamiento del | se espera evidenciar
a partir del hexagono | pantdgrafo, las | conjeturas relacionadas
dibujado puedan trazar un | estudiantes tendran | con los signos
nuevo sistema articulado | que organizarlo de tal | matematicos que se han
teniendo en cuenta las |forma que logren | venido identificando en
condiciones dadas y de |realizar el mismo | los problemas anteriores

esta manera puedan | sistema articulado con | y que permitan conducir

encontrar relaciones | las condiciones | a una construccion de su
mateméaticas del sistema | pedidas, también | posible  demostracion.
articulado dado en la | comiencen a | Esto signos matematicos

grafica y el realizado por | reconocer porque el | estan ligados a la
ellas con el pantégrafo. Se | pantégrafo estd | identificacion de
espera que en la | dibujando figuras | propiedades

interaccion con este | similares y que es lo | matematicas que tienen

problema analicen, | que hace que varie la | que ver con la
observen y comparen la | escala. semejanza de figuras y
figura inicial con la obtenida la transformacion de
por el pantografo y puedan homotecia.

conjeturar y deducir
propiedades matematicas

sobresalientes en las dos
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gue se siguen conservando,
tales como: lados paralelos,
lados proporcionales,
angulos iguales y figuras

semejantes.

Tabla 14. Descripcién de la solucién esperada por las estudiantes (Problema 3)

3.4.2.4 Problema 4

Enunciado: De acuerdo a lo explorado en los anteriores problemas. ¢Qué
caracteristicas presentan las figuras trazadas con el pantografo?. ¢Como

puedes definirlas?. Explica y argumenta tu respuesta.

En este problema se pretende hacer una generalizacion de todo lo
explorado, observado y analizado de los problemas anteriores, reafirmando
las propiedades encontradas para lograr caracterizar las figuras trazadas por
el pantdgrafo.Se espera que el estudiante logre identificar que las figuras
trazadas por el pantografo son semejantes a las dadas mediante una
transformacién de homotecia, es decir, que puedan conjeturar que
propiedades matematicas identifican en las figuras iniciales y las
transformadas por el pantégrafo que hace que las figuras sean semejantes:
como lados paralelos, &ngulos correspondientes iguales, lados

proporcionales y lados homadlogos situados en una misma recta.
En la siguiente tabla mostraremos las expectativas en cuantos a la solucion

del problema, signos individuales y signos matematicos que se esperan

realicen las estudiantes:
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Solucién esperada

Signos individuales

Signos matematicos

Para este problema final se

espera que las estudiantes
con todo lo explorado,
interactuado con los

problemas anteriores puedan
enlazar las figuras dibujadas
con el funcionamiento del
pantografo. De esta manera
se las

espera  que

estudiantes puedan
generalizar las propiedades
de las figuras inicial con la
transformada por el
pantégrafo y puedan asi
conjeturar y comenzar un
proceso demostrativo para

probar dichas conjeturas.

En

funcionamiento

relacion al
del
artefacto, se espera
gque las estudiantes
produzcan signos
individuales que
pueden estar ligados
del

Su

a la forma
pantografo, a
estructura como por
ejemplo que puedan
identificar el
paralelogramo que
forma el pantégrafo,
puedan deducir a
través de sus partes
como son las figuras

trazadas por él.

En relacion al problema

se espera evidenciar
signos matematicos que
pueden estar ligados a la
definicibn de semejanza

y con ello puedan lograr

probar porque el
pantografo  transforma
una figura en otra

semejante a ella.

Tabla 15. Descripcion de la solucién esperada por las estudiantes (Problema 4)

A partir de los resultados en la fase activa y lo sucedido en el aula de clase,
se espera evidenciar el proceso de conjetura-prueba que permite hacer un
acercamiento a la demostracion en matematicas, cuando se incorpora un

instrumento de mediacién semidtica como lo es, el pantégrafo de Scheiner.
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CAPITULO 4: ANALISIS DE RESULTADOS

“Tratar de conocer la realidad en la que viven nuestros alumnos es un deber que la
practica educativa nos impone: sin esto, ho tenemos acceso a su modo de pensar y
dificilmente podremos, entonces, percibir lo que se saben y como lo saben”.

Paulo Freire

INTRODUCCION

Este capitulo describe el desarrollo de la secuencia de problemas abiertos,
su implementacion en el aula de clases y los resultados visibles que pueden
sustentar el posible proceso de la conjetura a la demostracion. Los analisis
descritos en este capitulo, respecto a cada uno de los problemas abiertos
propuestos, se realizan desde el lente de la rejilla de observacion y analisis

de resultados (Tabla No. 7) descrita en el capitulo anterior.

4.1 RESULTADOS DE LA EXPERIMENTACION

La rejilla de observacion (tabla No. 7) posibilita la articulacion de unidades de
analisis a las cuales hace alusion el marco teérico. Por ejemplo: la Teoria de
la Mediacion Semibtica, la Unidad Cognitiva y las transformaciones
geométricas para analizar el proceso de conjetura-demostracion que se
puede dar en la interaccidon con los problemas abiertos. En estos analisis
utilizaremos la nomenclatura E1, E2 y E3 para referirnos a las tres
estudiantes que participaron en el trabajo de campo, asi como también la
letra “P” que se referira al profesor cuando interviene en las interacciones

con las estudiantes.
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4.1.1 Momento de Exploracion

Este momento de ensefianza se enfatizdé en la exploracion y el
reconocimiento del pantdgrafo, las estudiantes lograron identificar el punto
fijo, el puntero y el trazador moévil, como también que el trazador mdvil
convertia a una figura recorrida por el puntero, en otra figura que tenia la
misma forma pero variaba en su tamafio dependiendo de la escala del
pantografo. De esta manera se puede observar un avance en relacion a la
identificacion de propiedades de la transformacion de homotecia, puesto que
las estudiantes perciben una relacion de similitud entre la figura inicial y la
transformada por el pantdgrafo, es decir reconocen que las figuras son

parecidas pero las diferencia su tamafio.

Este momento de exploracion también permiti6 reconocer las funciones
basicas del pantégrafo en general, asi como las funciones de cada elemento
que estructura el pantégrafo como lo son: el punto fijo, puntero y trazador
movil, como también la variacion en las escalas del pantégrafo. Aunque este
momento fue mas de reconocimiento del pantégrafo, las estudiantes
alcanzaron a percibir la relaciébn de semejanza entre las figuras aunque aun
no reconocen las propiedades de semejanza definidas, lo cual se evidencia
en el argumento que dan de que se reconocen las figuras semejantes por su
parecido entre ellas, aunque se diferencian de tamafio, y no por la
propiedades geomeétricas como son: la congruencia de angulos y las razones

ente lados correspondientes que determinan una constante.

4.1.2 Momentos de produccion individual y produccion social

En este trabajo de investigacion se destaca el andlisis de estos dos
momentos puesto que son cruciales para identificar los medios semidticos
que los estudiantes utilizan para seguir un proceso demostrativo con la

participacion del profesor y asi identificar caracteristicas sobre el proceso que
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existe entre la producciéon de la conjetura y la posible construccion de su
demostracion. Se inicia con la primera unidad de analisis referente a la
funcién de los instrumentos de mediacion semidtica para identificar los signos
producidos en esta etapa. En particular se presentaran algunos fragmentos
tomados del registro de video y de algunas producciones escritas realizadas
por las estudiantes, buscando analizar las acciones del estudiante y el
profesor en relacion con la solucidon esperada por las estudiantes, asi como
también identificar los signos individuales y matematicos producidos por las
estudiantes y anticipados segun las tablas descritas en el capitulo anterior
para cada problema. De este modo se obtienen herramientas para la
caracterizacion del proceso de la conjetura a la demostracion mediante la

Unidad Cognitiva.

A continuacién se describen las acciones del profesor y el estudiante segun
los fragmentos de los videos para cada problema, seguidamente de la
solucion presentada por las estudiantes junto a los signos individuales y

matematicos observados.

4.1.2.1 Problemal

Dado un punto fijo y un segmento situado en el papel de dibujo No. 1. Si se
traza un segmento con el pantdégrafo desde el punto fijo, 6 veces mayor
gue lalongitud del segmento dado. ¢Cémo trazar diferentes segmentos

cuya longitud se encuentre entre el segmento dado y el segmento 6 veces

de mayor longitud, tal que al unir los vértices estos concurran a un mismo
punto?

Descripcién de las acciones

UIESETPeel) ¢ e del profesor y el estudiante

P:¢Como lo piensan hacer? El profesor interviene
El: Solamente la escala de las | intencionalmente para que las
Fragmento de columnas va a cambiar, osea | estudiantes  expliquen el
video 1 cada vez que va ir bajando se | procedimiento que estan

va poniendo mas grande, pero | realizando. Las estudiantes

como usted nos dice que | comienzan a buscar una
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tenemos que tener un punto

fijo, por ejemplo podemos

coger y tener este
(refiriéndose al segmento o
figura inicial dada) de punto
fijo...

E2: Aja, aqui empieza la de 2,
la de 3, la de 4....(senalando
el espacio que hay después

del segmento inicial)........

posible forma de solucion del
problema moviendo el
pantografo y trazando algunas
lineas, después comienzan a
observar donde debera de ir
hacen

el punto fijo vy

suposiciones por ejemplo
tomando de referencia como
punto fijo el segmento dado
en el problema. Pero al final
se dan cuenta que el punto
fijo del pantégrafo debe estar
ubicado el punto inicial y no

en el segmento inicial dado.

Fragmento de
video 2

El: Se pas6 (risas) llego el
puntero aca (sefialando donde
quedo el puntero).

E2:
quedo bien.... (Coge la regla

podemos rectificar si

para medir el segmento

inicial)... uno y medio (hace
unos célculos) y después dice:
tendria que quedar de 9...

E1l: mide el segmento final (6
veces de mayor longitud que
el inicial) y dice: yo que le dije
que nos habiamos pasado.....
P: ¢cémo lo hizo?

E2: medi el tamafiito de este
(Senalando el  segmento
inicial) entonces lo multiplique

y luego me di cuenta como

En

estudiantes ya

este fragmento las
han
identificado que el punto fijo
del

sobrepuesto en el punto inicial

pantégrafo debe estar

dado en el problema, después
comienzan a recorrer el

segmento inicial con el
puntero del pantégrafo, pero
se exceden de la medida del
segmento recorrido, por lo
que el segmento transformado
aumenta de tamafio mas de lo
previsto. La E2 rectifica si el
segmento transformado ha
guedado bien entonces mide
con la

el segmento inicial

regla que da 1.5 cm y luego
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tenia que quedar...por

6.....(mira a la otra
comparfiera) y dice: porque es
por 6 veces no?

El: por/a escala...

multiplica este por 6, lo que le
da un resultado de 9 cm. Con
esto

concluye que el

segmento transformado
deberd medir 9cm. El profesor
interviene para que expliqgue
como hizo este procedimiento
y porque
resultado. En este momento

concluye este

las estudiantes reconocen

que el segmento se esta
ampliando 6 veces y lo
definen por la escala del

pantografo.

Fragmento 3
(produccion

escrita)

Como conclusion las
estudiantes escribieron en la

hoja de trabajo lo siguiente:

e El punto de union es el

punto fijo del
pantégrafo

e Las escalas del
pantografo son las
encargadas de

aumentar el tamafio y
la distancia entre las

columnas

En este fragmento escrito por
las estudiantes se observa
identificar

que han logrado

algunas caracteristica en
relacion al funcionamiento del
pantégrafo como son: la unién
los

de los \Vvértices de

segmentos dibujados
concurren a el punto fijo del
pantografo que es el mismo
punto inicial dado en el
problema y reconocen que las
escalas determinan la
ampliacion de los segmentos

transformados.

Tabla 16. Fragmentos de video problemal
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A partir de los fragmentos recolectados en el problema 1, analizaremos desde la
tabla No. 10, la solucién del problema propuesto por las estudiantes, asi como
también los signos individuales y signos matematicos que se evidenciaron en este

problema.

Solucién presentada

Las estudiantes
comenzaron primero a
identificar los datos de

entrada y las variables en

juego. Después que
ubicaron el punto fijo en el
dado,

transformaron el segmento

punto inicial
inicial en otro 6 veces de
mayor longitud, a partir de
alli fueron variando la
escala de menor a mayor
es decir, ubicaron el
pantografo en escala 5,
luego en escala 4, en 3y

luego hicieron es escala 2,

para asi obtener los
segmentos que iban a
estar entre el segmento

inicial y el transformado

inicialmente  por  ellas

mismas. Al finalizar el

dibujo de los segmentos,
unieron los vértices y se

dieron cuenta que las

rectas que unian los

Signos individuales

En este primer
problema los signos
individuales

observados en relaciéon
al funcionamiento del
pantografo se
manifestaron  cuando
las estudiantes
trataban de establecer
la ubicacion del punto
del

como se vio en el

fijo pantografo
primer fragmento que
primero toman como
punto inicial el
segmento dado y luego
se dan cuenta que el
puntero es el que debe
recorrer el
En

también

segmento.
este  momento
se logra
reconocer la variacion
de la escala que lleva
analizar la organizacion
de

trazados para que al

los  segmentos

Signos matematicos
En este problema no se
evidencian signos
matematicos aun, las
argumentaciones y
de

aun

explicaciones las

estudiantes son

muy minimas y no dejan

ver la presencia de
enunciados,

definiciones, teoremas
matematicos que

conlleve a la produccién
de conjeturas. Tampoco
se identifican
caracteristicas entre los
segmentos por ejemplo
que

sean paralelos

como se esperaba.
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vértices de los segmentos | unir sus vértices
concurrian a un mismo | lleguen a un mismo
punto que coincidia con el | punto fijo. Como
punto inicial dado y el | también reconocer que
punto fijo del pantografo. este punto fijo coincide

con el del pantégrafo

Tabla 17 Solucién problema 1 propuesta por las estudiantes y

Produccion de signos individuales y mateméticos

En este primer problema se logra observar como las estudiantes comienzan
a planear la estrategia de solucién del problema, tratando de organizar los
elementos del pantografo tales como el punto fijo y el puntero, para asi
obtener los otros segmentos, que les permite identificar y reconocer el punto
inicial como un representante del punto fijo en el pantografo.

La gestion docente del problema propuesto se manifiesta cuando genera
preguntas que permitan controlar como el uso de la escala y sus variaciones
afectan la longitud del segmento transformado. Por ejemplo, en el fragmento
2, se comienzan a observar algunos signos individuales en relacion a la
escala del pantégrafo, en el momento en que es utilizado el proceso
multiplicativo para verificar si el segmento final concuerda con el
funcionamiento del pantografo, es decir, la estudiante realiza una
multiplicacion del segmento cuando la escala del pantégrafo es 6, obteniendo
asi la longitud que debe de tener el segmento trazado mediante el
pantografo. La utilizacién del proceso multiplicativo puede visualizarse como
un signo matematico, pero en este caso es producido por las estudiantes sin
la necesidad de intervencion del profesor, es decir fue producido en base a

Sus conocimientos previos.

En este primer problema, aunque no se produce ningun signo matematico
relevante en relacion con las propiedades de la transformacion de homotecia,

se logra evidenciar signos no verbales que pueden estar ligados a los gestos
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tales como: sonrisas, admiracion, de sorpresa cuando verifican que un

comentario de algunas de ellas referente al modo de utilizar el pantografo es

valido. Esto se hace relevante en la medida en que se observa que estos

signos pueden ayudar en la motivacion de las estudiantes en la solucion de

los problemas siguientes.

4.1.2.2 Problema 2

Una empresa quiere disefiar un juego para ninos que permite armar figuras

como la que muestra la figura 3. Suponga que para realizar este disefio se

le presentan algunas piezas estandar como las que se encuentran en la

hoja de dibujo 3 y una condicidn: larazdn entre los lados de la figura 1

ampliada y los lados correspondientes en la figura estandar sea de 2. ;Qué

condiciones deben cumplir las demas piezas para que se ajusten de

acuerdo ala condicion de modo que quede como la muestra la figura 3?

Fragmento de
video 1

Transcripcién de video

Descripcién de las
acciones del
profesor y el

estudiante

P: ¢Cémo se dan cuenta que la razén
de los lados es 2?

E1l: Porque se tiene que hacer a escala
2 y necesitamos es que ajuste

E2: porqué sabemos, porque es el

doble (saca la lengua como si hubiese

El profesor interviene
intencionalmente

para que las
estudiantes expliquen
el procedimiento que

estan realizando. Las
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dicho algo mal)

P: Si, porque ahi dice la razén entre los
lados de la ampliada sobre los lados de
la otra sea de 2. Si da 27?

El: ;Cémo asi?

P: ¢ Qué es una razdn?

E2: Es por ejemplo que 2a 1 ehh1a?2,
osea que este lado es 2 a este que es
menos....(sefialando inicial
dada)

P: Entonces seria la razén entre los

la figura

lados de la figura ampliada. ¢, Cual es la
figura ampliada?

El: esta (sefialando la figura trazada
por el pantografo)

P: ¢ Cuanto vale un lado de esa?

E2: 4

P: y los lados correspondientes de la
otra sea 2, el de este es:

E2: 2(sefialando un lado de la figura

inicial)
P: entonces 4 dividido 2?
E2: esaeslaraa...zon...... 2

P: esa es la razon, la relacién entre los
dos, la division 4 dividido 2
E2: 2

E3: osea que nos quedd buena.

estudiantes utilizan la
del
pantégrafo pero sin

escala 2
aun relacionar esta
con la razéon 2 dada
en el problema. Es

decir, aunque las
estudiantes

identifican que la
escala 2 esta

relacionada con la
razon pedida, no son
de

argumentar el porqué

capaces

de esta relacion. En

este momento se
evidencia que el
concepto de razén

aun no esta claro. La
gestiobn docente en
de

florecer estos signos

este caso es el

para que ellas
reconozcan la razén
representada en las
del

pantégrafo. De esta

escalas

manera se visualiza

en este primer

fragmento como
mediante preguntas

las estudiantes
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logran relacionar e

identificar la razoén
con la escala 2 del

pantégrafo.

Fragmento de
video 2

E1l: Tenemos que sefalar el punto fijo?
P: Si no lo han sefialado, ¢ Qué pueden
hacer para averiguarlo?

E1l: Unir las lineas (sefalando los
vértices de las figuras) y ahi ya esta

E2: ya sabemos donde esta el punto

fijo.

En este fragmento,
se logra evidenciar

que aun permanece

intacto el
reconocimiento  del
punto fijo que

identificaron en el

problema 1, es decir,

notamos en este
fragmento que las
estudiantes

conservan el
reconocimiento  del
punto donde
concurren las rectas

qgue unen los vértices
de la figura inicial con
la transformada por

el pantégrafo.

Fragmento de
video 3

El: coge la regla y mide (se rasca la
cabeza, observa mira, se rasca la
cabeza y coge la regla)

P: ¢ Qué estas haciendo ahi midiendo?
El: Es que aqui tienen que quedar de
la misma medida (sefialando el dibujo
armado que se presentd en el
enunciado del problema).

E2: No, no tienen que quedar de la

En este fragmento 3

da cuenta como las

estudiantes inician
estrategias de
solucion cuando

tratan de buscar la
escala apropiada
para la solucién del

problema, las
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misma medida

P: ahi en el dibujo estdn en la misma
medida?

E2: pero mira que los puntos de union
son diferentes

(La Est 1 mueve los labios, mira la
figura que estd en el enunciado y la
compara con la otra)

El: lo hacemos de 3?

E2: side 3

E3: de 3? (coge el pantografo con
ayuda de la est 2 y cambian la escala a
3). Después de un tiempo se dan

cuenta que no funciona...

diferentes sefales
gque se pueden
visualizar en los
registros como los

planteados en este

fragmento nos
muestra el proceso
en el que estid
inmersa la El

tratando de encontrar
un argumento valido,
para hallar la razén
indicada que sirva
para trazar la figura
acorde con la figura
inicial, pero después
de un tiempo se da

cuenta que no
funciona.

E2: coge la regla, mide un lado del | En el fragmento 4
trazado en el papel de dibujo y mide un | también se logra

Fragmento de . . .
lado de la figura que se encuentra en el | visualizar como las

video 4 . .
enunciado del problema 3. Se para y | estudiantes se

luego dice: Este mufieco nos quedd
torcido, este cuerpo quedo mas alla y
tiene que ser derecho.

E2: nos quedo mal el 2

E3: no me diga

E2: parese bien aqui y vera, que este
brazo quedo muy inclinado y el cuerpo

con el brazo 4 tiene que ser aqui

introducen en un
proceso de solucién
del problema, cuando
intenta transformar el

juego descrito en el

enunciado con las
caracteristicas
presentadas. Ellas
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derecho y el cuerpo nos quedé subido.
P: analicen todo, desde donde esta
empezando el punto de la cabeza, en
donde esta la conexion de la cabeza
con la otra.

E3: porque aqui en el dibujo este
pedazo aqui es mas angosto que aca
(sefialando el lado de un brazo de la
figura en la hoja de dibujo)

P: cuanto es la diferencia de la
distancia de aqui hasta este punto
segun el dibujo (sefialando la figura en
la hoja donde estad el enunciado del
problema)

E2: coge la regla para verificar... dice:
aunque....... pues obviamente este
pedacito es mas pequefio que el otro
(sefialando la figura en la hoja de
dibujo) pero no tanto, cierto?

P. En cuanto es la diferencia? En
cuanto seria la diferencia?

E1l: a mi me parece que esta igual

P:y ya lo midieron?

E2: no, hay una diferencia

E3: sii, este lado es mas anchito que
este

P: ¢ Cuanto es la diferencia?

E3: venga miro

Las tres estudiantes miden los lados de
la figura inicial mostrada en el papel de
trabajo donde va el enunciado

E3: este es 0.5 y este 0.7 entonces es

comparan la figura
final trazada con el
pantégrafo con la
figura inicial expuesta
en el enunciado vy
comienzan a detectar
similitudes y
relaciones que deben
cumplirse en las dos,
por ejemplo: cuando
comparan la figura

inicial 'y se dan
cuenta que el brazo
es mas derecho, o
cuando encuentran
una diferencia en uno
de los extremos de la
cabeza que parte al
del

lado  superior

cuerpo en dos.
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0.2

P: asi tendria que ser la diferencia
también de alla

E3: pero a escala 3?

El: 15

E3: pero 5 a escala 3, 15

El:. si, aqui tendria que dar 15
sefialando la figura trazada por el
pantografo

E2: es que no usamos bien ese
pedazo...

P. que estas haciendo ahi? (Le
pregunta a la Est 1)

E1l: Es como un experimento (sonrie)
P: dale... Pero como Ilo estas
haciendo?

E1l: estoy dividiendo con que esta parte
de acéa quede igual a la parte de aca...
ya?(sefialando el dibujo en la hoja del
enunciado).. entonces haciendo Ila
medida como dividiendo aca
(Sefnalando la de la hoja de dibujo)

P:y eso a que te va a llevar?

E1l: a que este punto conecte como
aqui..porque es que mire aqui es 0.5y
aqui 0.7, osea que este le lleva 2 a
este, entonces aqui necesito un
numero por el cual este quede a este y
su diferencia sea 0.2.. entonces
necesito pasar estas medidas (sefiala
las divisiones en la hoja del enunciado)

aca para poder hacer la razén de aca
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me quede 0.2....(sigue midiendo los
lados) luego de un momento dice: listo
P: entonces como lo haces? Usted
estaba hallando es el punto de corte
donde iba el puntero?

El: si

Tabla 18. Fragmentos problema 2

A partir de estos fragmentos recolectados en el problema 2, describiremos la
solucion presentada por las estudiantes en este problema y los signos
individuales y los signos matematicos que se identificaron en el desarrollo de

este problema.

Solucién presentada
Este problema se inicio
con la identificacion de la
razén dada en el problema
relacionada con la escala
del

de esto

pantografo. Después
las estudiantes
establecieron  relaciones
entre las figuras iniciales y
la figura del juego de nifios
mostrada en el problema,
con estas relaciones
lograron variar las escalas
del pantégrafo para trazar
y organizar las demas

piezas de tal manera que

quedara de la misma
forma como la figura del
problema. En este

Signos individuales

En este problema se

evidenciaron signos
referentes al
funcionamiento del

pantografo tales como
la identificaciéon de la
razébn en relacion con
del

pantografo, por ejemplo

la escala

cuando las estudiantes
utilizan la escala 2 para
realizar el problema.
También se producen
signos referentes a la
organizacion y escala
del

trazar la figura tal y

pantégrafo para

como la solicita el

Signos matematicos
En este problema se
producen algunos
signos que pueden estar
ligados al concepto de
razon,

como por

ejemplo cuando las

estudiantes logran
establecer relaciones

numéricas entre las
figuras para el trazado
de la figura
transformada con las
condiciones dadas en el
No

que

problema. se

evidencia estos
signos estén ligados al
concepto de proporcién

de segmentos como se
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problema también se | problema, como es el | esperaba en este
exploro el pantografo para | reconocimiento de la | problema.

la reduccion de figuras ya | relacion entre la razon

que las figuras 6 y 7 |y la variacion de la

debian ser reducidas para | escala del pantégrafo.

ajustarse segun la figura

dada. Al finalizar lograron

ajustar las piezas segun el

dibujo propuesto y

lograron trazarlo en la hoja

de dibujo con las nuevas

PTOPOICIRNRE; 19 Solucion problema 2 propuesta por las estudiantes y los

signos individuales y mateméticos evidenciados

En este problema 2, las estudiantes logran establecer relaciones de medida
para realizar el dibujo con las condiciones dadas en el problema. Con lo que
surgen conjeturas de verificacion, es decir a través de las relaciones de las
medidas, realizan conjeturas que pueden ser validadas por la herramienta de
verificacion como es la regla y que les permite por tanto encontrar las
razones que ajustan para las demas piezas. Al finalizar, logran afianzar el
concepto de razén que aun no estaba claro y lo relacionan con la variacién
de las escalas del pantdgrafo. También en este problema las estudiantes han
explorado y reconocido que el pantégrafo les permite también reducir figuras,
cambiando el puntero con el trazador mavil, permitiendo de esta manera

realizar el juego completo con todas las piezas descritas.

En este problema, el profesor explicO que es una transformacion de
homotecia identificando las caracteristicas ya encontradas por las
estudiantes en los problemas como son su centro de homotecia y razéon de
homotecia. Esta intervencion se dio en el sentido que las estudiantes

lograran expresar lo que ya venian trabajando como son el punto fijo y las
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escalas del pantdgrafo, en términos matematicos como centro de homotecia
y razén de homotecia. Por esto en el siguiente problema se expresa el

enunciado en estos términos matematicos.

4.1.2.3 Problema 3

En este problema describiremos primero la solucién presentada por las
estudiantes en referente a este problema, junto con los signos individuales y
matematicos producidos por las estudiantes, para luego mostrar algunos
fragmentos relevantes en cuanto a la produccion de una conjetura que se
venia esperando desde el primer problema y que surgié en la solucién del
problema como es: la de los lados paralelos.

Solucién presentada
Las estudiantes iniciaron

este problema con el
hexagono dado. A partir
de alli segun las razones
dadas en el problema, las
estudiantes sin  ningun
problema organizaron la
del

segun las razones dadas y

escala pantografo

realizaron el sistema

articulado  sin  ningdn
dificultad, también lograron
identificar el centro de
homotecia y la razén de
homotecia. Al finalizar

identificaron propiedades

Signos individuales

En relacion al
funcionamiento del
pantografo las
estudiantes logran
reconocer  similitudes
entre las figuras
iniciales y las

transformadas por el
En

problema al conjeturar

pantografo. este

que los lados de la
figura inicial y final son
paralelos los relacionan
al funcionamiento del
pantografo puesto que
trae

este un

Signos matematicos
En este problema se
evidenciar signos
matematicos en
referente a los lados del
hexagono. Las
estudiantes lograron
identificar que los lados
son paralelos debido a
gue el pantografo esta
formado

por un

paralelogramo, este
signo matematico abrié
paso a la construccion
de una prueba descrita

en la tabla siguiente.
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en el sistema de la figura | paralelogramo implicito
como la de los lados |en la wunibn de las
paralelos y también | regletas que lo
lograron relacionarlo con | conforman.

el paralelogramo que

forma el pantégrafo en la

interseccion de las

regletas.

Tabla 20 Solucién problema 3 propuesta por las estudiantes y los signos
individuales y matematicos evidenciados

Aunque en este problema se presentaron inconvenientes con el sonido de
algunos videos, se describe el proceso en el cual las estudiantes probaron
que los lados eran paralelos. A continuacion presentamos algunos
fragmentos en relacién a este proceso de prueba que se evidencié en este
problema junto con la explicacion de todo el procedimiento empleado por las

estudiantes.

Dado un hexagono regular. ;,Cémo puede trazarse un nuevo sistema

articulado como el de la figura, a partir de este hexagono y con ayuda del
pantdgrafo, considerando que la razén entre % = 2.5y entre % =1.52.

Explica el procedimiento empleado.
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Fragmento
de video 1

Transcripcion de video

Descripcion de las acciones del
profesor y el estudiante

P: Ustedes saben cuéanto
valen los &ngulos internos
de un tridngulo

El; E2; E3: si son 180

E3: forma un angulo llano
El: entonces este de aca
es recto (sefialando
Entonces este mide 90,
este también mide 90 vy
estos

E2: 45y 45

El. ¢;Cobmo sabemos que
miden 452?.... porque este
triangulo no es...(da golpes
con el dedo a la mesa).....
¢,Como es que se llama
este triangulo, como es g se
llama?. Este no es
triangulo......

E2: Escaleno

E3: IsOsceles

El: isésceles, is6sceles no
es

E2: escaleno porque tiene
todos los lados diferentes
E1l: No

El profesor interviene

intencionalmente para que las
estudiantes argumenten porque los
lados son paralelos y puedan
construir una prueba para su
conjetura. Las estudiantes inician
formando triangulos dentro del
hexagono y analizando las medidas
de los angulos. El profesor les
pregunta sobre los angulos internos
de un tridngulo para orientar a las
estudiantes en el camino hacia la
prueba de la conjetura. En este
primer fragmento se evidencia un
proceso de razonamiento por parte
de las estudiantes para probar el
paralelismo cuando el profesor les
pregunta por los &ngulos internos
de un triangulo. Y es a partir de esta
pregunta que comienzan a justificar
lo que estan observando.

En este fragmento también se
evidencia como se ha generado un
conciencia argumentativa, es decir,
las estudiantes comienzan a ser
consecuentes de que las
observaciones que parecen validas
tienen que ser justificadas, es decir
debe existir una explicacion valida
para verificar si es verdad o no, lo

gue estan proponiendo, como por

100




ejemplo cuando la E2 dice que los
angulos son de 45 y 45, la E3 dice
¢,Como sabemos que miden 45?.Se
refleja una actitud de duda donde
manifiesta que deben estar seguras
de que mida 45. La E3 esta guiando
a su compafiera para que pueda
explicar el

porqué de sus

argumentaciones.

Fragmento

de video 2

E1l: Este mide 90?
(sefialando un angulo)...
No, este no mide 90 porque
esta quedaria asi, mas o
menos asi (alargando mas
el segmento con la regla),
entonces bueno, este y este
no son los que miden lo
mismo?

E3: vea este es
correspondiente con este

E1l: este es correspondiente
con este, entonces este
mide 90, si este mide 90 y
90,
45... ahhnoo

E2: No, porgue tiene que

entonces este mide

dar 180 entonces este

también mediria 90
(refiriéendose a un &ngulo
llano)

E1l: 90? Pero podria medir

mas, Si?

En este segundo fragmento se
evidencian signos matematicos que
surgen en el proceso de prueba que
van encaminadas a las definiciones
de:

e Triangulo isésceles

e Angulos internos de un
triangulo.
También la forma en que es

organizada la figura para tratar de
analizar mejor las relaciones que

hay entre ellas.

En este problema ocurri6 un
inconveniente de sonido por lo que
no tenemos registros de audio para
del

los videos han

lo que surgi6 después
fragmento dos,
gquedado sin audio y no se pudo
registrar lo que las estudiantes
lograron hacer. Pero después que
plasmaron de nuevo la figura en

otro lugar (Como lo muestra la
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E2: No, mide 90

E1l: mide 90

P: Eso si es un triangulo

isosceles?

E1l: vamos a mirar (coge la

regla para verificar)... esto

donde se uniria, tratando de

formar otro  triangulo...
de

preocupacion) dice: virgen

del

cologuémoslo aci, cierto?...

(Expresién

agarradero mejor

entonces este mide,
también mediria 90... y esta
seria de aqui, aca..no.
Seria de aqui, aca, no?..
virgen santisima yo no sé ni

que hice (mano en la

cabeza de
preocupacion).Aqui hay
uno, aqui esta el otro
(sefialando los triangulos

formados), este seria otro,
no? Y este no es igual a
estos dos.. (mano en la
cabeza) jum.

E3: y si sacamos esto acay
lo hacemos mas bien aca..
(sefialando el espacio en

blanco en la hoja de dibujo).

imagen 2), comenzaron a encontrar
la relacion que hay entre los
angulos y los lados a partir de los
hexdgonos formados tanto por el
que ellas dibujaron inicialmente

como el que trazaron con el

pantografo.

Tabla 21. Fragmentos problema 3
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Las siguientes ilustraciones se muestran con el fin de explicar el
procedimiento realizado por las estudiantes en la hoja de dibujo, ya que no

se cuenta con la transcripcion del video por falta de audio:

e

llustracion 6 imagenes del procedimiento realizado en el problema 3

Procedimiento: Después de realizar el sistema articulado por los hexagonos
descritos en el enunciado, las estudiantes identifican propiedades entre el
lado que recorre el puntero con el trazado por el pantégrafo y concluyen que
estos dos son paralelos. El argumento en estos momentos de las estudiantes
es gue los lados son paralelos, porque nunca se cortan y lo sustentan con el
movimiento del pantégrafo, es decir al mover el pantégrafo dicen el
paralelogramo que forman las regletas del pantégrafo nunca se corta. Para
incentivar a la construccion de una prueba para esta conjetura, el profesor

les recuerda a las estudiantes el siguiente teorema:
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e Si dos recta cortadas por una transversal forman angulos alternos

internos congruentes, entonces son paralelas.

A partir de la introduccion de este teorema, las estudiantes comienzan un
proceso de razonamiento para probar que los ngulos internos alternos de
las rectas paralelas que contiene los segmentos en el sistema articulado

como son AF || DI, como lo muestra la siguiente ilustracion:

llustracion 7. Procedimiento realizado por las estudiantes en las hojas de dibujo

En este problema las estudiantes establecieron medidas de angulos para
determinar que los angulos alternos internos son congruentes, por lo que
concluyeron gue las rectas eran paralelas. Las estudiantes en un principio no
tenian indicios de probar esta conjetura, puesto que no tenian herramientas
tedricas para fundamentar los argumentos expresados en la solucion del
problema, pero debido a la intervenciéon del profesor al enunciarles el
teorema de rectas paralelas cortadas por una secante, las estudiantes
afirmaron, debido a sus conocimientos previos, que los angulos alternos
internos deberian ser iguales, al igual que sus correspondientes y los
opuestos por los vértices.
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Este problema es relevante porque dio paso a una prueba que determind una
posible continuidad en el proceso de conjetura-demostracién. Recordemos
que la prueba en este trabajo se toma como “una explicaciéon reconocida y
aceptada por una comunidad dada, en un momento dado, como por ejemplo
el salébn de clases”. La explicacibn dada por las estudiantes fueron
reconocidas por ellas mismas y por el profesor que finalmente acepto la
justificacion que ellas realizaron. Este proceso de prueba no es una
demostracion formal, pero se da a raiz de argumentos validos que no tienen
una justificacién formal paso a paso, pero que se hace relevante para

introducir a las estudiantes al proceso demostrativo en matematicas.

4.1.2.4 Problema 4

De acuerdo alo explorado en los anteriores problemas. ¢Qué
caracteristicas presentan las figuras trazadas con el pantégrafo?.;,Cémo

puedes definirlas?. Explicay argumenta tu respuesta.

Transcripcion de video

El: Las figuras realizadas, que la primera era la figura inicial la A,
siempre la figura B que era la que haciamos con diferentes
escalas, solo iba aumentar de tamafio, pero no iba a variar su
forma pero si de tamafio. La funcion del pantégrafo seria aumentar
imagenes...

E2: aumentar o disminuir imagenes.

E1l; E3: (ala vez): a diferentes escalas

P: Qué caracteristicas entonces tienen las figuras?

Fragmento E2: que son semejantes

devideo 1 | E3: y que nunca cambia su forma y tienen los angulos iguales

P: si fuéramos hacer un heptdgono, como seria?. ¢Como
funcionaria el pantografo?

E2: pues en escala 7, yo me imagino porque por ejemplo hicimos
el del pentagono que es el de escala 5 y lo hicimos a escala 5

P: y un heptagono no podria ser en escala 8 por ejemplo?
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El: Si, la escala no varia por la figura, porque al fin al cabo la
escala es independiente de la figura, es para aumentar o disminuir

el tamario

Fragmento

de video 2

E3: el pantégrafo estd organizado por escalas, y todas estan
iguales.... Las cuatro regletas que tienen todas tienen las mismas
escalas a la misma longitud, entonces uno ya lo organiza que
quede 7 con 7....

P: por ejemplo que se estd cumpliendo aqui? (colocando el
pantografo abierto en la mesa)

E2: que son paralelos (sefialando los lados del pantdgrafo
paralelos)

P: y ustedes ya probaron que las figuras tienen lados paralelos,
cierto?que otra cosa habiamos dicho que tenia que tener el
pantégrafo?

E3: el punto fijo

E2: tiene que tener el punto fijo, puntero y punto mavil

P: y como tenia que estar esos tres?

E2: en linea recta

P: como creen que estos tres estan lineales

El: pues porque al hacer la figura, al hacer los puntos de cada
figura todos tienen que estar rectos.

P: pero como hace para probar que justamente estos tres estan en
linea recta

E1l: al unirlos y también al cerrar el pantégrafo ahi se va a ver

P: supongamos, uno podria cerrar, asi queda (cerrando el
pantografo en un lugar) como se hace para probar

E2: porque esto tiene que dar una medida directa

P: ¢ Cual?

E2: cuando uno lo organiza aqui en esta forma tiene que tener
uncua....Parale....

E1l: paralelogramo

P: aja, eso es una de las cosas que cumple el pantografo...;Como

son estos dos triangulos?, aqui podemos formar estos triangulos
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(sefialando los triangulo formados por el pantégrafo como muestra
la figura)..

E1: son triangulos isésceles, no, equilateros

E2: equilateros?

E3: estos no son equilateros

E2: semejantes

P: semejantes porque?

E1; E2: porque varian de tamafio pero no de forma

P: como hacemos para mostrar que dos triAngulos son semejantes
E3: porque tienen sus mismos angulos, tienen la misma medida de
sus angulos pero sus segmentos, sus lados varian

P: entonces mostremos que esto es verdadero lo que ustedes
estan diciendo...... lo cambie de escala, que se sigue cumpliendo?

E2: que siguen siendo equilateros

P: son equilateros?

E2: noo, siguen siendo semejantes

El: semejantes por sus angulosy también estan cumpliendo la
semejanza angulo-angulo-angulo (AAA) no?

E2: Lado-angulo-lado; angulo-lado-angulo?

P: en dos figuras semejantes los angulos son?

E3: en dos figuras semejantes los angulos son iguales pero sus
lados varian

P: listo vamos a probar que los angulos son iguales

El: vea aqui hay un tridngulo (coge el pantografo y sefiala el
triangulo). Espere y vera. ¢ Lo podemos dibujar aqui? ( lo dibuja en
el papel)..asimas o menos(dibuja un triangulo).....se podria decir

gue si dividimos este triangulo a la mitad nos quedarian dos
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angulos rectos., cierto?

E3: y si se hace aqui y se unen los puntos y luego...(dibuja el otro
triangulo) este también lo podemos dividirlos a la mitad y quedan
dos angulos

P: osea que tienen que saber que este angulo es igual a este, este
a este y este a este (sefialando los angulos correspondientes en

los dos triangulos semejantes)

E3: y si son equilateros por lo tanto cada uno mide 60 grados

E2: no, yo creo que no son equilateros, son isGsceles

E1l: son isGsceles tienen dos lados iguales pero uno diferente

E3: si porque mire que estos dos son mas largos, y este lado es
mas grande (sefialando el otro lado)

El: osea que este angulo y este angulos son iguales (sefialando
los &ngulos iguales del triangulo isésceles) pero este esdiferente..y
estos dos son iguales (sefialando el de los otros triangulos) y aqui
tenemos uno de 90 y si este es de 90.....

E3: 45y 45 (sefialando los otros dos angulos)

E1: No, porque si no tendria que ser equilatero

E2: No, porque este no es rectangulo isosceles

El: Este es rectangulo...... (mirando a la estudiante 2)

E2: escaleno
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E1l: Rectangulo escaleno

P: ya habiamos dicho que estos tres tenian que ser colineales,
¢,Cudles son ahi los colineales? (sefialando en la figura que
realizaron en la hoja de dibujo).

El: este, este y este (sefialando los tres puntos que representan al
punto fijo, puntero y trazador en el dibujo)

P: y como uno hace para saber que tres son colineales, osea que
estan en una misma recta?

El: porque en una misma recta sin que como es que es? Sin que
se parta o se divida estan los tres y aqui no se divide

P: ¢Cémo es el angulo en una linea recta?

El; E2: llano

E3: entonces aqui se suman esto, la medida que de aca es el de
este y este (Sefialando los tres angulos que forman el angulo
llano).

E1: Y como vamos a sumar eso?

E2: pues si ahh no, ahh no (cara de creer que no va a
funcionar)....vea segun aqui este es el, el puntero? Creo segun
ustedes aqui, donde estaria el angulo de 180.

El: (cogiendo el pantdgrafo, abriendo y cerrando) pero mirandolo
de este lado uno podria formar el &ngulo que quisiera, no?Mirdndo
desde este..

P: como son estas rectas? (sefialando las reglas del pantégrafo)
E2 y E3: (a la vez): paralelas

P: y ustedes ya saben, ya probaron en la anterior sesién, que
losangulos alternos internos son?

E2: iguales

P: como pueden usar todo eso para probarlo?

E3: seria prolongarlos porque este &ngulo es igual a este
(Sefalando en el pantografo). Mire (quita el pantégrafo y extiende
las lineas con las reglas).

P: ustedes necesitan probar que estos de adentro son congruentes

para luego decir que son semejantes las dos.
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E3: traza las lineas y dice esta seria la transversal, no? Entonces
ya se pueden empezar hallar los angulos.

E1: entonces esta... cual sabemos de aca?.. esta?

E2: mide 180

El: Esto de acé adentro mide 180 (sefialando todo el &ngulo llano)
E2: Entre la suma de estos tres angulos miden 180

E1l: toca hallar este angulo y este

Gestos: (bostezo, toca con el lapicero la mesa) (Se quedan
pensando y en silencio)

E3: y este ho mide 90?

E1l: ahh es recto este mide 90

P: como saben que este mide 907?

E1: porque este es recto y forman una L

P: en el pantégrafo esta recto? (Sefiala el angulo).. no siempre es
recto

E3: venga y vera profe (cogen el pantografo y lo abren)

P: pero y si se mueve? No va hacer, osea que eso quiere decir que
este angulo de aqui esta variando...

El: si

E3: pero en este momento

P: pero, igual estamos tratando de demostrar que es lo que hace el
pantégrafo en todas las escalas...

E2: profe este siempre va a variar (coge el pantégrafo lo abre y lo
cierra) dependiendo de la escala

P: por eso entonces va a variar, entonces no es fijo. Este si es fijo
(sefialando el angulo llano) porque asi usted mueva la escala, asi
hagan lo que sea este siempre va hacer 180 y porque van hacer
180, porque estan colineales siempre.

E2: y este también es fijo y este también es fijo (Sefialando los
angulos del vértice de arriba de los dos triangulos).

El:tenemos otras paralelas, esta y esta de aca (repintando con la

regla)..y aqui ya formamos el pantégrafo.
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P: ¢Como son los &ngulos internos de un tridngulo?

E3: miden 180 grados

E2: la suma de los tres angulos es de 180 grados

P: tienen que los &ngulos internos de un tridngulo es de 180, tienen
gue es un triangulo isosceles osea que los angulos de la base
son?

E1; E2; E3: iguales... (silencio).....

P: primero miremos que es lo que tenemos que probar? Que no lo
tienen claro.

E2: que los triAngulos son semejantes.

Fragmento
3

P: Ahora tienen que mirar que los dngulos sean congruentes y que
los lados son proporcionales.

E3: entonces se pueden medir los lados, no? Para que sean
proporcionales

P: Y como hacen para saber que son proporcionales?

E3: porque tienen que dar una razon

P: Y esarazon tiene que ser igual para cuales?. Para un solo lado?
E2: No, para todos

E3: entonces se coloca por ejemplo: a (nombrando a un lado), a’
(al otro lado del triangulo) entonces, esto es con mayuscula creo,

entonces se coloca a/a’ (como se muestra en la foto)...es igual

18/12/2012

E2: esigual a k, que es la razon?

P: cuanto es la raz6n mirenla ahi.

E3: esigual a b/b’ y ¢/ ¢’ (sigue nombrandolos)

P: como lo pueden probar?

E3: se, se miden....mide los lados del pantégrafo con la regla...

luego dice: entonces si da (aplaude)..
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P: ahora nos falta mirar son los angulos....tienen informacion
cojamos este primer triangulo, ¢ Como son los angulos internos, a

gue es igual los angulos internos?

E2:a 180

P: Listo tiene A, By C, lasuma de A, By C es?
E2: 180

(La estudiante E3 escribe: ABC =..)

P: ABC?

E3: No, perdon disculpeme y escribe: <A+<B+<C = 180

i

g

=X

P: ¢Que mas tienen? Que los angulos alternos....

E2: alternos internos son iguales

P: listo y cudles son los alternos internos ahi?

E2: son este y....este (sefialando los alternos internos)

P: ese coléquele una letra, coloquémosle D.... entonces seria que
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B y D son iguales... entonces seria que B=D=F=..a este me
parece?

E3: escribe la m4B = mAD (como se ve en la imagen)

Luego escribe m4B, 4D, 4E, 4B’, 4F son =

P: Como sabes de estos?

E3: porgue son opuestos y son alternos internos

P: Y que teniamos que comprobar?

E3: Ayy profeee, profe, profe este C es igual a este, este A es igual
a este y este es igual a este

P: porque son iguales

E3: porque se supone que son congruentes?

E2: semejantes

P: semejantes es lo que vamos a probar... después de un silencio

E3: (sonrie) si profe lo tenemos pero no profe...

Tabla 22. Fragmentos problema 4

En el primer fragmento se observa como las estudiantes han logrado
construir una generalizacion del funcionamiento del pantografo, identificando
las caracteristicas mas importantes que denotan las figuras trazadas por el
pantografo como son la semejanza de figuras, justificando el hecho de que
cambien de forma y que sus angulos deben ser iguales, como también el

hecho de reconocer que la escala del pantégrafo, no depende de la figura.

En el fragmento dos se observa como las estudiantes mediante las
expresiones verbales, estan inmersas en una cadena de argumentos para
demostrar que las figuras son semejantes y comienzan este proceso
analizando los triAangulos formados en el pantografo, en este momento
conjeturan que los angulos tienen que ser iguales y recuerdan algunos
criterios de semejanzas. Las estudiantes entran en un momento de andlisis,
de exploracion y de verificacion de sus argumentos para lograr establecer

bases que ayuden al proceso de demostracion de los angulos iguales.
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Se evidencia también, como a través de la observacion del pantografo y la
intervencién del profesor las estudiantes pueden reconocer que son
triangulos semejantes, aunque la estudiante 2 afirma que los triangulos son
equilateros es corregida por sus comparferas. Se observa también que el
término de semejanza estd presente en las estudiantes y reconocen que Ssi
dos triAngulos son semejantes entonces sus angulos deber ser congruentes.
Se evidencia por lo tanto algunos signos matematicos que surgen en la
interaccidn con el pantégrafo y el profesor, como cuando justifican que se
estd cumpliendo algun criterio de semejanza, como (A-A-A) y (L-A-L). A
pesar que logran conectar esto con los criterios de semejanza no se
evidencia que logren conectar estos signos mateméaticos con lo que van a
demostrar.

La estudiante 1 esta activa y busca mediante el dibujo del pantégrafo
plasmado en la hoja de dibujo encontrar que los &ngulos son iguales.
Después de realizar el dibujo en la hoja, las otras estudiantes se activan en

ayuda a la E1 para explicar porqué pueden ser los angulos congruentes.

En el tercer fragmento se observa una ruptura porque las estudiantes no
logran enlazar lo que estdn observando con lo que tienen que demostrar,
esto conlleva a analizar una ruptura en la Unidad Cognitiva que no permite

llegar a una demostracion.

En el cuarto fragmento, la profesor les recuerda que es lo que van a
demostrar y las estudiantes deciden comprobar primero que los lados son
proporcionales, en este momento se evidencia signos matematicos con
relacion a los lados proporcionales que se han ido construyendo y
afianzando en el transcurso de la secuencia, porque este concepto de
proporcidn no estaba claro y no lo relacionaban con los conocimientos

previos. La E3 mide los lados del pantografo con la herramienta de

114



verificacion y luego aplaude cuando se da cuenta que tienen la misma

razon.

En la udltima parte se observa que aunque las estudiantes han logrado
encontrar, reconocer Yy producir algunos signos matematicos referentes al
problema, como los &ngulos alternos internos, &ngulos correspondientes
entre paralelas, lados proporcionales etc; aun no logran enlazar estos con los
conocimientos para la justificacion de la semejanza, Se produce entonces

una ruptura para continuar el proceso de la conjetura a la demostracion.

4.1.3 Continuidades presentes en la Unidad Cognitiva

Los andlisis a continuacion pertenecen a la segunda unidad descritos en la
tabla No. 7. Se analiza de manera general durante toda la secuencia y desde
la UC, las continuidades descritas por Pedemonte (1998). De esta manera,
se reconoce la UC, si se evidencian las continuidades descritas por este
autor en el marco tedrico de este trabajo. De este modo, describiremos cada

continuidad a partir de los registros y analisis obtenidos anteriormente.

e Continuidad en el lenguaje: esta continuidad durante la secuencia se
pudo evidenciar por medio de las diferentes expresiones de las
estudiantes como lo son sus gestos, palabras y acciones, cuando en
el momento de afianzar algan concepto lo seguian expresando de la
misma forma durante la secuencia. Por ejemplo: en los momentos que
se observan donde las estudiantes hablaban con propiedad sobre el
punto fijo del pantografo que se hallaba uniendo los vértices de la
figura inicial y final, y cuando seguian refiriéndose a la razon como

parte de la escala del pantografo.
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Continuidad conceptual: esta continuidad se evidencia en las
interacciones sociales entre las estudiantes y en las que interviene el
profesor. En esta secuencia los conceptos previos se afianzaron y se
entrelazaron con conceptos matematicos construidos durante la
secuencia, con lo cual se puede afirmar que las estudiantes lograron
identificar y referirse con propiedad a los conceptos relacionados con
la homotecia. Por ejemplo, cuando se refieren a las propiedades de
las figuras trazadas por el pantografo y cuando relacionan mediante
los conocimientos de homotecia las partes del pantdégrafo, como el
punto fijo (centro de homotecia), escala del pantografo (razon de

homotecias).

Continuidad de marco: Se evidencia en el marco tedrico donde se
produjo la conjetura que estan descritas desde las propiedades
encontradas para la solucion del problema. En este caso la conjetura
surgio en el problema 3, cuando se logré identificar los lados paralelos
y se dio paso para que mediante la medicion de los angulos se
estableciera una prueba de la conjetura producida. Se resalta que en
el problema 4 se evidencia que a pesar de que surgié de nuevo otra
conjetura con relacion a las figuras trazadas por el pantografo como: la
semejanza de figuras, no se logré6 evidenciar una prueba que
permitiera la continuidad de marcos tedricos, tanto en la produccién de
la conjetura como en el proceso de prueba con vias a continuar el

proceso hacia la demostracion.

Continuidad heuristica: tomando como referencia el problema 3 y 4 se
evidencia una continuidad heuristica al establecer que las variables y
los elementos mantuvieron su significado tanto en la fase de
produccion de conjetura como en la prueba. Esto se observa a través

de las figuras dibujadas con el pantografo.
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Continuidad en las dinamicas mentales: En esta secuencia las
estudiantes en su proceso para dar solucion al problema y encontrar
argumentos validos para sus afirmaciones, estuvieron constantemente
activas, mas aun después de llegar a validar sus argumentos como en
el problema 3 que se logré probar que los lados son paralelos, las
estudiantes seguian activas y con mucha motivacién para continuar
con el proceso. En el problema 4 se produjo una discontinuidad
mental, esto se evidencio en la inactividad de las estudiantes debido a

factores externos que influyeron en el entorno de aprendizaje.

A partir de estas continuidades que se analizaron en la secuencia de

problemas abiertos, describiremos este proceso desde las cuatro fases de la

unidad cognitiva explicadas en el marco tedrico. Se enfatiza en el caso del

problema 3 donde se produjo una prueba que valido la conjetura realizada

por las estudiantes, asi como también donde se produjo una ruptura

cognitiva como en el problema 4.

Fase 1. Argumentativa de produccién a la conjetura

Esta fase se evidencié desde la presentacion del problema abierto en
el que las estudiantes inician el proceso a través de una observacion,
analisis, comparacion y luego encuentran patrones que les permiten
hacer una afirmacion, en el caso del problema 3 cuando se produce la
conjetura que relaciona una de las propiedades de homotecia: el

paralelismo.
Fase 2: De estabilizacion de la formulacion de la conjetura

En esta fase se observo la produccion y formulacion de conjeturas que

se manifestaron de dos maneras: cuando surgen de las propiedades
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encontradas en la manipulacion del pantégrafo o cuando surge como
una conjetura que solo requiere de una verificacion. Por ejemplo,
cuando se conjetura “la razén entre dos segmentos” y se valida
midiendo los lados con la regla y haciendo la respectiva relacion. El
otro tipo de conjeturas en relacion a las propiedades matematicas
encontradas requiere de un proceso mas complejo que el anterior. Es
decir, este ultimo tipo de conjeturas requiere que las estudiantes
puedan explicar y argumentar porque es posible la conjetura
mencionada, en estos momentos las estudiantes entran en una
actividad argumentativa plausible, es decir no formal, que comienza
desde sus conocimientos previos y lo que han experimentado en el

transcurso de la secuencia de problemas abiertos.

Fase 3: De construccion de la demostracion

Esta fase la podemos identificar cuando las estudiantes van en busca
de justificar sus argumentos, se produce un proceso de exploracion de
caminos en busca de la validacién de esos argumentos donde se
producen signos individuales que a través de la gestiébn docente se
van convirtiendo en signos matematicos, esto da inicio a la actividad
demostrativa y a que se pueda encontrar una posible construccién de

la prueba o la validacién de sus argumentos.

Cabe mencionar, como en el problema 4, cuando los estudiantes no logran

conectar los signos producidos en referente al camino de la demostracion se

produce una ruptura, es decir cuando aun teniendo signos individuales y

matematicos encontrados no logran enlazar en el proceso a la demostracion.

En este sentido se produce una ruptura en esta fase que no permite que se

realice una actividad demostrativa y las estudiantes se pierden en el proceso

hacia la demostracion.
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e Fase 4: De estabilizacion de redaccion de la demostracion
Esta fase no es alcanzada en este trabajo de investigacion puesto que
se requiere un nivel de rigor mas avanzado donde las estudiantes
tendrian que estructurar el proceso demostrativo con una cadena de
argumentos validos reconocidos por los investigadores matematicos.
Pero aunque no se llega hasta la produccion de una demostracion
formal, se logra guiar a los estudiantes en un proceso de prueba que
motiva la introduccion de la demostracion para la comprension de los
conocimientos mateméaticos. Puesto que las estudiantes en este
ejercicio, se mostraron mas activas y mas dispuestas a validar los
argumentos producidos en la interaccibn de la secuencia de

problemas abiertos.

Lo anterior se describe en la siguiente estructura, en relaciéon con el

problema 3 y 4 donde se produjo una continuidad y una ruptura

respectivamente.

4 Problema abierto

FASE 1 < Observa-analiza-compara

Encuentra un patrén-hace afirmacion
N i :
Produccion de la conjetura

Propiedades Conjeturas de verificacion
encontradas Pantografo

A 4
Aceptacion o Rechazo

Explicaciéon
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Actividad argumentativa
plausible

l Proceso de exploracion, afianzamiento
FASE 2 < Justificacion Y exploracion de caminos solucion
no formal I gue acepta o rechaza

Signos individuales
.

L Actividad Demostrativa
Gestion docente </
>FASE 3
\ Signos Matematicos
Construccion de la
Ruptura en la UC prueba
l )
Introduccion a la <«—— Que da paso a

demostracion

llustracion 8. Estructura del paso de la conjetura a la
demostracion.

La anterior estructura nos muestra un posible camino de produccion de la
conjetura hasta la construccion de su prueba en base a los resultados
analizados en este trabajo de investigacion. El problema abierto permite que
se realice un proceso de comparacion, observacién, y andlisis donde el
estudiante razona en base a sus conocimientos previos y establecidos en el
problema, que le permite realizar una afirmacioén que da paso a la produccién
de una conjetura. Las conjeturas que se produjeron durante la interaccion de
la secuencia son de dos tipos: conjeturas de verificacion y conjeturas por la

observacion de propiedades implicitas en el pantoégrafo.
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Las conjeturas de verificacion se dan cuando el estudiante realiza una
afirmacion que puede ser validada por una herramienta de verificacion, en
este caso por la regla, esto se evidencia cuando las estudiantes hacen
alusion a que la longitud debe ser 9cm, porque relacionan el segmento inicial
con la escala del pantégrafo como en el problema 1 y también como en el
problema 4, cuando se verifica que los lados de los triAngulos formados en el
pantografo son proporcionales, las estudiantes midieron los lados e hicieron
la relacion correspondiente para verificar que los lados son proporcionales. A
este tipo de conjeturas que se logran verificar tan solo con medicionesy que
terminan tan solo con una aceptacion o rechazo de la verificacion, se les ha

denominado conjeturas de verificacion.

En cuanto a las conjeturas en base a las propiedades implicitas en el
pantégrafo y segun la observacién de las propiedades de las figuras
realizadas por el mismo, son a las que se les da prioridad, porque nos
permiten observar el proceso en el que estan inmersas las estudiantes para
validar sus argumentos. Por ejemplo, en el problema 3 donde se produjo una
conjetura que hacia alusion a los lados paralelos de las figuras, las
estudiantes tratan, como primera medida, de dar una explicacion en base a
sSus conocimientos previos, es por esto que ellas afirman que dos rectas
paralelas son las que al prolongarse no se interceptaban en ningan punto. Es
aqui donde las estudiantes inician una actividad argumentativa plausible, es
decir, aceptada por sus condiciones tedricas previas.

Cuando las estudiantes entran en un proceso de justificacion al buscar mas
argumentaciones posibles para la explicacion de sus conjeturaciones, es que
el profesor hace presencia en tratar de guiar a las estudiantes en un proceso
de exploracion de caminos en torno a la justificacion de sus argumentos,
donde logra conectar los signos individuales producidos en la interaccién con

los problemas con signos matematicos, que tal vez ya han sido vistos por las
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estudiantes pero donde no habia un afianzamiento de los conceptos
relacionados con el problema. De esta manera, permite que el estudiante
avance en la justificacion de sus argumentos en bases tedricas establecidas
y pueda iniciar un proceso en via a la construccion de la prueba, como se
evidencio en el problema 3. Este tipo de procesos dan inicio a introducir a las
estudiantes en la demostracion como un elemento esencial para la
comprension de conocimientos matematicos, en este caso particular para la

construccion de los conocimientos relacionados con la homotecia.

Si los signos individuales producidos por las estudiantes no se logran
conectar con los signos matematicos establecidos dentro de la teoria
estudiada, se produce una ruptura que no permite avanzar hacia el proceso
de exploracién de caminos en via a la solucion del problema y de esta
manera no se evidencia una actividad demostrativa que conduzca a la
generacion de la prueba de la conjetura, como se evidencio en el problema
4.

4.1.4 Andlisis de la dimensién matematica

Los siguientes analisis pertenecen a la tercera unidad descrita en la tabla
No.7, que explica la dimensibn matemética puesta en escena en el
desarrollo de la secuencia didactica de problemas abiertos. Recordemos
“‘que no existe demostracion sin teoria” como menciona Mariotti (2002),
puesto que de esta manera la demostracién no tiene sentido si no hace
referencia a un marco tedrico que contenga axiomas, definiciones y

teoremas.
En el desarrollo de la secuencia se determinaron definiciones que no estaban

afianzadas por las estudiantes como el concepto de homotecia, pero se

fueron consolidando a medida que se iba avanzando en la interaccion con
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los problemas abiertos y con las intervenciones del profesor. Estas
definiciones y teoremas afianzadas por las estudiantes han quedado
plasmadas en sus argumentos y en su intento por realizar un proceso
demostrativo como el que se vivid en el problema 3. A pesar que en el
problema 4 no se logro llegar a una prueba, las estudiantes mostraron que
las definiciones trabajadas durante la secuencia, como las propiedades de
las homotecias seguian estando presentes en sus argumentos, por ejemplo:
el concepto de razén y cuando identifican las propiedades de las figuras
semejantes trazadas por el pantégrafo como son: sus lados proporcionales,

lados paralelos, angulos correspondientes congruentes.

Lo anterior, evidencia que la teoria estuvo presente en el desarrollo de la
secuencia y que al final los conceptos mateméaticos fueron afianzados,
mejorando asi no solamente las afirmaciones hechas por las estudiantes,
sino también las respectivas argumentaciones sobre la validez de las
conjeturas. Aunque no se pudo enlazar el paso de la conjetura a la
demostracion, como en el problema 4, si se produjo una comprension de
algunos conocimientos mateméaticos implicitos en el pantégrafo y los

resaltados en la interaccion con los problemas abiertos.
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CAPITULO 5: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones de este trabajo de
investigacion, las cuales se esperan sean productivas y puedan servir de
punto de partida para posteriores investigaciones. Estas conclusiones se
describen principalmente desde el problema de investigacion, los objetivos
generales y especificos, como también de la articulacion de las teorias
puestas en escena en relacion con los analisis de los resultados en el trabajo

de campo conforme a la metodologia de estudio de casos.

Como se habia dicho en la problematica de investigacion, el proceso de la
conjetura a la demostracién es uno de los procesos mas complejos que se
pueden observar, se requiere de tiempo y de secuencias didacticas propicias
donde el paso de la conjetura a la demostracién incida en la mejora de la
comprension de los conocimientos matematicos en los estudiantes. Para
lograr esto los estudiantes, y en especial los profesores, deben tomar

conciencia de este proceso e incluirlo en los curriculos escolares.

En este trabajo de investigacion, a pesar del corto tiempo, se logré observar
un proceso de prueba que estuvo sustentada por las argumentaciones
presentadas por las estudiantes que dejan ver una continuidad en la
exploracion, argumentacion, produccion de una conjetura como lo fue: “las
rectas paralelas” y una explicacién de la prueba que constituye una base
para una aproximacion a la demostracidon. Los resultados de estos andlisis
son un aporte importante para resaltar el papel de la demostracién en el
curriculo escolar Colombiano y afirma la necesidad de promover esa
consciencia demostrativa que aun no es prevista por los estudiantes ni por la
mayoria de los profesores, la cual podria permitir la mejora en la

comprension de los conocimientos matematicos.
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Es probable también que de continuar con este tipo de procesos a largo
plazo, los estudiantes puedan entrar en una actividad demostrativa
minimizando la interaccién con el profesor, donde los elementos estén bien

estructurados y organizados para una demaostracion.

e Referente a la pregunta de investigacion y los objetivos de

investigacion

Las posibilidades didacticas en cuanto al proceso de generacion de pruebas
matematicas que emergieron de los resultados expuestos en el problema 3,
estan relacionadas con las necesidades de generar entornos de aprendizaje,
que puedan hacer del aula de clase un espacio en el cual se promuevan la
aparicién de signos matematicos, que propicien en los estudiantes procesos
de indagacion, exploracion, conjeturacion, argumentacién, donde los
estudiantes puedan generar pensamiento, actitud y discurso matematico que
los aproxime a una demostracion formal que mejora la comprension de los

conocimientos matematicos llevados al aula de clase.

La aproximacion a una demostracion, que permita el surgimiento de
significados matematicos adecuados para la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, se puede dar en la implementacibn de secuencias de
problemas abiertos, los cuales permiten integrar instrumentos como el
pantografo de Scheiner, para la apropiacion de conocimientos matematicos
en este caso en relacion a las propiedades de la transformacion de
homotecia. Esto se evidenciO en las producciones de las estudiantes,
explicaciones, actitudes, gestos, expresiones, entre otros, que permitieron
avanzar en el desarrollo del proceso de prueba, donde al final las estudiantes
expresaban con mas claridad los términos matematicos implicitos como por

ejemplo, cuando se referian a la razon de homotecia y centro de homotecia.

125



En referencia al segundo objetivo especifico, el disefio y la experimentacion
de la secuencia de problemas abiertos permitié describiry determinar de
manera particular el proceso que se desarrollé en las estudiantes de noveno
grado a través de la interaccion de la secuencia, el pantografo y el profesor

que se manifestaron en la produccion de una conjetura y su prueba.

Como un aporte en la fase de disefio de secuencias, se debe analizar
primero el potencial semidtico del instrumento, para que de esta manera
participen elementos esenciales a la hora de formular el problema y
organizar los momentos de ensefianza que ayudan a establecer los signos
personales y matematicos que se espera produzcan los estudiantes. En este
sentido, esta relacion se torna compleja en la medida que exige un andlisis
mas cuidadoso con el fin de evitar una mala formulacién del enunciado que
impida la promocion de signos producidos por los estudiantes en signos
matematicos. Por esta razon en este trabajo no se alcanzaron a observar

todos los signos matematicos esperados por el maestro.

Aungue las teorias descritas en el marco tedérico no describen la manera de
como elegir un problema abierto, la caracterizacion dada de ellos en este
marco, permitid identificar, seleccionar y adaptar situaciones de problemas
abiertos, que brindaron una herramienta esencial para la produccion de
pensamiento y discurso matematico relacionado con las transformaciones
geomeétricas. De esta manera, surgieron significados personales que lograron
conectarse con significados matematicos implicitos en el pantografo de
Scheiner, con ayuda del profesor, como se evidenci6é en el problema No 3.
Aungque no se llegd a cumplir con todas las expectativas esperadas por el
maestro y a pesar que se presentd una ruptura en el problema No. 4, en
general la secuencia deja ver que emergieron varios signos matematicos en
relacion al uso del pantégrafo que estan representadas en las propiedades

de homotecia observadas por las estudiantes como: lados paralelos, lados
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proporcionales, angulos correspondientes iguales, como también la de
figuras semejantes. Esto muestra que de hacer un mejor andlisis a la
secuencia y la formulacion de los problemas abiertos puede llegarse a
observar un proceso estructurado del paso de la conjetura a la demostracion,
eficaz para el aprendizaje de los estudiantes mediante la inclusion del
pantégrafo como instrumento de mediacion semiotica. La gestién del
profesor se valora en la medida de lograr hacer emerger y aprovechar ese
signo relacionado con el funcionamiento del pantografo y del problema
mismo en un signo matematico reconocido y aceptado por las estudiantes al

realizar la prueba de este, como se evidenci6 en el problema No. 3.

En este sentido, los problemas abiertos en este trabajo de investigacion
aunque no estaban directamente relacionados con llegar a una
demostracion, dejaron ver que con el solo cumplimiento de realizar el
problema las estudiantes exploraron y encontraron propiedades que se
relacionan con el funcionamiento del pantégrafo donde nacen los significados
personales, que permiten que el profesor los guie para convertirlos en signos
matematicos, es decir se da un instante donde se identifica que es el
momento adecuado para iniciar un proceso demostrativo. Es probable de
que al mejorar los enunciados de los problemas abiertos donde el
procedimiento y el resultado este estrechamente relacionado con una
demostracion, es decir que el mismo problema exija una demostracion pueda
atraer a los estudiantes y motive para que estos participen en la produccion
de signos que se puedan convertir en signos matematicos mediante el
proceso demostrativo. Por lo tanto, se deja como un incentivo para nuevos
aportes en este sentido,tener en cuenta la formulacion de problemas abiertos
resaltando el potencial semi6tico del instrumento y la funcion del profesor
como mediador para evidenciar procesos demostrativos emergentes en el
aula de clase y que conlleven a mejorar la comprensién de los conocimientos

matematicos.
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Se observa también que los problemas abiertos, no necesariamente deben
especificar o pedir una demostracion en el enunciado, pero si es importante
gue esta se relacione implicitamente con la pregunta, es decir, en la medida
que el estudiante a través de la exploracion o la busqueda de solucion del
problema pueda observar o encontrar caracteristicas que pueden estar
relacionados con los signos matematicos esperados. En este caso los
problemas abiertos disefiados en este trabajo de investigacion presentaron
dificultades en la interpretacion del enunciado del problema, como en el caso
del problema No. 1, la actuacién del profesor en este sentido con respecto al
enunciado del problema, se presentd en la intervencion de la explicacion del
problema, puesto que las estudiantes no sabian cdmo proceder, esto tal vez
se relaciona con el hecho de que era el primer problema con el cual se
enfrentaban las estudiantes, puesto que en los otros problemas siguientes no
tuvieron tanta dificultad en interpretar el enunciado. El primer problema con
gue inician las estudiantes es muy importante, puesto que da luz o una vision
de la intencién del profesor en relacion al cdmo proceder de las estudiantes y

las acciones que el profesor espera a futuro de ellas mismas.

e Enrelacion a los mediadores semioticos

En sintesis, en la experimentacién con el pantdgrafo como instrumento de
mediacién semidtica permitid observar que las estudiantes participaron
animadamente a lo largo de la secuencia, a pesar que su participacion fue
voluntaria y sin ninguna presion académica. Esto conduce a pensar que este
tipo de instrumentos resultan interesantes para las estudiantes y muestra un
grado de motivacién para el aprendizaje de conocimientos matematicos,
donde las estudiantes estan dispuestas a manifestar procesos cognitivos que
resultan importantes para la construccion del conocimiento y para fijar bases
gue ayuden a mejorar las formas de incluir estas experimentaciones en el

curriculo escolar. Esto se evidencié en el interés de las estudiantes por
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resolver los problemas siguientes, es decir, al principio en el primer problema
las estudiantes no estaban familiarizadas con los problemas abiertos pero
después de la solucién del primer problema, las estudiantes participaron

animadamente en la solucion de los siguientes problemas.

De esta manera, el pantografo como instrumento de mediacion semidtica
permiti6 enlazar conocimientos previos de los estudiantes que se
manifestaron a través de los signos producidos por los estudiantes con
signos matematicos implicitos en el pantégrafo como la homotecia y la
semejanza entre las figurastrazadas y transformadas por el pantégrafo. De
hecho la organizacion y la estructura del pantografo influyd en la activacion
de procesos de exploracion de varias alternativas para encontrar la solucion
adecuada al problema planteado, que muchas veces llevo a la produccion de
conjeturas, que fueron aceptadas o rechazadas después de su verificacion y
también a las conjeturas donde se observd una actividad demostrativa para

validacion de las mismas.

En el mismo sentido, el papel del profesor como mediador semidtico es
fundamental para mediar los conocimientos previos de las estudiantes y los
conocimientos propios de la cultura matematica y de esta manera conducirlos
a entrar en una actividad demostrativa por medio de su inclusion en el
problema mismo. En relacion a la gestion docente como mediador de la
cultura matemética, algunas veces se produjeron dificultades durante la
secuencia, es decir, existieron momentos en los que el profesor debid influir
para aprovechar y actuar de forma mas precisa sobre momentos que
hubiesen generado procesos importantes para analizar, pero no se dieron.
Esto conlleva analizar y pensar la importancia de preparar a los maestros a
este tipo de entornos que proporcionan una herramienta vital para explotar
procesos de razonamiento, como son los que conducen a una actividad

demostrativa y en el manejo de instrumentos que actien como mediadores
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semioticos. Por lo tanto, se hace reiterativo formar a los profesores en este
tipo de entornos que pueden ocurrir en un instante y donde se puede generar
mejoras en los procesos de aprendizaje y ensefianza de las matematicas,
como también capacitar a los profesores en la forma de incorporar
instrumentos que pueden ser concebidos como instrumentos de mediacion
semiodtica, su utilizaciébn en el aula de clase y como estos influyen en la

construccion del conocimiento.

e Referente al proceso de aproximacion a la demostracion y la

articulacion de las teorias previstas.

El proceso de conjetura y demostracion se hace fundamental en las aulas de
clase, como un proceso que ayuda a mejorar los procesos de razonamiento y
de construccion del conocimiento, esto debe tenerse en cuenta para valorar
la inclusion de este en el curriculo escolar, no solo en grados superiores sino
gue se hace importante incluirlo desde los primeros grados escolares, para
que se pueda avanzar en términos tedricos, puesto que los estudiantes
comprenderan mejor los conocimientos desde sus inicios escolares y podran
avanzar en procesos mas complejos que favorecen el desarrollo del

pensamiento matematico y por ende del razonamiento matematico.

Se resalta que aunque las estudiantes no lograron llegar a una demostracion
formal, se presentd una prueba aceptada por las estudiantes y por el maestro
en el aula de clase, como en el problema 3, que da inicio a introducir el
proceso de la demostracion para la comprensidon de conocimientos
matematicos. Aunque este tipo de prueba no se dio a través de una
secuencia logica de argumentos, si permitié probar que los lados de la figura
eran paralelos, al verificar por medio de la medida de angulos que los
angulos alternos internos son iguales. Esto nos lleva a analizar que el sentido

de la demostracién si es importante y juega un papel crucial a la hora de
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crear y construir conocimiento, puesto que las estudiantes se muestran mas

activas y mas atentas a seguir el proceso demostrativo.

Las estudiantes siguieron procesos de exploraciébn- conjetura-
argumentacion-prueba como en el caso del problema 3, a pesar de que no
produjeron todos los signos esperados, se logro llegar a una prueba que da
paso a una aproximacion a la demostracion, pues las estudiantes estaban
conscientes y activas de que debian justificar sus argumentos con elementos
validos dentro de la teoria. Cabe mencionar que la teoria se hace
indispensable y uno de las mayores dificultades en el avance hacia la
demostracion es que la teoria y los conocimientos previos no estan bien
fundamentados en las estudiantes. Pero aun asi las estudiantes lograron
obtener y afianzar sus conocimientos en relacion a la transformacién de
homotecia y a la semejanza de figuras geométricas. Se resalta entonces el
papel importante de los procesos demostrativos para la comprension de los

conocimientos matematicos y su inclusion fundamental en el aula de clase.

En el caso del problema 4, requeria una generalizacion de las caracteristicas
observadas en las figuras trazadas por el pantdgrafo y aunque en este
problema la conjetura surgié sin ningun inconveniente como “las figuras son
semejantes” en el proceso de probar esta conjetura, se produjo una ruptura
cognitiva que no permitié llegar a la demostracion. El primer intento que
denota un camino hacia la demostracion en este problema, se da cuando las
estudiantes analizan los triangulos que forma el pantégrafo para buscar
herramientas que justifiguen que los triangulos son semejantes, en este
momento se da paso a otras conjeturas que representan las propiedades de
semejanza como son los angulos correspondientes congruentes. En el
intento por justificar y encontrar los argumentos necesarios para probar dicha
conjetura, surgen otras, las cuales obstaculizan el proceso a la demostracién,

es decir, en busca de elementos para probar la conjetura de figuras
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semejantes, observan otras como “los angulos correspondientes iguales” y
recuerdan algunos criterios de semejanza, pero al tratar de probar las demas
conjeturas carecen de herramientas que las vincule a la continuacion del
proceso demostrativo. En este momento, el profesor retoma las propiedades
encontradas para encaminar a los estudiantes de nuevo hacia la
demostracion, pero al final las estudiantes no logran enlazar los elementos
que tienen ya determinados con lo que necesitan para probar que las figuras
son semejantes. Esta ruptura permite en términos de la UC encontrar
obstaculos que inciden en el proceso hacia la demostracion, puesto que en
busca de caracterizaciones que sustenten la explicacion de las propiedades
geométricas de las figuras tal y como se dibujan en el pantégrafo no tiene en
cuenta las propiedades de las figuras al movilizar el pantégrafo, y no pueden
describirlas desde las propiedades que marcan una semejanza entre dos

figuras.

Como lo explica Mariotti (2002) “las diversas caracterizaciones diferentes a la
solucion adecuada, ninguna de ellas anclada a una argumentacién que ha
apoyado la conjetura marca una ruptura entre el proceso de produccion de la
conjetura y la construccion de la demostracion, pero lo mas importante es
que crea dificultades porgue en la ausencia de una caracterizacion precisa
no se sabe lo que tenemos que demostrar’. En este sentido, se inscribe la
ruptura observada en el problema 4, puesto que las estudiantes se
obstaculizan en el proceso de la demostracion porque no tienen una
caracterizacion precisa de lo que se va a probar, aungque intentan relacionar
todo lo que ven con las propiedades de semejanza que traian de sus
conocimientos previos. También se hace una reflexion en cuanto a la
exploracion de las propiedades de semejanza que se venian trabajando
desde el primer problema abierto, tal vez estas propiedades debieron influir
de manera mas acertada durante la secuencia para que en el ultimo

problema estuvieran mas precisas. Esta ruptura de alguna forma contribuye
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al andlisis del disefio de la secuencia de problemas abiertos, para tener en
cuenta en futuras investigaciones, este tipo de inconvenientes que pueden

enmarcar una dificultad en el camino hacia la demostracion.

Se puede resaltar que este tipo de entornos de aprendizaje pueden lograr
evidenciar signos producidos por los estudiantes en torno a los problemas
abiertos, la interaccion con el instrumento de mediaciéon semidtica y por
medio de la gestion del profesor, como representante de la cultura
matematica, estos signos pueden convertirse en signos matematicos durante
el proceso de la conjetura a la demostracion. Cuando un problema abierto es
presentado a las estudiantes, el proceso de solucion se une al desarrollo de
la teoria prevista, en este caso el de transformacion de homotecia que
proporciona tanto un marco tedrico con propiedades geométricas
observables, como también de una marco intelectual donde es posible
observar una continuidad desde la produccién de una conjetura que surge de
las propiedades observadas durante la interaccion con el instrumento de
mediacién semibtica y el momento de construccion de una demostracion. En
este sentido, prevalecen la articulacion de los marcos tedricos que permiten
en conjunto que pueda evidenciarse el proceso de produccién de una
conjetura hacia la construccion de su demostracibn, como un importante
aporte donde las estudiantes muestran eficientemente sus capacidades de
razonar y sus potencialidades para desarrollar conocimiento matematico y

para la comprension de los mismos.

e Recomendaciones generales
La creacién de entornos de aprendizaje que hace posible un acercamiento a
la demostracion donde se incluyan instrumentos de mediacion semidtica,

debe ser establecido siguiendo una caracterizacion precisa de los elementos

en juego, como son el potencial semiético del instrumento a utilizar como
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también la gestion del profesor para la produccion de signos que emerjan en
la interaccion con este y con los participantes en el entorno de aprendizaje.
Esto con el fin, de aportar una herramienta esencial para el momento de
organizacion de la ensefianza y donde se pueda tener una mejor
visualizacion de las acciones del profesor y las acciones que se esperan de
los estudiantes para observar procesos demostrativos. En este sentido se
presentan algunas recomendaciones que pueden dar inicio a problematicas y
futuras investigaciones, para seguir en la formacion y complementacion de
estos entornos de aprendizaje que ayuden a la comprensién de los

conocimientos matematicos.

e En relacion con la TMS, el andlisis del surgimiento de signos
producidos por los estudiantes y las acciones del profesor en la
evolucion de estos, requieren de la participacion de un instrumento
que se concibe por el profesor como instrumento de mediacion
semidtica para permitirle intervenir en el desarrollo de signos
personales vinculados estrictamente con el funcionamiento del

instrumento hasta su conversién en signos matematicos reconocidos.

e Se hace necesario hacer un analisis detallado del comportamiento y
las acciones del profesor, clasificando las intervenciones producidas
por él, para minimizar las dificultades que se presentan en las
experiencias particulares de forma imprevista y en las cuales el
profesor no interviene de forma adecuada. En este sentido el profesor
debe tener claro el papel que juegan los distintos medios semiéticos
puesto que no solo la construccidn de una definicion matemética
implica la producciéon de un enunciado y su demostracion, sino
también los diferentes medios semioticos que apoyan dicha

construccion de los conocimientos matemaéticos.

134



Respecto a la UC, los resultados nos llevan a observar que es
necesario tener una conexion entre las conjeturas y lo que se quiere
demostrar, lo cual ayuda a tener claridad del proceso que se espera
evidenciar y puede permitir esclarecer los momentos de intervencion
que sirven para interpretar por medio de la UC,el comportamiento del
estudianteenla solucion deun problema abierto y las posibles
dificultades suscitadas porél. Esto también conlleva a tener presente
los momentos de ruptura cognitiva, para que en un momento dado se
logre la reorganizacion del ciclo didactico y se continGe con el proceso

demostrativo.

El analisis del potencial semidético del instrumento es indispensable y
constituye una base para el disefio de secuencias de problemas
abiertos siguiendo la estructura del CD que permitan el proceso de
conjetura-demostracion. En relacion con esto, una aproximacion a la
demostracion debe contemplarse en los curriculos escolares
permitiendo la inclusiéon de instrumentos de mediacién semidtica que
permita intervenir en este proceso en conjunto con la construccion de

la teoria.

Se requiere también un analisis de los medios semidticos como los
signos no verbales, como los gestos, expresiones entre otros que
permitan contribuir a los procesos de evolucion de signos ya que estos
son los que preceden a los signos verbales en donde se hace énfasis

en los analisis.
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