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RESUMEN

Esta investigacion presenta un estudio del Desarrollo Humano y la Matemdtica Educativa como una metodologia
para aprender la Integral Impropia. El Desarrollo Humano permite el desarrollo del potencial de la persona a partir
de cuatro principios basicos y de doce caracteristicas del profesor facilitador. Paralelamente se hizo un estudio
histdrico-epistemolégico de la Integral Impropia que propicié una didactica especifica. Se investigd en la Historia de
las Matematicas el concepto de infinito, el concepto del limite, y el concepto de Integral Impropia. El Desarrollo
Humano a su vez, es utilizado en esta investigacion para la creacidn de los espacios pertinentes que permiten el
desarrollo del potencial del estudiante para el aprendizaje de la Integral Impropia. La didactica construida cuida la
transposicion didactica y favorece el aprendizaje. En este estudio se presentan los elementos y vinculacién del
Desarrollo Humano y de la Matematica Educativa que propician el aprendizaje de la Integral Impropia.

ABSTRACT

This research presents a study of Human Development and Mathematics Education as a methodology to learn the
Improper Integral. The Human Development enables the personal potential by working with four basic
characteristics of the Human Development theory, and twelve principles of teaching as a facilitator. At the same
time, a historical-epistemological study of the concept of infinity, the limit concept, and the concept of Improper
Integral was investigated. The Human Development theory is used to create spaces for the development of the
personal potential to learn the Improper Integral. The constructed didactic takes care of the transposition and
improves the learning that emerges in the classroom. In this study, the elements and their relationship between the
Human Development and Mathematics Education are provided to promote the learning of Improper Integral.
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B Introduccion

Al ver a la persona como centro del aprendizaje dentro de la Matematica Educativa (Imaz, 1987; Farfan,
1997; Kilpatrick, 1992) hay un trabajo que se desarrolla dentro del aula. El Desarrollo Humano (Carl,
1990, 1995; Lafarga, y Gomez del Campo, 1992) es una corriente de la psicologia que permite la creacién
de los espacios pertinentes (Garcia Muriel, Gdmez del Campo, Quintanilla, Acévez, Quintanilla, y lllanes,
2005), para el desarrollo del potencial de la persona (Lafarga, y Gomez del Campo, 1992). En esta
investigacion se presentan los elementos del Desarrollo Humano que se tienen que dar para generar
estos espacios, apoyandonos en la Corriente Sistémica (Brousseau, 1986) cuidando los obstaculos
epistemolégicos al hacer un estudio histérico-epistemoldgico (Loria y Vassura, 1919; Bachelard, 1971;
Boyer, 1986; Collete, 1985, Gullberg, 1997; Cariu, 2005) de la Integral Impropia, pues es en ellos donde
se puede dar un desarrollo del potencial (Lafarga, y Gomez del Campo, 1992), al crear una ingenieria
didactica (Artigue, 1989, 1992), para la Integral Impropia y al cuidar la transposicion didactica (Chevallard
y Joshua, 1991) haciendo espacios que favorezcan el aprendizaje dentro de la fenomenologia (Husserl,
1991) del aula. En esta investigacion se presenta como estos elementos se tienen que dar para propiciar
el aprendizaje de la Integral Impropia y como se debe de construir la relaciéon entre los mismos dentro
del aula, para comprobar los beneficios de la generacion de los espacios del Desarrollo Humano (Garcia
Muriel et. al., 2005), en dicho aprendizaje.

Para poder presentar este estudio, el presente escrito se dividié en las secciones que describimos a
continuacién. Iniciamos con un marco teérico compuesto de los elementos que fundamentan los
elementos del Desarrollo Humano (Carl, 1990, 1995; Lafarga, y Goémez del Campo, 1992) y de la
Matemdtica Educativa (Kilpatrick, 1992) que estan presentes en este estudio; se continda con la
descripcion de la metodologia que se utilizé y un ejemplo que se trabajé. Para concluir que metodologia
es adecuada para el aprendizaje de la Integral Impropia. A continuacién iniciamos con los fundamentos
gue dan sustento a esta investigacion.

B Marco Teorico

El Desarrollo Humano (Carl, 1990, 1995; Lafarga, y Gomez del Campo, 1992) es una corriente de la
psicologia que permite la creacién de los espacios pertinentes (Garcia Muriel et. al., 2005), para el
desarrollo del potencial de la persona (Lafarga, y Goémez del Campo, 1992). Para esta investigacion el
marco tedrico se divide en varias partes: filosofia y psicologia, predecesores del Desarrollo Humano
(Garcia Muriel et. al., 2005), las caracteristicas principales del Desarrollo Humano (Rogers 1990).
Caracteristicas que debe de poseer un facilitador de Desarrollo Humano (Rogers, 1995) para propiciar
espacios aulicos adecuados para el aprendizaje de la Integral impropia. Carl Rogers (1990), fue también
un avido y persistente investigador del Desarrollo Humano, lo que lo llevé a demostrar la validez de
varias de sus hipotesis.

Algunas de las ensefianzas que dejo, fue el resumen la filosofia del Desarrollo Humano mediante cuatro

principios bdsicos, que son: ser congruente, escuchar, la empatia y confiar. Rogers (1995), propone

ademas doce caracteristicas que debe tener el profesor facilitador:

* Sinceridad tanto para el mundo interior como para el exterior.

* Deseo de autenticidad. Son las personas que valoran la comunicacion para expresar las cosas como
son.
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* Valoran la Ciencia y la Tecnologia cuando se transmite por el camino del autoconocimiento y el
autocontrol.

* Aspiracion a la totalidad en su persona lo fisico, lo intelectual y lo sentimental integrado en la
experiencia personal.

* El deseo de intimidad, buscan nuevas formas de comunicaciéon en la comunidad, tanto verbal como
no-verbal, sentimental como intelectual.

* Personas en proceso, estan conscientes que la vida es cambio y lo enfrentan con vitalidad.

* Son personas carifiosas que estan dispuestas a ayudar a los demas si la necesidad es real.

¢ Sienten afinidad y carifio por los elementos de la naturaleza.

* Solo creen en las instituciones que estan al servicio de los demas.

* Tienen autoridad interna ya que creen en su propia experiencia y desconfian fundamentalmente de la
autoridad externa. Desobedecen las normas o leyes que les parecen injustas.

* Las cosas materiales carecen de importancia para los facilitadores. Pueden vivir en la abundancia pero
también pueden prescindir de ella.

* Tienen anhelo por lo espiritual, buscan la paz interna.

Por otro lado, en la presente investigacion, se establecen los fundamentos del obstaculo epistemolégico
(Brousseau, 1978) y la transposicién didactica (Chevallard y Joshua, 1991), pues son importantes para
fundamentar un analisis Histérico-Epistemoldgico (Loria y Vassura, 1919; Bachelard, 1971; Boyer, 1968;
Collete, 1985, Gullberg, 1997; Cariu, 2005) del concepto de la Integral Impropia. Se investiga
histéricamente el concepto de infinito dentro de la Paradoja de Zenon (Lasserre, 1966), el concepto del
limite a través el método de Eudoxo (Boyer, 1986), y el concepto de Integral Impropia a través del
problema de la Trompeta de Evangelista Torricelli (1608-1647) (Loria y Vassura, 1919).

El analisis Historico-Epistemoldgico de la Integral Impropia es imposible de hacer sin pasar por el analisis
Histdrico-Epistemoldgico del Calculo ya que la historia de la Integral Impropia esta contenida dentro de
la historia del calculo, por lo cual se presenta someramente un diagrama de la historia del calculo (ver
figura 1).
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I Figura 1. Historia del calculo tomando como referencia la integral impropia.
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Dentro de la Historia del Calculo se puede hacer un analisis Histdrico-Epistemoldgico de los elementos y
del desarrollo de la integral impropia (ver figura 2). Historicamente al buscar la aparicién de la Integral
Impropia es atribuida a tres autores: Cavallieri, Torricelli y Roverbal (Boyer, 1986; Collete, 1985), en esta
investigacion después de analizar a los tres se tomé a Torricelli (Loria y Vassura, 1919) para estructurar el
aprendizaje de la integral impropia.

Evangelista Torricelli (1608-1647), fisico matematico italiano nacié el 15 de octubre de 1608 en Faenza
cerca de Ravena. Estudio en el colegio de jesuitas de su ciudad natal. Su formacion matematica la obtuvo
en Roma. Torricelli fue alumno de Galileo con el que trabajo 3 meses como secretario, sucesor de Galileo
como el matematico del gran duque y Toscana. Era amigo de Roberval y Mersenne (Boyer, 1986; Collete,
1985), Roberval era profesor del Royal College en Francia de 1634 a 1675, su idea, que no era nueva, era
concebir las curvas como un camino de un punto en movimiento. Si el movimiento del punto generaba
una curva, es la resultante o combinacién de dos movimientos simples, entonces la linea instantanea del
movimiento podia ser compuesta de movimientos constituidos.
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I Figura 2. Linea histérica somera de la integral impropia.
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Roberval fue mas alla de aplicar la ley del paralelogramo para vectores de velocidad instantanea. Esto es
si el movimiento de un puno estd compuesto de dos movimientos simples, el asumid que su vector de
velocidad instantanea es la suma de los vectores de las velocidades instantaneas del paralelogramo, que
corresponden a dos simples movimientos. Estos conceptos fueron aplicados al cicloide, la parabola y Ia
elipse.

El método era correcto en cuanto la direccién de la velocidad, pero no en cuanto a su magnitud, sélo era
correcto el calculo de la velocidad instantanea (Edwards, 1937). Roverbal utilizaba el método de los
indivisibles de los antiguos gedmetras circunscritos e inscritos y en la utilizacion de la doble desigualdad:

n+l

"+2"+3" 4. +a" > >1"+2"+3" +...+(a-1)"

n+l1

Este método le permitid, entre otras cosas, integrar las funciones de una potencia entera, al cuadrar
todas las parabolas se construye el infinito, resolver problemas sobre la hipérbola, el conoide hiperbdlico
y la concoide de circunferencia (area del caracol), y demostrar que un espacio infinito puede ser igual a
un dominio finito. Tiene 3 obras (Loria y Vassura, 1919): El De recognitione aequatonum, De geométrica
planarum et cubicarum aequationum resolutione y el tratado de geometria elemental (libro de texto),
Torricelli conocia bien los trabajos de Arquimides, Galileo y el método de los indivisibles de Cavalieri,
elabord otras pruebas a la manera de Arquimides utilizando el método de Eudoxo (Exhaustién).

Eudoxo estudio Matematicas con Aquitas, Proclo afirma que Eudoxo aumento el nimero de teoremas
generales de la geometria, se le atribuyen las propocisiones del libro V de los Elementos y sobre la

seccion aurea en el libro Xlll proposiciones de la 1 a la 6.

La teoria de Eudoxo (Boyer, 1986), esta precedida por 4 definiciones sobre la naturaleza de las razones y
sobre las magnitudes entre las que existe una razon, la igualdad de las razones definida en el libro V de
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los elementos de Euclides. La proposicién 2 del libro XIl de los elementos. Arquimides atribuye a Eudoxo
el axioma de continuidad: dadas 2 magnitudes entre las que existe una razén, se puede encontrar un
multiplo de alguna de éllas que exceda a la otra, esto da pie al método exhaustivo:

Si de cualquier magnitud se substrae una parte superior o igual a su mitad, y si del resto se substrae una
parte superior o igual a su mitad y si se continua este procedimiento de subdivision quedara una magnitud
mas pequefia que cualquier magnitud dada de la misma especie. Esta proposicién es equivalente al

enunciado:

n—so

. 1
lim G(l - l’)" =0, donde Gesla magnitud inicial, r la razén tal que E sr<l

y n el nimero de subdivisiones efectuadas.

Eudoxo (Boyer, 1986) es el primer matematico conocido que empleo un algoritmo eficaz en el calculo
integral. Torricelli en 1641 contribuyd al desarrollo del calculo integral demostrando que la rotacion de
solidos de longitud infinita engendraban un volumen finito.

Torricelli creia erréneamente haber sido el primero en descubrir un resultado de esta naturaleza ya que
Oresme, Fermat y Roverbal (Boyer, 1986, Collete, 1985) habian previsto resultados semejantes. Torricelli
hizo la demostracién de un sdlido hiperbdlico agudo. Para hacer esta demostracion hay 5 lemas y 21
corolarios, que estan incluidos en el libro Opere Geométrica bajo el titulo de “De solido Hiperbdlico
acuto”.

En su tratado: “De infinitis hyperbolis” (Loria y Vassura, 1919) se encuentra el primer teorema general
del calculo, enunciado en una terminologia geométrica al mismo tiempo que lo hizo Fermat. Una vez
establecidos los elementos histdricos epistemoldgicos de la Integral Impropia y los elementos del
Desarrollo Humano que fundamentan esta investigacion, se puede describir la metodologia que se usé
en este estudio.

B Metodologia

El estudio es de corte cualitativo y se trabajé con un grupo de 30 estudiantes en promedio del curso de
Cdlculo Il de la carrera de Ingenieria. Con respecto a la medicién de conocimientos previos, se hace una
prueba diagndstica (Slavin y Crisonino, 2001) y de acuerdo a los resultados se asigna una bateria de
ejercicios, para posteriormente volver a evaluar y verificar que el aprendizaje se haya dado de manera
autorregulada. El modelo didactico constructivista y centrado en el estudiante nos motiva a considerar
varias facetas del estudiante: su persona, mediante el Inventario de Orientacidon Personal (Shostrom,
1964), su actitud hacia las matematicas (Manning, 1998), sus conocimientos previos.

El pretest y postest diagndstico (Slavin y Crisonino, 2001) que permite trabajar uno de los principios del
Desarrollo Humano: la generaciéon de espacios para el crecimiento de toda persona, el cual, se logra
empezando donde estda la persona (Lafarga, 2005); principio que esta investigacién extiende al
aprendizaje de la Integral Impropia.
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Se construyé actividades que siguen la epistemologia dada en el marco tedrico con tres elementos:

* El concepto de infinito dentro de la Paradoja de Zenon (Lasserre, 1966),

* El concepto del limite a través el método de Eudoxo (Boyer, 1986).

* El concepto de Integral Impropia a través del problema de la Trompeta de Evangelista Torricelli (1608-
1647) (Loria y Vassura, 1919).

En el aspecto metodologico para la creacién de las actividades se utilizé:

* Para establecer los fundamentos del obstaculo epistemolégico (Brousseau, 1978a)
* Para la transposicion didactica (Chevallard y Joshua, 1991)

¢ Artigue M. (1992) Ingenieria Didactica

* Artigue M. (2008). Disefio de Ingenieria Didactica

Para la elaboracion de las actividades se tomd en cuenta los obstaculos de los que nos habla Artigue
(1992): la complejidad de los objetos basicos del calculo (niumeros reales, sucesiones, funciones); la
conceptualizacion y a la formalizacién de la nocidn de limite, centro del campo del calculo y aquellas
vinculadas con las rupturas necesarias de los modos de pensamiento puramente algebraicos. El trabajo
sobre el concepto de infinito se establecié bajo el punto de vista numérico, algebraico y geométrico para
terminar con la Paradoja de Zendn (Lasserre, 1966).

Se trabajo el concepto del limite con el método de Eudoxo (Boyer, 1986). La construccién del concepto
de integral impropia se trabajoé con la trompeta de Torricelli (Loria y Vassura, 1919). Se partié de una
funcion conocida (ver figura 3a ) la cual se acoté a un dominio de [1,2°) a la cual se le calculd la longitud,
de arco (ver figura 3b ), el area bajo la curva (ver figura 3c ), el area superficial (ver figura 3d ) y el
volumen de revolucion (ver figura 3e ); causando gran controversia entre los estudiantes que la longitud
de arco infinita, el area bajo la curva infinita, el area superficial del volumen infinito de un volumen finito
e igual a 7.

I Figura 3. Construccidon de la trompeta de Torricelli para el aprendizaje de la integral impropia.

yz-llx y=1/x y=1/x

3a Funcion conocida  3b Funcién conocida 3¢ drea bajo la curva «

acotada.
y=1/x . Longitud de arco « A y=1/x
? 2 s
|
[+
|
3d area superficial del 3e Volumen de
Velumen de Revolucion « Revolucion =
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Se obtuvieron frecuencias, medias y varianzas de todas estas actividades que por limitaciones de espacio
para esta publicacidén no se incluyen. Procederemos ahora a las conclusiones.

B Conclusion

El estudio de la Integral Impropia es de dificil aprendizaje ya que contiene conceptos muy complejos de
las matematicas como lo es el limite y el infinito, es motivo de otro tema de investigacion ver las
diferentes concepciones que se tienen los estudiantes del infinito y el limite, existen muchas dificultades
para la notacidon del limite entre los estudiantes. Fue importante para la creacion de espacios de
Desarrollo Humano el que al estar trabajando la Integral Impropia, encontramos un potencial de
desarrollo como lo fue la Ley de L'Hopital, la cual causo dificultades entre los estudiantes y se abrié un
espacio para su aprendizaje, espacio que no estaba contemplado en este trabajo de investigacion.
Definitivamente el abrir espacios de aprendizaje apoyados en Desarrollo Humano nos permite estar mas
atentos al desarrollo del potencial de nuestros estudiantes como lo es el aprendizaje de la Integral
Impropia.
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