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RESUMEN

Este trabajo de grado presenta un analisis y propuesta de ensefianza de las Funciones
Racionales, caracterizandolas por medio de conceptos matematicos como: dominio,
comportamiento asintético, equivalencia de funciones y la variable didactica conjunto de
referencia; con el fin de promover el desarrollo de pensamiento variacional al igual que un
aprendizaje significativo del concepto de funcion racional en los estudiantes de grado
noveno.

Para lograr esto se propone una serie de actividades presentadas en cuatro bloques
denominados situaciones; con las cuales se espera determinar como pueden ser abordados
algunos conceptos matematicos seleccionados por medio del empleo de las operaciones
cognitivas de tratamiento (dentro de un registro de representacion semiotica especifico) y
conversion (paso de un registro a otro) en los registros de representacion algebraico y
gréfico de acuerdo con la teoria cognitiva propuesta por Raymond Duval (1999) e
intentando ademas articular estas operaciones cognitivas con las exigencias curriculares del
MEN (2006), identificando los procesos generales y contextos mas significativos en pro de
los fines trazados en el trabajo de grado.

En el disefio de las actividades, se evidencia la potencialidad del concepto de dominio;
primero por su relevancia en la articulacion de los diversos conceptos a través de los cuales
se estudiaran las funciones racionales, y segundo ante su importancia en el momento de
caracterizar las funciones racionales a partir de la posible discontinuidad que estas puedan
presentar en su dominio.

Palabras claves: Funcion racional, Pensamiento variacional, registro semiético de

representacion, aprendizaje significativo.



INTRODUCCION

El presente trabajo de grado para optar por el titulo de licenciado en matemaéticas y
fisica, se traza como objeto de andlisis problematizar el aprendizaje de las funciones
racionales a partir de dos puntos de vista: el primero, a nivel didactico por la articulacion de
los diversos conceptos matematicos que circundan alrededor de las funciones racionales los
cuales se consideran necesarios para su caracterizacion y aprendizaje; y el segundo, desde
mi experiencia como docente en formacion, es un ejercicio por articular una teoria
cognitiva del aprendizaje de las matematicas con las exigencias curriculares propuestas por
el Ministerio de Educacion en Colombia.

No obstante, una presentacion plurirregistro (es decir, que involucra el uso de varios
registros de representacion) del concepto de funcidn racional se considera un medio
potenciador en la formacion de pensamiento variacional ademas del desarrollo de un
conocimiento significativo, tal y como lo menciona Raymond Duval (1999) en su trabajo
Semiosis y pensamiento humano, al afirmar que aquello que permite garantizar la
comprension de los diferentes objetos matematicos de estudio, esta relacionado con las
operaciones cognitivas de tratamiento y conversion; las cuales posibilitan que se reflejen
ciertas caracteristicas del objeto representado que no eran evidentes en su representacion
inicial, permitiendo el desarrollo de la objetivacion y evidencia de aspectos no percibidos
en un solo registro.

Una vez problematizados estos aspectos, se intenta dar cuenta del tipo de actividades
que se deben considerar ante el concepto de funcién racional de forma que promuevan el
desarrollo de pensamiento variacional en los estudiantes de grado noveno. Donde para

indagar sobre este tipo de actividades que permiten caracterizar de forma significativa las



funciones racionales se han tenido en cuenta las competencias que deben de alcanzar los

estudiantes segun lo estipulado en los Estdndares Béasicos de Competencias en Matematicas

(MEN, 2006) y se ha resaltado la importancia que tienen los registros semidticos de

representacion (tanto de escritura algebraica como gréafico) en el aprendizaje de este tipo de

funciones en la Educacion Basica en Colombia.

De este modo, se reconoce tres grandes bloques tematicos en los cuales se desarrolla la

investigacion de éste trabajo de grado como son:

Identificar y analizar las diversas dificultades que aparecen en los procesos de
ensefianza de las funciones racionales.

Optar por el uso de registros semidticos de representacion como medio
potenciador en la adquisicion de un aprendizaje significativo por parte de los
estudiantes frente a la nocion de funcién racional, al igual que identificar la
relacion entre las representaciones empleadas de un mismo objeto matematico a
partir sus caracteristicas.

Desarrollo y disefio de situaciones que promuevan: en primer lugar la
articulacion de al menos dos registros semiéticos en la actividad matematica
fomentada por los estudiantes; y en segundo lugar la articulacién conceptual
entre los conceptos matematicos de: dominio, comportamiento asintético,
equivalencia de funciones y la variable didactica conjunto de referencia, a partir
de los cuales se pueden caracterizar las funciones racionales.

Finalmente, se espera que estas actividades sean presentadas en el marco de una

propuesta de ensefianza de las funciones racionales que pueden ser

Vi



implementadas por el docente-lector en sus clases como una opcion o sugerencia
para el desarrollo del conocimiento de interes.

Para finalizar, es importante aclarar que esta propuesta no fue implementada en el aula
de clase, sino que se han disefiado una serie de actividades con las cuales se busca integrar
de manera apropiada algunos aspectos de orden matematico, cognitivo y curricular, de
manera que estas fomenten una aprehension significativa del concepto de funcion racional

y el desarrollo del pensamiento variacional en los estudiantes de grado noveno.

Vi



CAPITULO 1: PRESENTACION DE LA
INVESTIGACION

Presentacion de la

investigacion

Objetivos
especificos



1.1 Presentacion del problema

En el presente capitulo se enuncian las razones que se han considerado para realizar la
investigacion pertinente al estudio y aprehensién de las Funciones Racionales en los
estudiantes de grado noveno de la educacion media en Colombia; a partir de algunas
problematicas identificadas en la actividad matematica desarrollada por los estudiantes, al
igual que en la implementacion y presentacion de los objetos matematicos por parte de los
docentes en el momento de intentar articular ciertas teorias didacticas que han aprendido
durante su formacion como docente.

En este sentido, se tiene que los dos aspectos a través de los cuales se ha
problematizado la investigacion y que motivaron el desarrollo de este trabajo son:

e De una parte, los problemas concernientes al aprendizaje del algebra en la
escuela, en general, y de manera especifica la dificultad que tienen los
estudiantes de articular conceptos como dominio de wuna funcion,
discontinuidad, comportamiento asintético y expresiones algebraicas
equivalentes, a fin de poder caracterizar las funciones racionales desde lo
algebraico y lo grafico.

e De otra parte, desde mi experiencia docente, las dificultades relativas a la
ensefianza del algebra, pues aungue los docentes conocen algunas teorias
didacticas aun no es posible poner en correspondencia estas teorias con las
exigencias curriculares y las demandas cognitivas que hacen posible un
aprendizaje significativo de los objetos matematicos, imposibilitando asi el
desarrollo de los diferentes pensamientos que contribuyen a la construccion del

pensamiento matematico.



Los problemas sobre el aprendizaje del &lgebra a los cuales se hace referencia de
manera especifica se dan cuando las funciones racionales son discontinuas (debido a que su
denominador es cero), hecho que implica la existencia de un comportamiento asintético o
de un abierto, lo cual genera conflictos en los estudiantes debido a la experiencia que ellos
han tenido previamente con el estudio de las funciones polinémicas, las cuales tienen como
dominio el conjunto de los nimeros reales, R, y ademas son continuas.

Este tipo de conflictos, presenta un fuerte cambio conceptual, que conlleva a estudiar
el concepto de dominio de la variable para el caso de las funciones racionales, debido a
que:

1. En estas funciones a diferencia de las polinomicas, el dominio no siempre esta
dado por el conjunto de nimeros reales, R, puesto que se encuentra sujeto a
discriminar aquellos valores de x en los cuales la expresion del denominador es

cero. En general, dados los polinomios p(x) y q(x) en la variable x, la funcién

racional definida por f(x) = % tiene como dominio al conjunto formado por:
Ds = {x € R: q(x) # 0}

Donde segun lo mencionado por Torres & Calderon (2010, p.64)

encontramos que R es el conjunto de referencia’ C, sobre el que esta

trabajando, y este, no necesariamente coincide con el dominio de la funcion

porque D € R, es decir que, el dominio de la funcion puede ser un subconjunto

propio del conjunto de referencia (D < C,. que para el caso de las funciones

racionales el conjunto de referencia estd dado, usualmente, por los nimeros

' Se denota al conjunto de referencia como C,, siendo este el conjunto al cual pertenece la variable de la
expresion algebraica, es decir, es un conjunto de cuyos elementos se nutre la variable.

10



reales, esto es, C, = R) y por tanto ya no sucede que el conjunto de referencia
para la variable y el dominio de la variable sean iguales.

De acuerdo con lo anterior es posible afirmar que en lo referente al estudio
del dominio de una funcién, hay una gran preocupacién por el desconocimiento
conceptual y procedimental que hay frente a la variable didéctica conjunto de
referencia en comparacion al dominio de una expresion algebraica o de una
funcién, desconocimiento que en ocasiones se da a razdn del tipo de actividades
que se proponen en el aula, las cuales van dirigidas a determinar cual es el
dominio de la expresion algebraica o de la funcion.

Ademas se desconoce la trascendencia que tiene el conjunto de referencia

en cuanto a la forma de la gréfica, es decir, que si una funcion tiene dominio
discreto (como es el caso de las sucesiones que van de los naturales en los
reales) su grafica sera discontinua, mientras que si éste es continuo su gréafica
seré continua.
Otro aspecto relacionado con el dominio de las funciones racionales da lugar al
estudio del comportamiento asintdtico vertical, el cual es propio de estas
funciones en aquellos puntos x* del dominio donde el denominador de la
expresion es cero pero su numerador es distinto de cero (es decir, g(x*) =0y
p(x*) # 0); de tal forma que la recta x = x* representa una asintota vertical.

Ademas de este tipo de asintotas verticales, vale destacar otros tipos de
comportamientos asintéticos los cuales son propios de las funciones racionales
y que son de suma importancia en la caracterizacion de estas, como son las

asintotas oblicuas y horizontales, las cuales a diferencia de las verticales, no se
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dan bajo la caracteristica del dominio, sino bajo la relacion entre los grados de
las expresiones polindmicas que estdn en el numerador y denominador de la

-z . p(x) . -z L £
expresion racional prn y el comportamiento de su representacion grafica

cartesiana en la medida que los valores de su dominio se hagan cada vez mas
grandes 0 mas pequefios.

De modo que, con respecto a los grados de las expresiones polinémicas
p(x) y q(x), si el grado de la expresion del numerador es estrictamente mayor
en una unidad al grado de la expresion del denominador entonces existe una
asintota oblicua (si grado de q(x) = n entonces grado de p(x) =n+ 1),
mientras que si el grado de la expresion del numerador es menor o igual al
grado de la expresion del denominador entonces existe una asintota horizontal
(grado de p(x) < grado de q(x)); otra forma de estudiar este tipo de
asintotas horizontales, es a través de observar y analizar el comportamiento que
toma la representacion grafica cartesiana de la funcion racional en la medida
que los valores de su dominio vayan aumentando o disminuyendo
considerablemente, verificando si esta se acerca o no a un valor fijo.

Ahora, como se habia mencionado para el caso de las asintotas verticales,
estas se dan en aquellos casos donde el denominador de la expresion racional es
cero pero su numerador no, entonces surge la pregunta ¢qué sucede en aquellas
situaciones donde tanto la expresion del numerador como la del denominador
son ambas cero?, para este caso es posible que la expresion racional tenga una

asintota vertical o un abierto, la decision se toma una vez se ha simplificado o
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llevado la expresion a su forma irreducible, esta situacion conlleva a considerar
otro aspecto importante como es la equivalencia de funciones.

Al igual que el dominio y el comportamiento asintético, la equivalencia de
funciones es un concepto importante en el estudio de las funciones racionales,
ya que ante la naturaleza de éstas (funciones racionales) se consideran ciertas
situaciones donde la expresion se puede indeterminar de forma que tanto la
expresion del numerador como la del denominador sean cero o sélo el
denominador sea el que se anula. Para el caso en que tanto numerador como
denominador se anulan para un mismo valor de x, implica que la expresion
racional puede ser simplificada, es decir que puede ser llevada a su expresion
irreducible convirtiéndose asi en una “nueva”, pero la pregunta es jesta “nueva”
expresion es equivalente a la presentada inicialmente?

Intentando dar respuesta a la inquietud sobre cuando dos expresiones son o
no equivalentes, en el disefio de actividades propuestas en el trabajo de grado
para los estudiantes de grado noveno, se pretende fomentar espacios de
reflexion, en los cuales ellos a partir de plantear conjeturas y la exploracion
determinen las restricciones y condiciones que deben satisfacer estas
expresiones en sus dominios para que sean equivalentes; nutriendo de este
modo los procesos de manipulacién de algoritmos desarrollados en su actividad
matematica con la construccion de los aspectos conceptuales pertinentes a partir
de la experiencia, manipulacion y exploracion de los objetos matematicos de
interés.

Este tipo de actividades se proponen con la intencion de mostrar una nueva

estrategia de abordar estos conceptos matematicos, donde no solo se centre la
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atencion de los estudiantes en la manipulacion de algoritmos, sin reflexion
alguna sobre el significado del objeto matematico que esté en juego; a tal punto
que los estudiantes frecuentemente simplifican expresiones por medio de
diversos procesos algebraicos de forma exitosa pero sin entender la relacion o
restricciones que en ocasiones se debe considerar con respecto al domino, de tal

forma que permita que tanto la expresion inicial como final sean equivalentes.

x%-1 |
x+1

Un ejemplo de esto lo podemos ver en el caso de la expresion f(x) =

cual presenta problema de discontinuidad en su dominio cuando x = —1,
debido a que se indetermina la expresion, pero a través de diversos procesos
algebraicos esta expresion se puede simplificar al punto de obtener una nueva

g(x)=x—1,asi

2_
fox) = J;Hl Expresion original
fx) = % Diferencia de cuadrados
f)y=x-1 Propiedad cancelativa, siempre que x # —1.

Del proceso anterior se puede afirmar que f(x)y g(x) tienen la misma
expresion analitica o regla de asignacion, sin embargo g(x) no posee problemas
de discontinuidad en alguno de sus puntos, mientras que f(x) si es discontinua
en x # —1. Estos casos en ocasiones pasan sin ser percibidos por los
estudiantes, ya que ellos de forma inmediata recurren a simplificar las
expresiones, y una vez determinada la expresion simplificada o irreducible

proceden a determinar el dominio en ésta, sin reconocer que para ser estas dos
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funciones equivalentes se debe restringir la funcion en todos aquellos puntos
que indeterminan tanto la expresion inicial como la final; luego para el caso del
ejemplo, se puede decir que la expresiones f(x) y g(x) son equivalentes solo
cuando en ambas se restringen sus dominios de la siguiente manera:

Df =Dy ={x €Rix # —1}

De esta forma, se observa que la equivalencia de funciones no es un proceso
espontaneo y de facil entendimiento como en ocasiones se cree, por el contrario, se observa
que a nivel conceptual el aprendizaje significativo y con sentido frente a la equivalencia de
funciones pone en juego el concepto de dominio, de modo que, dos expresiones son
equivalentes si el dominio de ambas tienen las mismas restricciones, y no por el solo hecho
de ser el resultado de una ejecucion de propiedades aritméticas en los procesos de
simplificacion.

Ahora con respecto a la segunda razon que ha motivado el desarrollo de este trabajo,
vemos que existen programas de formacion y cualificacion docente que ha ofrecido la
Secretaria de Educacion Municipal en convenio con la Universidad Del Valle y cuya razén
de ser se fundamenta en la necesidad de mediar en la formacién matematica, curricular y de
manejo de los recursos de los cuales disponen los docentes, tal como lo afirman Velasco &
Mejia (2010, p.11) habitualmente en la formacion de docentes se presentan a estos una gran
cantidad de teorias a nivel cognitivo, pragmatico y didactico de la forma como se imparten
y desarrollan los procesos de ensefianza, sin embargo llevar a la practica estas teorias de
modo gue sean coherentes no es tarea sencilla.

Desde el punto de vista cognitivo los docentes reconocen la utilidad de los registros
semioticos de representacion en los procesos de aprendizaje, dado que este es el medio del

cual se valen los docentes y los estudiantes para identificar, analizar y caracterizar los
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objetos matematicos que se estudian en los diferentes niveles de escolaridad. Ahora
particularizando un poco en la importancia de los registros algebraicos y gréaficos
(cartesianos) en via de la formacion de pensamiento matematico en los estudiantes, se toma
en consideracion las posturas adoptadas por Azcérate & Deulofeu (1990) y, Lacasta &
Pascual (1998), los cuales resaltan la importancia del empleo de los registros de
representacion algebraico y gréafico en el desarrollo de la actividad mateméatica de los
estudiantes, ademas de una fuerte reflexion sobre las consecuencias que se presentan ante el
empleo de cierto tipo particular de ejercicios y actividades que se muestra a los estudiantes.
Ademas, se encuentra que la teoria cognitiva expuesta por Raymond Duval (1999) se
constituye en un fuerte referente tedrico de los aspectos cognitivos respecto a la
importancia de los registros semidticos de representacion y la forma como estos acttan en
el desarrollo cognitivo de los estudiantes, donde esta teoria juega un papel importante en la
caracterizacion que hace el MEN (2006, p. 66) del pensamiento variacional, veamos:

El pensamiento variacional tiene que ver con el reconocimiento, la percepcion,

la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio en diferentes

contextos, asi como con su descripcion, modelacion y representacion en distintos

sistemas o registros simbélicos, ya sean verbales, iconicos, graficos o algebraicos.

De este modo, se considera que una via por la cual se puede promover en los
estudiantes una aprehension significativa del concepto de funcion racional, es a partir del
empleo de por lo menos dos registros de representacion semioticos (algebraico y grafico),
los cuales permiten que los estudiantes puedan colocar en correspondencia ciertas
caracteristicas de los conceptos matematicos estudiados en mas de una forma de

representacion, las cuales en ocasiones no son visibles en el registro inicial empleado. A

modo de ejemplo, se puede tomar el estudio de la equivalencia de funciones, en cuyo caso
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es importante no solo el manipular la expresién de forma analitica sino ver en la
representacion grafica coémo se interpretan algunos de los resultados obtenidos.

Ademas, el empleo de estos registros semidticos de representacién, son un medio
potente en la articulacion de los diversos conceptos matematicos, ya que como lo menciona
Duval (1999, p.62) es en la capacidad de poder representar el objeto matematico de estudio
en mas de un registro de representacion que se evidencia una aprehension significativa de
éste en los estudiantes por la distincién del objeto con respecto a su representacion y la
posibilidad de explorar propiedades que no son perceptibles en un registro inicial.

De acuerdo con lo anterior, tenemos que el empleo de los registros semioticos de
representacion, exigen que el estudiante desarrolle dos operaciones cognitivas como son la
de tratamiento y de conversion, esto es de acuerdo con la perspectiva cognitiva de
Raymond Duval (1999) que se presentara con detalle en el Capitulo 2.

Ante este hecho es de suma importancia que el docente sea consciente del tipo de
actividades que propone a sus estudiantes porque de acuerdo con los registros semiéticos de
representacion utilizados en ocasiones se exige a los estudiantes que realicen procesos de
conversion, o como lo han denominado Azcéarate, C. & Deulofeu (1990) procedimientos de
traduccion, esto se presenta frecuentemente en actividades tales que dada una expresion
algebraica se pide al estudiante que construya su gréafica de tal forma que la articulacion de
las actividades propuestas bajo esta perspectiva han conllevado a crear falsas y equivocas
concepciones en los estudiantes sobre la relevancia y potencialidad que puede tener el
registro grafico en su proceso de aprendizaje, reduciéndola al solo hecho de ser una
ilustracion.

Esta vision tan reducida de los procesos de traduccion de un lenguaje a otro,

que ademas parte de la expresion algebraica, sin duda la mas dificil de
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interpretar, lleva a los alumnos a mecanizar el proceso sin comprenderlo y
conduce a una serie de concepciones erroneas sobre el significado de la grafica.
(Azcérate, C. & Deulofeu, 1990, p.63)

Este trabajo de grado, tiene su eje central en los procesos de transformaciones de las
funciones racionales a través de los registros semioticos de representacion algebraico y
grafico por medio del empleo de las operaciones cognitivas de tratamiento y conversion,
puesto que se reconocen las potencialidades que ofrecen los diferentes registros de
representacion en particular estamos de acuerdo con Lacasta, E. & Pascual, J. (1998, p.11)
cuando afirman que la gréafica permite en ocasiones manipular ciertas ideas matematicas
sin necesidad de definirlas completamente, es decir que no soOlo el registro de
representacion algebraico permite manipular ideas matematicas.

De este modo, es a partir del uso de graficas cartesianas de ecuaciones algebraicas que
el alumno puede valorar la incidencia que tiene en ésta (la forma de la grafica) los
parametros que intervienen en la expresion matematica o determinar la relacion de
covariacion de las variables que estan siendo representadas, entre otros aspectos que
podrian estar contribuyendo al desarrollo del pensamiento variacional, en tanto que,
permite al estudiante analizar el cambio no sélo desde lo analitico, sino desde la grafica
misma de la funcion o relacion que se desea estudiar.

El desconocimiento de las potencialidades que ofrecen las operaciones cognitivas de
tratamiento y conversion en los procesos de aprendizaje y de ensefianza, y la
desarticulacién (o falta de relacion) de los diversos registros semidticos de representacion
que se emplean para representar un mismo objeto matematico, ha llevado a plantear

cuestiones como: ¢Qué aprenden en realidad los alumnos?, ;Qué concepciones se forman
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de los conceptos que manipulan sin recurrir a la movilizacion de un objeto matematico a
través de los diferentes registros de representacion? Y por dltimo, ¢Qué influencia tienen
sobre estas concepciones las actividades propuestas por el maestro en el aula?

Para tratar de dar solucién a las preguntas propuestas anteriormente, se toma como
punto de partida la caracterizacion de aprendizaje significativo propuesto por el MEN
(2006) en los Estandares Basicos de competencias en Matematicas, el cual afirma que un
aprendizaje significativo y con sentido en los estudiantes no se reduce tan solo a aspectos
personales de lo aprendido, sino que se extiende a su insercion en practicas sociales con
sentido, utilidad y eficiencia. De tal forma que para alcanzar estas metas, es importante que
los estudiantes en el proceso de construccion y aprehension de los conceptos algebraicos
vayan reconociendo las diversas relaciones que existen entre estos (conceptos) al igual que
en sus sistemas de representacion, donde estos registros no se deben convertir en medios
aislados de representacion, ya que como lo menciona Duval (1999, p. 62) el cambio de
registro constituye una variable fundamental en didactica: facilita considerablemente el
aprendizaje pues ofrece procedimientos de interpretacion.

Considerando lo presentado hasta ahora, se observa que este trabajo de grado pretende
ser una propuesta de ensefianza de las funciones racionales, la cual pretende, que los
estudiantes se vinculen en su proceso de aprehensidn del objeto matematico y de la relacion
de éste con los demas conceptos relacionados que le permiten caracterizarlo, mas que
centrar su atencion solo en procesos de manipulacién de algoritmos; intentando dar
respuesta a la siguiente pregunta de investigacion:

¢ Qué tipo de actividades deben emplearse en el aprendizaje de la funcion racional
gue permitan desarrollar pensamiento variacional e involucren los registros gréafico y

algebraico?
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1.2 Objetivos de la investigacion

1.2.1 Objetivo general
Identificar algunas actividades y organizarlas en situaciones problema que permitan
abordar el concepto de funcién racional como medio para potenciar el pensamiento

variacional en estudiantes de grado noveno.

1.2.2 Objetivos especificos

1 Identificar las nociones matematicas que permiten caracterizar la nocion de funcion
racional.

2 Determinar las caracteristicas o propiedades de la funcion racional que pueden ser
abordadas por medio de los registros semioticos de representacion (algebraico y
gréfico).

3 Identificar algunos tipos de procesos y contextos que sean adecuados en la ensefianza
de las funciones racionales.

4 Fomentar el disefio de una secuencia didactica que promueva la formacion de
pensamiento variacional frente al concepto de funcién racional en los estudiantes de

grado noveno de la educacién media.
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1.3 Justificacion del problema

El problema que se gesta en el aula frente a lo que aprenden los estudiantes y lo que
realmente pretende el docente que ellos aprendan, se da por los procesos de comunicacién
que se hayan desarrollado entre ellos (docente-alumno); siendo este un objeto de interés
para la didactica, ya que ésta se encarga de reflexionar de modo sistémico los problemas
que se generan en los procesos de ensefianza y de aprendizaje de las matematicas, a través
de la reconstruccion del problema de la comunicacion entre maestros y alumnos, a partir
de los fracasos del aprender y ensefiar (Vasco, C. 2008).

Teniendo en cuenta dichos procesos de sistematizacion en los cuales se interesa la
didactica de las matematicas, se presentan en ciertas ocasiones una serie de incidencias en
los procesos de ensefianza a razon del desconocimiento en los estudiantes y falta de
claridad por parte de los docentes en el momento de presentar un objeto matematico en el
aula, en reconocer el lugar vivo de este concepto a través de contestos significativos los
cuales resalten la importancia y funcionalidad de las funciones racionales para modelar y
dar respuesta a problemas presentados en la vida real y en otros momentos de su formacion
escolar en pro de la madurez de su pensamiento matematico.

Es importante resaltar que en la mayoria de los casos los conceptos que se estudian en
los diversos procesos de ensefianza, no presentan de forma inmediata una relacion directa
con los variados procesos sociales en los cuales se encuentra inmersa la comunidad
estudiantil, sino que por el contrario, esta serie de conceptos se relacionan con la actividad
social a largo plazo, a partir de los avances y de la madurez en la formacion de pensamiento

matematico de los estudiantes, por el hecho de reconocer las caracteristicas conceptuales de
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los objetos matemaéticos y la utilidad de estas para dar solucién a ciertos problemas de su
vida cotidiana.

La formacién de dicho pensamiento en los estudiantes no se promueve como un fin
caprichoso de docentes o entidades educativas, sino que por el contrario, vive en el marco
de las diversas politicas institucionales que regulan el avance y finalidad de la educacién en
Colombia, de modo que los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas expuestos
por el MEN (2006), en medio de sus exigencias frente a los requisitos basicos que debe de
cumplir un estudiante entre los grados octavo y noveno respecto a las competencias
adquiridas en matematicas, promulga que deben:

Identificar relaciones entre las propiedades de las gréaficas y de las ecuaciones
algebraicas, construir expresiones algebraicas equivalentes a una expresion
algebraica dada, modelar situaciones de variacion con funciones polindmicas,
identificar la relacién entre los cambios de parametros de la representacion
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las graficas que las
representan; y analizar en representaciones graficas cartesianas los
comportamientos de cambio de funciones especificas pertenecientes a familias de
funciones polindmicas y racionales, exponenciales y logaritmicas, uso de procesos
inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba conjeturas, entre
otras (MEN 2006, p. 87).

De tal manera, que para alcanzar dichos fines propuestos por el MEN, se debe tener en
cuenta la forma como interviene la formacién del concepto de funcién racional por parte de
los estudiantes en el sistema didactico, donde dicha aprehension de los estudiantes en la
mayoria de los casos se encuentra permeada por el contexto socio cultural en el cual se
genera el proceso de aprendizaje, de las concepciones que la poblacion estudiantil tiene y

para el caso de estudio, el conjunto de prejuicios y creencias que los docentes tienen acerca
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de la nocion de funcion racional en el momento de impartir dicho conocimiento en el aula.
Siendo asi que

El desafio es situar el conocimiento en el contexto vivo que ofrece el “problema
que se presenta”... Y ese contexto vivo, en lo que concierne a la educacion, es el
aula de la escuela; el aula de la escuela situada en una cultura més amplia.
(Bruner, J. 1997, p.63).

De esta forma, para discutir sobre el proceso de ensefianza de las funciones racionales,
es importante reconocer, como lo mencionan Malagén & Valoyes (2006, p. 37) que:

Consideramos que la actividad algebraica en la escuela debe caracterizarse por el
estudio de campos de problemas mediante la utilizacion del instrumento
algebraico. El resultado de esta actividad consistira, basicamente en la
construccion de modelos algebraicos de los campos de problemas considerados,

los cuales pasaran posteriormente a ser en si mismo objeto de estudio.

Como se observa en el Diagrama 1 la actividad algebraica escolar es esencialmente una
actividad de modelacion, a partir de la cual es posible identificar y manipular la estructura
global de campos de problemas, tratar casos generales y analizar las condiciones de
existencia de las soluciones y su estructura.

Siendo esto lo altamente deseable con respecto a la relacion entre actividad algebraica
y los procesos de modelacion, se debe aclarar que para este trabajo de grado solo se daran
algunas pautas con respecto a la modelacidn, las cuales se presentan posteriormente, y no se

abarcara con profundidad por no ser el eje central de la investigacion.
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CAMPOS DE MODELO ALGEBRAICO
PROBLEMAS Campos de problemas

v
MODELACION ALGEBRAICA
Instrumento algebraico

Diagrama 1 esquematizacion de la modelacion algebraica

De esta manera, tenemos que las funciones permiten la modelacion de diversas
situaciones problematicas pertenecientes a distintos contextos (algunos casos pueden ser
matematicos o0 extramatematicos); tales que el concepto de funcion en la modelacion
ademas del uso del algebra como herramienta, permiten manipular su estructura, hacer
predicciones acerca de su comportamiento, realizar mediciones y célculos, etcétera.

Ahora, en pro de dar a luz una respuesta respecto a las preguntas que se realizan los
estudiantes sobre la importancia y relevancia de los temas que se estudian, se debe
reconocer la intervencion del curriculo en medio de los procesos de ensefianza y de
aprendizaje; donde desde esta perspectiva (curricular), el pensamiento variacional ha sido
objeto de estudio y andlisis a partir de la denominada renovacién curricular realizada en
Colombia en 1985; consolidando éste pensamiento como uno de los pilares en la formacion
matematica de los estudiantes, y ademas se considera al conocimiento como un producto
social, resultado del andlisis de la realidad y de la reflexion sobre las condiciones en las que
se produce la ciencia.

Es asi, como una de las razones primordiales para realizar este trabajo tiene que ver
con no habituarse a repetir las mismas practicas educativas, es decir no caer en el hecho de
ensefiar de la misma manera que hemos aprendido, porque si lo hacemos entonces la

didactica de las matematicas no podra evolucionar y todo lo que se habria estudiado a lo
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largo de la formacion de la licenciatura no tendria sentido. De modo que la practica
docente, como lo menciona Carlos Vasco (2008, p. 24), debe estar inmersa en lo que él ha
denominado préctica reflexiva, es decir que el docente debe cuestionarse y preocuparse por
los resultados de su practica docente al igual de cémo pueden los estudiantes aprender los
objetos matematicos que se estudian. Y por eso advierte que:

Es un gran peligro que, con el pasar de los afios, la experiencia del maestro se
resuma en una sucesion de afios un poco estériles, si no existe el acompafiamiento
de la reflexion, tanto personal como grupal, para que de esta forma su carrera se
vuelva una practica productiva; en el sentido que la didactica debe ser, mas que
un libro con unas instrucciones, una practica reflexionada, innovadora, que tenga
su componente investigativo, evaluativo y que vaya acompariada de practicas de

sistematizacion y de escritura. (Vasco, C., 2008, p. 24)

Por tanto, una de las dificultades que hay hoy en dia, es la poca o ninguna
incorporacion de lo aprendido en: los programas de cualificacién docente, la formacion de
los licenciados o los programas de posgrados en educacion. Pues lo altamente deseable es
que las actividades que se realizan en el aula sean coherentes con la perspectiva o
concepcion de la ensefianza y el aprendizaje que cada docente tiene.

De este modo, se considera que uno de los medios para remediar las dificultades
mencionadas anteriormente respecto a la reflexion constante que se debe realizar de los
procesos de ensefianza y de aprendizaje, en pro de fomentar un aprendizaje significativo en
los estudiantes, es a partir de reconocer la forma como se articulan, entre si, los aspectos
matematicos (conceptos matematicos), cognitivos (como modifica estos procesos las
capacidades de cada individuo) y curriculares (determina las exigencias y metas que se

debe alcanzar en estos procesos) alrededor del objeto de estudio, permitiendo reconocer la
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direccion y finalidad por los cuales se imparten estos procesos a partir de la actividad
matematica desarrollada por los estudiantes. En el capitulo posterior, se presentara una
amplia descripcion de la manera como estos tres aspectos se concibieron y caracterizaron

en este trabajo de grado.
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CAPITULO 2: ASPECTOS TEORICOS
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Este capitulo presenta todas las caracteristicas tedricas que se han empleado para el
trabajo de grado alrededor del aprendizaje de las funciones racionales, los cuales se
enmarcan en tres aspectos fundamentales como son los referentes: matematicos,
cognitivos y curriculares.

En los aspectos matematicos, se presenta la forma como se va a considerar el concepto
de funcion a lo largo de la investigacion teniendo en cuenta la postura de Azcarate &
Deulofeu (1990) y una vez definido éste, se procede acotar el objeto matematico de estudio
a las funciones racionales. Posteriormente se definen los conceptos matematicos a traves de
los cuales se van a caracterizar las funciones racionales, como son: las funciones
polinomicas (de las cuales se hace énfasis en las funciones lineales, constantes vy
cuadraticas), comportamiento asintético y equivalencia de funciones.

Para el caso de los aspectos cognitivos, el trabajo se enfatiza desde la propuesta tedrica
de Raymond Duval (1999, p.27) la cual hace referencia a que:

La especificidad de las representaciones semidticas consiste en que son
relativas a un sistema particular de signos: el lenguaje, la escritura algebraica o
los gréaficos cartesianos, y en que pueden ser convertidas en representaciones
“equivalentes” en otro sistema semiotico, pero pudiendo tomar significaciones
diferentes para el sujeto que las utiliza. La nocion de representacion semiotica
presupone, pues, la consideracion de sistemas semioticos diferentes y una
operacion cognitiva de conversion de las representaciones de un sistema semiotico
a otro (Duval, R. 1999, p.27).

De forma que considerando el empleo de diferentes registros de representacion
semiotica, se espera fomentar dos aspectos importantes como son:
e La actividad matematica desarrollada por los estudiantes frente a los

tratamientos y conversiones de expresiones racionales no se limiten solo a
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procesos de manipulacion de algoritmos sin reflexién alguna del objeto
matematico puesto en juego.

e Fomentar en los estudiantes la distincion entre el objeto matematico con
respecto a sus formas de representacion, con el fin que ellos no consideren que
el objeto matematico es la representacion en la cual le fue ensefiado.

Para fortalecer los dos aspectos mencionados anteriormente, se promueven actividades
para los estudiantes en los cuales deban involucrar mas de un registro semidtico de
representacion, como son los registros graficos y algebraicos, a partir de los procesos de
transformacion de representaciones semioticas expuestas por Raymond Duval (1999) tanto
en el interior de cada registro (tratamiento) como en el paso de un tipo de registro a otro de
diferente naturaleza (conversion), articulada con los propuestos teoricos de Lacasta &
Pascual (1998), respecto a la clasificacion de las actividades propuestas en el registro
gréfico, a partir del uso que ellos determinen éste registro (abaco, mensaje topoldgico,
elemento interactivo, ideograma y estructura matematica) a causa de los tratamientos
ejecutados sobre él.

Siendo las diferentes formas de emplear el registro grafico en las actividades de aula,
un medio para resaltar ciertas caracteristicas particulares del objeto de estudio, a traves de
fomentar instantes de reflexion alrededor del objeto matematico, ya que dependiendo el
tratamientos que se haga respecto a la representacion grafica de las funciones, los
estudiantes, pueden: analizar o determinar valores en puntos particulares de su dominio,
analizar el comportamiento de la misma en vecindades pequefias de su dominio (crece,
decrece, interceptos, etc.), representar bosquejos del posible comportamiento grafico de una
expresion algebraica a través de determinar ciertas caracteristicas distintivas de esta o en

caso contrario dada la representacion gréafica, se identifica en esta ciertas propiedades las
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cuales pueden servir para determinar su correspondencia de esta con un tipo particular de
expresion algebraica.

Ahora, en los aspectos curriculares, tomando como soporte los documentos expedidos
por el MEN, como son los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (2006) y
los Lineamientos Curriculares (1998), ademas de la postura tedrica de Valoyes & Malagén
(2006) en torno a los aspectos curriculares, se intenta generar una discusion sobre las
peculiaridades del pensamiento variacional en la formacion de pensamiento matematico en
los estudiantes. Ademas, de caracterizar como los registros semioticos de representacion
son un medio para lograr la formacion de este pensamiento en los estudiantes.

A continuacion se presentara de forma amplia la descripcion de cada uno de los

aspectos que se han mencionado anteriormente.
2.1 Aspectos matematicos

La presentacion por parte de los docentes del concepto de funcion en el aula, se
encuentra permeado por sus diversas formas de representacion (diagrama sagital, maquina
operatoria, etc.); las cuales se resaltan el caracter dindmico de esté concepto, destacando y
articulando el conjunto de caracteristicas y conceptos relacionados al objeto particular de
estudio.

A continuacidn se presenta el Esquema 1, el cual muestra:

e Los tres aspectos que caracterizan toda funcion como son el dominio, el rango

y la regla de asignacion.
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e Las diferentes formas como pueden ser representadas las funciones: de manera
verbal, numérica (por medio de tablas), grafica (en el plano cartesiano) o
algebraicamente (usando expresiones algebraicas).

Destacando ademas, que el registro grafico permite, a partir de un enfoque
visual, estudiar ciertas propiedades y caracteristicas de las curvas representadas
como: su simetria (respecto al eje y y el origen) y posibles puntos de corte con
los ejes coordenados (ejes x e y), y con respecto a su dominio cuales son
aquellos intervalos donde la funcidn se comporta de manera creciente,

decreciente o constante.

es una se representa
‘/
/ |Verba|mentehuméricamente| [Wsualmentel |Algebraicamentel
| # 7
en la que para cada com
qy descripcion de como 2 o\ £0mo
an > 5 : o
—— Se asocia un e =
emento x\ Elemento f(x) |Pa|abras| lTabIas de valores| Gréficas
de un / \ /
v pertenece a un es una mediante
es una : . .
J Conjunto A| (Conjunto B &
= Vadable | \ \ Variable
ariable Dependiente /
Independlente se le conoce como  se le llama
M l J que pueden tener pueden ser
\ |
Puntos de corte - - Crecientes
=

con el eje x

B

- Con el aey / \
respecto del eje i
haciendo Y=0 / P ! iey Rspecto de\lorlgen

haciendo x=0 i
Funcién par Funcién impar

Esquema 1 red conceptual del concepto de funcion’

? Disponible en: http://cmapspublic3.ihmc.us/rid=1040063076515 52408617 2428/Funcion.cmap [Fecha de
la consulta: 15 de agosto de 2012]
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En el Esquema 1 se encuentra una caracterizacion teorica del concepto de funcion,
siendo considerada como una regla de asignacién tal que para cada elemento x de su
dominio se le asocia un elemento de su rango, de la forma y = f(x).

También se afirma que las funciones pueden ser representadas de forma: verbal (por
medio de descripcion de palabras), numérica (a partir de tablas de valores), visual
(mediante el empleo de graficas) o algebraicamente (mediante una formula).

Sin embargo, se pone de presente que no toda funcion expresada en forma analitica
puede ser representada de forma grafica, un ejemplo de ello, es la funcién de Dirichlet?, la
cual no puede ser representada graficamente, ya que por la densidad de los nimeros reales
R sabemos que entre dos numeros consecutivos racionales Q existe por lo menos un
namero irracional T (y viceversa), lo cual implica que esta funcion es discontinua en todo
punto de su dominio, luego al intentar realizar una representacion grafica de esta funcion
nos damos cuenta que no es posible.

De acuerdo con lo anterior, en la presente investigacion se concibe el concepto de
funcion como una ley que regula la dependencia entre cantidades u objetos variables
(Azcarate, C. & Deulofeu, P. 1990, p. 17); la cual recoge a modo global las caracteristicas
mencionadas frente a la forma como habitualmente se presenta el concepto de funcién
(Esquema 1), por el hecho de considerar en ella una relacion de dependencia entre méas de
una variable conceptual (como son el dominio y el rango), contemplando ademas la posible
transformacion que sufre la variable independiente por la forma particular de la expresion

algebraica que determina la funcién.

c, Six€eEQ

d sixel donde ¢ y d son

* La funcién de Dirichlet se define de la siguiente manera: D (x) ={
numeros reales diferentes (¢ # d)
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Se deja presente, que este trabajo de grado centra su atencion en un tipo particular de

funciones que se han elegido como objeto de reflexion a lo largo de él, las funciones

racionales de la forma f(x) = %, definidas por el cociente de dos funciones polindmicas

p(x) y q(x) tales que g(x) # 0.
El estudio de éstas (funciones racionales) se acota a aquellas que satisfacen que p(x) y
q(x) sean funciones constantes, lineales o cuadraticas, por el hecho de ser familiares en su

mayoria para los estudiantes de grado noveno de la educacién media en Colombia.

Definicion de funcién

Considerando el rigor y formalidad de las matematicas, para realizar la caracterizacion
de los objetos matematicos y de los conceptos o nociones relacionados los cuales se
mencionaron anteriormente, nos apoyaremos en el marco teorico y definiciones propuestas
por Paul Rees, Charles Rees & Fred Spark (2006) en su texto titulado Algebra, y en las
Notas de clase: Numeros reales y funciones de Martha Pinzén y Daniela Vasquez (s.f), los
cuales ademas de propiciar una caracterizacion de los objetos matematicos desde la
matematica misma, se convierten también en una propuesta de como se pueden definir,

presentar y articular estos en medio de un proceso de ensefianza.

2.1.1 Funcién polindmica

Gran parte del estudio de funciones en la escuela se dedica a las funciones
polinbmicas, y a partir de ellas se definen las funciones racionales, por tal motivo
inicialmente se presenta la definicién de polinomio de grado n — ésimo, donde n es un

ndmero entero no negativo (Zg).
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Definicion de polinomio
Un polinomio de grado n sobre R en la variable x, es una expresion de la forma:
p(x) = apx™+ ap_x™ 1+ -+ ax? + a;x + a, (i)
Donde a; (coni = 0,1, 2, ...,n) son nimeros reales Ry a,, # 0 donde n € Zg
Los ndmeros a,,a,_i,..,a,,a4,a, Se llaman coeficientes del polinomio, a, es el
coeficiente principal y a, es el término independiente o constante.

De tal forma, que se puede caracterizar las funciones polinGmicas, como una
combinacion lineal de funciones de potencias de base real x y exponente entero no negativo
n; donde este tipo de funciones se caracterizan: primero, por ser continuas en todo el
conjunto de los numeros reales, es decir que su dominio es R. Y segundo, porque toda
expresion polindmica es una funcion polindmica.

Como veremos a continuacion, las funciones lineales, constantes y cuadraticas son
casos particulares de las funciones polinomicas, tal que decimos que p(x) es una funcién:

e Lineal,sin=1

e Constante,sin =0

e Cuadratica, sin =2

A continuacion se define cada una de éstas, reconociendo algunas propiedades y

comportamientos que toman a partir de los valores de sus coeficientes.

v Funcion lineal
Esta es considerada en los procesos de ensefianza y de aprendizaje como el tipo de funcion
mas simple, y una de las mas Utiles. Donde una funcién f(x) es una funcion lineal si su

expresion algebraica es de la forma:

f(x)=ax+b
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Donde a y b son nimeros reales R, y a # 0.

Se puede observar, que este tipo de funciones es un caso particular de las funciones
polindbmicas, el cual se da cuando n=1,a; =aya, =ben la expresion (i). En
consecuencia, las funciones lineales son continuas en todo el conjunto de los ndmeros
reales, es decir que su dominio es R, por ser una funcion polinémica. Ademas, su grafica
siempre es una linea recta (no vertical ni horizontal), donde su comportamiento esta dado
por los valores que tomen los coeficientes a y b, tal que:

e Eldominio yelrango de f(x) es R.

e Lagraficade f(x) es una recta con pendiente a e intersecto en y iguala b .

e Sia > 0, entonces f(x) es creciente en todo su dominio.

e Sia <0, entonces f(x) es decreciente en todo su dominio.

v" Funcién constante

Este tipo de funciones son de la forma f(x) = b, donde b € R.

Tiene como caracteristica que, independientemente del valor que tome su variable
independiente x, su imagen siempre serd b; donde b es numero real R, y ademas, tienen la
caracteristica de ser continuas en todo el conjunto de los nimeros reales, es decir en todo su
dominio (R).

La forma de su grafica estd dada por el valor de b, siendo esta una recta horizontal
(paralela al eje x), la cual satisface que si:

e f(x)=by b > 0,entonces la recta esta por encima del eje de las abscisas (eje x)

e f(x)=by b <0,entonces la recta esta por debajo del eje de las abscisas (eje x)

e f(x)=by b =0,entonces la recta coincide con el eje de las abscisas (eje x)
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v" Funcidén cuadrética

Una funcion f(x) es una funcién cuadrética si su expresion algebraica es de la forma:

f(x)=ax?*+bx+c

Donde a, b y ¢ son niumeros reales Ry a # 0.

Se puede observar, que este tipo de funciones son un caso particular de las funciones

polinémicas, el cual se da cuandon = 2,a, = a,a, = bya, = c.

La gréfica de este tipo de funciones recibe el nombre de parébola, y de forma similar a

las funciones lineales, el comportamiento de estas (funciones cuadraticas) se da segun las

condiciones de los coeficientes a, b y c. A continuacion veremos algunos hechos que

modifican la forma gréfica de la parabola:

a > 0 la grafica es concava hacia arriba, es decir que abre hacia arriba.

a < 0 la grafica es concava hacia abajo, es decir que abre hacia abajo.

la| > 1 la grafica de f(x) = ax? se estira, es decir, que es mas angosta con
respecto a f (x) = x?

0 < |al <1 la gréafica de f(x) = ax? se contrae, es decir, que es mas ancha con
respecto a f(x) = x?

Si es de la forma f(x) = ax? + c el vértice de la parabola se desplaza sobre el eje
y, de tal forma que si ¢ > 0 su desplazamiento es hacia arriba, y si ¢ < 0 su

desplazamiento es hacia abajo.

Cabe mencionar que otra forma de representacion algebraica que se utiliza

frecuentemente para la funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + ¢, es la denominada forma

candnica de la ecuacion cuadratica, la cual se obtiene mediante la completacién del
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cuadrado de la funcion f(x) = ax? + bx + ¢ bajo la cual su representacion esta dada por la
expresion:

f(x)=a(x—h)*>+k
—p2 . .
Donde h = —2% y k= % + ¢ son numeros reales R, y determinan la abscisa y la

ordenada del vértice de la parabola dado por V(h, k); y ademas, a partir de la geometria, se
puede concluir que la gréafica correspondiente a la curva, es una parabola con eje de
simetria dada por la recta x = h.

Ahora, proseguimos a caracterizar desde una perspectiva matematica las funciones
racionales, al igual que dos conceptos 0 nociones relacionadas a este tipo particular de
funciones, los cuales son relevantes en la formacion de pensamiento variacional en los
estudiantes de grado noveno de la educacion media en Colombia, como son las asintotas y
el determinar cuando dos expresiones de una funcion son equivalentes y bajo que

parametros, 0 como se ha nombrado en este caso equivalencia de funciones.

2.1.2 Funcién Racional

Una funcion racional es aquella expresion de la forma f(x) = % , tal que p(x) y

q(x) son funciones polindmicas y f(x) es irreducible o equivalente a una expresion
irreducible.

p(x)  apx"+apx" T+t axt+ax+ag
q(x)  bpx™ + by x™ 1+ o+ byx2+byx + by’

flx) = y qx)#0

Para el caso contemplado para el trabajo de grado, el estudio de las funciones
racionales se va a realizar, a partir de la condicién de que p(x) y q(x) son funciones

polinémicas de grado menor o igual a dos, es decir, que las funciones racionales que se van
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a emplear son aquellas que se forman por medio del cociente de funciones lineales,

constantes o cuadraticas.

Para analizar una funcién Racional se deben considerar las siguientes caracteristicas

observables:

El dominio D, se conforma por todos aquellos valores de R que dotan de sentido a

los polinomios p(x) y q(x), excluyendo aquellos que hacen al denominador cero
(q(x) = 0). Esta condicion se da, por el hecho de considerar que el dominio de una

funcion racional f(x) = %, es la interseccion entre los dominios de las funciones

p(x) y q(x) excluyendo las raices* del polinomio g(x) del denominador, ya que
estas hacen al denominador cero y la division por cero no estd definida en

matematicas.

D = Dp/q = {x € D, N D, tal que q(x) # 0}

El comportamiento asintotico de este tipo de funciones (racionales), los cuales se
presentan por motivos como: las raices del polinomio g(x) (polinomio del
denominador), y la diferencia entre los grados de los polinomios p(x) y q(x),
donde estas razones se ampliaran posteriormente cuando se hable sobre las

asintotas.

PG

en
q(x)

Tipo de discontinuidad que pueden sufrir las funciones racionales f(x) =

aquellos valores x* € R que son raices del polinomio q(x); las cuales pueden ser

por comportamiento asintético vertical (en el caso que q(x*) =0y p(x*) # 0 se

* Se conoce como raiz 6 cero de una funcién f aquellos valores ¢ € R, tales que f(c) = 0
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garantiza que la recta vertical x = x* es una asintota vertical) 6 por abierto® (se
presenta como consecuencia de las restriccién que se debe hacer sobre el dominio
de la funciéon f(x) cuando esta puede ser simplificada en su expresion irreducible
i(x); de modo que si el dominio de la expresién i(x) excluye valores en los cuales
era discontinua la expresién inicial f(x) entonces este valor representa una

discontinuidad por punto abierto).

v' Las Asintotas en un Funcion Racional

Las asintotas en las funciones racionales son una implicacion del comportamiento de
estas a través de los casos donde p(x) = 0, g(x) = 0y la relacién entre los grados de los
polinomios p(x) y q(x). Puesto que, los puntos de interseccion x de la funcién f con el eje

x ocurren precisamente cuando p(x) = 0.

Por otra parte, si f(x) = % es una funcion racional en su expresion simplificada

(irreducible) y a es un nimero real R, entonces:
e La recta vertical x = a es una asintota vertical de la grafica de f(x) si x > a
implica |f (x)| — oo.
e La recta horizontal y = a es una asintota horizontal de la grafica de f(x) si
|x| = oo implica f(x) - a.
A continuacién presentamos las condiciones bajo las cuales una funcion racional

. . p(x) anx™+-+ag . p . .
irreducible de la forma f(x) = == = —“———— tiene asintotas verticales, horizontales y
q(x) by x™+---+bg

oblicuas.

> Este tipo de discontinuidad se har4 mas claro mediante el ejemplo presentado posteriormente cuando se
x?%-1

habla de equivalencia de funciones respecto a la funcién f(x) = —
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e Asintotas verticales

&)

x = a es una asintota vertical de f(x) = p

sig(a) =0 yp(a) # 0 paraalgina € R.

Si a € R es una raiz simple de q(a) = 0, las ramas laterales de la asintota x = a tienen
sentidos distintos, una hacia +oo y otra a —oo. Mientras que si a es una raiz doble, ambas

ramas van hacia +co 0 hacia —oo.

e Asintotas Horizontales

p(x) anx™+-+ag .. p .
Sea f(x) === =-"———2 para definir las asintotas horizontales debemos comparar
q(x)  bmx™+---4bg

los grados de los polinomios p(x) y g(x), de manera que si gradodep(x)=n'y
grado de q(x) = m, la funcion f(x) tiene asintota horizontal si y sélo si n < m, en caso
contrario no.

Sin < m, entonces el eje x es la asintota horizontal, es decir y = 0.

Si n = m, entonces la asintota horizontal es la recta igual al cociente de los coeficientes

principales de p(x) y q(x) dados por a,, y b,, respectivamente (y = Z—”) .

m

e Asintotas Oblicuas

p(x) _ apx™+-+ag
q(x)  bpXx™+-+bg

Sea f(x) = , para definir las asintotas oblicuas debemos comparar los

grados de los polinomios p(x) y q(x), de manera que si gradodep(x)=n 'y
grado de q(x) = m, la funcion f(x) tiene asintota oblicuas si y sélo si n es estrictamente
mayor en una unidad a m, es decir, si el grado de p(x) es estrictamente mayor en una

unidad al grado de q(x), en caso contrario no.
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En caso que f(x) presente asintotas oblicuas, la expresion algebraica que denota el
comportamiento estas, es el cociente C(x) que se obtiene al dividir al polinomio p(x)

respecto a q(x).

v Equivalencia de funciones

El solo hecho de determinar una expresién algebraica i(x) a partir de efectuar
procedimientos algoritmicos o aritméticos sobre otra expresién algebraica f(x) no permite
que los estudiantes identifiguen de manera significativa la relacién conceptual existente
entre ellas. De modo que, el estudio del concepto de equivalencia de funciones se convierte
en una herramienta y espacio de reflexion importante en los procesos de aprendizaje de los
estudiantes, ante una aprehension significativa sobre su quehacer matematico, permitiendo
identificar las caracteristicas tedricas y cognitivas con las cuales se puede determinar la
relacion conceptual que existe entre las expresiones f(x) e i (x).

De esta manera, se puede decir que una funcion f(x) es equivalente a i(x) solo si
satisface las siguientes condiciones:

I. La funcion i(x) es el resultado de haber simplificado algebraicamente la funcion

f ().
ii. Si el dominio D; de la funcion i(x) se restringe con respecto a las caracteristicas

del dominio Dy de la funcidn f(x), es decir, que el dominio de ambas funciones
sea igual.
2_
Por ejemplo, sea f(x) = ’;—_11 una funcién tal que su dominio esta dado por:
e Df=R-—{1}, es decir que presenta problemas de continuidad para el caso

donde x = 1.
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21 . L , . .
e f(x) === puede ser simplificada a través de diversos procesos algebraicos,
x—1

obteniendo asi su expresidn algebraica irreducible i(x) = x + 1.

Donde para garantizar que las funciones f(x) e i(x) son equivalentes, se debe
restringir el dominio D; de i(x) con respecto a las condiciones que presenta el dominio D
de la expresion f(x), de modo que D; = D = R —{1}. De modo x = 1 representa un
punto de discontinuidad, por abierto, de las funciones f(x) e i(x).

Finalmente se presenta la trasformacion de funciones, algunas de las reglas se
mencionaron, de manera particular, para el caso de las funciones lineal y cuadrética sin
embargo estas pueden definirse de manera méas general. Las transformaciones de funciones
mas comunes son: traslaciones, estiramientos o compresiones, reflexiones, entre otras. El
estudio de estas transformaciones permite poner en correspondencia las variaciones
visuales de una grafica con sus correspondientes variaciones de la ecuacion algebraica y
viceversa. Ademas se resalta que son precisamente esta clase de correspondencias entre las
variables visuales y algebraicas las que nos interesa que el estudiante establezca y a las
cuales denominaremos mas adelante, en los aspectos cognitivos, como unidades
significantes.

Las transformaciones que pueden sufrir las expresiones algebraicas mencionadas
anteriormente, no se presenta en los estudiantes como una actividad espontanea; por el
contrario, esta obedece a diversos procesos cognitivos realizados de modo consciente por
ellos para aprehender de manera objetiva los conceptos matematicos que se estén
estudiando. Como se verd en los aspectos cognitivos presentados a continuacion, estos

procesos estan altamente relacionados con las operaciones cognitivas de tratamiento y
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conversion (Duval, R. 1999) que los estudiantes realizan sobre los objetos representados en

diversos registros semidticos de representacion, las cuales permiten la objetivacion en ellos.

2.2 Aspectos cognitivos

El uso de registros semi6ticos de representacion son un medio potente en la formacion
y desarrollo del pensamiento variacional, y en la adquisicién de un aprendizaje significativo
en los estudiantes de grado noveno alrededor del concepto de funcién racional, ya que a
partir de lo expuesto por Duval (1999, p. 30), los registros semidticos de representacion son
el medio por el cual los sujetos interiorizan cognitivamente la informacion conceptual de
los objetos que se estan estudiando, con el fin de explorar su informacion, o para
comunicarla posteriormente a un interlocutor.

Ademas, el empleo de registros semioticos de representacion exige que los estudiantes
realicen operaciones cognitivas como son: el tratamiento (transformaciones que se
efectan en el interior de un mismo registro, donde este no moviliza mas que un solo
registro de representacion) y la conversion (transformaciones de un registro semiotico a
otro de diferente naturaleza), siendo el empleo de estas dos operaciones cognitivas sobre los
registros semidticos de representacion la genesis de la actividad cognitiva desarrollada por
los estudiantes, ante el hecho que estos registros permiten que se cumplan tres actividades
cognitivas (Duval, R. 1999, p. 30), como son:

a. Construir un conjunto de marcas perceptibles que sean identificadas como una
representacion de alguna cosa en un sistema determinado.
b. Permitir que se realicen transformaciones de las representaciones bajo las reglas

proporcionadas por el sistema en el cual se esta trabajando, tal que se obtengan
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otras representaciones que puedan constituir una ganancia de conocimiento en
comparacion con las representaciones iniciales.

c. Capacidad de convertir las representaciones producidas en un sistema inicial de
representacion en otro tipo de representacién, tal que este nuevo sistema
permita explicitar otras significaciones relativas a aquello que se esta
representado.

Siendo a través de estas tres actividades que los alumnos interaccionan con los objetos
matematicos estudiados, los cuales se configuran a partir de las caracteristicas particulares
del entorno en el cual se desarrolle. Pero, para que el empleo de registros semidticos de
representacion sea potente en los procesos de aprehension de los objetos matematicos
estudiados, se debe generar una fuerte reflexion en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje alrededor de distinguir el objeto de estudio con respecto a la representacion
empleada, ya que si esta distincion no es evidente para el estudiante, se puede generar en él
una fuerte confusion respecto a la conceptualizacion desarrollada en relacion al objeto
matematico puesto en juego, al punto de no ser significante para el estudiante.

Toda confusion entre el objeto y su representacion provoca, en un plazo méas o
menos amplio, una perdida en la comprension: los conocimientos adquiridos se
hacen rapidamente inutilizables por fuera de su contexto de aprendizaje, sea por
no recordarlos, o porque permanecen como representaciones “inertes” que no

sugieren ningdn tratamiento productor. (Duval, R. 1999, p. 14)

Siendo asi, que para alcanzar una aprehension significativa, el empleo de los registros
semioticos debe ser cuidadoso tanto por el docente en el momento de implementarlos en su
gestion de aula como por los estudiantes al usarlos en su actividad matematica; no

convirtiendo estos solo en medios visuales perceptibles a la vista de las personas, sino que
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por el contrario trasciendan hasta el punto de generar cambios de orden cognitivo en el
estudiante; ya que, en algunos casos las representaciones semiéticas pueden ser
satisfactorias desde el punto de vista de la expresién y no corresponder a ninguna
objetivacion para el sujeto que las reproduce solo por imitacion, y no las produce para una
objetivacion (Duval, R. 1999, p. 37).

Ademas, el empleo de mas de un registro semiético de representacion en la gestion de
aula, permite al docente trabajar sobre el significado mismo del objeto matematico,
desligandolo del hecho que sea esta (significacion) el resultado del empleo de un registro
semiotico particular; por lo tanto el uso de diversos registros de representacion en los
procesos de ensefianza, permite por parte del docente que se aumenten las ocasiones que
tiene el estudiante para expresarse, 0 como lo menciona Lacasta & Pascual (1998, p. 165):

La existencia de otros modos de presentacion siempre es favorable para el
profesor. Pero se puede dar el caso que el cambio incesante de representacion no
signifiqgue una ayuda suplementaria para el alumno, que no entiende mejor una
representacion que otra, mientras el profesor va consolidando la impresién de que

esos cambios van proporcionando nuevas razones para que el alumno sepa.

Teniendo presente lo mencionado hasta ahora y que uno de los ejes centrales de este
trabajo son los procesos de transformacién de las funciones racionales a través de los
registros semidticos de representacion grafico y algebraico, los docentes al momento de
disefiar actividades para llevar al aula, son responsables de la forma como aparecen y se
emplean en estas las operaciones cognitivas de tratamiento y conversion.

Es asi, que en el caso de considerar la operacion cognitiva de conversion y
coordinacién de registros, como un medio potente para la aprehension de ciertos

conceptos matematicos, Duval (1999, Pp. 77-78) presenta una organizacion de las
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situaciones de aprendizaje, la cual se ilustra a continuacion en el Diagrama 2, donde en él
se determina la forma como intervienen dichas operaciones cognitivas en medio de la
actividad matematica desarrollada por los estudiantes, lo cual puede ser de ayuda para el
docente en el momento de determinar la eficiencia que puede presentar estas operaciones
cognitivas en ciertas actividades, con el fin de que el objeto matematico puesto en juego sea

aprendido.

Organizacion de las situaciones
de aprendizaje.

| !

Coordinacion de registros

Caracter fundamental de la
operacion de conversion

|

|

Sebasa en la organizacion de un campo
de variaciones posibles, donde, "es
necesario poder explorar todas las
variaciones posibles de una
representacion en un registro, haciendo
la prevision, o la observacicn, de las
variaciones  concomitantes de las
representaciones en el ofro registro”

Requiere que se hayan identificado
todas las wvariaciones cognitivamente
pertinentes de una representacion en un
registro, de manera que una exploracion
segin el "méfodo que consiste en hacer
variar un solo factor a la vez, dejando a
los otros sin cambio” puede ser opuesto
en acto por los alumnos.

Diagrama 2 organizacion de las situaciones de aprendizaje

El desconocimiento del trasfondo conceptual que existe alrededor de las operaciones
cognitivas de conversion y coordinacion de registros, evidencia un problema ante el empleo
del registro de representacion grafico, haciendo invisible la potencialidad de éste registro en
la construccion de los diversos objetos matematicos estudiados a través de él, ya que en
muchas ocasiones es convertido en una representacion visual del posible comportamiento
de las funciones, carente de reflexion sobre las nociones matematicas en él. Desconociendo

asi el aporte que brinda el registro grafico en los procesos de aprehensién, como es que el
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grafico permite sacar provecho de las propiedades globales de una funcion (signo,
crecimiento, maximo, concavidad, etc.). Una funcién que no tenga propiedades globales
carece de interés matematico, puesto que no permite apenas aplicaciones y desarrollos
(Lacasta, E. & Pascual, J. 1998, p. 153).

Es asi, que bajo los supuestos tedricos presentados por Lacasta & Pascual (1998), se
puede dotar de sentido el registro semidtico gréafico (cartesiano) en la actividad matematica
desarrollada por el estudiante en su proceso de aprendizaje; lo cual se logra ante el hecho de
reconocer el caracter dindmico de esté (registro grafico cartesiano) segun sea la intension
didactica en el proceso de ensefianza y de aprendizaje de las funciones. De esta manera, el
registro grafico se puede presentar de diversas formas en las actividades propuestas a los
estudiantes, donde cada una de estas potencializa una serie particular de competencias en
él. A continuacion se presentara las diversas formas como interactta el registro grafico

cartesiano en la actividad matematica de los estudiantes.

2.2.1 Formas como se evidencia el registro grafico (cartesiano)

en la actividad matematica

En la actividad matematica desarrollada por los estudiantes, los registros de
representacion grafica, son un insumo importante en el desarrollo de pensamiento
matematico en ellos, a través de promover espacios de reflexion y validacién sobre su
quehacer matematico en ausencia de herramientas algebraicas; Siendo esto posible a partir
de determinar e identificar la manera cOmo actua este registro de representacion en cada

una de las actividades propuestas, el cual puede actuar como: dbaco, mensaje topoldgico,
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ideograma, elemento interactivo y/o como estructura matematica. A continuacion, se

describe las caracteristicas de cada una de estas:
2.2.1.1 Funcionamiento como abaco: este se evidencia en la actividad matematica

de los estudiantes, en situaciones donde usan los graficos de las funciones como
instrumento para determinar, graficamente el valor de y para un x dado y
viceversa. Es decir, que en este tipo de funcionamiento del grafico, su uso se da
punto a punto, convirtiéndose en un instrumento efectivo para determinar
resultados numéricos mediante la utilizacion de sus propiedades locales, siguiendo
un procedimiento algoritmico. Siendo asi, como el grafico se convierte en un
instrumento simple y eficaz que permite deducir valores representados sobre una
medida, pudiendo emplearse representaciones homotéticas.

Es importante mencionar que el empleo de las graficas como abaco, limita la
actividad matematica de los estudiantes, puesto que solo permite una lectura punto a
punto, sin dar lugar al posible anélisis de la imagen (sea este el caso) en intervalos.
Ademas, como lo menciona Lacasta & Pascual (1998), el funcionamiento como
adbaco no permite hacer extrapolaciones aunque se disponga de la férmula
algebraica, no se sabe si la formula es valida fuera del intervalo de definicion de la
funcion. (p. 120).

En el disefio de actividades que se realizd en este trabajo de grado para los
estudiantes de grado noveno de la educacion media en Colombia, las cuales se
presentan el Capitulo 3, se dan situaciones donde el registro grafico es empleado
bajo las caracteristicas de abaco, como es por el ejemplo en la Situacion 1 la

Actividad 1.
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Actividad en la cual se presenta a los estudiantes la representacion grafica de la
., . 1 . .
funcion racional f(x) = ot sobre la cual deben en un primer momento determinar el

valor de la funcién para los siguientes valores x de su dominio: {-1/3, -1/2, -1, -3/2,
-2,-3,-4,1/3, 1/2,1, 3/2,2, 3,4}, los cuales una vez determinados se emplean
como insumo de andlisis para que ellos conjeturen el comportamiento que toma la

funcién racional racional graficada alrededor de su asintota vertical x = 0.
2.2.1.2 Funcionamiento como mensaje topologico: el grafico usado como

soporte de un mensaje topologico se convierte en una curva referida a unos ejes,
gue no presenta necesariamente valores numéricos y que representa una funcion
cualquiera; lo que esta dibujado, con frecuencia puede no tener ninguna relacion
con una ecuacion en particular (Lacasta, E. & Pascual, J. 1998, p. 126). En este
caso, el andlisis y uso de las funciones se centra mas en las caracteristicas globales
de la grafica de la funcién como son: el signo de la funcién, los intervalos de
crecimiento, los maximos y minimos, etc.
Un ejemplo de este tipo de actividades se ve en la Actividad 3 de la Situacion 3
presentada en el capitulo posterior, ya que dada la representacion grafica de una
funcion carente de su expresion algebraica y con sus posibles discontinuidades por
puntos abiertos 0 comportamiento asintotico, el estudiante debe determinar cual es
el par de expresiones algebraicas correspondientes a ella, a partir de determinar
caracteristicas como su comportamiento antes y después de estos puntos de

discontinuidad, su dominio, etc. .
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Este a diferencia del uso como &baco, no centra su atencion en el analisis punto
a punto, tal que, no posibilita precisar los valores numéricos en los ejes, pero las

variables deben definirse en un conjunto ordenado.
2.2.1.3 Funcionamiento como ideograma: es una transformacion conforme de la

curva la cual conserva algunas propiedades topoldgicas, donde se puede perder el
mensaje topoldgico. Este tipo de funcionamiento se usa con frecuencia para
abordar problemas teoricos, para los cuales se hace uso de los hechos
caracteristicos de la funcion (crecimiento, decrecimiento, etc.).

La distincion que existe entre el uso del grafico como mensaje topoldgico y
como ideograma, tal como lo presentan Lacasta & Pascual (1998), radica en que el
ideograma es una funcién de comunicacion pura, mientras que el mensaje
topoldgico permite la puesta en marcha de una accion efectiva, para ilustrar otros
conocimientos. (p. 128). Ante esto, vemos que un ideograma es un signo grafico que
representa una idea, la cual permite la designacion y reconocimiento de un objeto,
donde este (ideograma) funciona por la existencia de una funcién que define la
curva.

Es asi como la Actividad 2:c de la Situacion 4, es un ejemplo de este tipo de
actividades ya que una vez el estudiante reconoce las variables que provee el
contexto de desempefio el cual acota al objeto matematico que se estd empleando,
puede dar razon ante dos tipos de representaciones graficas que se presentan cual es
la mas apropiada.

Esta al igual que en los casos anteriores presenta una serie de limitaciones en la

actividad matematica de los estudiantes, como es que, el cambio de relacion entre
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las escalas de los ejes cambia el ideograma, ademas, que como se menciono antes,
el ideograma es una funciéon de comunicacion pura, mientras que el abaco vy el
mensaje topoldgico permite la puesta en marcha de ciertas acciones. (Lacasta, E. &

Pascual, J. 1998, p. 131).
2.2.1.4 Funcionamiento como elemento interactivo: para hablar del gréafico

como un elemento interactivo no algoritmico, se debe proveer, que este no
funcione como un medio de control de la accion, sino como un modo de control
del discurso y de la comunicacion. Este tipo de uso, supone una respuesta que
depende del mismo alumno s6lo de una manera parcial, donde este se convierte al
mismo tiempo en un instrumento y un objeto con el cual el alumno entra en
interaccion.

De tal forma que, cuando el alumno utiliza el grafico como elemento
interactivo se produce lo que en teoria de situaciones de Brousseau se llama
devolucion del problema. (Lacasta, E. & Pascual, J. 1998, p. 132), de modo que es
el alumno quien se hace responsable de su aprendizaje.

Un ejemplo de este tipo de actividades se ve en la Actividad 5 de la Situacion 3
presentada en el capitulo posterior, en la cual a partir de la representacion gréafica de
una funcién h(x), el estudiante debe dar respuesta sobre el comportamiento que esta
presenta con respecto a la continuidad de su dominio, comportamiento de la funcion
en un punto especifico (existe o no la funcion en ese valor), y en caso de que no
exista determinar segun su representacion grafica que tipo de discontinuidad
presenta en él. De modo que la informacién pertinente para dar respuesta a todas

estas preguntas se encuentra en la representacion grafica la cual a partir de los

51



tratamientos que los estudiantes realicen en ella se convierte en el material de

insumo para el analisis.
2.2.1.5 Funcionamiento como estructura matematica: Consiste en establecer

dos momentos, uno algebraico (conformado por las formulas y por objetos que
permiten la “traduccion” al 4lgebra de los rasgos graficos globales pertinentes) y
otro grafico. El paso del marco grafico al algebraico es un papel normalmente
desempefiado por el profesor. Tras los funcionamientos del grafico el profesor pasa
de uno a otro, confiando en la supuesta “transparencia” del grafico, sin que el
alumno pueda muchas veces saberlo. Es decir, que el marco conceptual utilizado
en esta construccion consiste en ver lo ensefiado como parte de una actividad de
relacion o transferencia de informacion entre dos marcos: el algebraico y el
grafico. Como lo menciona Lacasta & Pascual (1998, p. 136):
La transferencia del marco algebraico al grafico esta condicionada por el
hecho de que el gréafico refleja propiedades de la funcion y no la funcién
misma. Como la Unica posibilidad que ofrece el marco grafico, tal como
existe, es la de acumular informacion, se trabaja en el marco algebraico
para obtener esa informacion, que se representa graficamente a
continuacion. Para ello, el marco algebraico estd dotado de la capacidad
de operar sobre sus objetos basicos. EI marco algebraico tiene, pues, unos
mecanismos de manipulacion de sus objetos mucho mas ricos que los del
grafico.
En las actividades propuestas en el capitulo posterior, encontramos algunas que se

desenvuelven en el marco de esta clasificacion, como es por ejemplo la Actividad 4
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de la Situacion 1, en la cual se presenta una serie de gréficas de la expresion
. 1 .
racional f(x) = ~+ b para los casos donde b = 3,2,0,—2,—3, con su respectiva

expresion algebraica, y se espera que los estudiantes a partir de comparar el
comportamiento que tiene grafica con respecto a su expresion algebraica puedan

conjeturar y posteriormente formalizar conceptualmente la relacion del valor de b

1
<

con respecto al desplazamiento sobre el eje y de la funcion f(x) =

De esta manera se reconoce las diversas formas como se puede emplear el registro
gréfico en las actividades propuestas a los estudiantes, resaltando las ventajas y desventajas
que presenta cada uno frente al desarrollo de pensamiento matematico en ellos a través de
la operacion cognitiva de tratamiento. Ahora, con respecto a la operacion cognitiva de
conversion o paso de la representacion del objeto estudiando entre los registros algebraico y
gréfico, se presenta en ocasiones una serie de obstaculos en los estudiantes, los cuales se

presentan con detalles en el apartado posterior.

2.2.2 Dificultades que presentan los estudiantes en el proceso de
conversion entre los registros graficos/algebraico

En el estudio y aprendizaje de las funciones, como primera instancia, se pasa por un
estado de reconocimiento de estas (funciones) en cada uno de los registros semiéticos de
representacion (grafico y algebraico), lo cual permite a través de la operacion cognitiva de
tratamiento, la adquisicion y desarrollo de capacidades en los estudiantes para leer e
interpretar el objeto matematico representado en cada uno de ellos (registros semiéticos)
determinando las caracteristicas o unidades significantes que se pueden identificar en él.
Una vez los estudiantes reconozcan y caractericen los objetos matematicos estudiados en
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cada uno de los registros semioticos de representacion, se procede a fomentar en ellos la
actividad cognitiva de conversion la cual permite transformar la informacion de un registro
a otro de distinta naturaleza, sin limitarla a ser un procedimiento manipulativo sin reflexion
alguna, como cotidianamente se percibe en las tares de paso de una expresion algebraica a
su respectiva gréfica, donde los estudiantes han codificado una especie de receta a seguir
como es generar en un primer momento tablas, y luego con estas desarrollar un bosquejo
del comportamiento de dicha expresion en su representacion gréfica, sin tener conciencia
sobre los procesos cognitivos que se han puesto en juego en dicha actividad.

De este modo, cuando los estudiantes realizan procesos de conversion entre los
registros semioticos de representacion, en el paso de la grafica a la ecuacion algebraica, éste
presenta dificultades, ya que, como lo menciona Duval (1999), las unidades significantes
del grdfico (recta, curva, ...) no estan de ninguna manera determinados por la relacion con
los puntos marcados ... Esas unidades estan determinadas por algunos valores visuales de
la recta (o de la curva ...), que estin separados del fondo constituido por los dos ejes
orientados (p. 60). Donde solo en la medida de que el estudiante pueda realizar una
discriminacion entre el conjunto total de elementos presentados por la grafica (ejes
ordenados, puntos,...), identificando aquellas unidades significantes de éste (son valores de
diferentes variables visuales como cortes de la curva con los ejes, intervalos en los cuales
crece y decrece, concavidad, etc.), podra realizar una aproximacion al proceso de generar
una conversion orientada desde el registro semiotico de representacion grafico a otro de
naturaleza diferente, al articular e identificar las unidades identificadas en el registro
gréafico con las caracteristicas presentadas del mismo objeto matematico en su nueva forma

de representacion. Tal que, solo en la medida que los estudiantes discriminen estas
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variables, se puede aproximar a efectuar la conversion inversa a la ensefiada
frecuentemente.

De manera més general para los registros bidimensionales, y en particular para
aquellos en los cuales las unidades significantes no estdn semidticamente
separadas, se puede afirmar, de una parte, que es necesario un aprendizaje de los
tratamientos que le son propios y, de otra, que el criterio de univocidad semantica
es mas dificil de verificar para la actividad cognitiva de conversién. (Duval, 1999,
p.61)

De esta manera, sujetos al marco tedrico propuesto por Duval (1999, Pp.78-79), es de
suma importancia reconocer que las unidades significantes del registro grafico de
representacion, estan determinadas por ocho valores visuales que corresponden a la
asociacion de tres variables visuales pertinentes para el registro de los graficos cartesianos,

los cuales se presentan a continuacion en el Esquema 2 Variables del registro gréafico:

Variables visuales pertinentes para el registro de los
graficos cartesianos

( N [ N [ )

La posicion de su

El sentido de la interseccién con los Su posicion en relacion

con un reparto

inclinacion 6 ejes del sistema de simétrico de los
concavidad de la curva coordenadas cuadrantes opuestos
cartesianas
L ) J \\ J/

Esquema 2 variables del registro grafico.

Es asi, que en la coordinacion entre las representaciones graficas cartesianas y la
escritura algebraica de las relaciones, hay que reconocer que la naturaleza de estos registros
son totalmente diferente; tal que, las unidades significantes del registro grafico cartesiano
no son separables ya que estan integradas en una sola forma percibida, mientras que las

de la escritura algebraica son discretas (Duval, 1999, p.78). Es decir, que las unidades
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significantes de las graficas estan determinadas por las caracteristicas conceptuales que se
visualizan bajo este registro de representacion, de forma que para efectuarse un cambio o
transformacién de éstas (unidades significantes) es necesario el cambio global de la
representacion.

Ampliando el carécter distintivo entre los diversos registros de representacion, Duval
(1999), recalca que esta distincion no se da solo a partir de las caracteristicas conceptuales
del objeto matemético estudiando las cuales se van a percibir en un tipo particular de
registro, sino que esta distincion también se da a partir del conjunto reglas y
manipulaciones cognitivas que el registro permita; o como él lo menciona los distintos
registros de representacion se diferencian no solo por la naturaleza de sus significantes,
sino también por el sistema de reglas que autoriza su asociacion y por el nimero de
dimensiones en que puede efectuarse esta asociacion (p. 35).

En esta medida, la actividad cognitiva presentada por los estudiantes en el aprendizaje
de las matematicas, requiere de dos funciones primordiales pero no iguales, como son la
funcion de objetivacion y la de expresion, conforme a lo presentado por Duval (1999, p.
36), la objetivacién es la formacidn de representaciones mentales nuevas en el estudiante
sobre el objeto de estudio, donde el empleo de registros semidticos para representar éstas
(representaciones mentales) en ocasiones no son suficientes, aceptables o comprensibles
desde el punto de vista de la expresion.

En consecuencia, para realizar un proceso de conversion de un registro semiético de
representacion a otro, hay que tener presente que se deben cumplir tres condiciones como
son: a) posibilidad de una correspondencia “semantica” de los elementos significantes (a

cada unidad significante simple de una de las representaciones, se puede asociar una unidad
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significante elemental®); b) univocidad “semdntica” terminal (a cada unidad significante
elemental de la representacion de partida, no le corresponde mas que una Unica unidad
significante elemental en el registro de la representacion de llegada); y por ultimo, ¢) orden
del arreglo de las unidades que componen cada una de las dos representaciones (la
organizacion respectiva de las unidades significantes, conduce a aprehender las unidades en
correspondencia semantica).

De tal forma que el uso de diversos registros semidticos de representacion, ayuda a
generar consciencia en los estudiantes en su proceso de aprendizaje sobre los objetos
matematicos desarrollados, ya que, fomenta en estos la reflexion y distincion constante
entre el objeto representado y la representacion del objeto, supliendo de esta manera que
liguen el aprendizaje de los objetos matematicos como respuesta a la representacion
presentada, concibiendo que la formacion de una representacion semiotica es el recurso a
un(os) signo(s) para actualizar la mirada de un objeto o para sustituir la vision de ese
objeto (Duval, 1999, p.43). Por otra parte, ofrece ventajas tanto a docentes como a los
alumnos en el proceso de ensefianza y de aprendizaje de las funciones racionales, como es:

e En los alumno la posibilidad concebir el objeto matematico estudiado en mas
de una clase de registro de representacion, permitiendo reconocer a partir de los
tipos de tratamientos que se pueden efectuar, y que son propios de cada
registro, caracteristicas del objeto que no son perceptibles bajo las
singularidades de un registro inicial;, ademas, desde el punto de vista de la
resolucion de problemas, estos se pueden convertir en un medio que reduce los

costos en los diversos procesos algoritmicos.

® Desde el enfoque teérico de Duval, una unidad significante elemental, es una unidad que depende del
“léxico” de un registro.
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e En los docentes, como se menciono anteriormente, al gestar éstos su proceso de
ensefianza a partir del uso de distintos registros semioticos, los cuales pueden
no ser muy conocidos para los estudiantes, genera la impresion en el docente de
estar trabajando sobre el sentido mismo del objeto matematico (distinguiendo la
representacion del objeto), propinando en el estudiante diversos medios y
“espacios” por los cuales éste se pueda expresar.

Donde La importancia de un cambio de registro estd en que, justamente, se pueden
efectuar tratamientos totalmente diferentes en un registro distinto a aquel en el que fueron
dadas las representaciones iniciales. (Duval, R. p. 55), lo cual es una de las grandes
potencialidades del empleo de los registros semioticos en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje frente a la formacion de pensamiento matematico en los estudiantes, puesto que
permite dinamizar al objeto matematico estudiado explorando y reconociendo sus
caracteristicas a traves de sus diversas representacion y los tratamientos que cada una

permita.
2.3 Aspectos curriculares

Los estudiantes deben de cumplir y adquirir ciertas competencias en términos de la
adquisicion de contenido y de procesos heuristicos que sean viables en el momento de dar
solucién a una actividad especifica; las cuales no se dan de manera particular y bajo
caprichos peculiares de las instituciones o actores (docentes, textos, etc.) que intervienen en
el proceso educativo, sino que por el contrario, estas exigencias y capacidades son
reglamentadas y promulgadas en los documentos curriculares expuestos por el MEN como

son los Estandares Basicos de Competencias (2006) y los Lineamientos Curriculares
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(1998); siendo uno de los propositos de los Lineamientos Curriculares promover una
formacion matematica en los estudiantes que contribuya de forma eficaz en los fines y
metas trazadas por los procesos educativos segun la época y contexto sociocultural en el
cual se ubica.

De modo que los Lineamientos Curriculares, con el fin de alcanzar estas metas en los
procesos de educacion, tienen como grandes objetivos:

e Propiciar un aprendizaje duradero en los estudiantes (a nivel cognitivo),
desligandose de la denominada ensefianza tradicional que considera a estos
(estudiantes) como una tabula rasa que debe ser llenada de informacién por
parte del docente, siendo éste (docente) el unico autor dotado de conocimiento
verdadero y valido, sin contemplar las construcciones realizadas por los
estudiantes como un medio de adquisicion de conocimiento.

e Superar los aprendizajes de conceptos y procedimientos fragmentados,
intentando fomentar un aprendizaje de caracter aplicable y atil en la solucion de
situaciones complejas en la cotidianidad académica y social de los estudiantes.

Para alcanzar estas metas, se debe considerar al estudiante en los procesos educativos
como un actor activo en la construccion de su conocimiento, involucrandolo en actividades
matematicas permeadas de contextos altamente significativos, que consideren los
conocimientos basicos de la disciplina al igual que las habilidades del pensamiento
(variacional) requeridas en su formacion matematica.

Como se ha mencionado anteriormente, este trabajo de grado, pretende fomentar un
aprendizaje significativo de las funciones racionales en los estudiantes de grado noveno de
la educacion media en Colombia, con el fin de promover en ellos a partir de este tipo de

funciones la formaciéon de pensamiento variacional, para lo cual se debe considerar que el
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pensamiento variacional se ubica dentro del campo conceptual que involucra conceptos y
procedimientos en contextos donde la variacion se encuentra como sustrato. (Valoyes, L.
& Malagon, M., 2006, p.117). Siendo de esta forma que, para fomentar en los estudiantes el
desarrollo de este tipo de pensamiento, se debe hacer uso de elementos estructurales como:
contextos (referenciados por situaciones de dependencia entre variables y situaciones
donde una cantidad varia), procesos (de observacion, descripcidn y registro a partir del uso
de lenguaje matematico) y sistemas de representacién (enunciados verbales, gréficas
cartesianas, expresiones analiticas, formulas, etc.).

Ademas de estos elementos estructurales, se debe resaltar la existencia de otro factor
que es de gran importancia cuando se habla de formacion de pensamiento variacional en los
estudiantes, como son las reflexiones que los docentes hacen frente a sus practicas, ya que
en ocasiones ellos consideran que la puesta en acto de este pensamiento (variacional) en los
procesos de ensefianza debe ser a partir de grado octavo o noveno ante la incursion del
algebra como objeto de estudio (a razon de empezar a emplear expresiones algebraicas en
su actividad matematica las cuales determinan un patron de formacion general),
desconociendo que la madurez de éste puede iniciar desde los primeros afios de escolaridad
a partir del reconocimiento de las relaciones entre el pensamiento variacional y los otros
tipos promovidos desde los lineamientos (Valoyes, L. & Malagon, M. 2006, p. 118); donde
algunas relaciones del pensamiento variacional con respecto a los demas tipos de

pensamientos promovidos en los procesos educativos, son presentados en el Diagrama 3.
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Pensamiento variacional

Se relaciona con:

El pensamiento
Numérico

Porgque por ejemplo:

!

El pensamiento
Espacial

Porque por ejemplo:

!

El pensamiento
Meétrico

Porque por ejemplo:

!

El pensamiento
Aleatorio

Porque por ejemplo:

l

. Esuna
herramienta para
cuantificar la variacion.

. Las propiedades
de los numeros v sus
operaciones junto con
otros hechos numéricos
son situaciones propicias
para el desarrollo el
pensamiento variacional.

El pensamiento
variacional permite la
descripcion v
modelacion de
propiedades v
movimientos de figuras,
cuerpos v fenémenos en
el plano v el espacio.

. Los problemas de

medicion son potentes
herramientas para la
modelacion de fendmenos
de proporcionalidad.

. Las relaciones de
variacion entre perimetro v
drea son contextos
propicios para el desarrollo
conceptual del
pensamiento variacional.

Las regularidades v
las tendencias de los
conjuntos de datos son
fenomenos pertinentes para
el estudio de la variacion.

. La construccién v

uso de tablas, graficos
circulares v cartesianos,
etc., favorece la
visualizacion de
situaciones de variacion.

Diagrama 3 relacion del pensamiento variacional con los otros tipos de pensamientos (Valoyes, L &
Malagén, R. 2006, p. 118)

Una vez se reconoce la forma como se puede articular el pensamiento variacional con

los otros tipos de pensamientos en pro de contemplar que la madurez de éste en los

estudiantes se puede iniciar desde los primeros grados de escolaridad, los Lineamientos

Curriculares pueden ser considerados como el punto de partida para analizar el nivel de

desempefio y aprehension que presentan los estudiantes en su proceso de aprendizaje,

teniendo como indicador las actuaciones o desempefios de los estudiantes que evidencian

hasta qué grado, éstos han integrado los conocimientos y procedimientos matematicos

propios del pensamiento variacional (Valoyes, L. & Malagon, M. 2006, p. 121),

determinando cuando estos puedan o no ser utilizados en contextos donde se requiere el




tratamiento matematico de la variacion, sin importar la naturaleza propia del contexto
(matematico 6 extramatematico).

De esta forma, vemos que la relacidén que se establece entre el pensamiento variacional
y los otros tipos de pensamiento, se genera en términos de la movilizacion de los contextos
de medida, numéricos, geométricos y de datos que son requeridos para su constitucion
(\Valoyes, L. & Malagon, M. 2006, p.125), ademas cabe mencionar que la relacion existente
entre el pensamiento variacional con los sistemas algebraicos, se da en la medida que, el
algebra es una herramienta potente de representacion y de descripcion de fendmenos de
variacion.

Vemos de esta manera que el estudio de las funciones es un campo fuerte en el
desarrollo de pensamiento variacional en los estudiantes, ya que la naturaleza de las
funciones yacen en procesos Yy situaciones de variacion con respecto a la dependencia y/o
relacion de variables, siguiendo asi la linea conceptual propuesta en los Estandares Basicos
de Competencias propuestos por el MEN (2006), al referenciar al pensamiento variacional
con el estudio de procesos de variacion, desde su percepcion, su identificacion en diversos
contextos, la descripcion que de ella (variacion) puede hacerse y por ultimo por el registro
cualitativo y cuantitativo de la misma (Valoyes, L. & Malagon, M. 2006, p.125).

En lo mencionado hasta el momento, se reconoce que la tarea de promover situaciones
con el fin de fomentar el desarrollo de pensamiento variacional en los estudiantes, no debe
estar enfocada en promover procesos directos de ejercitacion o resolucion de problemas que
evoquen la ejercitacion de procedimientos y algoritmos, sino que por el contrario, es
indispensable el empleo de los elementos estructurales presentados anteriormente, los
cuales aluden al uso de contextos, los cuales incitan a que los estudiantes efectlien procesos

de modelacién y matematizacién, destacando los procesos generales que sean mas
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eficientes para alcanzar dichas metas. De modo que a continuacion se presentan los
procesos generales que se contemplaron potentes para la formacién de pensamiento
variacional a partir de las actividades propuestas en este trabajo de grado, y una
caracterizacién de cémo intervienen los procesos de modelacion en los procesos de

ensefianza y de aprendizaje.

2.3.1 Procesos generales considerados en las actividades propuestas para

fomentar el desarrollo de pensamiento variacional.

En el disefio de las actividades propuestas en este trabajo de grado con el fin de
fomentar el desarrollo de pensamiento variacional en los estudiantes de grado noveno a
partir de una aprehension significativa del concepto de funcion racional por medio de la
articulacion de conceptos como dominio, comportamiento asintético, equivalencia de
funciones y la variable didactica conjunto de referencia, se hace fuerte hincapié en los
procesos generales de:

e Formulacion, tratamiento y resolucion de problemas: proceso que puede
ser considerado como el eje central y organizador de la actividad matematica
generada por los estudiantes, puesto que es inherentes a todas las actividades
en las cuales ellos estdn expuestos en su proceso escolar, ya que si estas
(actividades) se proponen a partir de considerar situaciones que sean
significativas para ellos, entonces proveera en si el contexto en el cual la
actividad desarrollada por el estudiante tenga sentido.

De modo que la formulacién, el tratamiento y la resolucion de problemas
suscitados por una situacion problema permiten desarrollar una actitud

mental perseverante e inquisitiva, desplegar una serie de estrategias para
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resolverlos, encontrar resultados, verificar e interpretar lo razonable de ellos,
modificar condiciones y originar otros problemas (MEN, 2006, p.52). Por lo
tanto los problemas propuestos a los estudiantes deben permitir dinamizar el
objeto matematico puesto en juego de forma que los estudiantes puedan
determinar diferentes medios para su resolucién y la posibilidad de que este
ofrezca diversas respuestas, las cuales promuevan espacios de reflexion frente
a la toma de decision por parte de ellos de cuél puede ser la correcta segun la
situacion y el por qué de esta eleccion.

Ahora en relacion a las actividades que se proponen en este trabajo de
grado (las cuales se presentan en el capitulo posterior) este proceso general se
hace evidente en ellas ante las abstracciones, percepcion y reflexion que los
estudiantes deben realizar sobre el objeto matematico puesto en juego respecto
a su comportamiento y la incidencia en este cuando se altera de algunos de sus
parametros. Donde en caso de no ser perceptibles estos cambios en los
estudiantes, ellos se ven en la obligacion de conjeturar como creen que seria el
comportamiento del objeto matematico de modo general y validar
posteriormente la veracidad de estas llegando asi a la formalizacion conceptual
del mismo.

Una actividad que puede ejemplificar el empleo de este proceso en las
actividades propuestas a los estudiantes, es la Actividad 5 de la Situacion 1, en
la cual los estudiantes después de haber presenciado de manera intuitiva, a

través de las actividades anteriores, los cambios conceptuales que puede

1

., 1 .
presentar la expresion f(x) = - al compararla con las expresiones g(x) = 7
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1 -z - e
y h(x) = —— tanto en su representacion algebraica como grafica, deben

argumentar como son estos cambios de modo general.

Ahora para llegar los estudiantes a esta generalizacion, deben a través de

una serie de preguntas (presentadas en la actividad) conjeturar segin lo
percibido en las actividades anteriores, como creen que son estas
caracteristicas a modo general, y luego, validar la veracidad de estas ante el
hecho de graficar una serie de expresiones racionales que permiten determinar
si sus conjeturas son verdaderas o falsas.
Comunicacion: este proceso es de gran importancia en la actividad
matematica desarrollada por los estudiantes ya que es a partir de él que se da a
conocer todas las consideraciones y sentido generado por ellos sobre los
objetos y aspectos puestos en juego en su proceso de aprendizaje.

La adquisicion y dominio de los lenguajes propios de las matematicas
ha de ser un proceso deliberado y cuidadoso que posibilite y fomente la
discusion frecuente y explicita sobre situaciones, sentidos, conceptos y
simbolizaciones, para tomar conciencia de las conexiones entre ellos y
para propiciar el trabajo colectivo, en que los estudiantes compartan
el significado de las palabras, frases, graficos y simbolos, aprecien la
necesidad de tener acuerdos colectivos y aun universales y valoren la
eficiencia, eficacia y economia de los lenguajes matematicos. (MEN,
2006, p. 54)

De este modo se encuentra también en la Actividad 5 de la Situacion 1,
un ejemplo propicio para resaltar la relevancia del proceso de comunicacion
en la actividad matematica generada por ellos, ya que como se menciono
anteriormente, los estudiantes deben plantear conjeturas sobre el

comportamiento general de un expresién racional cuando se alteran ciertos
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parametros en ella, permitiendo observar asi la percepcion que tienen del
objeto estudiando.

Razonamiento: este proceso se fecunda en las organizaciones mentales que
los estudiantes establecen ante los objetos observados y estudiados, los cuales
son exteriorizados a partir de diversos medios comunicativos; ante esto, vemos
que el desarrollo de este proceso en los estudiantes, como lo menciona el MEN
(2006, p.54), inicia desde sus primeros afios de escolaridad a través de las
abstracciones que ellos puedan realizar de los objetos estudiados tanto en
contextos como por medio de materiales fisicos, determinando de este modo
una posicion critica por parte de los alumnos ante su proceso de aprendizaje,
comprendiendo que las matematicas no son simplemente una memorizacién de
reglas y algoritmos, sino que tiene sentido, son ldgicas, potencian la
capacidad de pensar y son divertidas (MEN, 2006, p. 54), permitiendo
justificar, validar y refutar con sentido aspectos que intervienen en su proceso
de formacion como son, por ejemplo, posturas tedricas, definiciones o
conclusiones. Ademas el desarrollo de este proceso, da herramientas a los
estudiantes para determinar predicciones frente al comportamiento de ciertos
aspectos del objeto estudiando, y en otros casos, la posibilidad de plantear
conjeturas las cuales pueden ser validadas posteriormente.

Ante esto, es conveniente que las situaciones de aprendizaje propicien el
razonamiento en los aspectos espaciales, métricos y geométricos, el
razonamiento numérico y, en particular, el razonamiento proposicional
apoyado en el uso de gréaficas. (MEN, 2006, p.54), de modo que en la

Actividad que se ha empleado como ejemplo en los procesos mencionados
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anteriormente (Actividad 5, Situacion 1), se puede evidenciar la forma como
este proceso interviene en la actividad matematica del estudiantes, como es: en
un primer momento a partir de abstraccion, comparacion y determinacion de
los pardmetros a partir de los cuales pueden confrontar las expresiones
racionales f(x), g(x) y h(x), y asi en un segundo instante conjeturar y validar
la veracidad de estas frente al comportamiento a nivel general que puede tomar
una expresion algebraica al alterar en ella ciertos aspectos particulares.
Formulacidn, comparacion y ejercitacion de procedimientos: Este proceso
a diferencia de los demas, compromete la actividad matematica desarrollada
por los estudiantes ya que fomente la construccion y ejecucion segura y rapida
de procedimientos mecénicos o de rutina, también llamados “algoritmos”
(MEN, 2006, p.55) de modo que se madure el rapido y eficaz empleo de estos
por los estudiantes, articulando en conocimiento procedimental sin olvidar el
conocimiento conceptual del objeto estudiando.

Este proceso implica compromete a los estudiantes en la construccion
y ejecucion segura y rapida de procedimientos mecanicos o de rutina,
también llamados “algoritmos”, procurando que la prdctica
necesaria para aumentar la velocidad y precision de su ejecucion no
oscurezca la comprension de su caracter de herramientas eficaces y
atiles en unas situaciones y no en otras y que, por lo tanto, pueden
modificarse, ampliarse y adecuarse a situaciones nuevas, 0 aun
hacerse obsoletas y ser sustituidas por otras. (MEN, 2006, p. 55)

Una de las metas de las situaciones, es privilegiar el aprendizaje
significativo, por medio de actividades que no centren su atencién en la
manipulacién de algoritmos dejando de lado las caracteristicas y

caracterizacién conceptual del objeto matematico que se esta utilizando; pero
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no se debe desconocer que en el empleo de algoritmos, existe mecanismos
cognitivos involucrados, donde, como lo menciona el MEN (2006, p.55), estos
son: a) la alteracion de momentos (requiere atencion, control, planeacion,
ejecucion, verificacion e interpretacion intermitente de resultados parciales) en
los que prima el conocimiento conceptual y otros en los que prima el
procedimental; b) la automatizacion (requiere de la repeticién practica para
lograr una répida, segura y efectiva ejecucion de los procedimientos), donde
cabe aclarar que la automatizacion no contribuye en el desarrollo comprensivo
y significativo del conocimiento, pero si contribuye en la adquisicion de
destrezas para la ejecucion facil y rapida de ciertos tipos de tareas; y c) la
reflexion sobre que procedimientos y algoritmos conducen al reconocimiento
de patrones y regularidades en el interior de determinado sistema simbdlico y
en que contribuye a su contextualizacion (esta exige al estudiante poder
explicar y entender los conceptos sobre los cuales un procedimiento o
algoritmo se apoya, seguir la légica que lo sustenta y saber cuando aplicarlo de
manera fiable y eficaz y cuando basta utilizar una técnica particular para
obtener mas rapidamente el resultado).

Un ejemplo de este tipo de proceso es la Actividad 2 de la Situacion 2
presentada en el capitulo posterior, en la cual dada una serie de expresiones
racionales, se espera que el estudiante reconozca la relacion existente entre el
dominio de estas con aquellos valores que indetermina la expresion. Para
lograr esto la actividad es controlada por el docente al reconocer que estas
expresiones son irreducibles, lo cual permite asegurar la existencia de una

asintota vertical en aquellos valores de indeterminacion.
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Ante lo mencionado en la caracterizacion de los procesos generales del MEN (2006)
presentada anteriormente, se debe reconocer que: estos procesos deben ser un medio para
superar los diversos obstaculos que se presentan en los procesos de ensefianza y aprendizaje
de las matematicas (MEN, 2006, p. 51), y por otro lado que no se desenvuelven de manera
aislada entre si, sino que por el contrario existe una relacion cognitiva entre ellos la cual

permite la articulacion entre estos en ocasiones.

2.3.2 La modelacion en los procesos de ensefianza y de aprendizaje

Cuando se habla de formacion de pensamiento variacional en los estudiantes, no se
debe desconocer ciertos procesos que son inherentes a este tipo de pensamiento como son:
los procesos de modelacion de fendmenos (matematicos o extra-matematicos), la
resolucion de problemas, generalizacion de patrones y las relaciones entre nimeros o
hechos numéricos (como es el caso de las funciones); al igual que el medio (o interface)
por el cual se estructuran las representaciones mentales de los estudiantes para luego ser
representadas por el empleo de los registros semidticos de representacion grafico y
algebraico.

Como lo menciona el MEN (2006), el interés de la modelacion matematica en los
procesos de formacién de pensamiento matematico en los estudiantes, se da ante la
necesidad y preocupacion de que ellos en su proceso de aprendizaje logren vincular sus
saberes y conocimientos matematicos con acciones de otras disciplinas; es decir, que su
conocimiento matematico no se convierta en una actividad limitada solo a la disciplina de

las matematicas, sino que este sea cognitivamente una herramienta que permita a los
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estudiantes dar repuesta a situaciones problemas de otras disciplinas o ciencias a partir de
modelar los campos problemas 6 situaciones que ellas presentan por medio de los saberes y
conocimientos matematicos desarrollados en el estudiante. En el Esquema 3 presentado a
continuacion se intenta recoger la forma como se relacionan los objetos matematicos con

los campos problemas que provee otras disciplinas.

MATEMATICAS OTRAS DISCIPLINAS

Provee Provee

Saberes y conocimientos Campos problemas
matematicos ’ ’

Modelacion

Matematizacion
de los campos
problemas

Esquema 3 relacion interdisciplinar de las matematicas

En el Esquema 3 se observa que la relacion interdisciplinar de las matematicas, se da a
partir de la modelacién, la cual actia como un medio o puente entre ellos, tal que es a
través de la matematizacion que se desarrolla una actitud matematica en los estudiantes
sobre los campos problemas propuestos por diversas disciplinas. Lo cual obliga en las
situaciones problema identificar y poner en juego el conocimiento de las posibilidades y
limitaciones de un enfoque matematico y de su pertinencia (Valoyes, L. & Malagon, M.
2006, p.149).

El proceso de modelacion implica la identificaciébn de una situacion
problematica real, la cual es puesta bajo observacion con el objeto de encontrar

los aspectos matematicos presentes en ella y de esta manera construir un modelo
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matematico; la puesta a prueba del modelo se da a través de su poder de

prediccion y descripcion de los fenébmenos que hacen parte de la situacion

problematica originaria y que permitirian su reformulacion si es necesario. (p.

150)

Siendo asi que la actividad algebraica que se debe proponer en el ambito escolar, es
aquella donde se considere la modelacién algebraica de campos de problemas de diversa
naturaleza (o disciplinas) por medio del instrumento algebraico (Valoyes, L. & Malagén,
M. 2006), donde la relacién entre los campos de problemas, el modelo algebraico y la
modelacién algebraica, se presentd en el Diagrama 1 esquematizacion de la modelacion
algebraica.

De esta manera, aunque la modelacién no sea un pilar fuerte en este trabajo de grado,
pero si necesario en formacion de pensamiento variacional, se logra ver otra importancia y
aporte de éste en los procesos de ensefianza, tal que se puede concebir la modelacion
matematica como una herramienta didactica en la construccion de conceptos matematicos,
la cual ayuda a dar sentido a estos conceptos y potenciar la aplicabilidad de las matematicas
en las situaciones cotidianas de los estudiantes.

Reconociendo ademas, en primera lugar, que los procesos de modelacién matematica
en los estudiantes, son de suma importancia en la basqueda de un aprendizaje significativo
de los objetos matematicos estudiados; y en segundo lugar, que se encuentra en las
funciones racionales un enorme y amplio campo de aplicaciones tanto a nivel intra-
matematico como extra-matematico, e interdisciplinar ya que histéricamente este tipo de
funciones se ha empleado como un objeto matematico que ha permitido modelar diversos
fendmenos en disciplinas como la fisica, estadistica, economia, etc., y en situaciones que

evocan contextos de situacion real; de modo que en estos niveles intra-matematicos y extra-
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matematicos, las funciones no se presentan como objetos matematicos inertes, sino que por
el contrario, se presentan como objetos dindmicos los cuales toman forma segun sea el
espacio de aplicacion por medio de los diversos procesos de matematizacion a los cuales
han sido expuestas, lo cual ubica y da sentido a las funciones ante contextos y espacios
especificos.

Ahora, es a partir del contexto en el cual las actividades son presentadas a los
estudiantes que se determina el registro semidtico de representacion apropiado y eficaz para
su solucidn; se debe aclarar, que la eleccion del tipo de representacion que se va a emplear
para tratar el objeto matematico de estudio, es realizada por los estudiantes a partir de su
subjetividad y posteriormente supervisada por el docente el cual cualifica la eficiencia de
esta eleccion tanto en ahorro de procesos y tratamientos de la actividad desarrollada por el
alumno, como la pertinencia de éste para resaltar la intencion que presente la actividad

propuesta en pro de la formacion de pensamiento matematico en los estudiantes.
Es de suma importancia aclarar que, con lo mencionado hasta ahora, no se pretende

fomentar la idea equivoca, respecto a que el estudio de las matematicas desde su naturaleza
abstracta sea un mal camino a tomar por los docentes, sino que por el contrario se pretende
mostrar un problema que frecuenta los procesos de ensefianza y de aprendizaje en la
escuela. De tal manera que no se espera que se genere una pérdida de rigor en la
presentacion de los objetos matematicos a estudiar, sino que estos sean sometidos por los
docentes con anterioridad a fuertes espacios de reflexion, que permitan la seleccion y
articulacion de como estos se van a presentar a los alumnos, de tal forma que promuevan el
desarrollo de pensamiento matematico en estos al igual que caracterizar la utilidad que los

objetos matematicos pueden representar para los estudiantes en su devenir diario.
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Para finalizar se presenta a continuacion en el Diagrama 4 un esquema en el cual se

sintetizan los problemas asociados a la ensefianza y al aprendizaje de las funciones

racionales a través de registros semidticos de representacion, veamos:

FUNCIONES RACIONALES EN EL DESARROLLO
DE PENSAMIENTO VARIACIONAL

Empleo de los registros sermioticos de representacion (B.S.E.). donde se

evidencia

|

Perdida de significacion del objeto matematico, centrando
1a atencion en procesos de manipulacion de algoritmos.

Por situaciones de orden

!

| Didictico |

L

‘ Cognitivo ‘

1

No se presenta una relacién entre
los conceptos asociados al
concepto de funcion, al igual que
en contextos diversos.

La ensefianza esta sujeta al sistema
de creencias que circulan en el
sistema didactico.

Estipulan los niveles de aprehension

v desarrollo de competencias de los

alummnos hacia clertos contenidos, lo

cual en ocasiones no se evidencia en

la gestion de aula desamrollada porlos
docentes.

Ze evidencia enla

¢

Implementacion de los RS R en el proceso

de ensefianza.

Donde

Se consideran de fonma aislada los

Se consideran el regstro grafico

Adecuacion de loz E 5 R como

R3R. como una figura inerte que solo medio de aprendizaje, tal que ayude a
(algebraico/grafico) representa la curva de una expresion lograr lo estipulado por el MEN.
algebraica.
T ]
Tal que

Se intenta dar solucion a estos problemas por medio de una serie de situaciones, las cuales

promueven actividades de tratamiento y conversion de funciones racionales y que se desarrollan
en contextos matematicos y extramatematicos

Diagrama 4 importancia de los registros semi6ticos de representacion en la formacion de pensamiento

variacional
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Los elementos abordados en los referentes tedricos (matematicos, cognitivos y
curriculares) mencionados anteriormente, han sido tomados en consideracion en los
capitulos posteriores para el disefio y organizacion de las actividades, donde como se
evidenciara en el Capitulo 3 se inicia con un andlisis a priori en el cual se exponen de
manera puntual la importancia de los aspectos conceptuales que se emplearan el disefio de
las situaciones y los criterios de andlisis los cuales determinan: el nivel de dificultad de
estas (basado en las operaciones cognitivas que deban realizar), procesos generales (segin
los expuestos por el MEN, 2006) y las expectativas de desempefio (que se espera que
aprendan los estudiantes). Una vez expuesto este analisis, se presentan cuatro bloques de
actividades llamados situaciones, donde cada una de estas estudia uno de los conceptos
seleccionados para caracterizar las funciones racionales y, ademas, establecen la coherencia

y cohesion conceptual entre ellos.
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CAPITULO 3: SITUACIONES
PROBLEMA PARA LA ENSENANZA DE
LAS FUNCIONES RACIONALES

ENSENANZA DE LAS FUNCIONES RACIONALES

SITUACIONES PROBLEMA PARA LA

Analisis a priori para el disefio
de actividades

|  Niveles de dificultad

L Procesos generales

Expectativas de

v 3

Variables micro didacticas

v

|

Analisis de las situaciones
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3.1 Analisis a Priori para el Diseno de las Actividades

Para el desarrollo del andlisis de las situaciones, en primer lugar se contemplan los
aspectos teoricos presentados en el Capitulo 2 referente a los tratamientos que deben
realizar los estudiantes sobre los registros semio6ticos de representacion grafico y
algebraico, y la forma como se pueden emplear las representaciones graficas cartesianas en
las actividades propuestas a los estudiantes expuestas por Lacasta & Pascual (1998).

De manera que para realizar el analisis de las situaciones y actividades que se
presentan a continuacion, se contemplan tres variables de anélisis macro como son:

e Niveles de dificultad
e Procesos generales

e Expectativas de desempefio

Tal que por medio de estas variables se espera determinar de qué manera las
actividades disefiadas y presentadas a los estudiantes, permite una aprehension significativa
de las funciones racionales a partir de los conceptos de interés para su caracterizacion y el
desarrollo en la formacién de pensamiento variacional de los estudiantes de grado noveno
de la educacion media en Colombia.

A partir de estas tres variables de analisis macro didactico, se desligan dos
caracteristicas a contemplar en el analisis de las situaciones propuestas, estas se han
denotado como variables de analisis micro, las cuales son: los tipos de actividades que se
presentan a los estudiantes y la forma de empleo de las representaciones graficas en las
actividades propuestas; donde la seleccién de los tipos de actividades que se propone a los

estudiantes se determina bajo la clasificacién presentada por Blanco (1993), y la forma de

76



empleo de las gréficas ante la categorizacion propuesta por Lacaste & Pascual (1998) la

cual fue presentada en el Capitulo 2.

3.1.1 Los niveles de dificultad

La primer variable macro didactica esta relacionada con los niveles de dificultad, los
cuales determinan el orden en el cual se presentaran las situaciones y al igual que la
disposicidn de las actividades que se proponen dentro de cada una de estas. Dichos niveles
de complejidad estan asociados con las operaciones cognitivas que el estudiante puede
realizar sobre los dos registros semioticos empleados (grafico y algebraico).

En consecuencia los niveles de dificultad dependen de la actividad cognitiva
desarrollada por los estudiantes la cual puede ser:

N.1: Actividad de tratamiento

N.2: Actividad de conversion

OBJETO DE ESTUDIO

/ Registro

MOMENTO 1 grifico
1 ‘Articulan)
Aeotividades monarregistras los

Registro regisiros
hlﬁ algebraico

_______________ e ———————— Por medio de
Faconocs prop

l

I

: v caracteri
I objste
1
1
1
l

objsto " Actividad cognitiva de conversion ||

Se articulan ambos registros

prasantz dz  mansrz prasants II
erafi leebrai :
L R ] Leagusje natural
./J"-'HU:\l
Lenguaje algebraico «—s Lenguaje grifico
S R
—
MOMENTO 2

Diagrama 5 momentos en que se dividen las actividades
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Asi pues, se ilustra en el Diagrama 5, el Momento 1: consiste en garantizar que el
estudiante domina los tratamientos propios de los registros de representacion grafica (N.1)
y algebraica (es decir, que las actividades se enfocan solo en actividades monorregistro). El
Momento 2: consiste de actividades que involucran mas de un registro semidtico de
representacion y por tanto lo que se pone en juego es la operacidn cognitiva de conversién
(N.2 esto es, que se caracteriza por el fomento de actividades plurirregistro o por la
articulacion de por lo menos dos registros de representacion semidtica para un mismo
objeto matematico).

Ahora pasemos a nuestra segunda variable macro didactica como son los procesos
generales, los cuales estan determinados por el tipo de actividad, clasificacion presentada
por Blanco (1993). Esta se pueden recoger en tres grandes grupos como son: analisis,
articulacion de registros de representacion, y meta cognitivo. De modo que como se ha
mencionado anteriormente es a través de estas que se pretende alcanzar uno de los

principales objetivos de este trabajo alrededor de la formacion de pensamiento variacional.

3.1.2 Procesos generales

En pro de un aprendizaje con sentido en los estudiantes, se debe considerar las
cualidades y capacidades que pueden potenciar las preguntas propuestas seglin su
naturaleza, es decir, si estas son:

e Actividades de andlisis: las cuales demandan del estudiante justificar sus procesos
rutinarios de manipulacion de algoritmos. Es decir, que él debe dar razén de los
diversos medios y herramientas que emplea para dar solucién a una situacion
particular. Por otra parte, los procesos a emplear en este tipo de actividades

expuestos por el MEN (2006) son:
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P.1: Formulacion, tratamiento y resolucion de problemas
P.2: Comunicacion
P.3: Razonamiento

P.4: Formulacién, comparacion y ejercitacion de procedimientos.

e Actividades de articulacion de registros: este tipo de actividades, hace uso de la
modelacién como eje central en la articulacion de los registros semioticos de
representacion grafico y algebraico o modelos’, puesto que un modelo se produce
para poder operar transformaciones o procedimientos experimentales sobre las
representaciones empleadas en la actividad matematica generada por los
estudiantes.

Un buen modelo mental o grafico permite al estudiante buscar distintos
caminos de solucion, estimar una solucién aproximada o darse cuenta de si
una aparente solucion encontrada a través de calculos numéricos o
algebraicos si es plausible y significativa, o si es imposible o0 no tiene
sentido. (MEN, 2006, p. 53)

Por otro lado, este tipo de actividades se vincula fuertemente con los procesos
de: modelacion, comunicacién y razonamiento, ya que, como Se caracterizaron
anteriormente, estos procesos articulan los objetos matematicos estudiados desde su
naturaleza y mediacion promovida por el modelo, como las formas de comunicacién
en medio de una sociedad especifica, o, a partir de las caracteristicas privilegiadas

en la consolidacién de signos y simbolos determinados para su representacion.

7 Modelo: sistema figurativo mental, gréafico o tridimensional que reproduce o representa la realidad en forma
esquematica para hacerla mas comprensible (MEN, 2006, p. 52)
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Actividades meta cognitivas: en la busqueda de un aprendizaje significativo en los
estudiantes, que promueva la aprehension de la esencia conceptual de los objetos
estudiados mas que de los algoritmos subyacentes a él, lleva a preguntar en medio
de la actividad matematica desarrollada por los estudiantes el por que la seleccion o
forma de resolver un tipo particular de actividades promovidas.

De modo que las respuestas obtenidas concernientes a las reflexiones que los
estudiantes hayan hecho sobre los procesos empleados para solucionar las
actividades, permite al docente identificar la posible caracterizacion que ellos han
hecho de los objetos estudiados sin limitarse a concebir que el aprendizaje ha sido
eficiente tan solo por la obtencidn de respuestas correctas en las actividades, sino
que por el contrario, se centra la atencién en los procesos realizados por los
estudiantes de manera significativa, tal que la manipulacién correcta de algoritmos
sea una de las tantas variables a considerar en la correcta aprehension de los objetos

matematicos.

3.1.3 Expectativas de desempeio

Cuando se habla de expectativas y desempefios, se refiere a las habilidades que el

estudiante debe adquirir por medio de las actividades y situaciones propuestas, es decir,
como lo menciona en el MEN (1997, p. 13) que estas se refieren a operaciones

intelectuales o procesos mentales sobre el quehacer matematico.

Luego, para el caso de las situaciones que se van a proponer se hace fuerte énfasis en

expectativas de desempefio como:
D.1: Transforma por manipulacion algebraica una expresion racional en otra que sea

equivalente.
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D.2: Selecciona o construye representaciones equivalentes de funciones racionales.

D.3: Construye graficamente en sistemas coordenados por medio de dibujos por puntos o el
uso de propiedades conocidas de los objetos que se estan siendo graficados.

D.4: Lee e interpreta una presentacion de datos presentados en un registro tabular para
responder a una pregunta.

D.5: Selecciona una representacion adecuada de los objetos estudiados para una
comunicacion dada o para una situacion de resolucion de un problema.

D.6: Compara y contrasta dos representaciones de un mismo objeto matematico.

D.7: Reconoce o utiliza la relacion entre dos representaciones de un mismo objeto.

D.8: Encuentra objetos relacionados entre si, por medio de transformaciones, ecuaciones
equivalentes bajo manipulacién algebraica.

D.9: Describe el efecto de un cambio en una situacion representada en un registro grafico
(efecto producido sobre una grafica al cambiar uno de los parametros).

D.10: Predice mediante el analisis de su comportamiento la forma general de éste en un
punto muy lejano.

D.11: Selecciona o construye una representacion matematica de un problema (situacion

representada del mundo real).

Para concluir se observa que los tres criterios de analisis: niveles de dificultad,
procesos generales y expectativas de desempefios; se encuentran relacionadas entre si
(como se ve en la Gréfica 2) con el fin de armonizar y hacer concreto los objetivos que
debe tener cada una de las situaciones presentadas en pro de dar respuesta a los objetivos

planteados en la investigacion, al igual que a fomentar una aprehension significativa del
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concepto de funcion racional y la formacion de pensamiento variacional en los estudiantes

de grado noveno.

-_)

Gréfica 1 relacion entre los criterios de analisis

Cuando se habla de uno de los criterios de la triada niveles de dificultad, procesos
generales y expectativas de desempefio, es dificil hacerlo en ausencia de los demas, ya que
cuando hablamos de los niveles de dificultad se debe vislumbrar que tipo de procesos se
encuentran inmersos en dichos niveles y que se espera que logren los estudiantes por medio
de estos; de forma similar sucede cuando el punto de partida de partida de la discusion se
da desde uno de los otros dos criterios. Esto se da por el hecho que como es sabido los
procesos de ensefianza deben tener claro su intencién didactica en el momento de ser
impartido de forma que se encuentre inmerso en las diversas dindmicas sociales donde se

imparte dicho proceso.
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3.1.4 Variables micro didacticas

Las primera variables micro didacticas son el tipo de actividades que se pueden presentar a
los estudiantes, las cuales pueden ser:

E.1: ejercicios de reconocimiento

E.2: ejercicios algoritmicos o de repeticion

E.3: problemas de traduccion simple o compleja

E.4: problemas de procesos

E.5: problemas sobre situaciones reales

E.6: problemas de investigacion matematica

E.7: problemas de puzle

E.8: historias matematicas.

Dependiendo del tipo de actividades propuesta a los estudiantes se articula el
desarrollo de su actividad matematica, ya que determinan la dindmica para abordar el
concepto matematico de interés.

Vale recordar que para el trabajo de grado se opt6 por caracterizar el concepto general
de funcion desde la postura de Azcarate & Deulofeu (1990, p.17) los cuales consideran que
una funcién no es mas que una ley que regula la dependencia entre cantidades u objetos
variables. Sin desconocer en este (concepto de funcién) su forma de operar como una regla
de correspondencia generalizada a procesos de cambio.

Ahora, para pensar en el tipo de actividades que ayudaran a potenciar dicho
pensamiento, es importante revisar la definicion dada por Blanco (1993) para cada uno de

los ocho tipos que mencionamos con anterioridad, veamos:
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e Ejercicios de reconocimiento (E.1): son ejercicios con los cuales se pretende
resolver, reconocer o recordar un factor especifico, una definicion o una proposicion
de un teorema.

e Ejercicios algoritmicos o de repeticion (E.2): son ejercicios que pueden ser
resueltos con un proceso algoritmico, donde estos tratan de reforzar alguna
expresion matematica o potenciar habilidades de calculo.

e Problemas de traduccion® simple o compleja (E.3): son problemas formulados en
un contexto concreto y cuya resolucion supone la conversion de un enunciado, oral
0 escrito, a una expresion matematica. Es importante reconocer que en éste tipo de
problemas aparece en el enunciado toda la informacion necesaria para la resolucion
del mismo y en ocasiones, implicitamente, hace evidente la estrategia a seguir
(Blanco, L., 1993, p. 51).

e Problemas de procesos (E.4): este tipo de ejercicios difiere de los demas en que la
forma de célculo no aparece claramente delimitada, generando de esta forma la
posibilidad de conjeturar varios caminos para encontrar la solucién.

e Problemas sobre situaciones reales (E.5): son actividades lo mas cercanas
posibles a situaciones reales que requieren el uso de habilidades, conceptos y
procesos matematicos. Estos problemas dan oportunidad a la construccion de
diagramas, estimaciones, calculo de las medidas, procesos de analisis y sintesis,
pero sobre todo ayudan a comprender el significado de las matematicas y su

relacion con la realidad.

8 Se entendera en este caso el término traduccién de forma similar a conversion.
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Problemas de investigacion matematica (E.6): son problemas directamente
relacionados con contenidos matematicos, cuyas proposiciones pueden no contener
ninguna estrategia para representarlos, y sugieren la busqueda de algiin modelo para
encontrar la solucién.

Problemas de Puzles (E.7): en estos problemas se pretende mostrar el potencial
recreativo de las matematicas. Obliga a flexibilizar la forma de abordar un problema
y a considerar varias perspectivas para su analisis ya que normalmente el contexto y
la formulacion que se hacen de estos problemas suele ser engafiosa. Posiblemente su
solucion necesariamente no supone procesos matematicos y pueden resolverse
mediante una idea.

Historias matematicas (E.8): se caracteriza bajo la articulacion disciplinar entre
textos como libros de cuentos, novelas, etc., en las cuales promulguen algunas
propuestas o planteamientos que requieran de algun esfuerzo para evidenciar el

concepto matematico puesto en juego.

La segunda variable micro didactica esta relacionada con la Forma como el estudiante

emplea la representacion grafica: en las actividades propuestas en cada una de las
situaciones se emplean frecuentemente representaciones gréaficas, las cuales segun sea su
forma de uso se pueden clasificar en 6 grupos segun Lacasta & Pascual (1998); estos

grupos son:

G1: funcionamiento como abaco
G2: funcionamiento como mensaje topolégico

G3: funcionamiento como ideograma
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G4: funcionamiento como elemento interactivo

G5: funcionamiento como estructura matematica
Teniendo en cuenta estos dos paquetes de variables de analisis con sus respectivos criterios,
a continuacion se realiza el analisis de cada una de las situaciones con sus correspondientes
actividades. Antes de iniciar la lectura de estos, se presenta al lector la notacion que se
empleara en este analisis para indicar la actividad (o actividades) que se esté estudiando, a
partir de las siguientes siglas:
Sn: denota la situacion en la cual se esta trabajando, de modo que n = 1, 2, 3, 4.
An: denota la actividad en la cual se esta trabajando, de modo que n € N.
Como ejemplo, la siguiente notacion S1:Al:1-3 demarca que se esta trabajando los items 1,

2y 3 de la Actividad 1(Al) presentada en la Situacion 1 (S1).

3.2 Propuesta metodologica de implementacion de las

situaciones

Para iniciar, es importante hacer clara la distincion existente entre situacion y
actividad, donde como lo exponen los Estandares Basicos de Competencias en matematicas
(MEN, 2006, p. 72):

e Situacion: se entiende como el conjunto de problemas, proyectos,
investigaciones, construcciones instrucciones y relatos que se elaboran basados
en las matematica, en otras ciencias y en los contextos cotidianos y que en su
tratamiento trata de generar un aprendizaje en los estudiantes.

e Actividad: obedece al trabajo intelectual que realizan o desarrollan los

estudiantes a nivel individual y grupal, como es definir estrategias para
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interpretar, analizar, modelar y reformular la situacién; formular preguntas y
problemas entre otras.

Puesto que es a partir de estos principios que se organizan los procesos de ensefianza y
de aprendizaje intentando promover un aprendizaje significativo en los estudiantes,
basandose en el desarrollo y empleo de estructuras curriculares las cuales orientan el
desarrollo de competencias.

Teniendo en cuenta la distincion conceptual entre situacion y actividad, es
responsabilidad del docente en medio de su gestion de aula velar por la coherencia de los
diversos conceptos matematicos puestos en juego en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje, de manera que estos se engranen de forma coherente y sea evidente para el
estudiante la red conceptual existente entre estos.

De este modo, este trabajo de grado propone una gran cantidad de actividades
articuladas en cuatro situaciones las cuales estudian los conceptos de asintotas, equivalencia
definiciones y conjunto de referencia con el objeto de caracterizar a través de estos el
concepto de funcion racional, las cuales pueden ser seleccionadas, analizadas vy
estructuradas por los docentes en nuevas y cortas secuencias didacticas ajustadas al tiempo
que el disponga en sus clases para su estudio.

Ademas, se deja a responsabilidad del docente lector el empleo de otros medios en el
estudio y solucién de las diversas actividades propuestas en la secuencia, como puede ser
por ejemplo, el empleo de software que le permitan al estudiante generar conclusiones en el
menor tiempo posible, en donde el interés no consiste en ver si el estudiante sabe o no
graficar, sino en la posibilidad de reconocer lo que varia y como varia, como es el caso de
la S1:A5:3, la cual puede ser extensa en su estudio a lapiz y papal por la construccion de

las diversas graficas que se emplearan para determinar la forma como interviene la
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1.

alteracion de un pardmetro tanto en su representacion grafica como algebraica; Siendo asi
que el empleo de recursos tecnoldgicos o software dindmicos se convierten en una
herramienta potente en los fines que se espera alcanzar en dicha actividad, ya que se
desentiende a los estudiantes del proceso de graficacion, centrando su atencién en un
aspecto de gran importancia como es determinar los cambios que se presenta en los objetos
matematicos estudiados cuando se altera alguno de sus pardmetros a partir del dinamismo
que ofrece los programas.

Respecto a la secuencia formada por el docente lector, a través de las actividades que se
presenta en el apartado 3.3 de disefio de actividades, la cual el docente articula
contemplando el tiempo que puede dispones de su clase para desarrollarla, se espera que
este se haga bajo los criterios de solucidén que se ha trazado en la secuencia inicial que se
presenta en el este trabajo, la cual:

Propone una fase exploratoria, en la cual los estudiantes por medio de sus sentidos
identifican los conceptos que se van a estudiar, a través de tareas donde se alteran
parametros y se espera que ellos identifiquen los cambios que estos producen en sus
representaciones graficas y algebraicas

Una vez identificados los cambios que se dan en los registros semidticos de
representacion cuando se altera un parametro en ellos, los estudiantes deben plantear
conjeturas donde intentan generalizar estos comportamientos, intentando acercarse a una
presentacion conceptual de ellos.

El docente hace una presentacion conceptual de los objetos matematicos que intervienen
hasta ese instante de estudio, apoyado en los aspectos tedricos que se presentan en los
cuadros conceptuales de la secuencia, los cuales recogen los aspectos tedricos

relevantes hasta dicho instante.
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4. Una vez presentados los aspectos conceptuales por parte del docente, el estudiante debe
validar sus construcciones teoricas y conjeturas realizas, las cuales posteriormente son
puestas en accion a través de procesos de ejercitacion.

Es asi, que para fomentar el desarrollo del pensamiento variacional, se deben enriquecer
las actividades propuestas, por medio de escenarios en los cuales prevalezcan los fenémenos
de cambio y de variacién en medio de la préctica a partir de la variacion numérica continua y
la variacién numérica discreta, de forma que sea la variacién el medio potenciador y genético
de la actividad matematica a desarrollar.

En dichas actividades, el docente debe fomentar en él estudiante la observacion y
andlisis general sobre el modelo, de tal forma que sea visible el fendmeno de variacion
presente y lo pueda traslapar a otros contextos. Contrario a esto, el docente debe tratar de
evitar que las actividades centren su atencion solo en particularidades o situaciones
puntuales-numéricas’ del fenémeno desligandolo del contexto que lo permea.

Siendo asi que los docentes deben ser cautelosos en el momento de elegir o emplear
contextos en las actividades propuestas a los estudiantes, en que las situaciones promovidas
sean realmente significativas y que la articulacion de los enunciados y datos promovidos en
el caso de situaciones que evoquen actividades de la vida cotidiana del estudiantes o de la
vida real, sean coherentes y validables desde la experiencia, de tal manera que no se
conviertan en una falacia disfrazada por el ejemplo de contextos.

El contexto del aprendizaje de las matematicas es el lugar — no solo fisico, sino
ante todo sociocultural — desde donde se construye sentido y significado para
las actividades y los contextos matematicos, y por lo tanto, desde donde se

establecen conexiones con la vida de los estudiantes y sus familias, con las

° Contemplaremos las situaciones puntuales-numéricas, como aquellas donde tan solo se pide al estudiante dar
el valor de la curva o funcidn en un punto especifico sin dar razén del por qué dicho valor se presenta ante las
caracteristicas del modelo.

89



demés actividades de la institucion educativa y, en particular, con las demés
actividades de la institucion educativa y, en particular, con los demas ciencias

y con otros ambitos de las matematicas mismas. (MEN, 2006, p.70)

En concordancia con lo mencionado anteriormente, se debe considerar el caracter mediatico
de los contextos no solo como aquellas actividades que coexisten o son visibles en los
procesos o actividades realizadas por los estudiantes en su cotidianidad, sino que por el
contrario, como lo menciona el MEN en los Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas (2006, p.71) estos contextos pueden coexistir en un espacio de naturaleza
meramente matematico, donde las situaciones problemas promovidas en el aula pueden
parecer tedricas y alejadas de los contextos extraescolar o sociocultural para un observador
externo, sin reconocer que estas pueden estar muy bien contextualizadas en el ambiente de
estudio e investigacion gque el docente ha logrado crear en el contexto inmediato de su aula.
Luego, el tipo de actividades que se presenta a los estudiantes no se da a través de una
seleccion caprichosa de los docentes, sino que estas aparecen como respuesta a los
procesos generales que se espera potenciar en ellos, donde estas actividades hacen fuerte
énfasis en no limitarse solo a la resolucion repetitiva de problemas de manipulacion de
algoritmos sino que busca incentivar a los estudiantes a comunicar y dar razon de los
procesos empleados y del por qué empleo estos como medio de solucidn de su actividad.
A continuacién se presenta el andlisis de cada una de las situaciones propuestas, teniendo
en cuenta los criterios mencionados hasta ahora. Las cuales pretenden fomentar el
desarrollo de pensamiento variacional en los estudiantes, a partir de promover momentos de
reflexién y analisis sobre los conceptos que permiten reconocer y sintetizar los procesos y

situaciones de variacion gque se genera en medio de la actividad matematica.
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3.2.1 Analisis de las situaciones

A continuacion se presenta el analisis de las actividades propuestas en cada una de las
situaciones, considerando las variables de analisis macro y micro presentadas

anteriormente.

Andlisis situacién 1: familiarizacién con algunas funciones racionales

La primera situacion, tiene como propdsito acercar un poco a los estudiantes a conocer
este nuevo tipo de funciones a estudiar (funciones racionales), las cuales presentan un
fuerte cambio conceptual con respecto a las funciones polindmicas que los estudiantes de
grado noveno de la educacion media en Colombia han estudiado hasta el momento.

Este cambio conceptual, radica en la posible discontinuidad que pueden presentar las
funciones racionales en su dominio y el comportamiento que toma esta en vecindades
alrededor de los valores donde presenta discontinuidad; siendo este tipo de estudio y
andlisis respecto al comportamiento de una funcién racional nuevo para los estudiantes, ya
gue como se menciono anteriormente, hasta grado noveno la actividad de aprendizaje se ha
realizado con funciones polindmicas, las cuales no presentan problemas de discontinuidad
puesto que son continuas en todo su dominio.

De este modo, S1:Al y S1:A2, presenta estos cambios conceptuales respecto a la
expresion algebraica F(x) = i y G(x) = x—il a través de la discontinuidad de F(x) en su
dominio cuando x =0 y G(x) cuando x = —1; una vez sean incuestionables estas
discontinuidades, empleando las graficas 1 y 2 se espera que los estudiantes identifique y

reconozcan ciertos patrones de regularidad con respecto a las expresiones estudiadas, donde

el registro grafico se convierte en el medio de control de la actividad matematica a
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desarrollar, por ser éste registro el que provee la informacién necesaria para el analisis,
reflexion y decision de respuestas de las actividades propuestas.

De tal manera que bajo la clasificacion presentada por Lacasta & Pascual (1998), los
grafico cartesianos se emplea en éste caso como: abaco (al determinar la imagen de las
funciones F(x) y G(x) para algunos valores x* de sus dominios los cuales se emplean
como material de analisis de la actividad que se vaya a responder), mensaje topoldgico (al
identificar y reconocer ciertas caracteristicas del comportamiento gréafico de las funciones
F(x) y G(x) , por ejemplo si la curva es creciente o decreciente alrededor de sus puntos de
discontinuidad) y elemento interactivo (el registro grafico se convierte en el proveedor de
informacion para la gestion de la actividad que deba resolver el estudiante).

Respecto a los niveles de dificultad, la actividad matematica que desarrollan los
estudiantes en estas dos primeras actividades se genera a partir de la actividad cognitiva de
tratamiento, puesto que es necesario que los estudiantes manipulen, transformen vy
extraigan de los registros graficos de las funciones racionales F(x) y G(x) la informacion
que sea necesaria y pertinente para analizar las diversas tareas propuestas. Luego, por
medio de los procesos generales de comunicacion y razonamiento, deben conjeturar y dar
razon de las interpretaciones hechas de los datos, de forma que puedan describir a partir de
la intuicion el comportamiento general de estas representaciones graficas en cualquier
punto de su dominio que sea muy cercano ¢ lejano de su valor de discontinuidad, y
determinar como el cambio de alguno de los parametros de la expresion algebraica afecta
su representacion grafica y de qué manera.

Para el caso de la Actividad 3 (A3), ésta en su estructura general presenta el mismo

tipo de actividades y objetivos que las dos anteriores Al y A2 [S1:A3: a-c], centrando su
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estudio en la expresion H(x) = x—il La diferencia de A3 respecto a las dos actividades

anteriores, es por la aparicion de ejercicios que posibilitan comparar el comportamiento
grafico y algebraico de las tres expresiones estudiadas hasta el momento F(x), G(x) y
H(x); [S1:A3:d] con el fin que los estudiantes puedan a partir de comparar estas tres
funciones racionales determinar ciertas caracteristicas y relaciones entre sus
representaciones algebraicas y sus graficas.

Hay que mencionar que este nuevo item propuesto en la Actividad 3, busca que la
relacion y las caracteristicas identificadas entre las expresiones F(x), G(x) y H(x) con
respecto a sus representaciones graficas, no se haga de forma aislada como hasta el
momento, sino que pretende que los estudiantes puedan identificar relaciones y patrones a
nivel comparativo entre las tres expresiones estudiadas a partir de formular conjeturas
respecto a la forma y pardmetros que se evidencian en la grafica y la forma como esto
incide en su representacion algebraica.

Donde, una vez sea ha identificado el denominador como uno de los parametros de
relacion entre las tres expresiones racionales F(x), G(x) y H(x), la Tabla 1.3 presentada en
[S1:A3] tiene como proposito ayudar a que los estudiantes identifiquen, a partir de
comparar los comportamientos de las imagenes de las funciones F(x),G(x) y H(x) (en los
valores particulares de x = {0,—1,1} respectivamente) el desplazamiento de la
representacion grafica 