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RESUMEN

Reportamos una investigacion basada en el disefio de una secuencia fundamentada tedricamente en elementos de la
construcciéon social del conocimiento trigonométrico, enmarcados en la Socioepistemologia, y en las ideas basicas
inherentes, identificadas en una experiencia de resolucidn de problemas. El disefio provoca procesos de construccién
geométrica en el contexto del circulo para la resignificacién de lo trigonométrico. Haciendo uso de los experimentos
de disefio se tomaron en cuenta consideraciones sociales e individuales en el analisis de los datos, a partir de los
cuales se evidencia un avance en el manejo del lenguaje geométrico por parte de los estudiantes, de una
resignificacion de la razén trigonométrica y de la vinculacidn de lo trigonométrico con lo geométrico.

ABSTRACT

We report an investigation based on design of a sequence theoretically grounded in elements of the social
construction of knowledge trigonometric, framed in Socioepistemology, and the basic ideas inherent in the
trigonometry learning, identified in a problem-solving experience. The design causes geometric construction
processes in the context of the circle to the resignification of trigonometry. Making use of design experiments took
social and individual considerations in the analysis of the data, from which is evident an advance in the skills of
geometric language by students, a resignification of the trigonometric ratio and linking it the trigonometric with the

geometric.
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B Introduccion
El estudio de la Trigonometria en la escuela presenta dificultades de aprendizaje como cualquier otro

tema matematico escolar. En el nivel medio superior se inicia retomando el estudio de las razones
trigonométricas, generalmente introducidas en el nivel basico-secundaria (en México), y se continua
hacia el estudio de las ecuaciones, las identidades y, finalmente, las funciones trigonométricas.

En esta tradicidon de ensefianza, como reporta y evidencia Montiel (2011, 2013; Montiel y Jacome, 2014),
emerge el fendmeno de la aritmetizacion trigonométrica, que se caracteriza por centrar la actividad
trigonométrica en el procedimiento de operar numeros para encontrar un valor faltante en el tridngulo
rectangulo, dejandose de lado el estudio de lo trigonométrico como la naturaleza de la relacién entre el
angulo y los lados del tridngulo, en el contexto de las construcciones geométricas. De ahi que, como ya lo
han reportado De Kee, Mura y Dionne (1996), se privilegia el significado de la razén trigonométrica como
la division de longitudes en un triangulo rectangulo.

Considerando las dificultades reportadas y los resultados de innovacidn e investigacién sobre el tema, se
disefié una secuencia didactica con la cual poder estudiar el proceso de significacion progresiva de los
estudiantes en el desarrollo de actividades de construccién geométrica, en el contexto del circulo. Es
decir, se provoca intencionalmente que la Trigonometria sea el estudio de los triangulos, en un sentido
geométrico, y la operatividad (division) entre las longitudes del tridangulo se introduce como herramienta
para cuantificar la relacién entre el dngulo central y la distancia entre dos puntos sobre la circunferencia,
en un momento de institucionalizacidn.

B Fundamentacidn

La investigacion se fundamenta en los elementos tedricos de la construccion social de conocimiento
trigonométrico que propone Montiel (2011), particularmente en el momento al que denomina “de
anticipacion”, y las ideas bdsicas inherentes en el aprendizaje de la trigonometria documentadas por
Vohns (2006).

A diferencia de la epistemologia de practicas que Montiel (2011) propone en el escenario histérico, la
articulacién de actividades en la secuencia disefiada pretende la matematizacidon de una situacion de
calculo de distancias (problema que se retoma de Vohns (2006) y se adapta para introducir a la razén
trigonométrica y no a la ley de los cosenos). Al plantearse de inicio el problema real, sélo en forma
verbal, se retoma el paso de lo macro a lo micro, donde los primeros esquemas o dibujos que elabora el
estudiante evolucionaran hacia modelos geométricos.

En ese sentido cada modelo representara una configuracién de las posiciones posibles involucradas en el
problema inicial, lo que constituye la actividad matematica situada en lo que Montiel (2011) denomina
contexto Estdtico-Proporcional. Se espera entonces que las herramientas que se construyan o se
introduzcan en la resolucién sean del tipo Geométrico-Numérico, y se resignifique lo trigonométrico
como lo que caracteriza a la relacién entre angulo y cateto.

Por otra parte, Vohns (2006) identifica distintos métodos de solucion que utilizan los estudiantes y los
denomina como aproximaciones e ideas bdsicas inherentes. Estos son: el punto de vista geométrico, la

908



ACTa La'[in[]amel'icana de SECCION 3 » ASPECTOS SOCIOEPISTEMOLOGICOS EN EL ANALISIS
Matemaﬁca EdUCHTiVﬁ Y ELREDISENO DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR

aproximacion empirica-numérica, el punto de vista aritmético/algebraico y la aproximacion
trigonométrica. Articulando con el planteamiento de Montiel (2011) éstas pueden ser vistas como los
razonamientos (empirico, aritmético, algebraico y geométrico) que componen al pensamiento
trigonométrico, y que explicarian la relacién y relevancia de la Trigonometria en otras ramas de la
matematica y otras areas del conocimiento, no sdlo al nivel de conceptos matematicos.

B Metodologia

El trabajo se basa en la metodologia de experimentos de disefio (ED), que tienen tanto un enfoque
pragmatico, que retoma de la Ingenieria, como una orientacion tedrica. Los ED se centran en un tema
particular, desarrollando teorias locales mediante el estudio sistematico de las formas de aprendizaje y
los medios que se relacionan con éstas (Cobb, Confrey, Lehrer, y Schauble, 2003). Se utilizan tareas
instruccionales en un contexto definido y sirven de respaldo para estudiar las formas de aprendizaje, es
decir, se sujeta a pruebas, revisiones y redisefios.

Cobb et al. (2003) se refieren a los ED como los que “conducen al desarrollo de teorias, y no sélo a lo
gue empiricamente se dice que funciona. Estas teorias son relativamente humildes ya que van
destinadas a procesos de aprendizaje de dominios especificos” (p. 9). Elegimos esta metodologia
porque trabajaremos en un tema muy especifico de la ensefianza del nivel bachillerato que es lo
trigonométrico y aunque tal vez el trabajo no alcance para desarrollar una teoria, si puede
robustecer explicaciones tedricas o ser la base para desarrollarla, si otros profesores aplican,
documentan y analizan la misma secuencia en otros grupos.

A partir de la puesta en escena de la secuencia didactica se obtuvieron los datos sobre el proceso de
construccion de significados de la razén trigonométrica, y estos se registraron en video y en las hojas de
trabajo que los estudiantes entregaron conforme resolvian las tareas de cada actividad.

El disefio puede consultarse en (Scholz, 2014). Por cuestiones de extensién, del presente documento,
presentamos la trayectoria hipotética de aprendizaje (Figura 1), configurada a partir de Ia
fundamentacién tedrica y los resultados de investigaciones antecedentes, que guid el disefio de la
secuencia de actividades.

A grandes rasgos, la experiencia se inicia planteando una situacién problema de calculo de distancias,
gue mediante construcciones geométricas en el contexto del circulo, ademas del empleo de la aritmética
y el algebra, condujera a la introduccion de la razén trigonométrica para cuantificar la relacidon entre
angulo central y cuerda.
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I Figura 1. Trayectoria hipotética de aprendizaje.

Discutir la situacién problema de célculo de distancias

Construir modelos geométricos a escala

Calculo de distancias por métodos:
Aritméticos, algebraicos.

Identificar el angulo central en el circulo

Insertar el triangulo en el circulo

Relacionar el dngulo central con la cuerda que lo
subtiende

Observar el crecimiento no lineal de la longitud de
cuerda respecto al angulo central

Insertar la bisectriz para obtener tridngulos rectangulos

Calcular el lado faltante usando la razén trigonométrica

B Experiencia de Intervencidn

Las condiciones iniciales de la situacidon problema se modificaron varias veces, con base en la evidencia
de varias puestas en escena, tal como propone Cobb (2000) para refinar el disefio. El grupo en el que se
aplicd la secuencia, cuyo andlisis se reporta aqui, fue el grupo 201 de la asignatura de Matematicas Il
turno matutino, del IEMS -DF plantel Carmen Serdan. En el grupo estaban inscritos 27 estudiantes, pero
a la secuencia sélo asistieron 21, de los cuales 12 eran mujeres y 9 eran hombres. Cinco de ellos ya
habian realizado la secuencia de actividades el semestre anterior, por lo que esta vez fungieron como
responsables de equipo, su funcidén era orientar y apoyar a los integrantes de un equipo a lo largo del
desarrollo de las actividades.

Fueron necesarias 7 sesiones de clase para llevar a cabo la experiencia didactica, de una hora y media
cada una; 4 de ellas se desarrollaron en un saldn tradicional y las 3 restantes en el aula digital (con una
computadora por estudiante).

Al planear el experimento de disefio se contemplaron actividades en equipo y actividades individuales,

aunque sabemos que en nuestras aulas la actividad individual muy rara vez se logra como tal, porque los
estudiantes tienden a trabajar en grupo (respondiendo en voz alta, por ejemplo), consultando sus
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resultados con sus compaiieros, intercambiando puntos de vista y apoyandose en las propuestas de sus
compafieros, incluso cuando el docente realiza una pregunta dirigida a un alumno en especifico, suele
contestar otro compafiero o varios de ellos. Dada esta situacién para el analisis de datos desde la
perspectiva individual se tomaran los registros de las actividades, de cada estudiante, en sus hojas de
trabajo. Esto no quiere decir que no se cumpla la parte de la perspectiva individual que menciona Cobb
(2000), porque los estudiantes si reorganizan sus creencias matematicas y desarrollan su razonamiento
matematico, sino que asumimos que al plantearlo en sus hojas de trabajo estan aceptando lo discutido
en el grupo.

La organizacion de los registros, para convertirlos en datos, la realizamos tomando como primera base el
marco interpretativo que plantea Cobb (2000). Con una adaptacién de este marco y nuestra
fundamentacidén tedrica se analizaron los datos por actividad de la secuencia.

Retomando el marco interpretativo adaptado tenemos:

I Tabla 1. Marco interpretativo adaptado para la organizacion de registros.

Perspectiva Grupal Perspectiva Individual

Normas sociomatematicas (NSm): qué
cuenta como actividad matemdtica,
como explicacion aceptable, como
argumento o solucion a la actividad
Practicas matematicas en el aula
(PMS): Formas de hacer matemadticas Usos, significados y razonamientos

y usar las herramientas matemdticas

Actividad, creencias y valores matematicos

B Resultados

Basandonos en los andlisis realizados de las actividades que conforman la secuencia de actividades
propuesta, se reconoce que los estudiantes logran, a partir de trabajar en el contexto geométrico del
circulo, resignificar lo trigonométrico y la nocién escolar de razén trigonométrica, al no presentarla sdlo
como una division de longitudes del tridngulo rectangulo sino como una herramienta para cuantificar la
relacion que guarda la longitud de cuerda con el angulo central que la subtiende, teniendo como datos la
medida del angulo y del radio del circulo.

Se evidencio la resignificacion de lo trigonométrico cuando los estudiantes no identifican que pueden
usar la razon trigonométrica para resolver el problema planteado en ninguna de sus etapas, ni al inicio
con el problema, ni al llegar a la etapa final cuando se introduce la bisectriz para obtener los tridngulos
rectangulos. Por ello, caracterizaremos los resultados de la experiencia como un proceso de significacion
progresiva.

Los estudiantes transitan de la representacion del problema usando las medidas reales (macro) a la
construccion de un modelo situacional (micro), que si bien en un principio no es un modelo a escala,
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inmediatamente se dan cuenta de la importancia de realizarlos a escala. Esto se observa en las Figuras 2
y 3. Estos modelos a escala, de naturaleza estdatica, son necesarios para calcular la distancia entre dos
objetos si no se cuenta con un procedimiento matematico para la situacion especifica (por ejemplo como
el caso del teorema de Pitagoras cuando la configuracién de posiciones es un tridngulo rectangulo). Para
usar la medicion en lugar de una operacion, requieren tener el modelo que guarde relacién proporcional
con la situacidn real del problema.

I Figura 2. Los estudiantes representan la situacion problema.

Al introducir el circulo, el angulo central y la cuerda que subtiende al angulo central en el modelo
geométrico a escala, mediante la herramienta computacional, los estudiantes asocian la distancia que
necesitan calcular con el angulo central y observan la relacién que existe entre ellos. Parte fundamental
de analizar esta relacion consistié en destacar que el crecimiento constante del dngulo no produce un
crecimiento constante en la longitud de la cuerda, ademds que para angulos mayores a 180° la longitud
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de la cuerda se repite, lo que a futuro puede robustecer el significado de la propiedad periddica de las
funciones trigonométricas.

Las actividades logran que el estudiante vincule lo trigonométrico con lo geométrico al ponerlo en
situacion de construccion, a lo largo del desarrollo de la solucién de la situacién problema, la razén
trigonométrica surge de la necesidad de calcular la distancia de la cuerda que subtiende al angulo central
del circulo dado que la relacion entre ellos no es proporcional, pero la relacién entre la longitud de la
cuerday el radio del circulo si lo son.

La evidencia y el analisis muestran que se puede establecer una secuencia de actividades para que los
estudiantes logren vincular lo trigonométrico con lo geométrico favoreciendo tanto el desarrollo de su
lenguaje geométrico como la comprensién de lo trigonométrico y promover que la razén trigonométrica
no es soélo la divisién de las longitudes de un tridangulo, dotando de sentido al estudio de la Trigonometria
al devolverle la parte de la construccion geométrica, lo que se muestra en las Figuras 4 y 5.

Figura 4. Los estudiantes identifican distintos métodos Figura 5. Los estudiantes usan razén trigonométrica
de solucion. para calcular la medida de la cuerda.
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Con esta investigacion, ademas de los resultados relativos a la resignificacién de lo trigonométrico,
damos evidencia de la posibilidad de romper con la tradicién escolar de iniciar el estudio de lo
trigonométrico desde el contexto del triangulo rectangulo y en su lugar comenzar con una situacién
problema de calculo de distancias que se modela en el proceso de diversas construcciones geométricas,
con lo que podriamos evidenciar que es posible un redisefio del discurso trigonométrico escolar. Esta
ruptura no la proponemos en un sentido de oposicidn, sino en respuesta a los fendmenos didacticos
reportados como consecuencia de la tradicion escolar.

Si bien la propuesta del disefio estd pensada para resignificar lo trigonométrico en el bachillerato es
cierto que puede apoyar el aprendizaje de los temas geométricos y los conocimientos previos requeridos
para abordar el tema de la razén trigonométrica.

Ademds se puede extender para continuar con el estudio de la Trigonometria de los temas de
bachillerato que son las funciones trigonomeétricas, aprovechando el hecho de que los estudiantes ya
estan trabajando en el contexto del circulo, lo que suponemos hara mas natural la transicién al estudio
de las funciones trigonométricas. Esto podria ser una nueva pregunta de investigacion ¢favorece el
aprendizaje de las funciones trigonométricas el hecho de trabajar lo trigonométrico en el contexto
geométrico del circulo?
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