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RESUMEN

Dado que en Calculo predomina una ensefianza centrada en objetos matematicos el desarrollo de ideas variacionales
se ve soslayado, lo que representa un obstaculo para desarrollar un pensamiento y lenguaje variacional. Abordamos
esta problematica desde la teoria socioepistemoldgica, dado que nuestro interés se encuentra en el pasaje de la
centracién en los objetos, a las practicas que generan conocimiento. Para ello, sostenemos sera esencial identificar
los elementos socioculturales que favorecen el estudio de lo variacional, y por tanto, propician el desarrollo de un
pensamiento y lenguaje variacional. En el presente escrito describimos los avances realizados, con base en el andlisis
literario desde una visidn socioepistemolégica, a los trabajos de Piaget sobre causalidad y tiempo, y de Euler sobre el
problema de los tres cuerpos.

ABSTRACT

Since in Calculus predominates a teaching centered mathematical objects, the development of variational ideas isn't
disregarded, which is an obstacle to develop a thinking and variational language. We approach this problem from
the socioepistemological theory, since our interest is in the passage of the focus on objects to the practices that
generate knowledge. To do this, we hold will be essential to identify the socio-cultural elements that promote the
study of the variational, and thus the development of a thinking and variational language. In this paper we describe
the progress made, based on the literary analysis, from a socioepistomological view, to the work of Piaget on
causality and time, and Euler on the problem of three bodies.
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M Introduccion
Los estudios sobre ensefanza y aprendizaje del Calculo han sido tema de interés en diversas

investigaciones recientes de la Matematica Educativa, ello debido, parcialmente, a que suelen presentar
dificultades diversas en su aprendizaje por parte de los estudiantes y aun de los propios profesores. Esta
situacion ha llevado al planteamiento de diferentes posturas para abordar la problematica relativa a las
dificultades en el aprendizaje del Calculo, algunas centradas mas a la parte cognitiva, en cuanto a las
construcciones mentales necesarias para la aprehension de un concepto (Yerushalmy y Swidan, 2012),
mientras que otras incorporan al aprendizaje del Calculo ideas relativas a los diferentes dominios
cientificos o al uso de herramientas tecnoldgicas que posibiliten un acercamiento alternativo (Sanchez,
Garcia y Llinares, 2008). Consideramos que una constante en estas posturas es la de desarrollar sus
investigaciones apegadas a lo que llamamos la centracion en los objetos matemdticos, lo que provoca
gue conceptos y procedimientos del Calculo sean concebidos como entidades abstractas, preexistentes y
externas al estudiante, soslayando la construccién social del conocimiento matematico por parte del
estudiante.

Nuestra postura tiene una premisa distinta, fundamentada en la teoria Socioepistemoldgica de la
Matemdtica Educativa, en donde el énfasis esta en las prdcticas que hacen posible la construccion del
conocimiento matemadtico, convirtiéndolo en una entidad funcional con valor de uso (Cantoral, 2013).
Particularmente en el Calculo estas practicas se encuentran ligadas al estudio de la variacion, pues este
posee un caracter dinamico dado que surge de la necesidad de cuantificar como las cosas cambian
(conceptos de variable y de funcidn), la velocidad con la que se dan los cambios (la derivada), y la forma
en como se acumulan los cambios (la integral) (Cantoral, 1990). Al considerar esta naturaleza especifica,
se reconoce una construccién compartida por el uso que es desarrollada por la linea de investigacion de
Construccion Social del Pensamiento Matematico, que cuenta con una serie de estudios relativos al
desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLVar). Dichos estudios consideran significativo este
caracter dindmico y las formas de “actuar y argumentar” sobre el cambio y la variacion, y no sélo su
manejo analitico.

Sin embargo, a pesar de que el cambio y la variacién se encuentran en las vivencias y experiencias
cotidianas de los individuos y de los grupos sociales, a partir de las cuales la prediccidon se construye
socialmente (Cantoral, 2013), en la ensefianza actual se enfatiza el desarrollo de destrezas mecanicas,
memorizacion de algoritmos y propiedades matematicas que, si bien son esenciales, impiden apreciar el
caracter variacional de los procesos del Calculo. Para la Socioepistemologia es preciso modificar esta
centracién para incorporar aquellas practicas que permiten la construccion del conocimiento
matematico. En lo referente al PyLVar, el interés esta en desarrollar aquellas practicas ligadas a la
variacién que generan la construccién del conocimiento matematico relativo al Calculo.

Respecto a esto, Caballero (2012) menciona que una de las tendencias en trabajos sobre PyLVar ha sido
el disefio de actividades que propicien el desarrollo de estrategias variacionales. No obstante, los
resultados muestran que la influencia de la ensefianza previa, sustentada en la centracion en los objetos
matemadticos, repercute en que los estudiantes no cuentan con las herramientas necesarias para hacer
un estudio de la variacion, por lo cual recurren al uso de definiciones o propiedades que no son
recordadas correctamente, e incluso construyendo teoremas no vdlidos. De modo que, aunque el
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propdsito sea una descentracion de los objetos, esta ensefianza centrada en los objetos matematicos
representa en si misma un obstaculo para el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional.

A pesar de ello, investigaciones enmarcadas en el PyLVar han evidenciado que el desarrollo de un
pensamiento y lenguaje variacional es posible. Ejemplo de ello se puede consultar en (Caballero, 2012)
donde algunos de los participantes, ante situaciones de variacidon continua en Calculo, dan evidencia de
haber desarrollado estrategias y formas de argumentacion que les permitieron dar solucién a las
actividades propuestas. Empero, dichos participantes ya tenian desarrollado estas practicas de la
variacién previo a la investigacion, de manera que no se cuenta con informacion suficiente sobre la
manera en que se da este desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional. En este sentido, Camacho y
Sanchez (2010) mencionan que un elemento esencial para desarrollar estas ideas de variacion es
incorporar a la ensefianza la idea de prediccién de fendmenos. Si bien coincidimos con esta idea, es de
destacar que esta incorporacién no es directa, debido a la dificultad que la centracion en los objetos
matemadticos conlleva.

De manera que nuestro interés se encuentra en identificar aquellos elementos que permitan “romper”
esta centracion y generar estrategias y argumentaciones de lo variacional. Nos preguntamos entonces
écudles son los mecanismos que facilitan el desarrollo de un pensamiento y lenguaje variacional?
Nuestro objetivo por tanto es identificar y caracterizar estos mecanismos de construccion de
conocimiento relativos al pensamiento y lenguaje variacional, entendiendo por mecanismo aquellos
elementos de corte sociocultural que forman parte del pensamiento humano y favorecen el desarrollo
de estrategias y formas de argumentacion de lo variacional, que desde nuestra postura sostenemos se
encuentra en la base de las practicas propias de la variacién.

B Marco tedrico

Tomamos como referente tedrico a la Teoria Socioepistemolégica de la Matematica Educativa, que
postula que el conocimiento matematico tiene su origen en el conjunto de practicas humanas que son
aceptadas y establecidas socialmente (Cantoral, 2013), llamadas prdcticas sociales, las cuales se
entienden como normativas de la actividad humana. Son las practicas las que favorecen la construccion
del conocimiento matematico, lo que implica un énfasis distinto: pasar de los objetos a las practicas. Asi,
la praxis desarrollada favorece el surgimiento y significacion de un determinado concepto, nocién o
procedimiento.

En el Cdlculo, esta praxis consiste de las practicas propias la variacion, Comparacién, Seriacion,
Estimacion y Prediccién (Caballero, 2012), que surgen de la necesidad de predecir estados futuros. Al
enfocar nuestra atencion en las prdcticas sociales, |la teoria Socioepistemoldgica nos permite analizar el
pensamiento y lenguaje variacional de las personas, y las practicas ejercidas ante situaciones de
variacién por los grupos humanos, y no Unicamente en la explicitacion de férmulas o teoremas, que no
necesariamente dan cuenta del estudio de lo variacional. Asimismo, dada la naturaleza sistémica de la
teoria, la Socioepistemologia nos permite analizar las dimensiones Cognitiva, Didactica, Epistemoldgica y
Social de la variacién.
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W Aspectos metodolégicos
En este escrito reportamos los resultados preliminares obtenidos de un analisis literario a las obras de

Piaget sobre la causalidad y el tiempo, asi como de las obras de Euler y Newton sobre el problema de los
tres cuerpos. El analisis a estas obras nos permitid postular mecanismos de construccién de
conocimiento del pensamiento y lenguaje variacional que describiremos mas adelante. Dicho andlisis fue
realizado bajo la perspectiva de la teoria socioepistemoldgica, de modo que centramos nuestro analisis
en las practicas y el rol que estas juegan en la construccion de conocimiento, asi como en aspectos tanto
cognitivos y didacticos, como sociales y epistemoldgicos del conocimiento, de tal manera que el analisis
se robustece de estas cuatro dimensiones.

B Resultados preliminares

Causalidad y tiempo

Dentro del Calculo y del Anadlisis Matematico la nocién del tiempo se encuentra presente de manera
implicita, ya sea en problemas fisicos o sociales, en los que el tiempo siempre ha jugado un papel
importante, particularmente en el PyLVar. Si el cambio y la variacién implican la modificacién entre dos
estados, el tiempo resulta ser la duracidon de esa modificacién. Por tanto, todo proceso de cambio y
variacién involucra la nocién de tiempo. Piaget considera al tiempo como “la coordinacién de los
movimientos, ya sea fisicos-espaciales o incluso aquellos internos que son las acciones simplemente
esbozadas, anticipadas o reconstruidas por la memoria” (Piaget, 1978). De manera que su génesis esta
en el conjunto de operaciones que permiten la coordinacion de movimientos y la forma en como se
realizan, donde la causalidad es aquello que permite esta coordinacion y el énfasis esta en las relaciones
gue se establecen.

Esta causalidad se encuentra en la base del razonamiento causal, que consiste en los procesos mentales
gue permiten la explicacion de las causas que originan algun fendmeno, lo que implica mostrar qué
transformaciones se produjeron y cdmo ciertos aspectos del resultado corresponden a transmisiones del
estado inicial (Piaget, 1977). La nocién de causalidad que el sujeto construye representa la posibilidad de
gue existan relaciones entre los hechos observados, de modo que una explicacion causal dependera de
la eleccidn de los elementos que el sujeto considera esenciales en una situacién en particular, con el fin
de inferir relaciones para explicar la ocurrencia de los hechos observados. Sostenemos que el estudio de
lo variacional precisa del razonamiento causal, ya que ante un fendmeno de variacién continua, en
donde se busca la prediccidon de estados futuros, se debera identificar las transformaciones realizadas
(aquello que cambia) y las relaciones entre las variables involucradas (la variacién que se presenta).

Por esta razén, Caballero (2012) analiza el razonamiento causal y concluye que el uso de ideas
variacionales es obstaculizado por razones similares al razonamiento causal, ya que las personas centran
la atencion en reproducir una accién (como aplicar una propiedad o regla matematica) para conseguir un
resultado, dejando de lado el estudio de las causas que lo originan (el cambio y la variacién del
fendmeno). El pensamiento de los individuos los lleva a centrarse en conocimientos que previamente
condujeron a un resultado satisfactorio, lo que hace que no se enfoquen en estudiar las causas del
fendmeno, es decir la variacion involucrada. En cierto modo, no eligen adecuadamente los elementos
esenciales desde los cuales construir una explicacion causal, o en otras palabras una explicacion
variacional.
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Sostenemos que un mecanismo de construccién de conocimiento del pensamiento y lenguaje variacional
se encuentra relacionado con el razonamiento causal y con el desarrollo de la nocidn de tiempo. Esto
debido a que al considerar situaciones de variacién, como por ejemplo en el caso de fendmenos fisicos,
encontramos que el tiempo requiere de una abstraccidn similar a la variacidn. Asi, en situaciones de
variacién continua los movimientos a los que se refiere Piaget consisten en cambios de estado
perceptibles, mientras que las operaciones que permiten la coordinacion de estos movimientos radican
en una seriacion que permita reconocer el patrén de variacidon que experimenta una variable respecto de
otra, asi como de los érdenes de variacién que afectan. Daremos cuenta de lo anterior con ejemplos
dentro del Célculo.

Dada una situacién que involucre el estudio grafico de la derivada, en un principio es posible fijarse en el
cambio que experimenta alguin elemento de la gréfica, como las alturas de las ordenadas. Sin embargo,
percibir el cambio no es suficiente, se requiere de poder medirlo y expresarlo, es decir, estudiar la
variacién. Por ejemplo, en la primera actividad presentada en (Caballero, 2012) se pregunta por el valor
numérico de la primera derivada de una grafica, para lo cual es necesario analizar su comportamiento
(creciente o decreciente). En esta situacion, la pregunta lleva a analizar una variacién de primer orden,
dado que es suficiente establecer las diferencias entre las alturas de la grafica. No obstante, en las
actividad 2 se pregunta ahora por el valor numérico de la segunda derivada respecto de dos graficas que
se intersecan en un punto. Esta situacién implica analizar una variacién de segundo orden, pues ahora no
es suficiente establecer las diferencias de las alturas, sino que simultdaneamente se requiere establecer
las diferencias de las diferencias antes analizadas. En otras palabras, analizar cmo cambia el cambio, lo
gue exige un razonamiento causal en la medida que los érdenes de variacion estan relacionados
causalmente, esto es, el comportamiento variacional de una funcién, y por tanto la forma de la grafica,
es consecuencia del comportamiento de sus 6rdenes de variacion.

De modo que el estudio de situaciones de variacidén continua en Cdlculo exige de un analisis simultaneo
de los érdenes de variacion. Esto sin embargo plantea un reto debido a que, si bien el cambio puede ser
percibido, la variacion no, esta requiere ser “medida” y por consiguiente requiere una abstraccion. Se
necesitan de estrategias que permitan hacer esta “medicidon” para argumentar sobre la variacion, y mas
aun, que permitan estudiar simultaneamente los diferentes drdenes de variacién. Convenimos en llamar
a estas estrategias Coordinacion de variaciones simultdneas, y lo postulamos como mecanismo de
construccion de conocimiento relativo al pensamiento y lenguaje variacional.

Consideramos que el estudio de la obra de Piaget sobre causalidad y el desarrollo de la nocién de tiempo
brindara elementos para caracterizar este mecanismo, debido a que el estudio simultaneo de los
ordenes de variacion exige poner en juego un razonamiento causal, en el sentido de establecer
relaciones entre estados sucesivos que expresan un comportamiento, que en el sentido de Piaget
corresponde a movimientos y cuya coordinacién requiere de operaciones propias del razonamiento
causal.

Problema de los tres cuerpos

Isaac Newton en sus Principia plantea el problema de predecir las posiciones y las velocidades en
cualquier instante de tiempo para dos cuerpos en el espacio (sistema Sol - Tierra) que se atraen
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mutuamente conociendo sus posiciones y velocidades iniciales. Dicho problema fue resuelto por el
mismo Newton, considerando n particulas de masas diferentes y resolviendo el caso particular paran =
2, mediante la formulacién de su Ley de la Gravitacién Universal, cuyas soluciones se pueden consultar
en (Cantoral, 1990). No obstante, al considerar el mismo problema amplidandolo a tres cuerpos en el
espacio (sistema Sol - Tierra - Luna), conocido como el problema de los tres cuerpos (PTC), este se quedd
por mucho tiempo sin una solucion general.

El PTC fue estudiado por diferentes matematicos, destacan entre ellos Euler, Bernoulli, Lagrange y
Poincaré, quienes propusieron soluciones particulares al problema. Centraremos nuestra atencion en
este articulo en la solucién particular propuesta por Leonhard Euler conocida en la literatura
especializada como el problema de los tres cuerpos restringido (Olvera, 2008). El contexto de Euler que
dio pie al tratamiento del PTC, se encuentra normado por el desarrollo de la empresa maritima y la
busqueda de formas que permitirian circunnavegar los mares adecuadamente. En ese tiempo el calculo
de la longitud era facilmente realizado utilizando las efemérides de las lunas jovianas de Jupiter, en
donde Euler contribuyd con métodos de perturbaciones para su calculo. Sin embargo para los capitanes
era poco practico observar a Jupiter mientras navegaban, por lo que la solucién propuesta era fijarse en
los movimientos lunares; sin embargo las perturbaciones sufridas por la érbita lunar no seguian un
patrén discernible, lo que dificultaba el calculo adecuado de las efemérides (Olvera, 2008).

Para encarar el PTC, Euler considera el movimiento de dos masas grandes y la tercera pequefia, al nivel
gue se puede tomar tan pequefia como se quiera, una masa infinitesimal, Con esto el tercer cuerpo se
vera afectado por las fuerzas gravitacionales de los otros dos, y al mismo tiempo afectara a esos dos
cuerpos. Al considerar la tercera masa despreciable, Euler logra tratar el problema como un sistema de
dos masas, debido a que la influencia gravitacional del tercer cuerpo es despreciable, dado que su masa
es muy pequefia comparada con la de los otros dos cuerpos. Asi, el Sol y la Tierra toman el papel de las
dos primeras masas y la Luna toma el papel del tercer cuerpo de tamafio despreciable respecto de las
primeras. De esta forma, Euler predice las posiciones y velocidades de los tres cuerpos, y aunque estas
soluciones son una aproximacion a las reales fueron de ayuda para el desarrollo de la Mecanica Celeste.

De la solucién propuesta por Euler al PTC identificamos un mecanismo que guia la actividad humana para
dar predicciones sobre un sistema, al que hemos llamado principio estrella (P*). Este principio se
manifiesta en su actuar mediante los mecanismos de constantificacidon estudiados por Cantoral (1990). El
primer nivel de constantificacidn se refiere a la eleccién de las variables que afectan significativamente al
sistema en cuestién, pudiendo despreciar otras. En el caso de Euler, este nivel se observa en la seleccion
de las variables posicion inicial, velocidad, masa, y atraccidn gravitacional, asi como la eleccion de la
dimensién de analisis en configuracion colineal, modelo donde los cuerpos en cuestion se mueven sobre
una linea recta, despreciando otras variables como las masas y atracciéon gravitacional de los demas
planetas del sistema solar, asi como el movimiento planetario en un modelo tridimensional.

El segundo nivel de constantificacion se refiere a la eleccion del nivel de variacién que se estudiara, de
manera que se puede considerar que un fendmeno involucra Unicamente variaciones de primer orden
(por ejemplo comportamiento lineal), y despreciar los siguientes érdenes de variacion, o bien, considerar
interviene una variacion de segundo orden (por ejemplo comportamiento cuadratico), y despreciar
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ordenes de variacion mayor. En el PTC resuelto por Euler observamos este nivel de constantificacién al
momento de elegir que la masa del tercer cuerpo sea muy pequeiia con relacién a la masa de los otros
dos cuerpos, dado que al hacer esto, los efectos gravitacionales del tercer cuerpo no afectan
significativamente a los otros dos, y en ese sentido, los drdenes de variacién son acotados y besto
permite analizar su variacion y establecer predicciones sobre el movimiento.

Sostenemos que en los niveles de constantificacion descritos, particularmente en el segundo nivel, el P*
se hace presente, debido a que en este nivel se elige el orden de variacion a estudiar, eligiendo siempre
la minima variacién que sea necesaria para lograr la prediccién de un sistema. Consideramos que esto
tiene su génesis en la limitante de orden fisioldgico para manejar variaciones de orden mayor a tres
(Cantoral, 2013), lo cual hace que en la actividad humana se busque siempre la minima variacion para la
prediccién. De manera que, al sostener que el P* posibilita hacer predicciones, lo vinculamos al
pensamiento y lenguaje variacional, dado que es la prediccion el eje central de su desarrollo, y aun mas,
lo postulamos como mecanismo de construccidon de conocimiento relativo a este.

B Reflexiones a futuro

Hasta el momento hemos identificado dos mecanismos de construccion del pensamiento y lenguaje
variacional, los cuales procederemos a caracterizar mediante las dimensiones de la Socioepistemologia.
Una vez caracterizados se realizara el disefio de un conjunto de actividades de variacidon con el propésito
de analizar la forma en que aparecen estos mecanismos en las practicas, argumentos, y formas de
proceder de estudiantes de bachillerato y en la transicion a la educacidon superior. Se pretende
contrastar las resoluciones de aquellos individuos que muestren un pensamiento y lenguaje variacional
con aquellos que no lo manifiestan, para poder indagar con detalle en la funcidon que desempefian. Esta
diferenciacion se realizara con base en el modelo de interaccion de los elementos del PyLVar presentado
en Caballero (2012).

Los resultados que se esperan obtener, contribuiran al entendimiento del desarrollo del pensamiento y
lenguaje variacional, lo que permitira disefiar situaciones que incorporen los mecanismos de
construccion necesarios para su desarrollo en actividades escolares, de manera que mediante la
incorporacién de estos mecanismos se favorezca el desarrollo de ideas y argumentos variacionales que
permitan tratar con situaciones de cambio.
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