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RESUMEN

En este trabajo de grado se presentaran los aspectos fundamentales a los que
recurrié Fred Richman para la construccién de los nimeros reales (en un articulo
publicado en la revista Mathematical Logic Quarterly en el 2008), se esbozara de
manera general el camino que realiza Bourbaki en su propuesta estructuralista de
la construccion de los numeros reales. Se reconstruird la moderna construccion de
los numeros reales realizada por el matematico Fred Richman, el cual sigue el
camino de la légica intuicionista de Brouwer y Heyting, como también, se
evidenciara los aportes de Bourbaki en dicha construccion. Al presentar esta
construccion, pretendemos dar a los profesores, nuevas perspectivas, no solo para
la comprension de R sino para que tengan herramientas que les permita
desarrollar en sus estudiantes un pensamiento matematico.

Palabras clave: numeros reales, completez, Fred Richman, Bourbaki.
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INTRODUCCION

En diferentes niveles de escolaridad se han presentado los nimeros reales con la
teoria axiomatica, teoria que presupone la existencia de los numeros reales,
dotandola de dos operaciones (suma y producto), las cuales cumplen con los
axiomas de cuerpo y de orden, con base en los axiomas de orden y la relacién de
orden se hacen las definiciones de minimo, maximo, cotas superior e inferior,
definicion de infimo y supremo, y por ultimo el axioma de completez. Con esto se
da por concluido la presentacion de los numeros reales, resultando complejo para
los estudiantes e inclusive desconocido. Esta axiomatica de los numeros reales es
comun en los libros de calculo, pues segun (Arboleda, 2011, p.24) “En la formacion
basica universitaria, R se introduce de manera axiomatica y el estudiante termina

por no entender la naturaleza y funcion de las propiedades de R...".

Tal como lo dice Arboleda la presentacion tradicional de los numeros reales ha
conllevado a que los estudiantes presenten deficiencias conceptuales y terminan

por no comprender el dominio numérico de los reales.

Existen vacios pedagdgicos que subyacen en una presentacion axiomatica de los
nameros reales (Arboleda, 2011, p.24) “Esta presentacién axiomatica formal en la
cual se diluye la necesidad de dar cuenta de cualquier caracteristica del proceso de
objetivacién de R, es un procedimiento “natural” empleado por los docentes para
presentar los reales.” En este orden de ideas para contribuir en el proceso de
ensefianza de los numeros reales se presentara la construccion de estos nUmeros
realizada por Richman, construccion que nos permite evidenciar nuevos aspectos
de la constitucion de los numeros reales, que no se evidencian en otras
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construcciones.

Una problemética en la ensefianza de los numeros reales, ademas de la
presentacion axiomatica de R, se observa cuando algunos docentes y textos de
educacién media (aunque no se pretende hacer un analisis de textos escolares),
limitan el estudio de los numeros reales, al decir que estos son un conjunto que
tiene como subconjunto a los nimeros naturales, enteros, racionales e irracionales
o simplemente se dice que R es la unidon de los racionales con los irracionales,
obviando los aspectos epistemolégicos que antecedieron la construccién de los

numeros reales.

En el proceso de formacion docente se presentan las construcciones que
historicamente ya son conocidas como la de Cantor, a través de sucesiones de
Cauchy o la de Dedekind mediante cortaduras o inclusive muchas otras
construcciones; pero cuando los docentes en ejercicio transmiten este
conocimiento no lo hacen de una manera consciente a la luz de esas o algunas
otras construcciones, pues segun (Arboleda, 2011, p.24) “En el grado 11 de la
educaciéon media, en donde seria mas pertinente que se presentaran los
fundamentos de la construccién de los niUmeros reales, el problema se deshace en

una presentacion seudo formal”.

La idea central de este trabajo de grado consiste en presentar otra aproximacion a
la construccion de los nimeros reales, que permita mostrar otros significados, esta
vez, desde los aportes de Richman y presentar a los profesores una opcién
diferente a las construcciones ya conocidas histéricamente.
La poca ensefianza de los reales no ha sido renovada ni modificada desde hace
afios, por lo que el fendmeno de transposicion no esta muy lejos de colapsar en una

2



obsolescencia externa (ocurre cuando el objeto de ensefianza ha envejecido en
relacion a la sociedad en general, el saber ensefiado y popular no estan

distanciados) (Sanabria, 2005, pp.1,2).

Con la idea de renovar en aspectos de la constitucion de R y con el propdsito de
indagar por los fundamentos epistemoldgicos que conllevaron a la constitucién de
los nUmeros reales, con esta nueva construccion de Richman, se pretende entrar a
determinar; ¢Cuales son los elementos fundamentales de la construccion de
Richman de los niumeros reales que puedan aportar ala comprensién de este

concepto en el contexto de la formacion de profesores?

En ese sentido este trabajo de grado explorara esta nueva opcion de construccion
de los numeros reales para contribuir a la formacion de profesores y asi a la
ensefianza de los numeros reales debido a la complejidad de su apropiacion

conceptual.

Ademas de la necesidad de renovar el conocimiento matematico envejecido, es
indispensable el requerimiento que tienen los profesores de dominar el area
especifica en la que se esta trabajando como lo dice Rico cuando se refiere a
competencias del profesor de mateméaticas: “Dominio de los contenidos
matematicos de Educacién Secundaria desde una perspectiva matematica superior

y Su conocimiento como objetos de ensefianza-aprendizaje” (Rico, 2004, p.8).

En algunas construcciones de los nimeros reales, se encuentra que estas utilizan
herramientas como espacios métricos, pasando por alto que si tuviésemos una
métrica ya tendriamos a los numeros reales, también utilizan cercanias muy
proximas, pero aun para capturar la idea de acercamiento no son suficientes las
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vecindades en Q. En la propuesta de construcciéon de los numeros reales de
Richman, no sélo se usa una teoria muy general que evita contrariedades como el
manejo que se le da a la distancia, sino por lo innovador que resultan ser los
conceptos que alli se manejan, y aunque apela a la construccién de Bourbaki no
utiliza filtros de Cauchy que pueden resultar siendo mas complejos que los

“conjuntos” que utiliza Richman.

Por lo anterior se tiene como objetivo presentar la construccion de los niumeros
reales por Fred Richman y evidenciar como Richman uso la construccion hecha por

Bourbaki, en su construccion de los nimeros reales.

Para esto se reconstruyo la presentacion moderna de los nameros reales que
desarroll6 Fred Richman y se presentan ideas generales de la construccion de los

numeros reales realizada por Bourbaki.

En el primer capitulo se presentaran algunos conceptos para que el lector pueda
contextualizar y recordar unas definiciones que le ayudaran a comprender las

construcciones de Richman y la de Bourbaki.

En el segundo capitulo se realizara una breve descripcion de la construccion de los
nameros reales realizada por Bourbaki, haciendo énfasis en los aspectos

fundamentales que llevaron a la constitucion de los numeros reales.

En el tercer capitulo, se hace una reconstruccion detallada de la construccion de
los nimeros reales realizada por Fred Richman, la cual es el eje principal de este
trabajo. Primero se expone la ldgica intuicionista, o mejor llamada Idgica
constructivista, sistema logico desarrollado por Heyting, que buscaba proporcionar

una fundamentacion formal para la teoria intuicionista de Brouwer. En un segundo
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momento se detalla la fundamentacion teorica que llevo a la implementacion de los
espacios premétricos, aspecto determinante en esta construccién. Y finalmente se

desarrolla la completez de los reales.

En el cuarto capitulo se hace una comparacion entre la construccién de los
nameros reales de Richman y la realizada por Bourbaki, y se menciona cémo
Richman hace esa construccion de Bourbaki mas entendible, donde no se utiliza
filtros de Cauchy sino que se maneja una teoria mas asequible como lo es el

concepto de conjuntos.



Capitulo 1

PRELIMINARES MATEMATICOS

1.1 Espacios Métricos, Uniformes y Topolbgicos

Definicion: Un espacio topolégico es un par (X,7), donde X es un conjunto, y t
es una familia de subconjuntos de X que verifica las siguientes condiciones

Q) XetyQer

(2) Dada una familia {A; € 7,i € I} de elementos de 7 , su unidon U A; €T
también esta en 7.

(3) Si A; A, €1, entonces A; N A, € T (la interseccion de dos elementos de la

familia T también es un elemento de la familia).

Diremos entonces, que la familia T es una topologia sobre X, y a sus elementos

les llamaremos conjuntos abiertos de (X, 1)

Ejemplo 1:

La topologia mas grande que admite un conjunto X es su conjunto potencia 2%
gue contiene a todos los subconjuntos de X, es decir, en esta topologia todos los
conjuntos son abiertos. Esta topologia se llama la topologia discreta en virtud de
gue cada punto del espacio tiene una vecindad que no comparte con ningun otro

punto. La topologia discreta es la topologia generada por la métrica discreta.

Ejemplo 2:
¢,Como puedo dotar un conjunto X totalmente ordenado de una topologia

compatible?



La topologia de orden sobre (X, <) se define tomando como abiertos todos los U
subconjuntos de X que se pueden expresar como unién de intervalos de la forma:

1.(x,y) == {ttalque x < t < y }, intervalos abiertos y acotados,
2. (x,—) == {ttal que x < t}, colas a derecha,

3. («,y) ={ttal que t < y}, colas a izquierda.

En particular los racionales tienen una topologia del orden, punto de partida de
Bourbaki

Una vez definidos la estructura topol6gica, podemos definir formalmente uno de los
conceptos mas importantes de la topologia: el de vecindad. A través de la nocion
de vecindad, podemos llegar al estudio de los limites, la convergencia y la
continuidad, puesto que todos estos conceptos involucran la proximidad a un punto

dado.

Definicion: Un espacio métrico es un par (X,d), donde X es un conjunto
arbitrario no vacio y d: X x X - R una aplicacion, llamada distancia o métrica, tal
gue, para cualesquiera x,y,z € X, se verifica:

(1) d(x,y) =0

(2)dxy)=0=x=y

(3) d(x,y) = d(y,x)

(4) d(x,2) <d(x,y) +d(y,2)

Ejemplo:
Si X es un espacio métrico, la topologia generada por la coleccién de todas las

bolas abiertas es una topologia sobre X que se llama la topologia métrica o la



topologia generada por la métrica. Los espacios métricos son una importante clase
de espacios topoldgicos.

La topologia usual sobre R, y en general sobre R", es la topologia generada por la
meétrica usual.

Si la topologia sobre un espacio X esta generada por una métrica decimos que X

es un espacio metrizable.

Definicién: Un espacio métrico (X,d) se dice completo si toda sucesién de

Cauchy es convergente.

Ejemplo:

1) Todo espacio métrico discreto es completo.

El espacio métrico discreto. Sea X un conjunto no vacio cualquiera; definimos una
distancia d, como sigue:
Osix =y

dD(x’y) = {1 six # y

Esta distancia se llama distancia discreta y verificar las condiciones de distancia se
reduce a una mera comprobacién. Observemos ademas que cambiando el 1 por
cualquier otro valor numérico obtenemos otra distancia, también discreta.

2) (0,) no es completo con la distancia usual

Definicién: Una estructura uniforme sobre un conjunto X es una estructura
constituida por la dacion de un conjunto U de partes de X X X que satisfacen los

axiomas siguientes [Bourbaki 1965, Lib Ill, cap. II, 81, Def. 1]:

(F;) Toda parte de X x X que contiene un conjunto de U pertenece a U

(Fip) Toda interseccion finita de conjuntos de U pertenece a U
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(U;) Todo conjunto de U contiene la diagonal A.
(Uy) Larelacion V € U implica V=1 € U.

(Uyp) Cualquiera que sea V € U, existe W € U tal que WolW c V.

Los conjuntos de U son los entornos de la estructura uniforme definida sobre X
por U. Un espacio uniforme es un conjunto dotado de una estructura uniforme, es

decir, un par (X, U).

Ejemplo:

Sobre el conjunto de los numeros racionales Q, se define de la manera siguiente
una estructura uniforme, diré estructura uniforme aditiva: para cada a >0
consideremos, en Q X Q, el conjunto U, = {(x,y) € Q X Q: |x —y| < a}. Donde a

pertenece al conjunto de los nimeros racionales mayores que cero.

1.2 Conceptos relacionados con la construccion de Bourbaki

Definicién: Un filtro sobre un conjunto X es un conjunto de partes Fde X que
posee las siguientes propiedades [Bourbaki 1965, Lib. Ill, cap. I, 86, Def. 1]:

(I) Toda parte de X que contiene un conjunto de & pertenece a §

(I) Toda interseccidn finita de conjuntos de & pertenece a §.

(1) La parte vacia de X no pertenece a .

Ejemplo:
Si X = {1,2,3}, se tiene que:
#X) =1{0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}}

Entonces:

F ={{1},{1,2},{1,3},{1,2,3}} es unfiltro en X, mientras que
9



F' = {{13},{2},{1,2},{1,3},{1,2,3}} no es unfiltro en X.

Definiciéon: Se dice que un filtro F sobre un espacio uniforme X es un filtro de
Cauchy, si para todo entorno V de X, existe un conjunto pequefio de orden V

gue pertenece a F. (Bourbaki, Lib Ill, cap. II, 83, Def. 2):

Ejemplo:
(Filtro elemental asociado a una sucesién). Sea X un conjunto y (x,), una

sucesion de puntos en X. La familia

{A € X:(3k) (Vn = k) x,, € A}

es un filtro sobre X. También se dice que el filtro es un filtro de Cauchy.

En un espacio uniforme (X, U), una sucesion (x,), € X es de Cauchy si para todo
V €U existe un numero natural k tal que para todo par m,n =k se tiene

(X, X)) EV

Definicion: Se llama un filtro de Cauchy minimo si contiene un filtro no mas

pequefio de Cauchy (con excepcién de si mismo).

Puede ser demostrado que cada filtro de Cauchy contiene un unico filtro minimo de
Cauchy. El filtro de la vecindad de cada punto (el filtro que consiste en todas las

vecindades del punto) es un filtro minimo de Cauchy.

Definicion: Un espacio completo es un espacio uniforme en el que todo filtro de

Cauchy converge (Bourbaki, 1966, p.18)
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Capitulo 2

IDEAS GENERALES DE LA CONSTRUCCION DE LOS
NUMEROS REALES POR BOURBAKI.

Para la construccion de los nimeros reales, Bourbaki inicia con el conjunto de los
nameros racionales con una estructura de grupo totalmente ordenado, luego le
introduce una topologia. Luego Bourbaki define un grupo topolégico (Q,+,7), es
decir, un grupo con una topologia y una operacion continua, continua con respecto
a la topologia absoluta de Q x Q en Q, paraQ*. Ahora se necesita definir la
cercania entre dos puntos cualquiera de @, entonces introduce una estructura que
permita establecer que tan cerca estas dos puntos de Q, dotandolo de una
estructura uniforme que sea compatible con (Q, +, 7 ), los espacios uniformes son
la generalizacion de los espacios métricos y los grupos topoldgicos. Basicamente
Bourbaki tiene una “maquinaria” para que siempre que se tenga un grupo
topologico, este lo hacia corresponder con un espacio uniforme, lo cual sera la

uniformidad de Q.

Ahora un espacio uniforme es como devolverse por la métrica, entonces formo los

U,, de tal forma que U, = {(x,y):1x —y| < q} q € Q*, aln no se tiene R, entonces

se forma una colecciéon de U, Vq € Q*, como la uniformidad {U,} es compatible

con el grupo topoldgico Q, por lo tanto se tiene el espacio uniforme (Q, {Uq}>.

Los espacios uniformes no tienen por qué ser completos, por lo que ciertos limites

de sucesiones no estan en el conjunto, este es el problema de la generalidad con la
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gue se cuenta cuando se tiene un espacio uniforme. De igual forma, cuando se
tiene un espacio métrico, se puede meter en un espacio métrico completo, es decir,
se le agregan los limites, entonces el problema principal se resume, en que cuando
se tienen los racionales y se le introducen los limites, ahi es que se tiene el

conjunto de los numeros reales.

Bourbaki para hacer que el espacio uniforme (Q,{Uq}) sea completo, define la

nocién de filtros, no trabaja con sucesiones porque estos son convergencias del
orden de los naturales y aca trabaja con una convergencia mas fuerte, es decir
cambia las sucesiones por los filtros. La nocién de filtro utilizada por Bourbaki
generaliza la nocidn de sucesion y ofrece como ventajas técnicas desprenderse del
sistema numérico natural. Los filtros son comparables por la relacion de inclusién
conjuntista y asi permiten introducir la nocion de limite en los espacios uniformes y

topoldgicos.

Existen sucesiones de racionales que no convergen en Q, de igual forma existen
filtros sobre los racionales que no convergen en Q como espacio topoldgico.
Esto quiere decir, que a pesar de que el filtro se acerca a un punto, este punto no
se puede identificar, ya que este punto no pertenece a este espacio topoldgico. De
igual manera Dedekind demostré que existen cortaduras que no son producidas
por numeros racionales. Por todo lo anterior se puede entender que Q es un

espacio topoldgico no completo.

Aungue la estructura uniforme permite a Q con estructura topolégica contar con la
nocién de cercania dos a dos. Pero la nocion de filtros no es adecuada en esta
estructura uniforme a pesar de contar con una convergencia mas amplia que la de

las sucesiones, entonces, generaliza las sucesiones de Cauchy, por lo tanto
12



define los filtros de Cauchy.

Ahora Bourbaki retne todos los filtros de Cauchy y los vuelven un espacio uniforme,
creando un espacio cualquiera con todos los filtros de Cauchy, todo filtro de Cauchy
converge, por la misma definicion, que cada filtro que converge (con respecto a la
topologia definida por la estructura uniforme) es un filtro de Cauchy, por lo tanto, se

garantiza que el espacio uniforme formado por los filtros de Cauchy es completo

Al igual que sucede con las sucesiones, que van a "definir" los niumeros reales, en
la construccidon de cantor, las cuales son las de Cauchy, en el caso de Bourbaki
estas corresponden a los filtros de Cauchy, aquellos que contienen conjuntos
“arbitrariamente pequenos”. Para el caso de las sucesiones, los numeros reales
son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy, igualmente pasa con los
nameros reales vistos como filtros de Cauchy. Pero en los filtros de Cauchy, en vez
de escoger clases de equivalencia, se escoge un representante que esta dado por
la nocion de filtro minimal de Cauchy. Se llama un filtro de Cauchy minimo, si no
contiene un filtro mas pequefio de Cauchy. Puede ser demostrado que cada filtro

de Cauchy contiene un unico filtro minimo de Cauchy.

Bourbaki desarrolla la completez de R mediante una formulacion general de la
completez de espacios uniformes. Realizan una extension del espacio uniforme de
partida a una estructura R, formada por todos los filtros de Cauchy minimales
sobre Q. Y sobre R definen una coleccion de entornos que dependen de los
entornos de la estructura uniforme de partida. Con lo cual muestran que
efectivamente R goza de una estructura uniforme, este nuevo espacio uniforme
R es de Hausdorff, y es completo, es decir que todo filtro de Cauchy converge, y su
limite es Unico, resultando una inmersién natural del espacio inicial en el nuevo
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espacio, donde esta inmersion es densa sobre el nuevo espacio, densidad que
permite, mediante extensiones uniformemente continuas, asegurar la estructura de
grupo topoldgico para el nuevo espacio. Y con procedimientos de la misma forma
se le termina asignando la estructura de cuerpo numérico ordenado con las
operaciones continuas con respecto a la topologia adquirida de la estructura

uniforme, y esta ultima estructura es la de los nuUmeros reales
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Capitulo 3.

COMPLETEZ DE LOS NUMEROS REALES POR FRED
RICHMAN

3.1 Nociones acerca del intuicionismo

Richman es inspirado por la ldgica intuicionista, o mejor llamada légica

constructivista, el cual es el sistema légico desarrollado por Heyting, que buscaba

proporcionar una fundamentacién formal para la teoria intuicionista de Brouwer:
El intuicionismo fue la respuesta de Brouwer al logicismo de Russell, a la
matematica no constructiva y a las paradojas, y se apoya en tres tesis radicales: i)
los objetos matematicos se construyen directamente en la intuicién pura, siendo por
ello previos al lenguaje y a la l6gica; ii) las leyes que rigen el comportamiento de
dichos objetos derivan de su construccién, no de la l6gica, como pretenden Frege,
Russell y los logicistas y iii) en la matematica no es admisible ninguna teoria que
rebase el marco de lo dable en la intuicibn, como sostienen Hilbert y los

Cantorianos. (Torres, 2005, p.15).

Como el objeto matematico a tratar son los nameros reales, para los cuales se
parte de un conjunto inicial, cabe aclarar que “El intuicionismo se fija principalmente
en aquellos objetos mateméaticos que se pueden construir a partir de otros, es decir
aquellos que se pueden definir en un numero finito de pasos” (Gutiérrez, 2009,
p.5). Por lo tanto para la l6gica constructivista no es permitido un objeto matemético
al que no se le pueda mostrar como una construccion, iniciando desde algun objeto

conveniente.
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A continuacién mostraremos tres ejemplos clasicos que ilustran la existencia de los
objetos, pero para los intuicionistas estos serian rechazados, en virtud, de que “La
existencia de los objetos matematicos depende de la posibilidad de construccion
de los objetos mismos; por tanto, “existen” sélo aquellos seres matematicos que

son construidos” (Torres, 2005, p.16).

Ejemplo 1: Queremos demostrar que existen dos numeros irracionales a y b

, . V2o .
tales que a” es un namero racional. Sea ¢ =+2 . Si ¢ es racional, entonces

hacemos a = b =+/2 yterminamos. Si ¢ es irracional, es decir, no es racional,

entonces observando que V2=2 podemos hacer a =cy b =+/2 . En cualquier

caso, tenemos dos nUmeros irracionales a y b tales que a” es un nimero
racional. Pero....

¢,Cudles son esos dos niumeros?

En esté ejemplo se ve claramente que con la matemética tradicional, se garantiza
la existencia de algunos objetos matematicos, en esté ejemplo seria un numero,
pero que no podemos decir exactamente cual es. Por eso esta clase de

demostraciones y definiciones, no son aceptadas en la légica intuicionista.
Ejemplo 2: (tomado de (Gutiérrez, 2009, p.6))

e Sea k el mayor primo tal que k — 1 es primo y si tal niUmero no existe
entonces k = 1.

e Sea | el mayor primo tal que [ —2es primo y si tal nUmero no existe
entonces [ = 1.
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Por un lado, k = 3 ya que para cualquier entero n > 3, si n es par es divisible por 2 'y
si es impar n-1 sera divisible por 2. Por otro lado, saber cual es el valor de [, es
establecer si la coleccion de parejas de numeros primos gemelos es finita o infinita.
Aunque hay razones para pensar que la coleccion es infinita, dada la infinitud de

los nimeros primos, en 1919 Viggo Brun demostré la convergencia de la serie:
(1+1>+(1+1)+<1 4 1)+
3 5 5 7 11 13

De los inversos de los pares de niumeros gemelos. Si esta serie fuera divergente tal
1 . ,
y como lo hace Z;‘{’zlz la suma de los inversos de los numeros naturales,

entonces podriamos afirmar la infinitud de las parejas de los primos gemelos. Sin
embargo, que la serie de Brun converja no muestra si hay infinitas o finitas parejas
de primos gemelos, pero si establece razones para pensar que no sea infinita. Es
decir, hasta la fecha no sabemos si la sucesion de primos gemelos es finita o
infinita, de hecho no tenemos siquiera elementos que nos permitan conjeturar
fuertemente sobre alguno de los dos hechos. Los intuicionistas afirman que [ no

puede definir un entero dado que no consideran valido el tercio excluido

Ejemplo 3: (tomado de (Gutiérrez, 2009, pp.5 y 6)) ¢ Cual sera el valor de verdad
de la siguiente afirmacién? 45 dias antes de que Arquimedes gritara desnudo
“eureka”, en Siracusa nacié un primogénito llamado Platéon. Es evidente que en
este momento no tenemos una respuesta sobre la veracidad o falsedad de este
enunciado, ya que dificilmente sabremos si el primogénito nacié o no ese dia. Con
lo que una proposicion como el primogénito llamado Platén que naci6 45 dias antes
de que Arquimedes gritara desnudo “eureka”, permanecio toda su vida en Siracusa
0 no permanecio toda su vida en Siracusa no puede ser aceptada segun los

parametros intuicionistas. De hacerlo (como por ejemplo el estilo clasico),

17



asignariamos propiedades a el “primogénito”, con lo que cualquier deduccion sobre
esta proposicion tendria el riesgo de basarse en absurdos. El intuicionismo rechaza
esta inseguridad y sugiere que solo podemos inferir afirmaciones usando al

primogénito, cuando hayamos podido comprobar su nacimiento o no.

En este ejemplo se evidencia que en la l6gica clasica, muchas proposiciones son
aceptadas y verificadas. Pero que para la l6gica intuicionista, estos razonamientos

no serian validos.

En cuanto a Fred Richman, este sigue la logica intuicionista, reflejando esta teoria
en su construccion de los numeros reales, en palabras de Richman: “para los
matematicos en ejercicio, la matematica constructiva es una forma de ver las
matematicas desde una perspectiva fresca, centrando su atencion en las
cuestiones de interés que se filtran por las grietas de un tratamiento clasico”

(Richman, 2000, p.1).

3.2 Preliminares y nocién de aproximacion

Las construcciones de los nameros reales a través de la historia ofrecen un sin
namero de conceptos que han aportado nuevas herramientas para el
entendimiento y manejo de los niumeros reales y de otros conceptos relacionados
como la continuidad, los limites y la convergencia de sucesiones. En esta seccion
seguiremos una construccibn moderna de los nameros reales, en la que se
evidencian nuevos conceptos matematicos que continuaran con la dinamica de
seguir aportando herramientas para la apropiacion de dicho conocimiento, ya sea

para su aprendizaje o bien sea para su ensefianza.
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A continuaciéon se mostrara la construccion de los numeros reales por Fred
Richman, parte principal de nuestro trabajo, en el que mostraremos aspectos

tedricos que le permitieron a este lograr esta construccion.

Richman desea realizar una construcciéon matematica® sin el axioma de eleccion;
pero para explicar esto, primero hay que decir que este tiene una postura
intuicionista, inspirado en Brouwer y Heyting. Para De Jongh:
El intuicionismo pretende que los objetos matematicos existen en la medida en que
han sido construidos y que la validez de las demostraciones emana de su
construccién: en particular, pretende las afirmaciones existenciales deberian

apoyarse en la construccion efectiva de sus objetos. (De Jongh, p.1).

Ahora siguiendo los lineamientos intuicionistas, Richman escogera una nocion de
completitud que sea conveniente cuando no se tenga derecho a usar el axioma de
escogencia contable. EI Axioma de eleccion implica el principio de tercero excluido,
esto es incompatible con las construcciones matematicas, la razon es porque el
principio del tercero excluido es la fuente de los aspectos no constructivistas de las
matematicas, por lo que su rechazo permite pensar en las matematicas

algoritmicamente hablando, sin pensar en algoritmos.

La idea consiste en completar un espacio, pero para completar este espacio de
racionales, Richman construye un elemento r que esté en la completacién de un

espacio X. Es suficiente mostrar que, para cada n, se construird un elemento x

de X que esté cerca de r, a una “distancia” menor o igual a 1/n, simbdlicamente,

d(x,r) < 1/n . Es decir poder construir los x tan cercanos como yo quiera del r,

! Por “construccién matematica”. Richman se refiere a hacer las mateméticas en el contexto de la I6gica
intuicionista, eso es, sin el principio del tercero excluido Ver (Richman, F. 2000).
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pero en este caso no usaremos la definicion formal de distancia, porque si se
cuenta con el concepto de distancia, ya se tendria con el conjunto de los nUmeros
reales, puesto que la nocioén de distancia o métrica se define como una funcion que
va hasta los numeros reales. Entonces Richman plantea que para cada n se
escoge un x, de alguna manera lo que se esta haciendo es una eleccién de una

sucesion, de tal manera que cada uno de esos x, esté a una distancia menor a

1/n de r, simbdlicamente d(x,,r) < 1/n para todo n. Lo que hizo fue escoger

varios x, de tal manera se va acercando cada vez mas a r, Richman ve entonces
el problema de encontrar r como un problema de limite, pues para construir este
conjunto, lo que se esta escogiendo es una sucesion, de alguna manera, se esta
haciendo una eleccion contable, es decir se estan escogiendo infinitos nimeros
cada vez mas cerca de r, ahora bien, estos x,, y x,,, deben cumplir intuitivamente

las propiedades de distancia y la propiedad de desigualdad triangular, por lo que

d(xy, Xm) < 1/n + 1/m paratodo n ym. Con esto en realidad se esta diciendo que

la eleccion que se esta haciendo es una sucesion regular, porque para cierto n y
m muy grandes, estos seran menores gque un cierto épsilon (¢). Ahora el conjunto
de sucesiones regulares x y y que convergen a un r, esto es exactamente una

clase de equivalencia de sucesiones bajo la equivalencia x =y si y solo si

d(xp, Ym) < 1/n + 1/m para todo n ym. Asi, una secuencia regular que converge

ar es simplemente una funcion de eleccion para la secuencia de conjuntos:

S,={xeX:d(xr) <1/}

En este contexto, hay una clara diferencia entre un procedimiento que acepta un
numero natural y retorna un numero racional con ciertas propiedades y una funcién

gue devuelve un numero racional, para cada niamero natural. Esta Ultima se hace
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sin usar el axioma de eleccion.

Cuando se opera sin el axioma de eleccion, es natural centrar la atencién en la

sucesion {S,}n=1, la cual tiene la siguiente propiedad que si x €S, y y €S,

entonces d(x,y) < 1/n+1/m. En la idea de usar sucesiones regulares de

conjuntos para construir conjuntos completos, en la cual se construyen
aproximaciones a r, siguiendo el espiritu intuicionista de Brouwer y Heyting. Las
sucesiones regulares x que se presentan no estan dadas por una regla, por el
contrario estan dadas por un procedimiento secuencial infinito o estas resultan de

la escogencia de sucesiones tal que x, € S, para algun n.

En este punto de la construccion, se requiere en un sentido muy practico, tener un
concepto de aproximacion bien definido, que es uno de los primeros objetivos de la
construccion de los nameros reales,
Para determinar si dos objetos del mundo real estan “proximos” o no, necesitaremos
conocer la medida del espacio que los separa. Es decir, se requiere representar con
un numero real positivo a dicha separacion; el cual nos dir4 en términos cuantitativos

gue tan “préximos” estan los dos objetos (Anacona & Ortiz, 2011, p.166).

3.3 Espacios premétricos

Al igual que en otras construcciones aqui también se parte del conjunto de los
nameros racionales Q, ahora este conjunto se debe completar, en su intento por
completarlo Richman definié la sucesion de conjuntos S,,, pero se encuentra con la
nociéon de distancia, al querer mirar la cercania entre elementos de esta sucesion.

Usar espacios métricos presupone la existencia de los nameros reales, esto se
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debe a la definicion de espacio métrico, en la cual se define la nocion de distancia o

meétrica, la cual se define como una funcién que vade X x X enR.

Segun Richman, si se desea una nocion de completez que sea aplicable a la
construccion de los numeros reales asi como a los espacios métricos, se
necesitara un concepto mas general. Para Richman no hay necesidad de usar una
teoria tan fuerte como la de filtros sino algo un poco mas débil; para él los espacios
uniformes muestran un grado basico de generalidad, se requiere de algo lo
suficientemente general pero simple. Desde donde se tengan las mismas ideas

generales pero que podamos acceder con unas pocas herramientas conjuntistas.

Nosotros acompafaremos la idea de Richman cercana a los Bourbaki (espacios
uniformes) pero con el uso de conjuntos, en otras palabras, este ya no trabajara
con sucesiones ni filtros sino con conjuntos, la idea de filtros Richman la va a
cambiar por familias de conjuntos regulares. Lo que en si esta diciendo este es que
no hay necesidad de usar una teoria tan fuerte como la de filtros sino un poco mas
débil; para demostrar que cuando se parte de Q, al final debe aparecer un conjunto
gue sea completo, entonces este coge el conjunto de las familias regulares y de
alguna manera tiene que completarlo, esto con la idea de no trabajar con los
conceptos que se trabaja en la teoria de los Bourbaki, los cuales requieren un nivel

de abstraccién y apropiacion mucho mas fuertes.

Entonces al ver ahora esas sucesiones de Cauchy como conjuntos, para Richman
estas seran el conjunto de familias regulares, es decir estas reemplazaran los filtros
de Cauchy a través de la nocion de espacio premétrico. Nocién muy cercana a la
espacio métrico pero que no asume la completez. Que es justamente "la nocidn
problematica” en la conceptualizacion de los nimeros reales.
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La informacion necesaria para convertir un conjunto X en un espacio premétrico
es una familia E; de subconjuntos simétricos de X X X ordenados por nimeros
racionales no negativos q. Al igual que en los espacios uniformes nos referiremos
a estos como entornos, esto se debe a que con las estructuras topoldgicas y con la
nocion de vecindad no podemos dar referencia a la cercania dos a dos, sin tener
un punto de referencia establecido, cosa que si pasa con los entornos, con los
cuales si podemos establecer la cercania entre dos puntos arbitrarios, en otras
palabras los puedo comparar dos a dos. Tal como lo expresa la teoria topoldgica de
los Bourbaki. La idea geométrica de un entorno con la métrica usual se evidencia
en la recta real, un entorno con centro en g (Figura 1), puesto que se puede usar
la definicion de distancia para mirar cercania, podemos definir con exactitud la

distancia entre dos puntos. Ahora con Q al no poder usarse la distancia, cuando
se tiene un espacio E = {Eq:q € Q* U{O}} donde cada uno de estos es de la

forma E, = {(x,y):|x —y| < q}, entonces se forma de E, paratodo q € Q* U {0},
€s casi como un espacio métrico pero se esta midiendo en pareja y la distancia no
se mide con numeros reales, solo racionales. Aqui podemos comparar varias

parejas entre si, y poder definir cudl pareja se encuentra mas cercana. (Figura 2).

Eq

Vs

'Y

) &

Figura 1 Figura 2
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Richman propone las siguientes condiciones:

1. d(x,y) <0siysolosi x =y (separado)

2. paratodo x,y existe g tal que d(x,y) < q (no puntos al infinito)

3. d(x,y) <psiysolosi d(x,y) < q paratodo q > p (continuidad superior)
4. sid(x,y) <py d(y,z) <q, entonces d(x,z) <p + q (triangulo)

Estas condiciones permiten definir una métrica sobre X dejando a d(x,y) ser el
numero real que resulta de inf{q € Q:d(x,y) < q}. Por esto para definir un valor
meétrico finito se necesitara la condicion de que no hay puntos en el infinito, una
condicion que de otro modo parece sin importancia. Cuando se impone la

condicién clasica trivial:

5. si p < q entonces ocurre que d(x,y) < q 0 que no se cumple d(x,y) <p

(puntos localizados)

Se tiene que X cuenta con una estructura métrica, pero con esto, se tendria la
nocion distancia, la cual estd definida como una funcion que va de X XX enR,
por lo que inevitablemente se tendria en el conjunto de llegada, al conjunto de los
nameros reales. Al no contar con la condiciébn de puntos localizados se puede
pensar la nocion de distancia (d(x,y)) como un numero real generalizado. Si se
hace esto, un espacio premétrico es simplemente un espacio métrico donde la
distancia son los numeros reales generalizados. Cualquier espacio métrico es un
espacio premétrico con puntos localizados. El conjunto de los nimeros racionales

€s un espacio premétrico con puntos localizados si d(x,y) < q se define como

lx —yl <q.
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Siendo (Q,{E,}) Richman tiene inicialmente el conjunto de E, con una estructura

de espacio premétrico, esto es lo que tiene Richman con cierta propiedad, decir
que (x,y) € Eg4, es lo mismo que d(x,y) por notacion, entonces él trabaja con los
conjuntos formado por Ej, los cuales tienen unas propiedades muy parecidas a las
de entornos. Sobre todo usaremos la notacidn mas conveniente, d(x,y) < q se
presentara en términos de entornos como (x,y) € E,(Figura 3), sin comprometerse
con la definicion de distancia d(x,y). En otras palabras, Si E es un entorno de
una estructura uniforme sobre X, se expresa la relacion (x,y) € E; como “x y y
son cercanos de orden q”. Efectivamente esta definicion nos permite decidir

matematicamente cuando dos puntos x,y de X son cercanos, dos a dos

L3

oY

Figura 3

E, = {(x,y):|x —y| < q} Este es el entorno, el cual para este caso esta contenido
en el producto cartesiano Q x Q, y el centro de este entorno es larecta y = x, que

eselcasoenelcual g=0 es E,.

Con la nueva definicion de espacio premétrico, estas condiciones de espacios
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métricos se redefinen de la siguiente manera, para que no se entre en

contrariedades con el uso de la distancia entre dos puntos:

a > w bhoE

(x,y) EE, siysolosi x =y

Para todo x,y existe q tal que (x,y) € E,

(x,y) €E, siysolosi (x,y) € E;paratodo q > p
si (x,y) EE,y (y,2z) € Eg, entonces (x,z) € E,yq

si p < q entonces ocurre que (x,y) € E; o (x,y) ¢ E,

Observaciones; respecto a las condiciones anteriores:

Para todo entorno E,, cualquier punto en este, se dice cercano asi mismo.
Lo que garantiza la reflexividad, por lo que (x,x) € E, para todo x que
pertenezca a un espacio premetrico.

Esta condicion de existencia, garantiza que dados dos puntos en un espacio
premétrico siempre habra un entorno E, para algin p, en el que (x,y) esté
contenido.

Si se tiene un punto en un entorno para un p determinado E,, siempre se
podra establecer otro entorno para un q,E,;, que contenga a este punto,
siempre y cuando g sea mayor que p (q > p).

Esto nos dice que si tenemos un (x,y) € E, y otro punto (y,z) € E,,
entonces el punto (x,z) por la desigualdad triangular pertenece al entorno
delasumade p +q, Epyq.

Esta condicion nos dice que si p < q, entonces ocurrira que (x,y) € E; 0
que (x,y) no pertenece a E,. Puesto que si perteneciera a E, entonces por

consiguiente perteneceria a E,, por ser p < g.(condicion 3).
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Se presentan algunos definiciones basicas que se encuentra en (Richman, 2008).

La clausura de un subconjunto S de un espacio premétrico X es:

S={x €X: paracada q >0 hayuns €S talque d(x,s) < q}

Se dice que S es cerrado si S =S y denso si S =X . Los subconjuntos E, son

cerrados en el espacio X x X por la desigualdad triangular y la continuidad
superior. Si f es uniformemente continua sobre subconjuntos acotados, entonces
f(S) c f(S). El subespacio premétrico sobre un subconjunto S de X esta dado

por la restriccion de las relaciones (x,y) € E; a S.

3.4 Lacompletez de los reales: las familias regulares

Una familia regular de subconjuntos de X es una familia de subconjuntos no
vacios S, indexados por numeros racionales positivos g, con la propiedad que
d(x,y) <p+q paratodo x € S, y y € S,. La idea es que los S, consistira de
algunos elementos de X que esta a una “distancia” menor que g de un elemento
de la completacién de X. En la practica, se mostrard cdmo construir un elemento
de X que estd a una distancia menor que g de un elemento de la completacion de
X. En esta construccion, se creara un conjunto con las aproximaciones, que son las

escogencias antes mencionadas.

Entonces ahora Richman en lugar de tomar los filtros de Cauchy porque él no
tiene filtros, toma las familias regulares y estas familias regulares debe

completarlas, veamos:
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Sean dos familias regulares S y T son equivalentes si (x,y) € Ep;4 para todos

x €S,y y €T, esto es, S, x T, ¢ E,,,. Escribiremos S~T si Sy T son

equivalentes

Afirmacion. ~ Es una relacion de equivalencia

e S~Syaque V,,S,XS; CEp.q porser S unafamilia regularm

e S ~TentoncesT ~S

S VeyVpq(x ES,AYy ETy > (x,¥) € Epyq)
= VpqVxy (x ES,ANYy €T, »(y,x)€ Ep+q)
S VpqTqg XSy CEpig

ST ~Sn

o S~T AT ~UentoncesS ~U
Sp X Ty € Epyq
p.ar Ty XUy C Egyr

sea (x,y) € S, X U,

v Por demostrar S, X U, C Ep,yy

Siendo T, # @ 3y € T, Ahora se sabe que si

(x,y) € Epiq
(y’ Z) € Eq+r

Entonces por la desigualdad triangular se tiene que

(x,z) € (Ep+q U Eq+r)
Ahora por la condicion 4, antes mencionada se tiene que (x, z) € Ep,,q4, ahora se
forma la interseccion de todos estos E,;,4+, paratodo q € Q*

Ep+r+2q ~ Ep+r
qeQ*
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Entonces (x,z) € E,,, porlo que se concluye que S, X U, C E,,,

Ahora Richman, define los elementos de la completacion X de X como las clases
de equivalencia de familias regulares de subconjuntos. Entonces la estructura
premétrica sobre X es definida por d(S,T) <q si para todo &> 0, existe

a,b,c €Q* yelementos s €S, yt €T, talque a+b+c <g+¢cy (st) €EE,.

Hay una funcion natural de X a X que toma x € X y lo relaciona con una familia

regular S* definida por S7 = {x} paratodo gq.

Se dice que X es completo si esta funcion natural es sobreyectiva. Por la
continuidad superior, esto dice que si T es una familia regular, entonces existe

x € X tal que (x,t) € E; paratodo t € T,.

Es decir se toman las familias regulares y se comprueba que estas son completas,
porque los numeros reales son las sucesiones de Cauchy. Entonces lo mismo pasa
aqui pero no se cuenta con las sucesiones de Cauchy sino que se le da clases de
equivalencia, esto es lo que cambia en la construccion de Richman con respeto a
otras construcciones, €l coge estas familias regulares, se forma el cociente dado
por una relacion de equivalencia y crea los numeros reales, le da la misma
estructura que tenia y después muestra que es completo. Para esto necesitara de

un par de teoremas que se demostraran a continuacion.

Vamos a presentar la prueba de Richman de la completacién, primero enunciamos

un lema que se usara en la prueba.
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Lema3.4.1Si T esuna familiaregulary x € T,, entonces d(S*,T) <gq.
Demostraciéon: Para un ¢ € Q*, se definen los valores convenientemente para

usar la definicion de estructura premétrica, sea a=b =&/4 y ¢ = q + b. Ahora si
x €T, y t €T, entonces (x,t) € E;4p—.. POr otra parte, a+b+c=gq +34—£ <

qt+em

Teorema 3.4.2 La completacion X de un espacio premétrico X es un espacio
premétrico. La funcion natural de X en X es una inmersion densa y la estructura
premétrica sobre X extiende la estructura premética en X. Mas aln, si X tiene
puntos localizados, entonces también los tiene X.

Demostracion: Para demostrar que X es un espacio premétrico, es necesario
probar que cumple las condiciones mostradas anteriormente. Es evidente que la
simetria y la continuidad superior permanecen. Para verificar separacion,
suponemos que d(S,T) < 0. Entonces para cada ¢ € Q*, existen a,b,c € Q" y
elementos s€S, y teT, de tal forma que a+b+c<e y d(st)<c.
Mostraremos que S, X T, € E, .44 para cada e € Q*, por lo cual S, X T; € E, 44
por la condicion 3 de los espacios premétricos. Por la definicion de equivalencia de
dos familias regulares, se tiene por la conclusién anterior que S es equivalente a T.
Suponemos que u € T,y v € S,,. Entonces d(u,t) <q+b y d(s,v) <p+a ycon
d(t,s) < c entonces por la desigualdad triangular tenemos que:

dlu,v) <p+q+a+b+c<p+q+e

Por la desigualdad triangular, suponemos que d(S,T) <p y d(T,U) < q. Nosotros
qgueremos mostrar que d(S,U) <p+q.

Para cada ¢ € Q" hay a,b,c € Q* y elementos s€S,,t€T, con a+b+c<
p+e/2 y d(s,t) < c. También existe a',b’,c' € Q* y elementos t' € T,,,u € U,

cona' +b' +c'<q+e/2yd(thu) <c. Asi
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at+a +b+b' +c+c'<p+q+e

y seS, y wu€eU, con d(is,suy<c+b+ad +c. Sea ¢"=c+b+a +c.
Entonces a+b'+c¢" <p+q+e s€S, y u€eU, con d(s,u) <c".

Para mostrar que la estructura premética en X extiende la de X, debemos mostrar
que d(S* SY) <q exactamente cuando d(x,y) <gq. Teniendo en cuenta que
d(S*,SY) < g exactamente cuando para todo ¢ € Q*, existen a,b,ccon a+b +
c<q+ey dkxy)<c. Si d(xy) <q, entonces nosotros podemos escoger
a=b=c¢/3y c=gq para mostrar que d(5* 5Y) <q. A la inversa, supongamos
d(§*,5Y) < q. Para mostrar que d(x,y) <q, es suficiente para mostrar que
d(x,y) <q+¢ paratodo €. Pero d(x,y) <gq+ e—a—»b

Que X esta inmerso densamente en X es inmediato por el lema 3.4.1

Finalmente, mostraremos que si X tiene puntos localizados, entonces también X
los tiene. De hecho, mostraremos que si X es un subconjunto denso de Y,y X
tiene puntos localizados, entonces Y tiene puntos localizados. Supongamos que

p<qYVY y,y, €Y. Escojamos x;,x, € X de tal forma que

d(x,y;) <a<(q—p)/4

Si d(xq,x;) <q—2a, entonces d(y,y,)<q. Si d(y,y,) <p, entonces
d(x1,x,) < p+ 2a. Pero si X tiene puntos localizados, entonces o bien se tiene

que d(xq,x;) <q—2a ono d(x;,x,) <p+2a m

Cada familia regular T da lugar a una familia mas grande C equivalente definida

como C, ={x €X: d(S*T) < q}. El lema 3.4.1 muestra T, c C,;. Lo que queda
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por demostrar es que C es una familia regular, es decir, si x €EC, y y € (g,
entonces d(x,y) < p + q. Esto es inmediato de la desigualdad triangular en X. Por

lo que cada elemento de X tiene un representante canénico.

Teorema 3.4.3 Si X es un subconjunto denso de un espacio premétrico Y,y Z es
un espacio premético completo, entonces cualquier funcion (uniformemente
continua) de X a Z se extiende de forma Unica a una funcion (uniformemente
continua) de Y a Z.

Demostracion: Sea f:X —-Z una funcidbn uniformemente continua sobre
subconjuntos acotados. Extenderemos fag:Y — Z. Basta con mirar a f en
subconjuntos acotados de X, por lo que podemos suponer que f es
uniformemente continua. Para cada y €Y, se define una familia regular de
subconjuntos de Z como

Sq) ={f(x):d(x,y) <py f(Epse) © E; paraalgunos p,e € Qt

En una prueba tipica podriamos decir, o insinuar, cosas como estas: Para definir

g(y) en el espacio completo Z , necesitamos aproximar g(y) dentro gq.
Escogemos p y ¢ de modo que f(Ep+g) C E,. Escogemos x de modo que

d(x,y) <p. Entonces f(x) es una g-aproximaciéon a g(y). Aqui vamos a

completar los detalles.

Para mostrar que S(y) es una familia regular, suponemos que
fX)ES, (M yf(x')€S,y(y) con sus correspondientes testigos p,ep’, e .
Escogemos x" tal que d(x”,y) <min(g ") . Entonces d(x,x")<p+e y

d(x',x")<p' +¢, por lo tanto d(f(x),f(x")) <q y d(f(x),f(x")) < ¢, donde

d(f(x),f(x") < q+q'. Por lo que la familia S(y) es regular.
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Debido a que Z es completo, existe un Unico z € Z de modo que d(s,z) < q para
cada s € S,(y). Definimos g(y) = z.
Para mostrar que g extiende a f, suponemos que y € X y s € S,(y). Entonces

tenemos s = f(x), donde d(x,y) <p Yy f(Ep+e) € E4. Asi d(s, f(y)) < q para cada

s €5,(y), asi g(y) = f(y) por la definicion de g(y).

Para mostrar que g es uniformemente continua mostramos que si f(E,) c Eg,

entonces g(E,_.) € E; para algin ¢ > 0. Es suficiente mostrar que g(Ep_g) c

E,.s para cualquier § > 0. Hay un positivo 6 < &/2 de modo que f(E;p) € Es/,.

Supongamos que d(y,y') <p —e. Existen x,x' € X de modo que d(x,y) <6y
d(x',y") <6 porque X esdensoen Y.

Por lo que f(x) € Ss(y) y f(x") € Ss(y"), por lo cual

d(f(),9(¥) <6/2 Y d(f(x),g(y)) <6/2.
Tenga en cuenta que d(x,x") <p porque 6 < /2, asi d(f(x),f(x')) <q, por lo

que d(g(»),g(¥")) < q + 6, esto es lo que queriamos mostrarm
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Capitulo 4.

CONTRASTES GENERALES DE LAS
CONSTRUCCIONES DE LOS NUMEROS REALES POR
BOURBAKIY RICHMAN.

Bourbaki para su construccion de los niumeros reales, toma como punto de partida
una topologia sobre Q, luego le asocia una estructura uniforme, lo que le permite
hablar de cercanias dos a dos. Para hacer que este espacio sea completo, deben

agregar los limites, entonces definen la nocion de filtro.

Los filtros son la generalizacion de las sucesiones Cauchy, como los limites de las
sucesiones tienen una convergencia muy débil entonces Bourbaki prefiere usar los
filtros de Cauchy, los vuelven un espacio uniforme, luego miran que este espacio

sea completo, es decir, que todo filtro de Cauchy converge.

Richman tiene el mismo problema; tiene Q y quiere meterlo dentro de un espacio
completo, la idea de filtros la va a cambiar por familias regulares, lo que en si esta
diciendo Richman es que no va a usar una teoria tan fuerte como la de filtros, por lo
gue coge las familias regulares que se manejan como conjuntos y luego lo que

debe hacer es completarlas.

Richman tiene inicialmente a Q como una coleccion de E, para todo q € Q* U

{0}, el cual es un espacio (Q,{Eq}) con una estructura de espacio premétrico,
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entonces él trabaja con estos conjuntos. Richman trabaja las sucesiones de
Cauchy no como sucesiones sino como conjuntos, es decir, estos seran familias
regulares, las cuales reemplazaran los filtros de Cauchy. Entonces para mirar que
es completo y al no contar con las sucesiones de Cauchy, Richman coge las
familias regulares, seguido define una relacién de equivalencia, parte el conjunto
de estas familias regulares por esta relacion, siendo el conjunto resultante, los

nameros reales. Luego se observa que esa particiébn sea un conjunto completo.

Bourbaki no hace relaciéon de equivalencia, como los filtros estan ordenados él
coge el mas pequefio y lo toma como representante, al conjunto de estos los llama
filtros regulares minimales que denota como Fg, entonces para él poder decir que
ese Fx es un espacio como el que partié entonces tiene que darle la estructura de
espacio uniforme. Con Richman se tiene el mismo problema, se tienen las familias
regulares, se parten con la relacion de equivalencia y a eso se le llama R, pero
como se parti6 de espacios premétricos, entonces se le debe dar la misma

estructura del conjunto del que partid, una estructura de espacio premétrico.

En la construccion de los niameros reales de Cantor, este define la relacion de
equivalencia en las sucesiones de Cauchy sobre Q, forma el cociente dado por
esta relacién y a eso lo llama R, como se partié de un cuerpo algebraico, en este
caso un cuerpo arquimediano, se demuestra que este cociente es un cuerpo
arquimediano y luego que es completo, es decir que toda sucesién de Cauchy en

este cuerpo converge.

De la misma forma, Richman toma las familias regulares que son casi como los
nameros reales, define una relacion de equivalencia entre ellas, pasa al cociente,
crea los numeros reales, le da la misma estructura que tenia y después muestra
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gue es completo. Estd sigue siendo una construccion clasica, no es una
construccion novedosa en ningun sentido sino que se diferencian en las
herramientas que utilizan. En cuanto a lo realizado por Bourbaki y Richman, la idea
de fondo es la misma que la de Cantor y Dedekind. Pero lo que es cierto, es que la
herramientas como los conjuntos usadas por Richman no son tan complejas como

los filtros de Cauchy que usa Bourbaki.
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CONCLUSIONES

Con la intencion de contribuir en el proceso de ensefianza de los niameros reales se
presentd la construccién de estos numeros realizada por Richman, construccion
gue nos permitié evidenciar nuevos aspectos de la constitucion de los nimeros

reales, que no se evidencian en otras construcciones.

Richman inicié con una idea intuitiva, definiendo el conjunto de los nimeros que no
hacen parte de los racionales, estos serian los x ¢ Q, entonces forma sucesiones
con elementos de Q que seran muy proximos a un niamero x, los cuales estan muy
proximos unos de otros, de tal manera {x,} — x. Ahora piensa en cada x, € E,.

Seguido establece como expresar entre entornos la nocion intuitiva de sucesiones

de Cauchy.

Xn € Ep

= x,,X,, € E
meEq} nim p+q

Como Richman esta inspirado en el intuicionismo de Heyting y Brouwer, este
escoge un x, de cada E,, pensandolo como una secuencia infinita. Luego el
problema de completar Q, para eso Richman formula un procedimiento infinito de
seleccion, el cual consiste en coger un elemento de cada entorno, de un conjunto

infinito de entornos que gocen de un buen comportamiento (segun las sucesiones

de Cauchy).

Como apenas es natural, al hablar de entornos, Richman estd pensando en
nociones basadas en topologia; la rama de la mateméatica que trata el conjunto de
elementos, en las que sus elementos tienen cercanias arbitrarias, sin embargo, no

se quiere llegar tan lejos en la manipulacion de estos objetos. Richman piensa en
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cercanias muy proximas a espacios métricos pero sin tener una métrica definida
como tal, pues si se tuviera una métrica, por su misma definicién ya se tendria
el conjunto de los nimeros reales positivos R{, todo esto porque la definicion de
distancia entre puntos, se encontraria implicitamente en el conjunto antes

mencionado.

Como se esta partiendo de los nameros racionales Q, entonces los nimeros q se
tomaron como elementos de Q¢, mas aln para capturar la idea de acercamiento no
es suficiente las vecindades de Q y tampoco hay que extrafiarse con la

introduccion del “cero”, pues se quiere acercar lo mas préoximo a la idea de métrica.

Ahora Richman necesit6é definir la nocion de acercamiento entre dos puntos, para
es0 quiso capturar la idea intuitiva “x esta cerca de y” entre los elementos de una
vecindad. Lo primero es definir dos nimeros (x, y) € V¢, decir que “x estd muy cerca
de y” cuando se comparan dos a dos, y se tienen dos elementos iguales, esta
nocion (x,x) € Ve captura bien esta la idea que tiene Richman. Por eso, él definidé
estas vecindades como subconjuntos de un entorno formado a partir de Q ,

entonces Ve cQxQ .

Luegosi x =y donde (x,y) € Ve se tiene que mirar que es Vg , para lo que una
respuesta natural seria que Vg ={(x,x):x € Q}. Asi podemos tomar que los
E;, cQXxQ;conq =0 .Con lo cual tendriamos por intuicion que “x esta cerca a y”
siysolosi (x,y) € E, para algun g € Q*. De acuerdo a que tan pequefio sea g,
tendremos una mayor cercania entre dos numeros determinados, asi x =y

equivale a tener que (x,y) € E,.

38



Cerca de la estructura uniforme de Bourbaki, si se quiere entre métrica y estructura

uniforme, se define una estructura premétrica, en la cual los {Vq ={(x,y) €

Q% |x—vy|<qlq€ @3’} satisfacen las condiciones mencionadas. Por lo que se

puede deducir que (Q,V,) es un espacio premetrico.

Esta construccion de los nimeros reales cuenta con un lenguaje matematico y
teoria matematica que se ajusta a las exigencias de los primeros afios universitarios,
ya sea de Licenciatura en Matematica o en Matematica pura, pues sus estudiantes
tendran la madurez necesaria para afrontar esta construccion, que cuenta con una
teoria asequible, lo cual facilita la comprension o apropiacién del concepto de

numero real.

Al presentar esta nueva construccion de los numeros reales de Fred Richman se
dejan en evidencia sus aportes, fundamentos tedricos y conceptuales a los
profesores en formacion inicial y permanente, para que estos tengan nuevas
herramientas para la comprension de R, debido a la naturaleza compleja de la
apropiacion conceptual de los niumeros reales, pues como lo menciona (Recalde &
Arbeldez, 2011, p.11) “concretamente en casos de la ensefianza de objetos
matematicos como los numeros reales que, por la naturaleza compleja de su
desarrollo y apropiacién conceptual, exigen el disefio de nuevas perspectivas y

posibilidades agenciadas desde diversas disciplinas”.
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