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LA INCITACION DEL ESTUDIANTE HACIA EL USO
DE SU CAPACIDAD NATURAL PARA EXPRESAR
GENERALIDAD: LAS SECUENCIAS DE TUNJAl

JOHN MASON

La conjetura que se promueve en este articulo es que la deteccién de
patronesy la expresion de generalidad estan en el centro de las mate-
maticas, sin duda, €l estudio de las matematicas puede ayudar a desa-
rrollar y arefinar las capacidades naturales para ello en la mayoria de
los estudiantes. En el contexto de desarrollar expresiones con parénte-
sisy factorizar expresiones cuadraticas se presentan ejemplos de como
incitar a los estudiantes para que lo hagan usando sus capacidades en
lugar de atenerse al maestro o al libro. En el corazon de este enfoque
estd la conjetura de que los estudiantes que tienen una historia en
detectar y expresar generalidad explicitamente en la clase de matema-
ticas llegaran al &gebra con una mente completamente diferente por-
que las expresiones que se espera que ellos manipulen, desarrollen y
factoricen son vistas por los estudiantes como la expresién de una
generalidad hecha por alguien y no solo como célculos carentes de
significado con letras que no tienen sentido.

INTRODUCCION

Durante mi reciente visita a Colombia promovi las conjeturas siguientes:
* lageneralizacion reside en el corazdn de las mateméticas,

* |la capacidad para detectar patrones y expresar generalidad esta
presente en el nifio desde su nacimiento y, ciertamente, desde su
ingreso alaescuela

De hecho, sugeri incluso que unaleccion sin la oportunidad de generalizar
ino es unaleccién de mateméticas!

Propuse para discusion varias otras capacidades tales como la capacidad
de particularizar una generalidad, de examinar dicha generalidad en ejem-
plos que inspiran confianza, la capacidad de imaginar 1o que alin no se ha

1. Traduccion realizada por Patricia Inés Perry, investigadora de “una empresa docente”, y
Hernando Alfonso, del original Mason, J. (1999). “Provoking students to use their natural
power to express generality: Tunja sequences’.
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visto, y de expresarlo con palabras, dibujos, diagramas, movimiento, simbo-
los, etc. Incluso fui masleosy sugeri que dado que pocas personas necesi-
tan resolver una ecuacion cuadrética o un sistema de ecuaciones lineales
mientras caminan por la calle, entonces la principal razén para ensefiar 4-
gebra no puede ser que las técnicas sean vitales para el ciudadano. Por su-
puesto son vitales para quien persiga unacarreratécnica o mateméticamente
orientada.

Las principal es razones para ensefiar estos topicos a todos |os estudian-
tes son que:

» dichos tdpicos representan un éxito considerable de los matema-
ticos para resolver toda una clase de problemas (por tanto ten-
dria sentido incitar a los estudiantes para que aprecien la
generalidad que dichos tépicos representan);

* se pueden usar para exponer, gjercitar y desarrollar capacidades
mentales importantes que permiten darle sentido al mundo en
general, y alos mundos del nimero y del espacio, en particular.

I nfortunadamente muchos tépicos estan en el curriculo mas que todo porque
representan una clase de problemas que se pueden resolver de manera com-
pletapor medio de un agoritmo que se puede ensefiar alos estudiantes. Pero
si ellosno ven el alcancey la gama de problemas que latécnicaresuelve, si
no entran en contacto con |os problemas fundamental es que el tdpi co resuel -
ve, ni los aprecian, si no tienen vivencias de conexiones con otros tépicos,
con importantes imégenes mentales de apoyo, y con el lenguaje técnico que
acompafia el manejo de las técnicas, entonces los estudiantes pueden alo
mas tratar de entrenar su comportamiento haciendo una gran cantidad de
giemplos. Se puede conjeturar que estas otras componentes hacen posible
disfrutar y tener éxito en las matematicas previsto que sobre ellas actlien las
capacidades naturales de | os estudiantes para darles sentido.

El reto es tratar de asegurar que alos nifios se les invite a usar aguellas
capacidades en cambio de que el profesor o el libro de texto traten de hacer
el trabajo por ellos, pues de esamanera, aprenderan répi damente que alguien
les puede hacer sus cosas y pronto dejaran de lado sus capacidades. Muy
contentos, se haran dependientes del profesor y del texto, pero el resultado
sera que no podran aprender muchas mateméticas.

En esta breve nota quiero elaborar varias secuencias numéricas que son
similares alas que utilizo en mis sesionesy que tienen como propésito inci-
tar alos estudiantes para que vean y expresen generalidad en el contexto de
desarrollar y factorizar expresiones cuadréticas. Las Ilamo “secuencias de
Tunja’ porgue se desarrollaron por primera vez para una sesion? realizada



234 JOHN MASON

en la ciudad de Tunja, Colombia, y fueron luego ligeramente reelaboradas.
Pero no hubo oportunidad de trabajar en detalle sobre lariqueza que propor-
cionan tales secuencias. Cuando se me pregunté como exponer a los estu-
diantes la factorizacion de expresiones cuadréticas, de manera inmediata
reconoci la factorizacion como un proceso de deshacer la multiplicacion
(como lo elaboraré), pero cuando propuse hacer que los estudiantes multi-
plicaran expresiones como (x+2) (x+3) y (x—4) (x—2), se me dijo
gue habia problemas con la multiplicacién de nimeros negativos. Por tanto,
aqui propongo ejemplos de una clase de secuencias a partir delas cuaeslos
nifios pueden:

e usar sus capacidades de detectar patrones y generaizar para
aprender a multiplicar expresiones con paréntesis y ndmeros
negativos; lo mismo que a factorizar expresiones cuadréticas
simples;

« tener vivencias de expresiones cuadréticas como sus propias
expresiones de generalidad en los nimeros y no simplemente
€Omo expresiones ‘aritméticas con letras’ propuestas por otros.

LA PRIMERA SECUENCIA DE TUNJA

La siguiente fue la primera secuencia de Tunja, presentada linea por linea,
en silencio, con una pausa a comienzo de cada linea (haciendo evidente
gue yo estaba pensando acerca delo que vendriaa continuacion), una pausa
después del signo igual (para sefiadlar que estaba pensando qué vendria des-
pués) y una pausa a final de cada linea (paraindicar que estaba revisando
los cdl culos aritméticos).

1x6 +6=3%x4
2 x7+6=4x25
3 x8+6 =5x26
4

Empleé una estructura similar en muchas sesiones. En este punto me dirigia
al auditorio y decia “ Sé que ustedes saben o que viene ahora; ¢estoy en lo
cierto?’ y la gente indicaba que efectivamente sabia lo que iba a continua-
cion. Cuando yo preguntabaqué eralo siguiente, al principio lamayoriade-
ciaque“9” peros alguienindicaba“por”, yo le agradeciay escribiael signo

2. Serefiere auna sesion de trabajo con profesores en la Universidad PedagGgicay Tecnol6-
gicade Colombia. [N.T.]
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de multiplicacion (x). De otramanerayo sugeria no estar de acuerdo, escri-
bia el signo de multiplicacién y lo expresaba en voz ata. Esta precision de
nombrar cadauno delos simbolosy no sélo los nimeros, con frecuencia, se
convierte en una pequefia‘ broma’ entre el profesor y 10s estudiantes, que se
agrega alainformalidad de la sesién, pero que refuerzala virtud de la pre-
cisién en la notacién matemética. Mas aun, enfatiza que algunas caracteris-
ticas de las expresiones son invariantes mientras que otras cambian.

Después | os asistentes dictaban la siguiente linea signo por signo:

4X9+6=6X17.

En este punto yo sugeria que ellos acababan de tener unavivenciade la ca
pacidad béasica de detectar un patron y expresarlo, y que probablemente ha-
bian tenido una sensacion de generalidad, de cédmo debia continuar €l
patron.

La capacidad de generaizar esta en relacion de dependenciay de co-
nexion con la capacidad de agrupar y de ordenar, es decir, de enfatizar o de
pasar por ato, de enfocar la atencion de diferentes maneras. La mayoriade
las personas habrén detectado lainvariancia del + 6, tanto como la de los
dos signos de multiplicacion y € de igualdad, pero probablemente esto no
leshabrasido explicito. Mas bien, simplemente habrén visto lasinvariancias
como algo presente en cada linea. Algunos estudiantes habran visto las“ se-
cuencias verticales’ de nimeros que van creciendo:

1 6 3 4
2 7 4 5
3 8 5 6
4 9 6 7
5 10 7 8

mientras que otros habran visto las rel aciones entrelos nimeros de unalinea
horizontal. En las relaciones existentes en cada linea horizontal es donde
queremos centrar la atencién, pero las secuencias vertical es pueden ser muy
Utiles para ver tales relaciones.

Se pueden proponer mas lineas en secuencia hasta que todos los estu-
diantes tengan seguridad acerca de lo que viene en la siguiente linea. Hasta
ahora los estudiantes estan respondiendo a la simple secuencia creciente.
Pero seles puede sacudir un poco introduciendo un ndimero mas grande, qui-
zés 12, como ndmero inicial paraunalinea
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Si se muestran confundidos, entonces puedo pedir a diferentes estudiantes
gue lean en voz atalas lineas que ya tenemos. Les pido hacer énfasis en €l

primer nimero de lalineay en otro, digamos el segundo, o € cuarto, o €l

quinto, o incluso el tercero. Quizas alguno hagaunaconjetura; si ello ocurre
entonces puedo retar a otros para que digan si estan de acuerdo con la con-

jeturay expliguen por qué si o por qué no. Aun s la conjetura es incorrecta
puedo elogiar al estudiante por hacer unaconjeturay si un estudiante cambia
su conjetura puedo e ogiarlo por un pensamiento realmente mateméatico. Los
matemaéticos hacen cantidades de falsas conjeturas; pero cuando hacen una
conjetura no creen en ella; tratan de ponerla a prueba para ver si requiere
maodificacion. El propésito de hacer una conjetura es ponerla fuera de uno
mismo de manera que se pueda examinar desapasi onadamentey modificarla
S es necesario.

Si no se presenta conjetura alguna entonces se puede invitar alos estu-
diantes a continuar |a secuencia de lineas hasta que lleguen cercaalalinea
gue comienzacon 12 paratratar de ver cud eslalinea que se busca. Depen-
diendo delaexperienciaque tengan en este tipo de pensamiento matematico
(detectar patrones, conjeturar, justificar las conjeturas, expresar generali-
dad), podria ofrecer un nimero inicial mas dificil (digamos 37 o incluso
137), o podria saltar alo siguiente: estoy pensando en un nimero para co-
menzar lalinea; no puedo decirles cud es pero voy adenotarlo por ¢33, una
pequefia nube o una burbuja de las que indican pensamiento en las tiras c6-
micas. Entonces agrego unanuevalineaal trabajo que se estadesarrollando:

1 x 6 +6 =3 x 4
2 x 7 +6=4x5
3 x 8 +6 =5 x 6
4 X 9 +6 =6 x 7
12 x 17 + 6 = 14 x 15
37 x 42 + 6 = 39 x 40
(¢
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y les pido que adivinen lo que sigue. Es sorprendente como muchos estu-
diantes, aun los de cursos superiores del nivel primario, son capaces de pro-
poner o por lo menos de intentar expresar los otrostérminosdelalinea. Una
forma dtil de preguntar con lacual |os estudiantes se familiarizan pronto es
“¢qué esinvariante lineapor linea, y, qué eslo que cambia?’ y luego “ ¢qué
relaciones entre los diferentes nimeros de una linea son invariantes en cada
lineay cudles cambian (s es que hay alguna)?’
Es un paso sorprendentemente fécil hacia:
ax(@+t9+t6=(o+2)(o+3).

Esta es unaexpresion de generalidad, del patrén de relaciones de cadalinea.
Expresar generalidad es una capacidad con laque todo nifio llegaalaescue-
la, pero que por algunarazdn no siempre se conoce 0 se usa. Es una capaci-
dad que necesita refinarse y agudizarse, extenderse y desarrollarse; las
secuencias de Tunja son apropiadas para apoyar esto.

Laprimeravez que los estudiantes participaron en tal actividad me con-
tenté con dejarlostrabajar a su modo hastalalinea7 0 12. Cadavez que usé
tal secuencialos empujé un poquito mas hasta que estuvieron seguros para
expresar la generalidad mediante una pequefia nube. Tan pronto obtuvimos
una expresion de generalidad les pedi alos estudiantes confrontarla con los
gjemplos anteriores, fuera o no correcta la expresion conjeturada. A ser po-
sible yo quiero que | os estudiantes sean responsables de decidir si una con-
jetura es correcta 0 no. No quiero que ellos esperen a que yo confirme o
niegue. En cada etapatrato de hacer por los estudiantes aquello que ellos to-
davia no pueden hacer por ellos mismos; si hago todo por €ellos, jpronto
aprenderan a esperar que yo les hagatodo el trabajo!

Nota: Obsérvese que la expresion ‘tal secuencia’ sugiere que soy cons-
ciente de una generalidad, de esta secuencia particular como caso particular
de una forma maés general. Cuando digo ‘cada vez que usé tal secuencid
quiero implicar que cada dia por algin tiempo comenceé la leccion con una
secuenciasimilar basadaen el desarrollo parcial de (x +a) (x +b) paravae
lores positivos pequefios de a y b. (En una seccién posterior se da un resu-
men de ‘todas’ las secuencias de Tunja.)

El hacer que los estudiantes construyan sus propias lineas y especial-
mente hacer que usen un ndimero ‘peculiar’ (uno que de alguna manera sea
inusual o que ellos crean que nadie en el salén lo hapensado) tiende aincitar
en ellos una consciencia de la gama de el ecciones posibles, del acance de
lavariacién quelasecuenciaencierra. Algunos estudiantes prefieren ensayar
ndimeros muy grandes o muy pequefios 0 con muchas cifras decimales y
pueden usar una calculadora para realizar o verificar los calculos. De esta
manera se apropian de los g empl os que generan mientrastienen lavivencia
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del alcance de la generalidad que estén expresando. Tales experiencias son
las raices psicol 6gicas del sentido que tienen las variables.

DESARROLLO DE LA SECUENCIA

Unavez que los estudiantes se han familiarizado con expresiones de gene-
ralidad de un tipo particular, es posible presentar varias de tales secuencias,
una al lado de otra, y preguntar “squé es invariante y qué cambia en estos
giemplos?’ es decir, “¢qué es lo mismo y que es distinto en ellas?’ Por
gjemplo:

1"6+6=3"4 1"7+8=3"5 1"8+12=4"5
2°"7+6=4"5 2°8+8=4"6 2°9+12=5"6
3"8+6=5"6 3°9+8=5"7 3710+12=6"7
4°9+6=6"7 4°10+8=6"8 47 11+12=7"8
5°10+6=7"8 5°11+8=7"9 5°12+12=8"9
377 42+6 = 39" 40 377 43+8 =39 41 377 44+12 = 407 41

Q (@+9+6=(0+2)(O0+3) @ (O*+*6)+8=(0+Y(@+4) © (O+N+12=(a+3)(+4)

L os estudiantes detectaran facilmente que el producto de los dos nimeros
gue estan entre paréntesis ala derechaes €l término de adicion invariante, y
gue su suma es el nimero que esta en el paréntesis del primer término de
cadalinea. En este punto ellosestén listos paradiscutir si podriahaber reglas
para trabajar con estas ‘nubes’ como s fueran niimeros (después de todo,
ellasrepresentan al giin nimero aungue no especificado). L os estudiantes de-
sarrollarén rapidamente por 1o menos algunas reglas. Si tienen problema
porgue hay dos conjuntos de paréntesis entonces se puede construir una co-
leccion de secuencias que emplee unareglaalavez. Las secuencias basadas
en cambiar uno de los valores de a, b, o ¢ dejando los otros fijos en expre-
sionesdelaformaa(b+c) = ab +ac sirven a proposito de ‘ver' laley
distributiva, que eslaregla més significativa para el desarrollo de expresio-
nes con paréntesis. Alternativamente se pueden generar secuenciasen forma
inversa como las siguientes:

3x 4=1x1+ 5 +6
4x 5=2x2+ 10 +6
5x 6 =3x3+ 15+ 6
6x 7 =4x4+ 20 + 6
basadas en
(O+2)(o+3)= oxa+50+6
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L os estudiantes se darén cuenta pronto de los patrones y podrén incluso su-
gerir lasimplificacion de @ x o reemplazéndola por 2.

L AS SECUENCIAS DE TUNJA

Una secuencia de Tunja es una secuencia de casos particulares de una
expresion algebraica. Las secuencias de Tunjainvitan e incitan alos estu-
diantes a detectar y expresar una generalidad que consiste en enunciar que
dos expresiones diferentes son iguales para todos |os valores de q, porque
una expresion se puede manipular hasta obtener laformade otra. Laideaes
gue los estudiantes descubran las reglas de manipulacién, de modo que las
expresiones sobre las que trabajan y las reglas que usen sean sus propias
expresiones de generalidad y no simplemente reglas dadas por el profesor o
el texto. Por ggemplo:

1) x(x+a+b) +ab = (x+a) (x+b) paravaloresespecificosdeay b,
primero ambos positivos, luego uno negativo, y luego ambos negativos;

2) (x+a) (x+b) = x(x+a+b) +ab.Lomismo paraeste orden de la
igualdad. La anterior es apta para apoyar la factorizacion, mientras que
éstalo es para apoyar € desarrollo de expresiones con paréntesis;

3) (x+a) (x+h) = x2+ (a+b)x+ab. Notese que € término

(a+b) x sepuede calcular como un solo nimero sin bloquear las capa-

cidades de los estudiantes para discernir el patrén, o se puede presentar
como la suma de dos términos distintos ax y bx;

4) x2+ (a+b)x+ab = (x+a) (x+b).Lomismo paraeste orden dela
igualdad; este orden es més apto para apoyar la factorizacion;

5) a(b+c) = ab +ac paravaores cambiantes de a, b, ¢, uno ala vez,
dejando los otros dos fijos;

6) (ax +b) (cx +d) paravarios vaores fijos de a, b, ¢, d, como antes,
desarrollada como una expresion cuadrética completa con un término al
cuadrado 0 como un producto més una constante como en € primer
caso. También laigualdad se puede dar en cualquier orden;

7) yuxtaponer la expresion de generalidad para varios jemplos con valo-
res diferentes de las constantes para tratar de detectar reglas para desa-
rrollar paréntesis, trabajar con negativos, etc.;

8) tratar de insertar un valor fraccionario, un decimal, p, 4/2, o también
cualquier simbolo extrafio en lugar de la nube; incluso pueden ser las
iniciales 0 € nombre de un estudiante. La cuestion es que los estudian-
tes tengan la vivencia de @ o del nombre del nimero simplemente
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como un nombre que puede manipularse como cualquier nimero entero
ordinario. Incluso los simbolos 1, 2, 3,... son s6lo numerales o sea nom-
bres paralos nimeros, no |os ‘ nimeros mismos'.

Obsérvese que hay elecciones que hacer con respecto al orden que se use
parados expresiones generales equivalentes, yaque el orden dirigiralaaten-
cion de manera diferente a desarrollo o a la factorizacion. También hay
elecciones que hacer con respecto a los términos que se van a desarrollar
(por eiemplo, x * x particularizado como digamos 3 x 3, como 32 0 como
9,y ax + bx particularizado como dos términos 0 como uno).

El ‘desarrollo’ ejemplificado en la seccidn anterior se puede usar tam-
bién, desde luego, con cualquier otro formato. Se puede extender a expre-
siones clibicas si se quiere.

No es necesario para €l profesor disefiar |as expresiones cada vez. Se
puede pedir a algunos estudiantes que estén trabagjando en el asunto, quelo
hagan; en realidad, en algin momento cada estudiante puede construir su
propiaexpresién comenzando con una generalidad que incluya paréntesisy
alglin desarrollo y luego particularizando para formar una porcién de se-
cuencia.

Unavariante de esta actividad consiste en que bien sea el profesor o un
estudiante, presente un caso particular de una expresion y luego se invite a
otros estudiantes (en silencio) a escribir y conjeturar sobre algiin otro caso
particular de lamisma secuencia. El ‘propietario’ de la secuenciadibujaen-
tonces unacaritafeliz o unatriste a lado de la conjetura. Al principio todos
quieren tener unacaritafeliz. Pero también se necesitan carastristesparalle-
gar aestar seguros de saber lo que el ‘propietario’ esta pensando.

Y... DE LOSNUMEROS NEGATIVOS, ¢QUE?

En algin momento, dependiendo de los intereses y preocupaciones de los
estudiantes, las secuencias pueden ir hacia atras.

5 x 10+ 6 =7 x 8
4 x 9 +6 =6x7
3 Xx 8 +6 =5x6
2 X 7 +6 =4x5
1 x 6 +6 =3x4
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y Sseguir con:
0 x5+6 =2x3
) x 4 + 6 1x2

¢Qué nos dice esto acercadel significado de (1) x 4? Debe significar ‘ sus-
traer 4 0 ‘negativo 4'; de otramanera el patron no funciona.
Continuando:

0
(-
-2
-3

1
0
(-1)
(-2)

(-2
(-3)
(-4)
(-5

X X x X
o r N W
+ + + o+
o o o o
TR

X X X X

Y finalmente, €l terrorifico producto de negativos:

(-6) x (1) +6 = (4 x (-3

Una manera adecuada para ayudar ala mayor parte de los estudiantes ain-
ternalizar las reglas para manipular nimeros negativos es dejar que discutan
sobre ellas acerca de la preservacion del patron que esté generando la se-
cuencia, para gue vean por qué son necesariasy disfruten la construccion de
las expresiones méas complicadas posibles usando nimeros negativos.

FACTORIZACION DE EXPRESIONES CUADRATICAS

Todo €l trabajo realizado sobre secuencias puede haber incitado facilmente
alos estudiantes a observar como funcionalafactorizacion; pero en caso de
gue no sea asi, comencemos por suponer que |os estudiantes pueden ahora
desarrollar paréntesis. Factorizar es la operacion inversa de multiplicar. La
manera como Yo lo expresé en mis sesiones es que cualquier cosa que se
pueda ‘ hacer’, una técnica o una accion, se puede deshacer y preguntar “si
esta es la respuesta a una pregunta de cierto tipo, ¢cudl erala pregunta?’.
Por gemplo, 3" 4 = 12, es un ‘hacer’; e correspondiente ‘deshacer’ es
12 = ?7 ?. Obsérvese que hay mas de una respuesta, obsérvese también
que hay libertad considerable, st no completa, en la eleccion del primer
nlmero; pero una vez que se ha escogido € primer nimero, la libertad se
restringe a una posibilidad exactamente; por gemplo, 12 = 6~ ?, lo que
fuerza a valor 2, mientras que 12 = 17" ? también fuerza a una res-
puesta inica aun cuando ésta sea un poco complicada.
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De manera similar lafactorizacion de una expresion cuadrética consiste
en deshacer la multiplicacién de términos lineales. Asi que yo propongo a
los estudiantes el siguiente tipo de tareas:

Diganme cémo desarrollar (x +2) (x + 3)

Muy bien. (Qué tal si alguien me llega con una expresion tal como

X2+ 7x +12 y me dice que le resultd de desarrollar paréntesis?
¢Cémo podriamos verificarlo? ¢Como podriamos estar seguros de
gueescierto? (Podriaelegir dos o tres expresiones cuadréticas desa-
rrolladas incluyendo una que no se factorice).

Quiero que construyan ejemplos de paregjas de términos, los multi-
pliqueny traten de ver un patrén en las respuestas. Construyan sufi-
cientes ejemplos de manera que puedan decirme cdmo funcionan y
como deshacer estos desarrollos.

Después de un rato les recuerdo alos estudiantes que intenten usar nlmeros
negativos en lugar del 2y e 3. Lamayoria de los estudiantes veran rapida-
mente la propiedad de lasumay € producto. Muchos seran capaces de ex-
presar una aproximacion a la técnica de buscar dos nimeros cuya sumay
producto sean los dos coeficientes. Pero la factorizacion sigue siendo un
acto creativo (amenos que se use la férmula cuadrética, que es otro topico,
pero al que uno se puede acercar de manerasimilar alas secuenciasde Tunja
S es necesario).

Se puede estimular alos estudiantes que ven rapidamente lo que esté pa-
sando para que traten de darle a x un coeficiente en uno o en los dos parén-
tesis.

Lavirtud de permitirle alos estudiantes tomar la responsabilidad de los
ejemplos particulares que €llos escojan es que estan gjercitando su capaci-
dad de particularizar con un proposito (detectar un patron) mientras que a
mismo tiempo entrenan sus habilidades para desarrollar paréntesis. Quienes
tienen facilidad para desarrollar expresiones con paréntesis no necesitan
darle a esto mucha atencidn. Se deduce que si uno quiere incrementar una
destreza debe tratar de reducir lacantidad de atencién que le presta (Hewitt,
1994). Hacer solamente un conjunto de gjercicios construidos por otra per-
sona compromete todala atencion en lagjecucion del gercicio deturnoy no
enintentar ver cdmo funcionatodo, esdecir, en generalizar latécnicaapartir
de los gjemplos. Tener una gran meta atrae la atencion hacia ella, hacia e
proposito de particularizar que es detectar un patrén en el camino haciala
generalizacién y por tanto fuerade la préacticade ladestreza. Por tanto, tien-
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de més afavorecer larutinaque s se dirige la atencidn a una secuencia de
gjercicios dados.

Por otra parte, el hacer los gjercicios propuestos por otras personas es
una etapa peor que hacer el agebrade otras personas. Es mucho mésintere-
sante que el estudiante fabrique sus propios g emplos pues a medida que lo
hace comienzaadesarrollar estrategias parael tipo de gjemplos que son mas
ilustrativos, masinformativos. Usar (x + 37) y (x — 19) puede ser divertido
para algunos, pero no es particularmente informativo y simplemente actlia
en contrade latareatotal de darse cuenta de lo que esta pasando.

REFLEXIONES

Sintaxis 0 semantica: ¢patrones superficiales o significado
y comprension?

Se me preguntd en una sesion si estas secuencias no son simplemente sin-
tacticas, con lo que los nifios estarian siguiendo un patron en las secuencias
pero sin saber por qué funcionan. Considero que esta pregunta tiene dos
aspectos. Por un lado, los nifios aprenden a contar sin saber el porqué de los
nombres de los nimeros y aprenden los hechos relacionados con la adicion,
los complementos a la decena, las tablas de multiplicar, sin saber por qué.
Después de todo, la pregunta del por qué realmente solo se puede respon-
der como una combinacién de “es convencional (nombrar y denotar los
ndmeros como se hace)” y recurriendo a un sistema formal como el de los
axiomas de Peano (basados en lanocién de formar el sucesor de un ndmero
como ‘adicionar uno’). Pero este tipo de formalizacion no agrega nada ala
apreciacion que los nifios tienen de los nimeros ni a la facilidad para su
manejo en la escuela primariay puede contribuir poco en €l nivel secunda-
rio. Esaformalizacion comienza atener algun sentido cuando la persona se
encuentra con una variedad de ndmeros como sistemas. Por tanto, la arit-
mética elemental se puede describir como enculturacion en las précticas
pero no como € gercicio de las mateméticas visto como justificacion
(prueba) de cosas.

Por otraparte, un enfogque que apel e alas capacidades de |os estudiantes
para detectar patronesy expresar generalidad no es solamente buena mate-
mética, sino que contienelas semillas delademostracion, pueslanaturaeza
inductiva de los patrones es la base para una demostracion inductiva de las
relaciones. En otras palabras, se expone a los estudiantes a la parte central
de cualquier demostracion formalizada que ellos pudieran encontrar poste-
riormente. De modo que a medida que ellos expresan generalidad estan
comprometidos con la semantica, con €l significado matemético.
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NuUmer os negativos

La aritmética de los nimeros negativos es una construccion enteramente
humana. En efecto, los nimeros negativos en si mismos son una construc-
cion y el uso de la palabra ‘nimero’ es altamente metaférico. Queremos
extender los nimeros naturales a los negativos (y a las fraccionesy alos
decimales), de manera que los nuevos objetos sigan exactamente las mis-
mas reglas de la aritmética de | os naturales. Podemos hacerlo extrayendo y
abstrayendo las reglas de la aritmética sobre los nimeros naturales y luego
aplicandolas a los negativos, o podemos, si fuera posible, hacer ambas
cosas a la vez: extender secuencias de célculos con nimeros naturales a
nimeros negativosy decidir cémo debe funcionar la aritmética de |os nega-
tivos. Es decir, veo este seguimiento de patrones como una version exten-
dida de la razon central de que las reglas para manipular negativos son
COmo son.

Una de las preguntas que con més frecuencia me hacen en las sesiones
tanto profesores de primaria como de secundaria es por qué (-1)(-1) = 1. En
mi concepto, la respuesta es simple: es una cuestion estructural. No tiene
nada que ver con temperaturas negativas, deudas o cualquier otro empleo de
los nimeros en e mundo material. Se debe enteramente a que deseamos que
las reglas de la aritmética ‘ funcionen’. Si podemos estar de acuerdo en que

1~ a debe ser a, sin importar qué seaa, entonces estamos forzados a acep-
tarque 1° (-1) = —-1. De manerasimilar, (-1) ~ 1 = —1. Pero ahora
consideramos (1+ (-1)) ~ (1+ (-1)) quedebe ser O puesto que ambos
paréntesis son 0. El desarrollo de los paréntesis da:

0=1"1+1" () +(-1) "1+ (-1) " (-1);
hay unasolaconclusion: (1) ~ (-1) = 1.

La dificultad pedagdgica radica en la rapida y efectiva enculturacion del
campo de trabajo: los estudiantes Ilegan a clase sabiendo que “menosy me-
nosdamas’ o algunaversion similar. Puesto que hay unaambigiiedad en la
notacion, -1 = 0—1 = 0+ (-1) , existe una confusion potencial entre
—(-1) y (-1) © (-1) . Desde luego que son lo mismo en algun sentido,
pero también son expresiones de operaciones diferentes. La primera es una
sustraccion y la segunda es una multiplicacion. En consecuencia, los estu-
diantes no tienen claro cuando pueden aplicar laregladel “menosy menos”.
Al trabgjar con lasreglas por si mismosy verificarlas en muchos casos dife-
rentes, mediante las secuencias de Tunjau otras, muchos estudiantes pueden
deducir como calcular con niimeros negativos.
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Desarrollo de expresiones con paréntesis

El desarrollo de expresiones con paréntesis que contienen variables es en si
mismo una expresion de las reglas de la aritmética. Tener la atencidn enfo-
cada y estructurada por secuencias de patrones numeéricos para detectar y
expresar aquellas reglas es buena matematica: probar casos especiaes para
ver qué debe pasar y reconocer que las letras no son ndmeros, sino letras
que representan alguna generalidad (todos los ndmeros, algunos ndmeros
de un cierto tipo, algunos nimeros aungque desconocidos). No hay regla
divina que diga como se puede o se debe hacer aritmética con letras. En
cambio, es una construccién humana precisamente como ocurre con los
ndmeros negativos. Queremaos manipular las letras 1o mismo que los niime-
ros, por tanto nos devolvemos a secuencias de nimeros para ver como
manipular las letras. De modo que las secuencias de Tunja pueden conducir
alos estudiantes a ver por si mismos por qué tiene sentido disponer de cier-
tas reglas para € desarrollo de expresiones con paréntesis y € profesor
puede ayudarles a conectar esta regla con la propiedad distributiva de la
aritmética ordinaria (ver Mason et al ., 1985, 1999).

El poder de la ambigtiedad

Vale lapenamencionar que con frecuencia en las mateméti cas la ambigue-
dad es signo de poder y efectividad. Llamar ‘nimeros’ alos naturales, alos
enteros, a las fracciones, a los decimales, a los redles y a otras cosas, es
potencialmente ambiguo porque ‘nimero’ se usa en varios contextos apa-
rentemente diferentes. Sin embargo, es un uso poderoso de una metéfora
(Pimm, 1987, 1988, 1995) que nos recuerda |a especificacion estructural de
los varios tipos de nimero. De igual manera, usar €l signo ‘ —' paralasus-
traccién y como signo de un nimero negativo es ambiguo pero nos posibi-
lita evitar e uso de ndmeros signados como “3 y "3 junto con las
operaciones de adicion y de sustraccion. Nos permite deslizarnos entre la
sustraccion y lamultiplicacion por -1 que queremos usar al manipular sim-
bolos aritméticos y algebraicos. Trabajar en una recta numérica asociando
la sustraccion con el deshacer de una suma (¢hacia donde y qué tan lejos
necesito ir parallegar a segundo nimero desde el primero?) puede propor-
cionar imégenes que también apoyan la consciencia de los nimeros negati-
vos y de su aritmética. Similarmente, asociar la multiplicacién, como un
escalamiento, y la multiplicacién por -1, como rotacion de la recta numé-
rica 180° con respecto a (P, puede ayudar avincular lasustraccion y lamul-
tiplicacion lo mismo que confirmar la consciencia que surge de las
secuencias de Tunja.
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Uso deletras apropiadas para €l algebra

Finalmente, ¢cuadndo puede uno moverse de g aletras como X, y, a, b? Mi
preferenciaes degjar que los estudiantes |o decidan. Ellos pronto se cansarén
de dibujar lanube. Pero la nube es Util para denotar nlmeros no conocidos,
quiza cuando otra persona los conozca o esté pensando en ellos en otros
contextos (ver Mason et al., 1985, 1999). Asi que yo trato de usar la nube
hasta que los estudiantes |o objeten y quieran hacer uso de algo més com-
pacto. Quizas en cada leccidn deba encargarse a un estudiante diferente de
decidir qué simbolo usar durante ella para denotar un nimero no especifi-
cado, una generalidad.
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