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RESUMEN

El estudio de los conocimientos del profesorado de matemadticas, es un tema de creciente interés. En esta
investigaciéon nos hemos interesado en caracterizar aspectos relevantes del conocimiento diddctico-matematico
sobre la derivada de profesores colombianos activos mediante una prueba que consta de 22 que explora diversos
significados de la derivada. La investigacidon pretende responder a dos preguntas: (Cual es el conocimiento del
contenido que los profesores en activo tienen sobre la derivada?, ¢ Cudl es el conocimiento para la ensefianza de la
derivada que los profesores exhiben? Los resultados parciales obtenidos permiten sefalar que los profesores tienen
un conocimiento del contenido robusto sobre la derivada, y ademads, exhiben competencia para identificar conflictos
de significado y para reconocer el conocimiento valido detrds de respuestas “erréneas” por parte de sus alumnos.

ABSTRACT

The study on the knowledge of secondary mathematics teachers for them to teach is an interesting topic. This
research intends to characterize relevant aspects of the mathematical knowledge to teach the derivative that in-
service Colombian teachers exhibit. We have use a test made of 22 items that explore different derivative meanings.
We are interested in exploring two questions: Which is the content knowledge about the derivative, of in-service
Colombian teachers?, and What is the mathematical knowledge to teach the derivative that in-service Colombian
teachers exhibit? The partial conclusions of the study let us to state that in-service teachers have a sound content
knowledge to teach the derivative. Their mathematical knowledge for teaching allows them to recognize meaning
conflicts and to negotiate meanings with their students.
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B Introduccidn
El estudio sobre el conocimiento matematico para la ensefianza de profesores es un tema que interesa a

la comunidad de investigadores en educacién matematica. Algunas investigaciones proponen modelos
para estudiar el conocimiento requerido para ensefiar de manera idénea las matematicas (Shulman,
1986; Ball, Thames y Phelps, 2008, entre otros). El estudio sobre el conocimiento que los profesores
exhiben sobre un tema matematico concreto, en nuestro caso la derivada, es importante en tanto que el
desempeno matematico de los alumnos de una institucién, depende de manera esencial de la formacién
de sus respectivos profesores (Hill, Ball y Schilling, 2008). En esta investigaciéon nos hemos interesado por
responder dos preguntas: ¢Cual es el conocimiento del contenido que los profesores en activo tienen
sobre la derivada?, é¢Cual es el conocimiento para la ensefianza de la derivada que los profesores
exhiben?

H Contexto

Los datos reportados en este documento se tomaron con once profesores-en servicio- de matematicas,
inscritos en la Maestria en Ensefianza de las Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional de
Colombia. Dichos profesores ensefian en los niveles de secundaria y bachillerato en diversas
instituciones educativas en Bogota, Colombia. La edad promedio de los profesores es de 28 afios.

B Marco tedrico y metodologia

En esta investigacion se ha adoptado el modelo del Conocimiento Didactico-Matematico (CDM) de los
profesores planteado inicialmente por Godino (2009) y refinado en diversas investigaciones (Godino y
Pino-Fan, 2013; Pino-Fan, Font y Godino, 2013; Pino-Fan, Godino y Font, 2013). El cuestionario fue
disefiado con base en dicho modelo para la evaluacién y desarrollo del conocimiento didactico-
matematico. El modelo CDM propone medios para categorizar y analizar los conocimientos didactico-
matematicos del profesor mediante la aplicacion de las herramientas tedrico-metodoldgicas que
proporciona el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instrucciéon matematica (EOS) (Godino,
Batanero y Font, 2007). En tanto que interesa caracterizar aspectos relevantes del conocimiento
didactico-matematico sobre la derivada de profesores colombianos activos, se disefid una prueba que
consta de 22 cuestiones, que se distribuyeron en dos pruebas equiparables para facilitar su aplicacion.
Las cuestiones se dividen en tres grupos: en el primer grupo se incluyen tres preguntas abiertas que
indagan sobre creencias que los profesores tienen sobre la derivada; en el segundo grupo se incluyen
cinco preguntas que indagan sobre el conocimiento del contenido de la derivada, mientras que las
preguntas del ultimo grupo indagan sobre el conocimiento para la ensefianza, especificamente exploran
el tratamiento que los profesores dan a respuestas erréneas de posibles estudiantes de bachillerato. Las
preguntas del segundo grupo indagan sobre el conocimiento del contenido sobre la derivada. Las
preguntas responden a los diferentes tipos de representaciones activadas en los tres subprocesos, que
seguln Font (1999), intervienen en el calculo de la funcidon derivada: 1) Traducciones y conversiones entre
las distintas formas de representar f(x); 2) El paso de una representacion de f(x) a una forma de
representacién de f ' (x); y 3) Traducciones y conversiones entre las distintas formas de representar f ' (x).
Las preguntas incluidas en este grupo ponen en juego los diferentes tipos de representaciones que
intervienen en estos tres subprocesos: descripcion verbal, grafica, férmula (simbdlico) y tabular; tanto
para la funcidon como para su derivada. Las cinco preguntas que indagan sobre el conocimiento del
contenido —cinco para cada versidén del examen— se disefiaron en el marco de una tesis doctoral (Pino-
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Fan, 2014) mientras que las restantes preguntas se disefiaron posteriormente en el marco de la
investigacion que se reporta aqui. En ambos casos se sometieron a juicio de dos grupos diferentes de
expertos. Para el segundo grupo de preguntas, se efectué una prueba piloto que permitid ajustar las
preguntas. Para cada una de las cuestiones propuestas se efectud tanto un analisis epistémico, asi como
un analisis cognitivo de las respuestas dadas por los profesores. El analisis facilita estudiar las soluciones
dadas por los profesores activos a las que se les hizo un andlisis cognitivo. En lo que sigue se informa
sucintamente sobre algunos hallazgos para cada grupo de preguntas.

B Creencias sobre la derivada

Las tres preguntas indagan sobre las creencias que los profesores tienen sobre la derivada. Los

enunciados de las tres preguntas son:

1. ¢Qué significado tiene para ti la derivada?

2. éQué es la derivada de una funcién?

3. éCrees que la derivada puede ensefiarse en la escuela primaria? Si consideras que si es posible, indica
como se podria hacer.

El objetivo de la primera pregunta es explorar los significados preferenciados por los profesores cuando
se refieren a la derivada (Pino-Fan, 2014). La segunda pregunta indaga por los significados vinculados
con la derivada y la funcion. La tercera pregunta puede parecer un poco fuera de lugar, en tanto que la
derivada aparece, en el curriculo matematico escolar, en el grado once. Sin embargo tiene sentido en el
caso colombiano, en tanto que los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2003) se
dividen en cinco tipos de ‘Pensamientos Matematicos’, uno de ellos, el Pensamiento Variacional,
propone que el cambio y la variacién sean motivo de estudio desde los primeros grados de la
escolaridad. La pregunta indaga por los eventuales vinculos que los profesores realizan entre el cambio,
la variacién y la derivada en el curriculo matematico escolar colombiano. La Tabla 1 muestra algunas de
las respuestas que los profesores dieron a la pregunta uno.

I Tabla 1. Significados para la derivada

Algunos significados atribuidos a la derivada

Es un objeto matematico que permite caracterizar a una funciéon primitiva y observar su

1 . L. . . .
comportamiento, también se puede ver como una razén de cambio entre dos magnitudes.

2 La derivada es una razén de cambio del comportamiento de dos magnitudes en un instante.

3 La derivada es una razén de cambio de una variable con respecto a otra en un instante (razén

como la velocidad, como la aceleracion).

La derivada es la razéon de cambio de una magnitud con respecto a otra magnitud, se usa para
4 saber si la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto; también representa la
velocidad pues muestra el cambio de la distancia con respecto al tiempo.
Las derivadas son una clase de funciones que se obtienen a partir de una funcién inicial las cuales
tienen aplicaciones en situaciones en las que interviene la funcidn inicial.
La derivada es la razon de cambio de una magnitud con respecto a otra.
Representa la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto dado.
...la forma de determinar la variacion en un punto o puntos determinados, es una herramienta que

0 N o U
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es utilizada para estudiar las funciones. De manera grafica tiene un significado que asocio con
rectas secantes que en un punto dado se convierte en una recta tangente, en general, la derivada
permite caracterizar y estudiar la razon de cambio.

9 Razoén de cambio.

10 Es una herramienta para comparar la razén entre dos incrementos.

Concepto matemadtico que se presentod con el problema geométrico de determinar la tangente en

un punto en una curva...

11

Se aprecia que los profesores activos, en conjunto, manifiestan conocer los significados usuales para la
derivada, que se vinculan con: derivada como razén de cambio, pendiente de la recta tangente, la forma
de determinar la variacion en un punto. La segunda pregunta no se comenta en este documento. La
Figura 1 exhibe una de las respuestas a la tercera pregunta.

Figura 1: Respuesta de un profesor sobre la derivada en la escuela primaria
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Transcripcion: Si, donde la ensefianza de la derivada no sea concebida como una ampliaciéon de

métodos algebraicos sino el estudio matematico del cambio. De ahi, producirse un acercamiento al

concepto. Una propuesta seria trabajar en situaciones como cambio de velocidad.

La respuesta del profesor permite inferir que relaciona la derivada con “razén de cambio” y recurre a
una situacion cotidiana “velocidad” para ilustrar el cambio en términos de una razén. Para Zandieh
(2000) los tres procesos -razon, limite y funcién- caracterizan el estudio de la derivada. Para este
profesor, de los tres procesos, sélo el de razén podria ser usado para discutir fendmenos de cambio en la
primaria. Del conjunto de once profesores, 8 de ellos (72%) dio respuestas en la que se resaltaba la
derivada como instrumento para medir el cambio, en directa relacion con la propuesta del Ministerio de
Educacion Nacional de Colombia, de vincular “cambio y variacién”. Los profesores coincidieron que para
estudiar la derivada se requiere un proceso de acercamiento asintético con lo cual tan sdélo es posible
referirse a ella en situaciones de cambio promedio y no de cambio instantaneo en la escuela primaria.

B El conocimiento del contenido

Por limitaciones de espacio tan solo se comentaran los resultados generales de las cinco preguntas que
abordan el conocimiento del contenido para la ensefianza de la derivada, lo que en términos del modelo
CDM refiere a la dimensién matematica (Pino-Fan y Godino, 2014). El cuestionario para valorar el
conocimiento matematico del contenido contempla cinco cuestiones que incluyeron items que
requieren el uso de distintos sentidos para el objeto derivada (pendiente de la recta tangente, razon
instantanea de cambio y tasa instantanea de variacion), en tanto que el conocimiento del contenido es
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un aspecto muy importante para la ensefianza (Hill et al., 2008). Los items fueron asignados a dos
pruebas: prueba uno y prueba dos, que son equiparables. En la Tabla 2 se enumeran los items segun el
numero de prueba y se muestran los resultados de las soluciones que los estudiantes dieron a las
cuestiones. Se han usado las categorias: correcta, parcialmente correcta e incorrecta.

I Tabla 2: Resultados sobre el conocimiento matematico

Numero de la ftems Correcta Parcialmente Incorrecta
pregunta Incorrecta
Prueba Prueba Prueba
4

I-4-a 11-4-a X X
1-4-b 11-4-b X X
I-4-c 11-4-c X X
1-4-d 11-4-d X X
I-4-e I1-4-e X X
5 I-5-a 11-5-a X X
I-5-b 11-5-b X X
11-5-c X
6 I-6-a 11-6-a X
1-6-b 11-6-b X X
11-6-c X
11-6-d X
11-6-e X
7 -7 11-7-a X X
11-7-b
8 1-8 11-8 X X

Se evidencia de los datos de la Tabla 2 que los profesores activos tienen un conocimiento amplio sobre la
derivada.

B El conocimiento para la ensefianza

En este apartado se discuten dos cuestiones que indagan sobre el conocimiento para la ensefianza de la
derivada que exhiben los profesores. La primera cuestion refiere a la valoracion que los profesores hacen
de respuestas de supuestos estudiantes y la comprension que demuestran sobre los conflictos de
significado. La Figura 2 muestra una de las tareas planteadas a los profesores en ejercicio.
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I Figura 2: Derivadas sucesivas de la funcién exponencial
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Todos los profesores coinciden en afirmar que los estudiantes tienen un conflicto con la expresién “la

derivada de la funcidon exponencial es ella misma”. La Figura 3 muestra la respuesta de uno de los
profesores.

I Figura 3: Respuesta de uno de los profesores
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Transcripcion: La explicacién que daria a los estudiantes es que ellos tienen la razén en su
afirmacién de que la derivada de una funcidn exponencial es ella misma. Sin embargo hay que
tener en cuenta que el término “central” de la funcién exponencial o el exponente en este caso no
es la variable independiente sino otra funcién de esta. Por lo cual es pertinente aplicar la regla de
la cadena.
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Los profesores coinciden en reconocer la importancia del uso de la regla de la cadena, y ninguno de ellos
afirmd que los estudiantes manifestaran un error. Los once profesores muestran competencia en el
conocimiento para la ensefianza de la derivada. No solamente pueden responder correctamente a la
pregunta sino que reconocen conflictos de significado asociados al conocimiento matematico disciplinar.
El profesor parece comprender la ambigliedad presente en la expresion verbal de reglas matematicas.
Voigt (1994, p. 178) afirma que la comprensién de la negociacién de los significados como “el logro de la
intersubjetividad de los significados no implica que el profesor y los estudiantes «comparten el
conocimiento»”. Caracteristicas distintivas del conocimiento referente a la faceta epistémica del CDM
gue Pino-Fan y Godino (2014) plantean son: el uso de distintas representaciones, uso de distintos
significados de la derivada, resolucién del problema mediante diversos procedimientos, dar diversas
argumentaciones validas para explicar dichos procedimientos.

B Conclusiones

La contribucién de este trabajo es doble, por un lado, se brinda informacién del conocimiento
matematico sobre la derivada, que profesores activos exhiben cuando se enfrentan a problemas en los
gue se exploran significados diversos de la derivada (Pino-Fan, Godino y Font, 2011). Por otro lado, se
ofrece informacion sobre el conocimiento de los profesores activos, cuando valoran soluciones —de
estudiantes hipotéticos— de tareas que involucran el concepto de la derivada. Las conclusiones obtenidas
del estudio, en correspondencia con las preguntas formuladas, se agrupan en tres: 1) Los profesores
vinculan la derivada con el estudio de la variacion y el cambio; un nimero mayoritario considera, por
ejemplo, que la “derivada” se puede ensefiar en la escuela primaria y ofrecen argumentos plausibles
para respaldar sus afirmaciones; 2) Se aprecia que los profesores tienen un conocimiento disciplinar
amplio sobre la derivada; y 3) se evidencia que los profesores logran identificar algunos de los conflictos
de significado de los estudiantes hipotéticos que orientan las soluciones. Igualmente amplian o justifican
algunos de tales conflictos o errores.
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