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RESUMEN

La propuesta que se encuentra en el proceso de investigacion, pretende abordar las construcciones y mecanismos
mentales para implementar y desarrollar el concepto de los vectores en tres dimensiones (3D) mediante el apoyo de
la herramienta Cabri para el calculo de volumenes. Inicialmente se hace una breve indagacién de corte Histdrico-
Epistemoldgico (Martinez y Benoit, 2008) la cual sustenta la construccion del conocimiento matematico del producto
vectorial. Como resultado de la indagacidn, se puede decir que dicho concepto matematico puede ser pensado como
un concepto geométrico de volumen (Ricardo, 2015), a partir de las diferentes figuras geométricas que se
encuentran al interior del paralelepipedo. Estas dos interpretaciones sustentaran construcciones y mecanismos
mentales provistas en la Teoria APOE (Arnon et al, 2014) para implementar y desarrollar el concepto de los vectores
en tres dimensiones, en aprendices del dlgebra lineal, mediados con software Cabri (Artigue, 2011).

ABSTRACT

The proposal, which is in the state of developing research, aims to address mental constructs and mechanisms to
implement and develop the concept of vectors in three dimensions (3D) with the support of the Cabri tool in
calculating volumes. Initially a brief Historic and Epistemologic inquiry is carried out a (Martinez and Benoit, 2008),
which supports the construction of mathematical knowledge of the vector product. As a result of the research, it can
be said that this mathematical concept can be thought of as a geometric concept of volume (Ricardo, 2015), based
on the different geometric figures inside the parallelepiped. These two interpretations will support mental constructs
and mechanisms provided in the APOE theory (Arnon et al, 2014) in order to implement and develop the concept of
vectors in three dimensions for linear algebra learners with the aid of the Cabri software (Artigue, 2011).
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B Introduccidn
En Latinoamérica y el Caribe, generalmente en un curso inicial de algebra lineal, se estudian las

magnitudes vectoriales, que aparecen cuando se trata de dar interpretacion geométrica a los distintos
productos (escalar, vectorial, mixto) que se pueden definir entre los vectores de un espacio vectorial.
Esto permite medir angulos, areas y volimenes orientados; en particular, el volumen orientado del
paralelepipedo que se puede formar a partir de tres vectores linealmente independientes. Sin embargo
con el software Cabri 3D Vs 2 (Diaz-Barriga, 2006), se identifican las diferentes figuras conexas que se
forman al interior de un paralelepipedo, usando diferentes posiciones —pinceles oculares— que el
programa le permite al usuario: mediante cortes transversales, pirdmides y troncos de piramides -2D-,
esferas tangentes a las paredes del paralelepipedo si su base es cuadrada, o sélo tangentes a dos caras si
las bases no son cuadradas o rombicas -3D-, entre otras figuras que se forman al interior de éstas.

B Marco teodrico

Se ha decidido hacer uso de la teoria APOE como sustento tedrico para determinar las construcciones
mentales de los estudiantes, necesarias para construir el esquema del concepto geométrico de volumen
como una de las aplicaciones del producto mixto de vectores en 3D en sus tres interpretaciones
geométricas, longitud, dreas y voliumenes asociadas a los distintos productos —escalar, vectorial, mixto—.

El apoyo de la tecnologia al marco tedrico lo viene realizando (Dubinsky 1984) a partir de una charla,
como ponente invitado en Finlandia, en estd sustenté el uso de la programacién en computadores para
ayudar a los estudiantes a comprender la distincién entre pensar una funcién como un proceso y como
objeto. Un afo, mas adelante Dubinsky (en marzo 1985) publica el documento “Experiencias con la
computadora como ayuda para el aprendizaje de los conceptos matematicos”. Basandonos en esto se
decdid incluir el Software Cabri en nuestro estudio; que aunque no es parte del marco tedrico
propiamente tal, darad el soporte para sustentar las actividades que son parte de una aproximacion
pedagdgica particular en el llamado ciclo de enseiflanza ACE —(A: Activities) actividades con la
computadora en un laboratorio, (C: Classroom discusions) discusion en la sala de clases sobre problemas
relacionados con las actividades con la computadora y (E: Exercises) ejercicios que se hacen fuera de la
sala de clases—. A continuacién se describen las componentes generales de la teoria.

B La Teoria APOE

La Teoria APOE (Accién—Proceso—Objeto—Esquema), creada por Ed Dubinsky (1991) y el grupo de
investigacion RUMEC (Research in Undergraduate Mathematics Education Community); actualmente
reportada en Arnon, Cottril, Dubinsky, Oktag, Roa, Trigueros y Weller (2014), en el cual se presentan los
elementos de la teoria y su uso para las investigaciones en Educacién Matematica. Dubinsky a partir de
APOE fundamenta la problematica en el interés por la descripcidon de las construcciones de esquemas
mentales que los estudiantes deben realizar para aprender conceptos, desde la propia matematica;
partiendo del supuesto que un estudiante no logra aprender los conceptos matematicos directamente,
sino que necesita estructuras mentales adecuadas, que en caso de no poseerlas serd casi imposible
aprenderlos. Las estructuras para cada concepto necesitan conectarse con otras previas.

Bl Las construcciones mentales

Dubinsky (1991) propone desde la teoria APOE, que las estructuras mentales necesarias para construir
un concepto son:
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Accion

De acuerdo con Piaget y adoptado por la Teoria APOE, un concepto es concebido como una accidn, es
decir, como un objeto exterior transformacién de un objeto previamente concebido, o de objetos. Una
accion es externa en el sentido de que cada paso de la transformacion se debe realizar de forma explicita
y guiado por instrucciones de origen externo; ademas, cada paso debe introducir el siguiente, es decir,
los pasos de la accidén no pueden ser imaginados y ninguno pueden omitirse. (Arnon et al. 2014, p. 19)

Se puede afirmar que las acciones se realizan al interior del alumno y; se hacen paso a paso; obedecen a
estimulos que son y se perciben como externos, es por ello que si el alumno o un individuo sdlo realiza
transformaciones externas en las actividades hacia una tarea especifica, decimos que esta en un estado
de construccién accién. Por ejemplo, decir que un alumno esta evidenciando una construccién accion del
producto de vectores, si para ello precisa de dos acciones que motivan nuestra investigacién, una desde
el concepto matematico y la otra desde el software Cabri del concepto geométrico, asi:

Del concepto matemdtico del producto de vectores: Dadas las formulas para las operaciones entre
vectores, el estudiante puede determinar las operaciones de estos, en particular con sus respectivas
componentes y direcciones.

Del Software Cabri bajo el concepto geométrico del producto de vectores: Dados los vectores, el
estudiante puede encontrar las formas de representacion de estos en un espacio en 2D o 3D, en forma
geométrica, en particular con sus respectivas componentes y direcciones.

Proceso

Los procesos se construyen usando uno de los dos mecanismos mentales: interiorizacion o coordinacidn.
Cada uno de estos mecanismos da lugar a nuevos procesos. Interiorizacion se explica aqui y la
coordinacion se considera en la Seccion —De encapsulacion, coordinacion, y la reversion de los
procesos—.

Como las acciones se repiten y se reflejan en los movimientos individuales de depender de las sefales
externas para tener el control interno sobre ellos. Este se caracteriza por la capacidad de imaginar la
realizaciéon de los pasos sin necesariamente tener que realizar cada uno de forma explicita y por ser
capaz de saltarse los pasos, asi como la marcha atras. La interiorizaciéon es el mecanismo que hace
posible este cambio de mentalidad. ((Arnon et al. 2014, p. 20)

Podemos entonces decir que en el estado de construccion proceso el sujeto puede describir los pasos
involucrados en la transformacion e incluso puede invertirlos, es decir, tiene mas control de la
transformacion, por lo que afirmamos que un alumno puede mostrar una concepcién de proceso del
concepto del producto de vectores, precisando para ellos dos procesos que motivan nuestra
investigacion, uno desde el concepto matematico y el otro desde el software Cabri del concepto
geométrico asi:

Del concepto matemadtico del producto de vectores: Capacidad de describir algunos aspectos de la grafica
de la operacidon de tres vectores —operandolos indistintamente—, sin obtener directamente valores
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especificos. Ademas es capaz de hacer transformaciones al objeto matematico de manera interna,
incluso de pensar en los posibles poliedros al interior de la grafica.

Del Software Cabri bajo el concepto geométrico del producto de vectores: Capacidad del estudiante de
describir algunos aspectos de la grafica en la representacion de los tres vectores —operandolos
indistintamente, con proyecciones—. Ademas es capaz de hacer transformaciones al objeto matematico

de manera interna, incluso de pensar en los posibles poliedros al interior de la gréfica.

Objeto

El encapsulamiento de un proceso a un objeto ocurre ocurre cuando un individuo aplica una accién a un
proceso, es decir, ve una estructura dindmica (Proceso) como una estructura estatica, llamada objeto, a
la que se le pueden aplicar acciones. (Arnon et al. 2014, p. 21)

Mas aun, Dubinsky et al. (2005a) precisa que cuando un individuo se vuelve consciente del proceso como
una totalidad, es consciente de que las transformaciones y puede actuar sobre esa totalidad, y asi
construir esas transformaciones. Cuando un alumno considera que ha realizado una transformacién y
puede actuar sobre el objeto es porque es capaz de construir la transformacién, por ende podemos decir
qgue el alumno ha reconstruido este proceso en un objeto cognitivo, es decir lo ha encapsulado en un
objeto. Sin embargo para afirmar que un alumno muestra una concepcion del objeto matematico del
producto de vectores, precisa de las dos definiciones siguientes:

Del concepto matemdtico sobre el producto de vectores: El estudiante puede hacer acciones en el objeto
de la grafica resultante del producto de vectores a partir de la proyeccién de estos en el espacio 3D.

Del Software Cabri bajo el concepto geométrico del producto de vectores: El estudiante puede discernir
sobre la grafica resultante del producto vectores a partir de la proyeccidén de estos en el espacio 3D y
verificar las diferentes figuras que se forman al interior de ésta.

Esquema

Segun Dubinsky (1991), un esquema se caracteriza por su dinamismo y su reconstruccion continua segun
lo determinado por la actividad matematica del sujeto en situaciones matematicas especificas. La
coherencia de un esquema esta determinado por la capacidad del individuo para determinar si éste se
puede utilizar para hacer frente a una situacién matematica en particular. Una vez que el esquema se
construye como una coleccion coherente de estructuras (acciones, procesos, objetos, y otros esquemas)
y conexiones establecidas entre esas estructuras, que pueden transformarse en una estructura estatica
(objeto) o se utilizan como una estructura dinamica que asimila otros objetos relacionados o esquemas.
(Arnon et al. 2014, p. 25)

En suma, un esquema es una coleccién de acciones, procesos y objetos que estan coherentemente
dispuestos en la mente del estudiante, de tal forma que la coherencia es la herramienta mental con la
cual el estudiante se apoya como un recurso para resolver la situacién matematica que se le esta
presentando. En este caso podriamos sostener que un estudiante muestra una concepcion de esquema
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del concepto del producto de vectores, cuando precisa de una relacién légica capaz de establecer entre
los elementos matematicos:

Del concepto matemdtico sobre el producto de vectores: Un estudiante puede ordenar, clasificar,
categorizar y aplicar las propiedades resultantes del producto de vectores en el espacio 3D vy las
representaciones geométricas de los vectores en este espacio.

Del Software Cabri bajo el concepto geométrico del producto de vectores: Un estudiante puede graficar y
clasificar en forma de categorias y aplicar las propiedades resultantes del producto de vectores en el
espacio 3D y proyectar las representaciones geométricas de los vectores en este espacio.

H Diseilo metodolégico

En esta investigacion se vienen analizando los procesos mentales que muestran los alumnos en relacién
al concepto geométrico de volimenes con vectores en tres dimensiones. Nos enfocamos en detallar los
mecanismos y las construcciones que los estudiantes realizan con la asistencia de la tecnologia (Cabri) y
de qué forma estos se apropiaron de los conceptos del Algebra Lineal; por lo que usamos la teoria APOE.

B Estudio de Casos Multiples.
Se estd usando un disefio metodoldgico de estudio de casos multiples, con estudiantes de ingenieria
colombianos, del segundo afio de universidad

B Ciclo de investigaciéon de APOE

A los casos, de estudio se les esta aplicando el ciclo de investigacion previsto en la teoria APOE, el cual
establece: un analisis tedrico, conocido como Descomposicion Genética, (DG); un disefio, basado en la
DG tedrica, y aplicaciéon de instrumentos; seguido de un analisis y verificacion de datos (Asiala et al.,
1996); y a partir del andlisis de los datos obtenidos, se le puede repetir, para refinar tanto el analisis
tedrico como los instrumentos.

B Anadlisis Histérico — Epistemolédgico

En la parte inicial de la investigacién se hizo un estudio tanto histérico como epistemoldgico,
pretendiendo mantener en la conceptualizacién o distincién que hace Bachelard (1972) entre el trabajo
del historiador de la ciencia y el del epistemdlogo: “El historiador de la ciencia debe tomar las ideas
como hechos. El epistemdlogo debe tomar los hechos como ideas, insertandolas en un sistema de
pensamientos”. (Bachelard, 1972, p. 20). Razén por la cual se hizo una indagacion en los informantes
sobre el estado de construccion del Producto Exterior de Grassmann y su representacion geométrica,
gue segun los mismos escritos realizados por los estudiantes dispuestos en los casos de estudio, se
evidencia en la forma como ellos calculan el volumen de un paralelepipedo.

B Del Producto Vectorial
La primera parte del analisis Histdrico — Epistemoldgico (Martinez y Benoit, 2008) permitio dar cuenta de
tres etapas que histéricamente corresponden a una epistemologia del producto vectorial: a) Nacimiento
de los Cuaterniones, b) Desarrollo y Maduracién del Calculo de Cuaterniones, c) Evolucién del Cuaternién
al Calculo Vectorial Moderno
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Bl Del Concepto de Volumen
La segunda parte del analisis Historico — Epistemoldgico del concepto de medida se remonta a mas de

5000 afios, que emerge del manejo de longitudes, areas y volimenes fundamentalmente y de la
necesidad de su calculo. Estos tres aspectos particulares de medidas son los que han servido como guia
para esaltar el concepto matematico de medida que de por si estan unidos.

B Del Producto Exterior

Grassmann fue el primero en concebir la geometria de varias dimensiones, una de sus obras mas
importantes fue “Ensefianza de la Dilatacion” (1862), donde desarrollé un calculo operativo para las
diversas magnitudes geométricas, posteriormente definié también el “Producto Exterior”, operacion
clave en el lgebra conocida como “Algebra Externa”.

B Su Representacion Algebraica
El aporte esencial de Grassmann al producto vectorial fue una generalizacién, guiandose por su intuicién
geométrica:

El concibid el 4rea barrida por un segmento que se desliza sobre otro y sobre una linea quebrada dotada
de una orientacion, y por lo tanto, de un signo, segun se recorriera el perimetro del area en un sentido u
otro. Con esto, definié un nuevo producto, el producto que en la actualidad se llama producto exterior,
[ab] = ab = a A b él llamaba producto escaldn, intimamente relacionado con el producto vectorial, y
gue, empero, a diferencia de éste, no esta restringido a una dimensionalidad fija como en el caso del
producto vectorial. (Gonzalez, sf, p. 10)

B Definicion del Producto Exterior

En matematicas la definicion del producto exterior —o como se conocia anteriormente producto cufia o
escalén—, es una anti-simetrizacion del producto tensorial, o como mejor definicion que es de cualquier
numero de vectores como su producto antisimétrico, es decir, el Unico producto distributivo respecto a
la suma de vectores que cambia de signo bajo cualquier permutacion de un par de ellos:

vl A vl Ao v] Ao vn A= _vl A v] N vl N Un vi ij

Esta definicién del producto exterior — [ab] = ab = a A b — es Unica, salvo un factor constante. Para ello
se identifica el producto exterior de vectores perpendiculares con el producto de sus mdédulos para una
constante igual a 1.

B Su Representacion Geométrica en 3D

Para la representacién geométrica en 3D “cada producto exterior por un nuevo vector es una
multiplicacién por su componente perpendicular al espacio generado por los vectores”, (Gonzalez, 2012,
p. 44). Dados tres vectores {u, v, w} cualesquiera independientes en el espacio euclideo —de la forma
como fue concebida por Grassmann para analizar la forma del cémo los aprendices realizan la
construccion del paralelepipedo— se observa el producto exterior y la forma geométrica:
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El producto exterior del primero por el segundo es igual a la longitud del primero por la componente
perpendicular del segundo respecto al primero (figura 1), es decir, el area del paralelogramo que forman:

UAU=Uv,

Ahora multipliguémoslo exteriormente por el tercero y obtendremos el producto del area del
paralelogramo que forman los dos primeros por la componente perpendicular del tercero respecto al
plano formado por los dos primeros. Eso es igual al area de la base por la altura, es decir, el volumen del
paralelepipedo formado por los tres vectores (figura 2):

I Figura 1. I Figura 2.
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De ahi el nombre que le dio Grassmann: producto exterior ya que siempre da como resultado un
aumento de dimensién geométrica respecto a la dimensidon geométrica del recinto anterior. El titulo de
su obra Die Ausdehnungslehre fue traducido muy acertadamente al espafiol como Teoria de la extension.
(Gonzalez, 2012, p. 44)

B Conclusiones

En este articulo, se han presentado los resultados del estudio realizado para indagar sobre los aspectos
historicos — epistemoldgicos del producto vectorial, del concepto de volumen y del producto exterior,
analizando —este ultimo— del Producto Exterior: a) Su Representacién Algebraica, b) Definicion del
Producto Exterior, c) Su Representacion Geométrica en 3D. Con esta indagacién se pretende desglosar y
observar como va surgiendo no sélo el concepto de producto vectorial, sino, de la forma cémo se
construye el concepto de volumen y en especial en la tercera parte —la representacién geométrica en
3D- que es donde se observard del como los estudiantes “ven” o mejor se imaginan los pasos para la
construccion geométrica del paralelepipedo que estos tres vectores forman, y en el producto exterior se
encuentra las explicaciones a los estados de construcciones que éstos muestran.
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