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RESUMEN

En este trabajo se presenta un estudio histérico relacionado con la constitucion del
concepto de funcion. Principalmente el itinerario curva-ecuacion- funcion y su
relacién con las series de potencias. Un primer momento de este trabajo es el
movimiento evolutivo que se presenta en el paso de las curvas a las ecuaciones y la
manera de generar curvas para los antiguos vistas como secciones de un cono. El
otro momento importante de este trabajo es el paso de las ecuaciones a las
funciones. Pero este desarrollo se encuentra permeado por la representacion de
funciones mediante series de potencias. Uno de los resultados encontrados se refiere
a que las series de potencias representan un concepto transversal en el desarrollo del

andlisis matematico puesto que en estas se fundan nuevas representaciones.

Palabras claves: Curva, ecuacion, funcion, series infinitas, convergencia.
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RESUMEN

En este trabajo se presenta un estudio histérico relacionado con la constitucion del
concepto de funcion. Principalmente el itinerario curva-ecuacion- funcion y su
relacién con las series de potencias. Un primer momento de este trabajo es el
movimiento evolutivo que se presenta en el paso de las curvas a las ecuaciones y la
manera de generar curvas para los antiguos vistas como secciones de un cono. El
otro momento importante de este trabajo es el paso de las ecuaciones a las
funciones. Pero este desarrollo se encuentra permeado por la representacién de
funciones mediante series de potencias. Uno de los resultados encontrados se refiere
a que las series de potencias representan un concepto transversal en el desarrollo del

andlisis matematico puesto que en estas se fundan nuevas representaciones.
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INTRODUCCION

El presente trabajo se suscribe en la linea de investigacion de Historia y Educacion
Matematica considerando un enfoque de corte epistemoldgico. Se abordardn algunos
aspectos relacionados con la consolidacion de la nocién de funcién y su importancia como
concepto central del andlisis matematico. Para ello un elemento directriz inherente a la
funcién esta relacionado con las diferentes maneras de representar funciones, en nuestro
caso nos centraremos en la representacién mediante series de potencias. Justamente se hara
referencia a “nocion” y “objeto” refiriéndose a ellos de manera libre, es decir sin tener una
completa caracterizacion e identificacion de su desarrollo.

Indudablemente los conceptos en matematicas se encuentran en evolucion; una
manera de precisar este enunciado es considerar la nocion de funcion y la forma de
incorporar elementos de causalidad que llevaron a la constitucién de este concepto.
Precisamente en la linea de evolucion de dicho concepto es posible incorporar las
relaciones que se presentan a lo largo de la historia de las matemaéticas, entre ellas cabe
destacar:1) curva- ecuacion y 2) ecuacion-funcion, como elementos claves a la hora de
investigar su instauracion como concepto central en el analisis matematico.

A partir de esto se muestra una indagacion historica que permita dar cuenta del
proceso de transformacidn que sufrieron las matematicas cuando surge la representacion de
funciones mediante series de potencias en el siglo XVII y los diferentes problemas y
dificultades que se podian solucionar debido a los nuevos desarrollos en la matematica. Por
ello es necesario introducir el concepto de funcion. Asi, el segundo movimiento evolutivo
corresponde al paso que lleva de las ecuaciones a las funciones. Estos cambios
conceptuales nos plantean un problema histérico de gran importancia.

Historicamente los desarrollos de Descartes contribuyeron a la evolucion de

conceptos y nociones, que tiempo después sirvieron como base para el desarrollo de la
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nocion de funcion, la cual es fundamental en la constitucion del calculo infinitesimal y el
analisis.

En su Geometria (1637), Descartes toma como punto de partida las curvas que se
presentan de manera geometrica, apuntando a la forma de asociarles una ecuacion
algebraica. Las que cumplan la propiedad anterior se consideraban objetos geométricos; las
restantes corresponderian a nociones de otros campos del saber. De esta forma, la nocion de
ecuacion, incorporada a finales del siglo XVII y comienzos del XVIII, especialmente con
Descartes, juega un papel preponderante en la linea de evolucion de la nocién de funcion.
Aqui se vislumbran algunos procesos primitivos referentes a la variacion y al
establecimiento del sistema referencial.

Existen elementos de causalidad que en un momento determinado llevaron, a
establecer la representacion algebraica de una curva, la cual se definia como lugar
geométrico 0 de manera sintética. Ya constituida una teoria donde se relaciona la
representacion de curvas mediante ecuaciones, surge el problema de acoger un cierto tipo
de curvas que si bien se podian definir retorica o dindmicamente no era posible hacerlo a
través de ecuaciones, precisamente esta imposibilidad es lo que permitié plantearse a
Descartes e inclusive Fermat y Jan de Witt, la creacion de la geometria analitica.

En la linea de desarrollo de la curva comienzan a surgir curvas como las mecéanicas
las cuales no poseian una representacion explicita de manera algebraica, pero sin duda
aparecen unos objetos denominados series de potencias que se convirtieron, entonces en la
herramienta idénea que permitio desarrollar una teoria analitica para algunas curvas de este
tipo. Para ello fue necesario desarrollar una teoria de series, que incluia nuevas operaciones
como el paso al limite, sin embargo a raiz de que en los inicios de dicha teoria esta
operacion no existia de manera formal implicé gran dificultad en el tratamiento de los
procesos infinitos. Durante mucho tiempo se discutio, de manera informal, el problema de
la convergencia, sin embargo solo fue hasta los trabajos de Cauchy que se empezé a dar un
tratamiento formal al definir una serie como una sucesion de sumas parciales y al establecer

unos criterios que permitian dar una fundamentacion rigurosa para las sumas.
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Las curvas mencionadas anteriormente comienzan a sufrir un proceso de
aislamiento en la geometria de Descartes en la cual se acogen las curvas geométricas y se
relegan las mecanicas, debido a la inexistencia de un aparato tedrico que permitiera
asociarles una ecuacién algebraica, es decir, se trabaja solamente con curvas geometricas
aludiendo a la manera de visualizarlas como una ecuacion. A raiz de esto se plantean
diversos mecanismos de solucion relacionados con problemas propuestos por Descartes
tales como la construccion de la normal a la elipse, la parabola y la hipérbola. El trabajo de
Descartes fomenté nuevos procesos y dindmicas que dieron lugar a nuevas teorias
matematicas.

En este sentido se abrié un cumulo de discusiones con la manera de adaptar
ecuaciones a cierto tipo de curvas trascendentes. Sin embargo, Descartes creyd que era
imposible adoptar ecuaciones a este tipo de curvas, a las cuales denominé mecanicas.
Justamente, la respuesta a esta probleméatica empieza a abrirle el camino a otro tipo de
representaciones, como las series infinitas y de potencias, las cuales se revelan importantes
para la constitucion de la nocién de funcién. Las representaciones en series infinitas
comienzan a hacerse tangibles con los trabajos de Pietro Mengoli, Wallis, Mercator,
Newton y Leibniz, a mediados del siglo XVII.

El paso de las curvas a las ecuaciones y, luego, de las ecuaciones a las funciones, es
un proceso complejo debido a las difusas lineas de causalidad que llevaron a introducir
nuevas propuestas teoricas en diferentes latitudes. Precisamente la identificacion de los
elementos de interdependencias entre variadas nociones, que desembocaron en la nocion de
funcién es el planteamiento central de este trabajo.

El objetivo general del trabajo de grado es realizar un analisis histérico-
epistemoldgico en la linea de evolucion que ha llevado de la representacion de las curvas a
las ecuaciones y de las ecuaciones a las funciones, tomando como elemento directriz la
representacion en series de potencias. Para ello se tomard como referencia principal la

geometria de Descartes, De andlisis de Newton y el curso de analisis de Cauchy. Estas

! Como obras secundarias e intermedias a estos trabajos se vislumbran los trabajos de Jan de Witt, Leibniz,
Euler.
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obras indudablemente representan el parapeto teorico clave ligadas a la linea de evolucion
de la representacion.

Para lograr el objetivo general la tesis se ha organizado en cuatro capitulos. En el
capitulo | se presenta un recorrido histérico que involucra aspectos y concepciones
iniciales, relacionadas con el concepto de curva en la antigiiedad y la manera de trabajar
con las mismas segun: Menecmo, Euclides, Arquimedes, Apolonio y Pappus, siendo el
ultimo de éstos y su obra un elemento de gran importancia, puesto que el problema que
lleva su nombre posibilitd obtener algunos de los elementos que permitieron a René
Descartes obtener lugares geométricos a partir de los problemas lineales.

A partir de esto se visualiza el paso de la curva sintética a la ecuacion algebraica;
conduciéndonos a la creacion de la geometria analitica. EI periodo de tiempo para mirar la
concepcién anterior va desde el siglo V a.C hasta finales del siglo Il a.C. Nos interesa
identificar cual era la concepcion y tratamiento dado a las curvas en la antigiiedad y como
dicho tratamiento se convierte en un elemento que va delineando el desarrollo de la
ecuacion. El capitulo se compone de dos secciones.

En la primera seccion, compuesta por cuatro subsecciones, se discute el tratamiento
y la génesis de las curvas y las diferentes concepciones para los antiguos griegos, que segun
(Boyer, 2011) se realiza tomando como referencia una clasificacion que tomaba las curvas
en problemas lineales, planos y solidos. Bajo esta concepcion es que se evidencia el transito
y la transformacion del objeto curva hasta llegar a ser visto como una seccion de un cono.
También se muestra como algunos problemas como los propuestos por Apolonio y
retomados por Pappus no fueron solucionados sino hasta Descartes.

Posteriormente el tratamiento para las curvas brindado por los antiguos se traslada a
Descartes. En la seccion 1.2 se muestra como Descartes crea una serie de herramientas
tedricas basadas en supuestos geométricos provenientes de la teoria de razones y
proporciones de Euclides, que permiten dar solucion al problema de Pappus e introducir las

ecuaciones algebraicas, como solucion del mismo, donde la potencia de su técnica se ve
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reflejada en la obtencion de las conicas como relaciones funcionales de los segmentos
x e y. Todo lo anterior permea la unién entre la geometria y el algebra constituyendo asi las
bases de la geometria analitica.

Finalmente la representacion de ecuaciones adquiere un gran avance en los trabajos de Jan
de Witt, el cual sistematiza y establece una serie de teoremas para hallar ecuaciones de
conicas. En su obra se evidencia simplicidad al realizar sus enunciados y al utilizar la
notacién que Descartes utiliza.

A lo largo del desarrollo curva-ecuacion se acogen las curvas geométricas gracias al
puente entre la geometria y el algebra, sin embargo, las curvas mecéanicas siguen relegadas.
Es a partir de esto que se hace necesario abordar los comienzos de la teoria de series, sus
elementos iniciales y su proceso de instauracion.

En el capitulo 1l se muestra el tratamiento dado a las series numéricas en el siglo
XVII, para mostrar este desarrollo se analiza el tratamiento brindado a las series previo a la
obra de Isaac Newton, de esta forma en la seccién 2.1 se mira la importancia que ha tenido
la representacion de series infinitas como salida conceptual de las curvas mecénicas; aqui
se evidencia el problema de la limitacion referente a la operatividad de ciertas expresiones
bien sean algebraicas 0 mecanicas. Igualmente se realiza un inventario relacionado con las
curvas mecanicas conocidas desde los antiguos hasta Cauchy y como estas curvas abren
nuevas perspectivas del conocimiento.

En la seccion 2.2 se analizan las series numéricas antes de la creacion del calculo
infinitesimal, donde una de las primeras series infinitas obtenidas tiene raices en el método
exhaustivo de Arquimedes. En la subseccion 2.3 se referencia la obra de Wallis, aunque el
interés por esta obra no corresponde a la forma de realizar cuadraturas, sino mas bien a la
manera de operar las razones de series numeéricas infinitas y como este tratamiento se
constituye en uno de los elementos primigenios para las series infinitas.

En la seccion 2.4 se presentan los tratamientos brindados a las series por Mercator
en logarithmotechnia, donde se muestra la manera como las series de potencias se
relacionan con los logaritmos. Aqui evidenciamos una relacion entre el proceso de calcular

cuadraturas y la manera de hallar una expresion que relaciona una serie infinita;
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precisamente dicha relacién es la manera de expresar un logaritmo como una serie de
potencias. Este paso, de una expresién numérica infinita a una ecuacién® general infinita
que denota cierta dependencia de la “variable” x, representa un gran cambio cualitativo
respecto a la representacion. Se estaba enmarcando una de las primeras representaciones
mediante series de potencias vistas como una relacion funcional.

En la seccion 2.5 se muestra el tratamiento brindado por Newton y Leibniz, respecto
al uso de las series, precisamente Newton, por su binomio es uno de los mayores
precursores de la representacion mediante series de potencias. Mientras tanto Leibniz
instaura un método para resolver ecuaciones diferenciales usando series de potencias.
Estos procesos permitieron ampliar y extender la utilizacion de las series para hallar
cuadraturas y expresar curvas trascendentes (es el caso del logaritmo, la exponencial, la
cicloide,..etc.). En la seccion 2.6 se analiza como Newton trata las series y a partir de estas
logra obtener importantes resultados, tanto algebraicos como geométricos, es decir, las
series de potencias inicialmente aparecen para resolver el problema de las cuadraturas.
Todos estos procesos sin duda permearon la ampliacion de técnicas para obtener las series
trigonométricas y los procesos de reversion de series.

En la seccién 2.7 Leibniz trabaja con series y es el primero histéricamente en
aplicar estas a la resolucién de ecuaciones diferenciales, con esto se estaba inaugurando un
nuevo camino de aplicacién para las series, que ya no estaban ligadas a resolver Unicamente
cuadraturas sino a encontrar una antiderivada.

En la seccién 2.8 La serie de Taylor cambia el paradigma de la representacion,
puesto que a través de incrementos diferenciales era posible expresar una ecuacién como
una serie infinita, donde su valor estaria determinado por la derivada de la misma. Sin
embargo este resultado se muestra un tanto avanzado para la concepcion de la época.

En el capitulo Il se aborda el transito de la ecuacion algebraica a la funcién

tomando como elemento directriz los trabajos de Wallis, Newton, Leibniz, Bernoulli, Euler

% Tal como lo establece (Guicciardini, 2003, p. 77) “las series infinitas entendidas por Newton y sus
contemporaneos como ecuaciones infinitas. En 1665 los matematicos habian comenzado a apreciar el uso de
las series infinitas como representaciones de curvas de gran “dificultad. Curvas trascendentes”.
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y Cauchy. En este capitulo se muestra como, en la linea de desarrollo que va de la curva a
la ecuacion y de la ecuacion a la funcién, las series de potencias, se convierten en un
elemento crucial que amplia la representacion de curvas y la solucion de problemas fisicos
como el de la cuerda vibrante y la conduccion del calor. Para precisar este transito se hace
necesario considerar el segundo movimiento evolutivo, de la ecuacion a la funcién. En la
seccidn 3.1 se toman algunos elementos primigenios que consideramos representativos ante
este transito, entre ellos la nocién de cantidad variable® y la representacién mediante parejas
(x,¥) que permiten inferir una primitiva idea de la variacion respecto a un sistema de
referencia. En la seccién 3.2 se muestra cOmo estas ideas iniciales permearon unos atisbos
relacionados con la nocion de funcién proporcionados por Leibniz.

En la seccion 3.3, posterior a los descubrimientos de Newton y Leibniz, se muestra
como la introduccién de las curvas algebraicas posibilitaron nuevas representaciones de
expresiones, entre éstas las series de potencias. Se miran las diferentes definiciones dadas
que relacionan el concepto de funcién comenzando por la primera definicién dada por
Bernoulli, la cual admite que una funcion es una cantidad compuesta de cualquier manera.
Posteriormente se realiza un inventario de las definiciones de funcion dadas por Euler,
Condorcet, Lagrange, Fourier, Dirichlet, Cauchy y Bourbaki. El desarrollo del anélisis
matematico estuvo permeado por la introduccion, clasificacion, formalizacion y
objetivacion de los conceptos dados a lo largo del itinerario curva-ecuacion- funcion.

En la seccion 3.4 nos centramos en el tratamiento dado a las series con respecto a la
convergencia de Cauchy. La introduccion de criterios de convergencia y la idea de limite
permitid establecer un proceso formal y estructural que permitié esclarecer ciertos agujeros
negros de la matematica respecto al rigor, asi mismo abri6 interrogantes con respecto a los
primeros.

El capitulo IV corresponde a las conclusiones. Se muestra que las series de

potencias se desarrollan de manera transversal en el desarrollo de las matematicas,

® Compartimos la idea de (Youschkevitch, 1975, p. 52) , la cual sitla a Descartes como el primero en

introducir la dependencia en x ey como cantidades variables y que a partir de valores conocidos de uno es
posible conocer los del otro.
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especificamente en las lineas de desarrollo mencionadas anteriormente. Se discute acerca
de la relacion entre la historia de las matematicas y la educacion matematica.

Esperamos que los resultados de este trabajo sirvan como sustento tedrico para otros
trabajos relacionados en el campo de la educacion matematica y la historia de las
matematicas; asi mismo que contribuya en la linea de investigacion de historia. Por otra
parte alrededor de este trabajo gira la publicacion de dos articulos en revistas
internacionales. Principalmente estos trabajos estan relacionados con la obtencion de dos
resultados matematicos que involucran series de potencias y que permiten mostrar que las

series de potencias permiten obtener nuevas comprensiones sobre conceptos conocidos.*

4 \er anexos
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CAPITULO |

DE LA CURVAS A LA ECUACIONES: UN TRANSITO FUNDAMENTAL
DE LO SINTETICO A LO ANALITICO

«El que entienda a Arquimedes y
Apolonio admirara menos lo que los

esclarecidos hombres han inventado».

Leibniz

APOLONIO DE PERGA

En este capitulo se aborda un primer movimiento evolutivo como elemento inicial
que apunta a la constitucion de la nocién de funcién. Este movimiento corresponde al paso
de la curva a la ecuacion, tomando como punto de partida ciertas concepciones que se
presentan a lo largo de la historia de las matematicas. Se analizaran las diferentes
concepciones de la nocién de curva para los gedbmetras griegos, entre los que se destacan:
Menecmo, Euclides, Arquimedes y Apolonio, siendo la obra de este Gltimo un elemento de
gran importancia en la identificacion de las curvas por ecuaciones en la geometria analitica
de René Descartes. Este transito permea algunos de los elementos primigenios relacionados
con el desarrollo del concepto de funcion que siglos mas tarde desembocan en la creacion

del anlisis matematico. Precisamente, el problema central que abordamos en esta tesis es
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realizar un analisis histdrico- epistemologico de la evolucién del concepto de funcion y la

representacion de funciones mediante series de potencias.

1.1 EL CONCEPTO DE CURVA EN LA ANTIGUEDAD

Histéricamente el desarrollo de las matematicas se encuentra ligado con los
procedimientos argumentativos que se establecen en torno a los conceptos y sus
definiciones. A partir de esto es permisible hablar sobre las diferentes lineas de desarrollo
que se han fundado a lo largo del desarrollo de las matematicas. Particularmente se desea
analizar el paso de la curva a la ecuacién, como un paso fundamental que nos lleva de la
representacion geométrica a la representacion analitica. Uno de los entes mediadores de
este paso tiene su razdn de ser en la geometria de Descartes. Para entender este proceso se
hace necesario mirar cuél era la concepcion de “curva” en los antiguos griegos, entre los
que se destacan: Menecmo, Euclides, Arquimedes y Apolonio. Justamente los gedmetras

griegos realizaban la siguiente categorizacion de las curvas.

La primera, conocida con el nombre de lugares planos, contenia a todas las lineas
rectas y circunferencias; la segunda, conocida como la de los lugares solidos, estaba
constituida por todas las secciones cénicas; y la tercera categoria, conocida como la de
los lugares lineales, agrupaba a todas las curvas restantes. EI nombre dado a la segunda
clase venia sugerido sin duda por el hecho de que las cénicas no se definian como
lugares geométricos de puntos del plano que satisfacen una condicion determinada,
sino que se describian de una manera estereométrica como secciones de una figura
tridimensional por un plano (Boyer, 2011, p. 133).

Sin duda, las anteriores categorias permiten darnos una idea, en términos generales,
de las curvas que conocian los antiguos y de su tratamiento sintético. El uso de curvas se

hace necesario en la antigiiedad debido a que a partir de su tratamiento se abren nuevas
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maneras de abordar y solucionar problemas, entre estos los tres problemas clésicos de la
geometria griega los cuales giran alrededor de las curvas conocidas en la antigiiedad; la

cuadratura del circulo, la duplicacion del cubo y la triseccidn del angulo.

1.1.1 LAS CURVAS PARA MENECMO

Precisamente en el rastreo de las curvas empleadas en la antigliedad nos
encontramos con una de las primeras curvas construidas (diferentes de circunferencias y
rectas) antes de las conicas de Menecmo, que se conoce como la trisectriz de Hipias (siglo
V a.C); dicha curva permitié posteriormente resolver el problema de la triseccion del

angulo y la duplicacion del cubo.

La manera como se define esta curva se da en términos mecénicos, puesto que es el
resultado de dos movimientos independientes entre si. De esta manera para efectuar su
construccién se tienen en cuenta elementos como recta y giro. En este orden, Hipias
considera una recta paralela al eje horizontal que efectGa un movimiento vertical a
velocidad constante y otra recta paralela al eje vertical que realiza un giro a velocidad
constante, (Fig 1.1) de modo que al iniciar el movimiento, las rectas realizan las fases
1,2, 3, ... etc. (Fig. 1.1). Inicialmente las rectas CB y FE se encuentran perpendiculares. En
la medida que el movimiento se genera, se obtiene como resultado los pasos 2,3,...
sucesivamente se nota que las rectas iniciales al final coinciden generando la curva

trisectriz.

Cabe sefialar que esta curva es generada punto a punto, pero en el instante en que
las dos rectas iniciales se sobreponen en el eje horizontal ya no se genera curva alguna. La
razon de esto se da por la manera como se define ya que en su base ya no actdan dos

movimientos independientes que se intercepten y generen la curva.
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5
F1G1.1 FASES DE CONSTRUCCION DE LA TRISECTRIZ DE HIPIAS DE ELIS

A partir de la trisectriz de Hipias se comienza a vislumbrar un primitivo proceso de
generar curvas, las cuales eran distintas a circulos y rectas. En esta idea surgen maneras de
aplicar estas curvas a problemas de uso préctico, tal como lo realiza, Menecmo (375-325
a.C), quien descubre las secciones conicas como resultado de intentar dar solucion a uno de
los problemas clasicos de la geometria griega que era la duplicacion del cubo.

Una de las consideraciones de partida de Menecmo es la manera de considerar el
solido “cono circular recto”, el cual se clasifica en tres clases seglin el angulo del vértice:
acutangulo, rectangulo y obtuso. A partir de esto se caracteriza un objeto clave en la
determinacion de curvas, que es el plano que corta el cono, de esta manera se instaura una

manera sintética de hallar curvas, a saber, el circulo, elipse, la hipérbola y la parabola. Asi
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las secciones conicas podian ser generadas utilizando tres conos distintos: la elipse se
obtiene como el corte del cono acutangulo, la hipérbola como corte del cono obtusangulo y

la parabola como el corte del cono rectangulo.

Elipse Hipérbola Parabola

FiIG. 1 2. SECCIONES CONICAS.

La idea de Menecmo permite obtener nuevas representaciones de las curvas de su
época vistas de manera sintética. Estas nuevas representaciones producen interés por el
estudio de las secciones conicas y motivan a otros a resolver los problemas clasicos como
la cuadratura del circulo.

Precisamente Dinostrato (390 a. C. 320 a.C), hermano de Menecmo, se propone
realizar la cuadratura del circulo, para ello recurre a la curva trisectriz de Hipias, la cual le
proporciona elementos que le permitieron hallar un cuadrado equivalente al circulo.

En términos generales, lo que realiza Dindstrato es inaugurar una manera de cuadrar
el circulo usando la curva definida por Hipias. Su procedimiento se resume en hallar la
media proporcional entre los segmentos relacionados de la siguiente figura. Dindstrato

presenta un teorema el cual relaciona elementos geometricos de la geometria elemental.
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Justamente establece que el lado a de un cuadrado ABCD corresponde a la media

. . . AC AB
proporcional entre el segmento DQ Y el cuarto del arco del circulo AC, es decir TR

Para establecer esta proporcion Dinostrato realiza la demostracion por reduccion al
absurdo, para ello considera varios casos. ElI primero corresponde cuando el

segmentoDR > DQ (como se muestra en la figura) y establece una proporciéon como la
. AC AB
anterior — = —.
AB DR
Luego supdngase el circulo con centro en D y radio DR el cual se intercepta con la
curva trisectriz en el punto Sy también se intercepta con el punto T que se encuentra en el
lado AD del cuadrado, de igual manera se traza la perpendicular SU al segmento CD que
pasa por el punto S. Posteriormente Dindstrato utiliza un resultado conocido el cual
establece que los arcos de las circunferencias son entre si como sus radios es decir que

AC TR ., . . AC AB
5 = pp Ya que por hipdtesis se tenia que 5~ or ¢ puede establecer que TR = AB,

debido a estas primitivas propiedades y relaciones entre los arcos y los radios de las
circunferencias es que Dindstrato adquiere elementos que le permiten hallar igualdades
entre un segmento y un sector circular que permean de cierta manera la cuadratura del

circulo. De manera anédloga se demuestra que la proporcién establecida inicialmente no

AC AB
puede ser menor que DQ, por tanto -— = o € cumple.

28



FIG. 1.3 TRISECTRIZ DE HIPIAS

En sus trabajos, Menecmo presenta las raices primigenias de las conicas, a partir de
propiedades sustancialmente geométricas y de una manera muy particular e intuitiva de
obtener curvas vistas como secciones de un cono. Todo esto da lugar al uso y
representacion de conicas en una dimension vistas como objetos generados a partir de
solidos.

1.1.2 LAS CURVAS PARA EUCLIDES

Indudablemente los Elementos de Euclides representan un punto de quiebre entre el
quehacer matematico y la manera de analizar problemas en su época, representado como un
compendio sistematico el cual proporciona una serie de elementos conceptuales que

enriquecen la geometria y su manera de trabajarla, sin embargo, en su libro 11, se evidencia
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una manera peculiar de generar la esfera vista como la figura comprendida al girar un
semicirculo. Aunque en la época de Euclides no existia un corpus tedrico y numerico bien
definido no fue un impedimento para producir conocimiento.

Es en esta produccion de conocimiento donde Euclides aborda elementos que
relacionan la obtencion de curvas y su manera de verlas. Al igual que Menecmo, Euclides
posee la idea de cono sin hacer muchas referencias a las secciones conicas. Aunque es
probable que en los cuatro libros perdidos de Euclides, titulados las conicas, haya hecho
referencia a las mismas e inclusive producido aportes mucho mas significativos que los de
Menecmo pero no hay indicio esto.

Sin lugar a dudas, el manejo de las curvas presentado por los antiguos es
eminentemente geomeétrico, limitado a consideraciones tales como la manera de seccionar
un cono a partir de un plano. En este sentido cabe preguntarse ;Qué era una curva para
Euclides? Como se menciono, Euclides escribi6 cuatro libros sobre las secciones conicas de
los cuales, ninguno se conserva en la actualidad, pero para dar ideas acerca de este
interrogante esta busqueda nos conduce a los Elementos. Las definiciones dadas en el libro
I, brindan algunos visos de esta concepcién. Precisamente en este libro se presentan

explicitamente distinciones entre superficie, superficie plana y figura.

Para Euclides el concepto de figura representa un papel fundamental en su obra. En su libro | de los

Elementos®, establece que:

Def. 1.2: Un linea es una longitud sin anchura
Def 1.5: Una superficie es aquello que solo tiene longitud y anchura.

Def 1.7: Superficie plana es aquella superficie que yace por igual respecto de las lineas

que estan en ella.

Def. 1.14: Figura es aquello que esta contenido por cualquier limite o limites.

> Tomado de (Euclides, 1970)
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Estas definiciones dan una idea general acerca de qué era una figura para Euclides y su
manera de distinguirlas. Otra figura caracteristica en Euclides es el circulo, el cual lo usa
para realizar construcciones y demostrar proposiciones. De este distingue que el circulo es:

Def. 1.15:Una figura plana comprendida por una sola linea (llamada circunferencia) de tal
modo que todas las rectas dibujadas que caen sobre ella desde un punto de los que estan
dentro de la figura son iguales entre si.

Esta definicion resalta que para Euclides el circulo es una figura plana;
implicitamente se encuentra amarrada la idea de figura limitada y superficie, es decir con la
introduccion del circulo, definido con base a figura plana que satisface cierta propiedad, se
estd dando entrada a nuevas figuras que posean propiedades similares, y que satisfagan a su
vez la definicion; pareciera ser que Euclides posee alguna idea de lugar geométrico, aunque
no es muy claro; sin embargo en su libro 11, se evidencia una manera peculiar de generar la
esfera vista como la figura comprendida al girar un semicirculo. De esta manera Euclides
relaciona las figuras unidimensionales con las figuras sélidas en el sentido de que las
primeras permiten generar sélidos, simplemente con hacer rotaciones respecto a un "eje" de
referencia.

Al igual que Menecmo, es probable que Euclides distinguiera secciones generadas a partir
de figuras que poseen volumen.

Sin embargo Euclides comparte la manera en que Menecmo define el cono en
términos de figura plana; por esta razon, en la definicion 18 de su libro XI de los
Elementos, Euclides establece qué es un cono y da una manera de generarlo; asi mismo,
asigna las clases de cono que fueron usadas por Menecmo. De esta manera caracteriza y

amplia el conocimiento de las conicas en su tiempo. En el libro X1 establece que:
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Def.X1.18: Cuando un lado del angulo recto de un triangulo rectangulo permanece fijo
y el triangulo gira a su alrededor hasta volver a la posicion de la que empez6 a girar, la
figura formada es un cono. Si la recta que permanece fija es igual al lado del angulo
recto que gira, el cono es rectangulo; si es menor, obtusangulo; y si es mayor,
acutangulo.

Esta definicion es presentada de manera intuitiva describiendo las caracteristicas de
los conos. Aunque se puede establecer una conexion entre la manera como Euclides define
el circulo y el cono, bajo el supuesto de que Euclides es consciente de que para obtener
curvas bastaba seccionar el cono y para generar curvas como el circulo se limitaba a
cumplir una determinada propiedad. Segun lo anterior una curva para Euclides es referida
al contenido, a lo limitado por limites sean lineas, circulos y que denote un entorno
continuo, sin embargo cabe preguntarse ¢si un triangulo es una curva para Euclides o una
linea recta? Notemos que los elementos que constituyen un triangulo son lineas y a su vez

estas representan longitudes y son los limites del triangulo

1.1.3 LAS CURVAS PARA ARQUIMEDES

Arquimedes de Siracusa (287 a.C- 212 a.C) realiza multiples aportes. Entre sus
obras se destacan: la cuadratura de la parabola, sobre espirales, conoides y esferoides,
entre otros; Arquimedes trabaja con curvas en la misma linea de Menecmo, es decir como
secciones resultantes de las tres clases de conos, entre estas curvas se destaca la espiral de
Arquimedes, la cual se considera una curva mecéanica debido a la imposibilidad de
construirse mediante regla y compas.

En la obra de Arquimedes las curvas adquieren un gran estatus, puesto que las
utiliza como una herramienta que le permite la solucion de los problemas clasicos griegos.
Es el caso de la curva espiral, la cual es utilizada para resolver la cuadratura del circulo,

para calcular la longitud de un arco de circunferencia y la triseccion del angulo. La forma
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de definir esta curva se hace en términos de giros de lineas y la invariancia de un extremo
de la linea.

Para entrar un poco en detalle la construccion de la espiral se muestra en la
siguiente figura. En el paso 1, se traza una circunferencia y se divide por medio de radios
en este caso en seis partes, luego en el paso 2, se divide el segmento OA en tantas partes
como vueltas se quiera dar, después se divide el segmento OA en partes iguales, luego se
hacen circunferencias concéntricas y se unen las intersecciones con los respectivos radios

del circulo inicial con esto.

Fi1G.1.4 ESPIRAL DE ARQUIMEDES

Arquimedes extiende el universo de las pocas curvas conocidas en su época Y, al
igual que Menecmo y Euclides, las utiliza como herramienta que le permite abordar los
problemas griegos. En su caso para resolver el problema de la triseccion del angulo. Para

ello Arquimedes toma un pequefio segmento de la espiral, luego supone que el angulo que
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se quiere trisecar es POA, después se triseca el segmento OP, y se trazan circunferencias
con radios ORy OS siendo V y U las intersecciones con la espiral de Arquimedes
respectivamente, al trazar las semirrectas OV y OU se tiene de que el angulo AOU es la

tercera parte del POA.

FI1G. 1.5 TRISECCION DEL ANGULO DE ARQUIMEDES

El tratamiento dado por Arquimedes esta sin duda amarrado a la idea de cuadratura;
asi, en De la cuadratura de la pardbola realiza la cuadratura de un segmento parabdélico
para el cual utiliza el método exhaustivo® desarrollado por Eudoxo, que se soporta sobre la

proposicion X.1 de los Elementos.

® Proposicion X.1: (Elementos) Dadas dos magnitudes desiguales, si de la mayor se resta una magnitud
mayor que su mitad y de lo que queda otra magnitud mayor que su mitad y se repite continuamente este
proceso, quedara una magnitud menos que las magnitudes dadas. (Euclides, 1970)
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Indudablemente Arquimedes trabaja con curvas tales como la parabola, hipérbola y
algunas huellas de esto se identifica en su obra sobre las lineas espirales. De esta manera,
para construir curvas, Arquimedes utiliza el proceso denominado neusis;’ asi por ejemplo,
la parébola la construye como se propone en el libro IV de Pappus,® proposicion 43:

Para Arquimedes la construccion de la parabola se realiza en términos de las propiedades

establecidas para los diametros.

B

/ c \

FiG. 1.6 PARABOLA PARA ARQUIMEDES

Para Arquimedes no hay una directriz que permita establecer exactamente qué era
una curva, aunque posee la idea de seccion conica y trabaja con parabolas, hipérbolas y
circulos como se evidencia en su tratado Sobre conoides y esferoides; las aborda desde un

punto de vista intuitivo obteniendo la manera de generarlas conicas como secciones de un

"LLa construccion neusis (del griego vedoig de vedew neuein "direccion de inclinacion”; plural: vevoet euseis)
consiste en colocar un segmento de recta de una longitud dada (a) entre dos curvas dadas (I y m), de manera
que el elemento de el segmento de recta dado, 0 su extension, pasa a través de un punto dado P. Uno de los
extremos del segmento tiene que apoyarse sobre I, el otro extremo sobre m, mientras que el elemento linea se
inclina en la direccién P de tal manera que el mismo segmento o su prolongacién pase por P. Definicion
tomada de (Sefrin-Weis, 2010)

8 Ver (Sefrin-Weis, 2010, p. 165)
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cono. El trabajo de Arquimedes enmarca una de las primeras huellas del calculo, en el
momento en que utiliza métodos de aproximacion para realizar ciertas cuadraturas. La
curva es el aparato tedrico de fondo que permite ampliar el conocimiento, resolver
problemas y crear procedimientos geométricos, sin ellas su acometido estaria destinado a

fracasar.

1.1.4 LAS CURVAS PARA APOLONIO

Posterior a Arquimedes, se encuentra Apolonio de Perga (262-190 A.C); en sus
obras se vislumbra un amplio tratamiento relacionado con las secciones conicas. Para ello
Apolonio recurre a los trabajos de Menecmo y adquiere algunas ideas de sus secciones
conicas tales como el plano que secciona el cono y las clases de conos definidas.

Para Apolonio era crucial dar una definicion geométrica a cada curva que era
producida por intersecciones del cono con un plano, de esta manera distinguia las curvas,
vistas como secciones conicas. Esta distincion propicia un cambio conceptual en la manera
de cdmo se trataban las curvas en su época, vistas como algo netamente geométrico.

Precisamente en su obra titulada las conicas® la cual representa un papel
preponderante en la idea de que para Apolonio una curva podia representarse como un corte
de un cono que no necesariamente debia ser recto a diferencia de la idea de Menecmo, mas
bien, Apolonio utiliza un Unico cono donde logra obtener las tres conicas basicas (parabola,
hipérbola, elipse),aparte de estas conicas base, Apolonio realiza una construccién para el

circulo, el cual puede verse como el conjunto de puntos que satisfacen cierta propiedad.

% El tratado titulado las cénicas (Roshdi, 2008) , se compone de 7 libros en los cuales proporciona una serie
de definiciones y teoremas relacionados con la manera de hallar secciones conicas y las propiedades de las
mismas, como didmetros, cuerdas, etc.
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Precisamente dicha propiedad se refiere a que dados dos puntos A y B se requiere encontrar

el lugar geométrico® de los puntos del plano P de tal forma que se satisface que % =k.

Para Apolonio es claro que la manera para hallar un circulo es con base al
establecimiento del término lugar geométrico, que no habia sido usado por los gedmetras
griegos aunque él persiste en la idea de que para hallar las conicas base se debe tener un
unico cono. De esta manera para derivar el circulo considera un cono de base circular
oblicua y una seccién triangular del cono ABC (fig. 1.7), luego un punto P situado sobre el
sector circular DPEque se encuentra paralelo a BFC , con esto se puede mostrar que los
triangulos AHK y ABC son congruentes y a partir de propiedades del circulo obtener la
seccion conica deseada.

F1G1.7 CIRCULO VISTO COMO UNA SECCION DE UN CONO

10 Apolonio en su primer libro usa ocho definiciones. En una de estas define implicitamente lo que es una
seccion conica. Def.1.1. Si desde un punto no situado en el plano de un circulo se traza a la circunferencia de
éste una recta, se prolonga en sus dos direcciones y, permaneciendo fijo el punto, se hace recorrer a la recta la
circunferencia hasta que vuelva a su posicion inicial, llamo superficie cénica a que, descrita por la recta, se
compone de dos superficies opuestas por el vértice que se extienden al infinito, lo mismo que la recta
generatriz; y llamo vértice de la superficie al punto fijo, y eje a la recta trazada por éste y el centro del
circulo. (Roshdi, 2008, p. 7)
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Es asi, que para generar la elipse consideraba un sector circular de un cono
oblicuoABC (Fig.1.8), luego un punto P que pertenezca a la seccion HPK, de modo que
prolongando HK se intercepte con BC en el punto G. Asi al cortar el cono con el circulo

DPE y con el plano HPK se obtiene el segmento PM, donde los tridngulos HDM y HBG

. DM BG . -
son semejantes, entonces tenemos que —- = —. Analogamente los triangulos MEK y KCG

son semejantes asi ﬂ = ﬁ
J MK~ KG’

De las propiedades de la circunferencia y combinando lo anterior se obtiene que
PM? = (HM.BG/HG)(MK.CG/KG) (MK.CG), modernamente esta ecuacion puede ser

rescrita como y? = kx(2a — x) siendo PM = y,HM = x, HK = 2a que corresponde a la

ecuacion de la elipse con vértice H y eje mayor HK

F1G1.8 LA ELIPSE VISTA COMO LA SECCION DE UN CONO
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En Apolonio se pueden destacar dos lineas de desarrollo presentes en su obra:

1. La manera de generar conicas mediante un compendio sisteméatico cargado de

supuestos geométricos y espaciales.

2. La manera de enriquecer unos objetos existentes denominados curvas que
posibilitaron la ampliacion y reduccion de los métodos para hallarlas tales como la

consideracién de que a partir de un Unico cono podia encontrar las curvas:

= Una parébola cuando ella era llevada paralelamente por una generatriz.
= Una hipérbola cuando ella cortaba las dos capas del cono.

= Una elipse cuando ella cortaba todas las generatrices.

3. La manera de usar el objeto curva para proponer problemas que relacionen

conicas, puntos y rectas.

En este orden, como en el caso de las conicas, Apolonio define y genera la
herramienta y luego le encuentra aplicacion. Es preciso sefialar que segun la concepcién de
los antiguos unos se vuelven subsidiarios de los trabajos de sus antecesores y varios de
ellos poseen puntos de convergencia; en esto se muestra la conexion y la caracteristica

comun en las obras de los griegos anteriormente mencionados.
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Apolonio logra identificar las muchas propiedades de las curvas que son conocidas,
entre ellas™: ejes, centros, diametros, asintotas, focos, tangentes y normales que sirven de
sustento tedrico para Fermat y Descartes.

Aunque los trabajos de Apolonio no solo son limitados al tratamiento de las secciones
conicas, también se ocupa del tratamiento a los problemas que segun la clasificacion de los
geodmetras griegos corresponden a los tipos de problemas planos en los cuales sucumben
las rectas y los circulos. Uno de estos es cuando se propone un problema en el que se deba
hallar una recta que estuviese generada a partir de dos condiciones iniciales dadas*? . Otro
ejemplo de esto es en su tratado de tangencias, el cual propone hallar un circulo ligado a
ciertas condiciones iniciales®®, lo que crea problemas en su solucién. Uno de los problemas

propuestos por Apolonio es el referido a encontrar el lugar dadas tres o cuatro lineas.

Dadas tres o cuatro lineas en un plano, encontrar el lugar de un punto P que se mueve de tal
forma que el cuadrado de la distancia de P a uno de estos es proporcional al producto de las

distancias de las otras dos.**

De esta manera, el problema abierto es acogido por Pappus el cual propone cémo
hallar el lugar relacionado con tres o cuatro lineas.

Si miramos el tratamiento histérico del concepto de curva en la antigledad
encontramos varios puntos de convergencia en su tratamiento, uno de estos es la manera

geomeétrica y sintética que se evidencia en las obras de Menecmo, Euclides, Arquimedes,

1 precisamente (Roshdi, 2008, p. 7) muestra que los trabajos de Apolonio permitieron introducir conceptos
como longitudes de didmetros y didmetros conjugados.

2 Uno de estos problemas aparece en Secciones en una razén dada. Dadas dos rectas y un punto sobre cada
una de ellas, trazar por un tercer punto dado una recta que corta a las anteriores en segmentos que estén en
una razén dada.

13 Dadas tres cosas, cada una de las cuales puede ser bien un punto, una linea recta o un circulo, dibujar un
circulo que pase a través de cada uno de los puntos dados o que toque las lineas rectas o circulos.
(Posteriormente resuelto por Isaac Newton).

% Ver (Roshdi, 2008, p. 4)
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Apolonio y Pappus. Si bien esta manera es abordada en sus trabajos, la idea de cono es
fundamental y crucial a la hora de hallar curvas mediante secciones conicas.
A partir de aqui se comienza a instaurar un tratamiento geometrico a las curvas que

siglos mé&s tarde servirdn de sustento tedrico para Descartes. Precisamente, Descartes

. . . . A Cc
soluciona el impase relacionado al momento de establecer proporciones como 5=
permitiendo expresarlas como el producto de medios es igual al producto de extremos, es
decir AD = CB. El lujo tedrico de Descartes se justifica con la definicion de multiplicacion

segmentos.

1.2 IMPORTANCIA DE LA REPRESENTACION SIMBOLICA COMO PASO PREVIO A LA
REPRESENTACION DE LAS CURVAS MEDIANTE ECUACIONES

«Las Matematicas tienen invenciones muy

sutiles y pueden utilizarse tanto para

contentara los curiosos como para

] facilitar todas las Artes y disminuir el
RENE DESCARTES (1596-1650)

trabajo de los hombres.

Descartes

Frente al discurrir histdrico presente a lo largo de los diferentes trabajos relacionados
con las curvas, segun la concepcion de los antiguos, en el siglo XVII en los trabajos
presentados por René Descartes (1596-1650) aparece una salida conceptual que permite

acoger e introducir ecuaciones a los problemas planos. Justamente se presenta la manera de
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cdmo amarrar una ecuacion a una curva, a partir de aqui se empieza a observar una cierta
dependencia entre el proceso de generar ecuaciones a partir de las curvas dadas, vistas
como situaciones netamente geométricas.

Asi, al tomar las curvas definidas por los antiguos como las secciones conicas, se
asigna una ecuacion algebraica a partir de una serie de presupuestos geométricos y
algebraicos propuestos en (Descartes R. , 1637). Es decir se estaba enmarcando la union
entre la geometria y el algebra, estableciendo la geometria analitica, donde dicha union
representa un gran catalizador conceptual que permitié resolver problemas que no fueron
resueltos por los antiguos; como el problema de Pappus.

Aunque el algebra, antes de Descartes, tiene raices alrededor del afio 1544 en los
trabajos de Nicoles Oresme, Girolamo Cardano (1501-1576), Tartaglia con la manera de
resolver ecuaciones como la cuadratica y cubica, la manera retorica infundida por Diofanto
sufre un cambio en su sintaxis. Descartes no es el Unico que resuelve ecuaciones los
antiguos también lo hacian pero solo resolvian ecuaciones de la forma P(x) = 0, mientras
que Descartes resuelve ecuaciones de la forma P(x,y) = 0.

Para tener una representacion de una curva como una ecuacion, hubo necesidad de
establecer un sistema numérico amarrado a la representacion geométrica y la representacion

simbolica de las ecuaciones. Tal como lo establece (Recalde, 2013, p. 8)

La unidad juega un papel referencial, diferente al caracter absolutista de la
aritmética euclidiana. Para Descartes, ella no constituye el punto de partida sino
gue se define de manera convencional. Esto significa que el producto de dos lineas
guarda intima relacion con la linea que se tome como unidad y no tiene un
resultado Unico como en el caso de los numeros.

Esto permiti6é que Descartes, en la geometria, definiera el uso de la magnitud unitaria,
que le permite definir la multiplicacion de segmentos como un segmento; es decir obtiene

la ley de cerradura para segmentos.
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Para ello, Descartes define formalmente la multiplicacién de segmentos mediante la
nocion de cuarta proporcional, establecida por Euclides en la proposicion VI.12 de los
Elementos. Descartes entiende que para multiplicar dos segmentos BD y BCse hace
necesario definir un segmento unidad AB y encontrar un segmento EB, que sea la cuarta

proporcional de los segmentos BD, BC; AB, esto es segun la (fig. 1.9)

FIGURA 1.9 MULTIPLICACION DE DOS SEGMENTOS BC

Y BD.
AB DB
BC EB

Por tanto EB es el producto de BC y BD.

Cabe sefialar que Descartes abre un nuevo campo conceptual con el hecho de

incorporar un segmento unitario, a partir de esto, extiende una propiedad numerica al
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campo de las magnitudes que puede escribirse como 1 X EB = BC X DB. Para Descartes

no es suficiente esta definicion sino que ademas incorpora la divisién y la radicacion.

Para la division entre segmentos se sigue el siguiente proceso. Supongamos que se

quiere dividir BD entre BC,

FIGURA 2.0 DIVISION DE DOS SEGMENTOS BD Y
BC.

Luego BE es el resultado de dividir BD entre BC.

Otra operacion definida por Descartes es la radicacion, para la cual considera el
segmento AB. Construye el segmento AH, siendo este la suma de AB y la unidad BH.

Después se traza la circunferencia ATH, donde el diametro es AHy radio AF.
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F1G. 2.1 EXTRACCION DE RAiZ

AB _ BI

BI  BH
Por lo tanto,

Bl =VAB

En el sentido de (Recalde, 2013, p. 8) la unidad cartesiana representa un cambio
significativo en lo referente a la nocidn de nimero, ya que le permite a Descartes dotar a los
segmentos de las operaciones aritméticas brindando un estatus mas general, posibilitando
la operatividad entre segmentos como una operacion bien definida. Toda esta maquinaria
teorica, de las proporciones de Euclides y la representacion segmentista, se convierte en
una poderosa técnica para introducir ecuaciones algebraicas. Para realizar esto, Descartes
establece una notacion particular que simplifica la notacion dada por los antiguos para los

segmentos, para multiplicar dos segmentos BD y CH, los designa como a y b
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respectivamente, su producto se escribe como ab, igualmente para la suma y radicaciéon. A
partir de esto se comienza a establecer un nuevo lineamiento referente a la escritura y la

introduccién de nuevas operaciones.

Al introducir una operatividad entre segmentos surge una nueva concepcion
relacionada con la manera de abordar problemas. Un vivo ejemplo se presenta cuando
Descartes resuelve la ecuacion de segundo, tercer y cuarto grado, donde con base a una
situacion geométrica determinada logra hallar una conexion entre su método de solucion de
problemas y la manera de producir ecuaciones. Para ello, supone que el problema como
resuelto y considera una linea z que es la que desea hallar en el caso de la ecuacion de la
forma zz = az + bb.

Pero Descartes va un poco mas alla del tratamiento brindado en el caso de la
ecuacion cuadrética y se pregunta por la solucién del problema de Pappus que ni Apolonio
y Pappus lograron solucion alguna, presentando una brillante solucion, mediada por la

geometria y el algebra.

1.3 LA NOCION DE CURVA EN DESCARTES

En términos generales Descartes en su primer libro establece un procedimiento que
relaciona los problemas que pueden construirse usando unicamente lineas, rectas y circulos,
Descartes entiende y caracteriza (Qué es una ecuacion? Tal como se establece en la

geometria:

Si, pues deseamos resolver un problema, inicialmente debe suponerse efectuada la
solucion, dando nombre a todas las lineas que se estimen necesarias para su
construccidn, tanto a las que son desconocidas como a las que son conocidas. A
continuacion, sin establecer distincion entre las lineas conocidas y las desconocidas,
debemos descifrar el problema siguiendo el orden que muestre, de modo méas natural,
las relaciones entre estas lineas, hasta que se identifique un medio de expresar una
misma cantidad de dos formas: esto es lo que se entiende por una ecuacion pues los
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términos de una de estas expresiones son iguales a los de la otra (Descartes R. , 1637,
pag. 392).

La nocion de curva en Descartes adquiere un sentido geométrico-algebraico, a partir
de esto se permea la distincion de curvas como el resultado de una construccion geométrica
particular, donde dicha construccién permite adquirir propiedades y caracteristicas de la
curva en mencion. La forma de interrelacionar lineas-segmentos con expresiones
simbdlicas (ecuaciones) es lo que permite, a Descartes, ir mas alla del caracter geométrico y

realizar un transito hacia lo analitico, es decir, amarrar una ecuaciéon a una curva.

1.3.1 DESCARTES Y EL PROBLEMA DE PAPPUS

Pappus de Alejandria (290 a.C-350a.C) realiza una gran compilacién, organizacion,
clasificacion y generalizacion del conocimiento proveniente de las obras de sus antecesores,
en su obra la coleccién matematica®®. Al igual que Menecmo, Arquimedes, Euclides y
Apolonio hace distincion entre la clasificacion de los problemas, planos, sélidos y lineales.
Los primeros se limitan a las construcciones mediante circulos y lineas rectas. Los
problemas sélidos pueden ser solucionados mediante el uso de las secciones conicas y los
lineales involucran los dos anteriores, es decir pueden resolverse utilizando circulos, lineas

y secciones conicas.

1> Compartimos la tesis de (Sefrin-Weis, 2010, p. XIV) quién establece que: la coleccién IV de Apolonio
puede leerse y fue entendida, como un unificado, coherente y esencialmente un exhaustivo reconocimiento de
la tradicion geométrica clasica desde el punto de vista de los métodos.
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Al igual que sus predecesores, Pappus se interesa por los tres problemas de la
antiguedad griega considerando la duplicacion del cubo y la triseccion del angulo como
problemas que pertenecen a los sélidos y considera la cuadratura del circulo como un
problema lineal.

Pappus brinda un tratamiento a las curvas y utiliza las secciones cénicas para
resolver problemas tales como la manera de generar alguna de las secciones conicas
(curvas) dadas tres o cuatro lineas (rectas). Aungque Apolonio y Euclides se plantean estos
tipos de problemas preguntandose por el lugar generado dadas cierta cantidad de lineas y
angulos conocidos. Sin embargo el problema en general queda sin resolver hasta Descartes
quien reconoce la manera de encontrar una curva o lugar geométrico, donde el elemento
principal es la introduccion de las ecuaciones algebraicas y una notacion especial para los
segmentos.

De tal forma, como lo establece (Arboleda, 2012, pag. 3), el problema de Pappus
pertenece a la clase que hoy conocemos como problemas de lugar geométrico en cuanto a
su solucion comporta la construccién de una curva algebraica. Pero cabe preguntarse si
¢Pappus era consciente de que su planteamiento en realidad correspondia a la generacién de
curvas? La respuesta a este interrogante es si, y se presenta en el hecho de que Pappus
soluciona el problema para dos y tres lineas.

En la solucion del problema de Pappus se evidencia un uso implicito de un sistema
coordenado, aungue no necesariamente este sistema se encuentra constituido por dos rectas
perpendiculares como se usa modernamente, sin embargo en el tratamiento dado por
Descartes se vislumbra la dependencia entre los términos conocidos y desconocidos. Para
precisar un poco veamos como se constituye el problema y cémo su solucion se convierte
en un fuerte indicador de la manera de producir curvas y asociarles una ecuacion
algebraica.

Por ejemplo, Pappus se pregunta por el lugar generado dadas dos lineas rectas, dos
angulos y una razon dada. Justamente el caso de dos lineas rectas dadas corresponde a un
lugar plano. La siguiente construccion detalla un poco esto. De acuerdo con (Arboleda,

2012) consideremos dos rectas, L y M, dos angulos @ y 8 y una razon 8 conocidos. Luego
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se asignan p; , p, como las distancias desde la recta L al punto P y la distancia de la recta M

al punto P respectivamente. El problema consiste en encontrar los puntos P de tal forma

que la proporcion Z—l = 6 se mantenga constante.
2

P1

|

\ 8
FIGURA 2.2. PROBLEMA DE PAPPUS PARA DOS LINEAS RECTAS
DADAS.

Ante todo Pappus no resuelve el problema para una mayor cantidad de lineas rectas,
el que se encarga de desentrafiar este problema geométrico y dar cuenta del lugar
geométrico generado es Descartes, en su segundo libro de la geometria Sobre la naturaleza
de las lineas curvas.

De esta forma Descartes visualiza la posibilidad de aplicar su nuevo método a los
problemas que estuvieran asociados a una situacion geométrica en particular. Es asi como
problema de Pappus adquiere una gran estatus en la manera de ver los problemas de orden
lineal.

En la Geometria, Descartes referencia a Pappus en el sentido de que se evidencia la
lectura previa de Descartes a la obra de Pappus Ilamada la coleccion, exactamente en el

libro V11 de Pappus se expone el problema para n lineas sin una solucion evidente.
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Pappus establece:

Si son dadas tres lineas rectas en posicidn, y si son trazadas otras tres lineas rectas
desde un mismo punto formandose angulos conocidos con las tres lineas dadas, y si, a
su vez, es conocida la proporcion del rectangulo formado por dos de las lineas trazadas
con el cuadrado de la otra, entonces el punto se encuentra en un lugar sélido, dado en
posicién, es decir, sobre una de las tres secciones conicas. Y si, de nuevo, se trazan
lineas sobre cuatro rectas dadas en una determinada posicion, en &ngulos dados, y se
da la proporcion del rectangulo formado por dos de las trazadas con el formado por las
otras dos, entonces y de modo semejante el punto se encuentra en una seccioén conica
Por otra parte, se ha demostrado que Unicamente a dos lineas, el lugar del punto no es
de los que son conocidos; es de los Ilamados simplemente lineas, sin conocerse nada
mas sobre su naturaleza o propiedades. Una de ellas, no la primera, pero si la mas
clara, ha sido examinada, siendo de utilidad. Las proposiciones relacionadas con las
mismas son éstas’®.

De acuerdo con Descartes, Pappus es consciente de que el lugar generado
corresponde a una seccion conica, mas aln, que existe una manera de producir conicas
donde la situacion geométrica es un elemento que particulariza el problema. Por esta raz6n
aparece una concepcion que relaciona los sélidos y un conjunto de premisas que anteceden
la curva generada. En otras palabras, se esta reivindicando una union entre los entes lineales
(lineas, rectas) y los entes solidos, que constituyen el trasfondo conceptual de base para
producir y conocer las propiedades de una curva. Sin embargo Pappus presupone un
problema para el caso de que el nimero de lineas sea mayor que cuatro, ¢Qué lugar es
generado para cinco lineas o mas? Indudablemente Pappus no logra caracterizar la
naturaleza, ni las curvas para este tipo de consideraciones, pero si establece la directriz del
problema:

'® Tomado en (Descartes R. , 1637, pag. 399)
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Para cinco lineas rectas, dadas en posicion, sobre otras rectas bajo &ngulos dados, y se
da la proporcién entre el paralelepipedo rectangulo comprendido bajo tres de las
trazadas y el paralelepipedo rectangulo comprendido bajo las otras dos y otra linea
dada, el punto se encontrara sobre una cierta linea"’,...

Esta manera de plantear el problema presupone que el problema propuesto, podria
ser solucionado, sin embargo, Pappus presenta sefiales referentes a una posible solucion,
mas no lo resuelve debido a la carencia de aparato tedrico al identificar que la solucion
caeria sobre una linea.

Aunque Pappus plantea el problema, es Descartes quien da respuesta al mismo,
realizando una caracterizacion y generalizacion del problema para una mayor cantidad de

lineas rectas dadas, tal como se introduce en (Alvarez, 2000, p. 43)

Descartes en ningin momento sefiala explicitamente la naturaleza de la linea o lugar
geométrico de los puntos que dan soluciéon al problema para n lineas... Destaca de
inmediato la clasificacién de curvas en grados.

"Tomado de (Descartes R. , 1637, pag. 400)
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Casos Cantidad
de lineas Se hallan los puntos con:

rectas
1 34,5 Regla y compés
2 6,7,8,9 Geometria de sélidos (secciones conicas)
10,11,12,1 |Linea curva de un grado mayor que las
3 3 secciones conicas
14, 15, |Linea curva de un grado mayor que la
4 16,17,... precedente.

TABLA 1 CARACTERIZACION Y GENERALIZACION PARA EL PROBLEMA DE PAPPUS.

En este sentido el problema de Pappus comienza a sufrir un proceso de organizacion
provista por Descartes y cabe duda que este problema representa en Descartes un punto
clave al escribir la geometria, en el sentido de que permite la aplicabilidad de un aparato
tedrico constituido fundamentalmente por elementos de la teoria de proporciones de
Euclides, los aportes y las propiedades de las curvas descubiertas por Apolonio y el
simbolismo algebraico procedente de la notacién utilizada por Vieta.

El problema de Pappus consiste en encontrar el lugar generado dado cuatro rectas y
cuatro angulos. Como primer paso Descartes da cuatro lineas AB,AD,EF,GH como se

muestra en la figura.
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FIGURA 2.3 RECTAS DADAS PARA EL PROBLEMA DE PAPPUS

Luego de ello supone un punto € como la solucién del problema, de tal forma que
al realizar ciertas prolongaciones sea posible encontrar una ecuacién que me permita hallar
las lineas rectas que pasan por el punto C en términos de cantidades conocidas y
desconocidas, de esta manera se interrelacionan segmentos.

Como punto de partida Descartes supone que el problema esta resuelto; siendo el
punto C la solucion, luego asigna las cuatro rectas dadas en posicion mas no se da su
longitud de las mismas, siendo estas AB, AD, EF,GH los angulos se dan en términos de
trazar las lineas desde el punto C; CB,CD,CF y CH. y sus respectivos angulos dados
£CBA, 2 CDA, 2 CFE, £ CHG. A continuacién realiza asignaciones para las lineas dadas,
siendo AB = x, BC = y la asignacién dada para estas dos lineas radica en el hecho de que
se utilizan como sistema referencial que mas tarde servira como parte de la solucion del
problema que se traduce en una “ecuacion” en términos de dos variables. En este momento
Descartes utiliza el sistema referencial que modernamente se puede traducir como las
coordenadas (x,y) .

Aunque el sistema dado por Descartes es oblicuo, no se separa mucho de la idea

moderna debido a que para cada segmento y 6 x que suponga conocido, puedo encontrar
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uno en términos del otro. Es decir posee la idea de tabular (Fig. 2.4). Descartes logra

establecer la siguiente cadena de igualdades.

FIGURA 2.4 EL PROBLEMA DE PAPPUS

Al establecer la siguiente proporcion pareciera ser que se obtuviera un error1®

®para mostrar que los “angulos del triangulo ARBson dados” observemos que el angulo ZBAR es dado,
porque subyace de dos rectas dadas que son DA y AB. También el angulo ZABR porque es el suplemento de
2CBA ,y £BRA es el suplemento de ZBAR y £ABR. A continuacion la proporcion AB y BR es conocida
surge del hecho que como los angulos ARB y BAR son conocidos entonces sin ARB: sin BAR = AB: BR. El
procedimiento anterior se puede aplicar para los otros triangulos presentes en la (Fig.2.4.) donde la magnitud
z representa una magnitud- parametro que sirve para medir y establecer las proporciones dadas.

19 pareciera ser que al aplicar la ley de los senos para los demas triangulos que se muestran en la figura
apareciera un error en la geometrie (Descartes R. , 1637, p. 28), precisamente en la parte donde se establece la

. . ., CR V4 . . . . .
siguiente proporcion —- = - (1). El error radica en que al realizar el proceso minuciosamente determinado
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CR _sinDRC _sinARB _z

CD  sinCDR sinCDR ¢

Después de encontrar la manera de relacionar segmentos y angulos conocidos con
desconocidos, de establecer proporciones y de valerse de las propiedades de la semejanza

de tridngulos, Descartes aplica el procedimiento mencionado en su libro I.

En primer lugar supongo la cosa ya hecha, y para aclarar la confusion entre todas estas
rectas, considero una de las dadas y una de las que se deben encontrar, por ejemplo
AB'y CB, como las principales y a las cuales trato de referir todas las demés. Sea x el
segmento de recta AB, entre los puntos A y B; y seay el segmento BC... (Descartes R.
, 1637, p. 28)

De esta forma, Descartes sintetiza la representacion de los segmentos a una escritura
un poco mas simple, asi la respectiva asignacion para los segmentos inicialmente dados
adquiere la forma EA = k,AG =1[,AB = x,BC =y, con lo que la figura dada para el

problema de cuatro lineas se transforma en

. CR .
las proporciones dadas, nos lleva al resultado de que o= E (2) lo cual contradice lo supuesto por Descartes.

Y si se tomara la proporcion (2) los resultados esperados para segmentos como CD tendrian otra forma
algebraica. Para subsanar este problema creo que Descartes debid haber considerado la proporciéon CD: CR,
sin embargo como z representa un pardmetro que se supone constante para el resto de proporciones
establecidas con cierto artificio se puede subsanar dicho error.

55



FIGURA 2.5 ASIGNACIONES DE LAS RECTAS Y ANGULOS EN POSICION

Se tienen en cuenta la cadena de igualdades dada al inicio y con base a la
asignacion y conocimiento de los segmentos y angulos conocidos y desconocidos, se

obtienen las siguientes igualdades:

I N

b . AB
RB == (Puesto que se establece larazén =— = = = )
z RB b RB

Puesto que BC = y la linea CR se expresa como:
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bx
CR=BC+RB=y+7

- R _ brye _ ye | bex ili ion B =2 =
CD—CRxCD_(y+Z) =—+ (Utiliza la proporcion CD—Cdonde CD =-X

z z2 z

CR)
La linea EB se puede expresar como: Siendo EA = k,AB = x

EB=FEA+AB=k+x

d _ (k+x)

BS=EB><;

dk +dx
d=
z

(Utiliza la proporcién % = gdonde BS = 2 X EB)

VA

La linea CS se expresa en términos de los segmentos anteriormente hallados:

dk +dx zy+dk +dx
z

CS=CB+BS=y+

CF = CS x g = (W)i = ey tdektdex ytiliza la proporcion % =~ donde CF =

z z2

d
;XCS)

G=AG—-AB=1—x
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foqonf SIS

BT =BG X—==
z z z

l—fx +fl—fx
(T=BC+BT=y+L Zf Ay

Z
g _9zy+fgl—fgx

CH =CT x= >
Z Z

A partir de la introduccién de una nueva representacion y expresion de ecuaciones
algebraicas en funcion de segmentos, comienza a verse un cambio cualitativo en la manera
de ver las curvas no solamente como una situacion geométrica particular, sino como una
expresion analitica, que permite conocer propiedades de la curva tomando como referencia
un sistema de coordenadas determinado. Es en este momento que el objeto “curva”
comienza a trascender hacia los elementos algebraicos denominados “ecuaciones”.

Precisamente las lineas de causalidad tedrica presentes en Descartes que
permitieron abordar el problema de Pappus y dar solucion al mismo, se engendran en la
manera de solucionarlo y con mas fuerza en la manera de tomar curvas (secciones conicas)
y amarrarles una ecuacion algebraica que denotara su representacion, mas aun, cuando no
solamente la manera de hallar ecuaciones se limita a resolver el problema de Pappus sino a
la creacion de un “instrumento” generalizado que da cuenta de muchas otras curvas
diferentes a las secciones conicas , es decir que posean un grado mayor que una ecuacion
de segundo grado.

Indudablemente con las diferentes relaciones que se presentan en la cadena de
igualdades presentadas por Descartes y los nuevos segmentos que aparecen en términos de
x e y, se muestra una dependencia entre las magnitudes inicialmente dadas, sin embargo,
con la eminente solucion del problema de Pappus y el evidente proceso de algebrizacion de
las magnitudes cabe preguntarse, si ¢Descartes es consciente de que la solucion del

problema implica la generacion de las secciones conicas?
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La solucion del problema se hace tangible en el sentido de que Descartes encuentra las

longitudes CH, CT, CF, CS, como las lineas que pasan por C.

Estas lineas cumplen la condicion de Pappus, que se puede establecer la siguiente proporcién:

CB _CH
CD CF

Con la propiedad de cerradura definida anteriormente para la multiplicacién y division de
segmentos tenemos la condicion del problema de Pappus

CBXCF =CHXCD

Sustituyendo los valores encontrados para cada segmento con la notacion dada por

Descartes obtenemos la siguiente expresion,

ezy +dek +dex gzy+fgl—fgx y (yc+bcx>

X [
Y 72 72 z 72

Organizando términos y agrupando los semejantes se obtiene la siguiente expresion:
(—cgz? + ez®)y? + (bcfg)x? + (bcgz — cf gz — dez? — dez?)xy

+ (—cfglz + dekz?®)y + (—bcfgl)x = 0
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Descartes sabe que todos los puntos de una coOnica se pueden construir por
regla y compés. Cuando la curva geométrica es una clbica o tiene grado cuatro se
construyen punto a punto por la interseccion de dos cénicas. Las de quinto o
sexto grado son construibles mediante la interseccion de su “pardbola de segundo
grado” con el circulo, y asi sucesivamente. Esto le permite a Descartes generar
una jerarquia de curvas reagrupando los grados por pares o géneros : las curvas
geométricas de grado 2n — 1y 2n se construyen por la interseccion de un circulo y
una curva de grado n. (Arboleda, 2013)

Si tomamos

A= —cgz®+ ez’

B = bcfg,

C = bcgz — cfgz — dez? — dez?,
D = —cfglz + dekz?,

E=—bcfgl

La ecuacion anterior adquiere la forma Ay? + Bx? + Cxy + Dy +Ex+ F =0 a
partir de esta ecuacion se presentan tres consideraciones para los posibles valores que toma

las cantidades constantes:
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= Esunaparabolasi A 6 Ces cero.
= Es unaelipse si Ay C tienen el mismo signo (siA = C corresponde a un
circulo).

= Esuna hipérbolasi Ay C tienen signos opuestos.

Sin duda los valores desconocidos corresponderian a x e y. Una de las pretensiones
de Descartes es conocer la forma de la cdnica generada por la ecuacién anterior, para ello
realiza ciertas consideraciones sistematicas a la hora de identificar la cdnica. Entre estas
consideraciones se encuentra la de mantener fijo un valor de y, a partir de este conocer los
de x modernamente esto corresponderia al proceso de tabular.

Para ver mejor este proceso tomemos un caso particular®® suponiendo que EA =
3;AG =5;AB = BR; BS = %;GB = BT;CD = CR; CF = 2CS; CH =%; 2ABR =
60° operando bajo las condiciones dadas obtenemos la siguiente ecuacion y? = 2y — xy +
5x — x% que corresponde a un circulo.

Tabulemos algunos valores para la ecuacion anterior e identifiquemos que la ecuacion
anterior efectivamente corresponde a un circulo, suponiendo que la cantidad conocida es y,

y la que se desea hallar (la desconocida) es x.

20 |_os cantidades numéricas de este ejemplo son tomadas de la Geometria (Descartes R. , 1637, p. 76)
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X1=0,
X2=5
1
-1
2

Para el primer valor y = 0, se obtiene 0 = 5x — x2, con lo que la nueva expresion
corresponde a una ecuacion de segundo grado, la solucion de esta ecuacion y en general las
ecuaciones de la forma x? = +ax + b? Descartes las resuelve mediante un proceso que
describe en la (Descartes R. , 1637, pag. 394), de esta forma es posible reducir la ecuacion
y? = 2y — xy + 5x — x? para valores de y dados, a una ecuacion de segundo grado.
Finalmente al realizar el mismo procedimiento para el resto de valores de y, se obtiene la

siguiente tabla.

Y X
X1=O
0
x2=5
X3=2—\/§
1
X4:2+\/§
X5:3—\/g
-1
x6:3_\/€
X7:O
2
x8:3

62



Al graficar los puntos en el sistema referencial Y — X oblicuo se obtiene la siguiente figura.

Fi1G. 2.6 EL CiRCULO

Las parejas obtenidas de la forma (y, x) generan punto a punto el circulo, donde el
origen (0,0) corresponde al punto A4, el punto (0,5) coincide aproximadamente en el punto
S, hasta generar el circulo.

Hasta este momento lo novedoso del procedimiento implementado por Descartes es
la introduccion de una notacion para los segmentos y la manera de generar ecuaciones para
la situacion geométrica de las cuatro lineas, pero la potencia de su técnica se fundamenta en

la manera como Descartes interrelaciona segmentos conocidos, con desconocidos.
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Claro esta que Descartes ha encontrado que las cuatro lineas CH,CD,CF y CB se pueden

reescribir de la siguiente manera:

, _(cfglz—dekz*)y — (dez* + cfgz — bcgz)xy + (bcfgl)x — (bcf g)x*
Y= (—cgz? + ez3)

y? = ay — bxy + cx — dx?

Lo interesante del problema de Pappus es preguntarse por el lugar geométrico
generado cuando las cuatro rectas 6 mas de estas son paralelas 6 son dos perpendiculares a

las otras dos 0 tres paralelas y una perpendicular a estas, etc.

1.3.2 OTRAS MANERAS DE GENERAR CURVAS: “EL COMPAS GENERALIZADO".

Uno de los supuestos méas importantes dados por Descartes es la clasificacion de las
curvas por géneros y la introduccion de la herramienta “compéas generalizado”, que sin
duda permite conocer la ecuacion algebraica asociada a una gran cantidad de curvas.

Descartes acoge con su método a cierto tipo de curvas, llamadas geométricas y
excluye las denominadas curvas mecanicas puesto que, como él menciona, son concebidas
como el resultado de dos movimientos independientes cuya relacion no admite una
determinacion exacta®’. En esta exclusion de curvas se encuentra la cuadratriz, la espiral de
Arquimedes, las curvas logaritmicas y catenarias, que afios mas tarde se llamaran curvas

transcendentes.

2L Ver (Descartes R. , 1637, p. 44)
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Las curvas geomeétricas consideradas por Descartes representan la esencia de la
geometria, en ellas reposa la base de su método. Entre estas se destacan la concoide y la

cisoide.

Cabe preguntarse ¢cémo Descartes encuentra la ecuacion de la hipérbola, elipse y
parabola? Para ello define las curvas de primera clase entre ellas el circulo, la parabola, la
hipérbola y la elipse, a partir de esta definicion extiende la de segunda clase, que
corresponderan a las curvas que posean tercera o cuarta dimensién como la concoide, y el
tercer tipo las de cuarto y quinto grado®. Algo que enmarca esta idea es que Descartes
encuentra la ecuacion de la hipérbola aplicando su método para una situacion geométrica en
particular, para ello considera un instrumento donde supone una linea desconocida y que
quiere saber a qué clase pertenece. Descartes supone un instrumento como se muestra en la
(Figura 2.7), a partir de esto identifica los segmentos desconocidos y conocidos y trata de
relacionarlos entre si.

Supongamos que la linea EC es la buscada; pero en este momento nos hemos
encontrado con una conexion que es la forma de construirla la linea EC; se realiza en
términos mecanicos, en el sentido de la cuadratriz de Hipias, la razon de esto se sustenta ya
que la linea EC es el resultado de la interseccion de la recta GL y del plano rectilineo
CNKL.

22 Tomado de (Descartes R. , 1637). Como de primer orden, si representaban una ecuacion cuyo grado no era
mayor al de un rectangulo formado por dos lineas o el cuadrado de una linea (curva de primer orden o clase) o
de mayor orden segun el grado de la ecuacién asociada. hace alusion al grado de la ecuacién que obtendré de
esta manera por definicion la clasificacion inicial que plantea, tiene las conicas basicas.
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Fi1G.2 7. COMPAS GENERALIZADO PARA HALLAR LA ECUACION DE LA HIPERBOLA.

Descartes conoce que una curva, como, la elipse, cumple determinada condicion
geométrica proporcionada por Apolonio (es el lugar geométrico de todos los puntos del
plano tales que la suma de las distancias que separan a un punto del conjunto de dos puntos
dados, llamados focos, es una constante dada, mayor que la distancia entre los focos)?® para
el caso de la elipse considera unos supuestos similares a los usados para dar respuesta al
problema de Pappus, entre estos considera las razones y proporciones dadas segun la
geometria del problema y la asignacién de segmentos mediante una cantidad literal.

La manera como Descartes encuentra la ecuacion de una hipérbola se colige el uso
de un sistema de coordenadas, donde precisamente relaciona las cantidades desconocidas y
conocidas x, y, vistas como segmentos que varian y generan la curva deseada.

Para encontrar a qué género pertenece la curva buscada, asigna los segmentos

conocidos y desconocidos mediante una expresion literal tales como a, b, c,x,y. Esto se

% Ver (Roshdi, 2008, p. 6)
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realiza con el objetivo de encontrar una expresion que me relacione los segmentos y sus

respectivas magnitudes. En nuestro caso tenemos:

GA=a,KL=b,yNL=c,BA=x,CB =y,

Respectivamente, luego por la geometria de la construccion, los triangulos KLN y KBCson

semejantes, tenemos que:

=2
BK

[l

Luego BK = %y.
El segmento BL = BK — KL = %y —b.

Luego el segmento AL = x + BL = x + %y —b.

Por otra parte los triangulos LBC y LAG son semejantes, permitiendo establecer la siguiente

proporcion:

BC AG
BL AL’

que bajo la operacion de la multiplicacion de segmentos definida se traduce en
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BC x AL = BL X AG.

De esta manera sustituyendo las expresiones encontradas se obtiene que

(r+gv=1)=(Gv-0)
ylx+2y =z a.

Trasponiendo y agrupando términos,

y2=cy—£xy+ya—ac.

Descartes conoce la ecuacion de la elipse, mas no describe la manera de encontrarla,
mediante su método. Més bien referencia la proposicién 13 del libro | de Apolonio®.

Las curvas mecanicas para Descartes, como la espiral, la cuadratriz, las curvas
logaritmicas y catenarias, las toma fuera de la geometria ya que representaron un problema
puesto que él no tenia una herramienta que permitiera asociarles una ecuacion algebraica.
Sin embargo en el siglo XVII-XVIII este problema comienza a esclarecerse con la
aparicion de unos objetos denominados series de potencias. La salida a este problema es
visualizada en Newton y Leibniz quienes logran establecer una serie de reglas y

lineamientos. En este sentido compartimos la idea de (Guicciardini, 2003, p. 76) “antes de

*ABT es un plano que pasa por el eje del cono y un plano P que corta el plano del circulo de base siguiente
ZH1 BT. Este corta AB en AL en E yA respectivamente; por hipétesis, P no es paralela ni antiparalela a su
base. .. La seccion serd llamada elipse. (Roshdi, 2008, pag. 94) ( la expresion que relaciona esta propiedad

estd determinada por AM? = EM.E® —EMzg realizando un cambio de variables como lo considera

Descartes se establece la ecuacién y? = cy — %xy +ya—ac
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la aparicion de las series infinitas la curvas transcendentes no tenian una representacion
analitica, se presentaban en términos geométricos”.

En conclusion, Descartes aborda el paso de la curva sintética de los antiguos a una
representacion analitica en su libro Il de la geometria, sobre la naturaleza de las curvas.
Para ello utiliza de forma implicita el uso de un sistema de coordenadas, donde supone dos
cantidades x e y (lineas desconocidas) que intervienen en una ecuacion; dichas cantidades
se interpretan como segmentos variables que dan coordenadas de todo punto en un plano
respecto de un eje, de un origen fijado en tal eje, y de un angulo cualquiera que, por
hipdtesis, tales segmentos forman entre si; entonces estas relaciones vinculan entre si a

dichas coordenadas, definiendo un lugar geométrico o una curva.?.

1.3.3 LA REPRESENTACION DE CURVAS DE JAN DE WITT

La representacion de las ecuaciones como se conocen modernamente tiene su
génesis en la obra de Jan de Witt (1625-1672), quien en su obra Elementa Curvarum
Linearum secundas liber (fundamentos de las lineas curvas: segundo libro) realiza una
compilacion que caracteriza las lineas rectas segun las diferentes combinaciones lineales
expresadas mediante constantes, sean suma, restas o productos. En su caso considera la
parabola, la hipérbola y la elipse. Jan de Witt demuestra una serie de teoremas relacionados
con la manera de asociar una ecuaciéon a una curva. La amplia caracterizacién de Witt
permitié establecer la notacion actual usada en la geométrica analitica e incorporar
elementos que relacionan teoremas referentes a las ecuaciones asociadas a una conica.

En la obra de Jan de Witt encontramos un reconocimiento a las ecuaciones y su curva
generada, por ejemplo los primeros teoremas establecidos en fundamentos de las lineas
curvas, libro segundo (Grootendorst, Aarts, Bakker, & Erné, 2010) permiten la distincion
explicitamente entre lineas rectas y parabolas, parabolas y elipses, elipses y circulos, etc.

2> Descartes la reconoce como curva geométrica en la geometria.
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Tomemos los dos primeros teoremas establecidos por De Witt y veamos como encuentra la

ecuacion para una linea recta.

. y bx . A .
Teorema 1. Si la ecuacion es y = — entonces el lugar requerido sera una linea recta

(Grootendorst, Aarts, Bakker, & Erné, 2010, p. 62).

Fi1G. 2.8 LINEA RECTA, JAN DE WITT

Para la determinacion de la ecuacion de la linea recta, De Witt, supone al igual que
Descartes, un sistema de referencia en este caso corresponde el punto Acomo el inicial y
asigna el segmento AB = x; luego se busca un punto al azar, sobre el segmento AB, (en
este caso B es el punto y se traza la linea BC en el angulo ABC); luego se establece la

proporcion,
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26

SRS

BC ~ BC

A partir de esto se logra establecer % = %, de aqui se concluye sustituyendo y despejando

que y = bx/a.

. ., b . , .
Teorema 2. . Silaecuacionesy = 7" + ¢ entonces el lugar requerido sera una linea

recta (Grootendorst, Aarts, Bakker, & Erné, 2010, p. 64).

Estos dos teoremas poseen el estilo cartesiano, en el sentido de la notacion heredada
y la igualdad como el simbolo «. EI Teorema 1, se caracteriza por la utilizacion de las
proporciones y los parametros en el sentido de Pappus, mientras que el segundo admite un
parametro c, bien sea suma o resta. Todo reafirma el de la curva a la ecuacion como un
paso fundamental en la constitucion de la representacion y el eminente uso de un sistema de
coordenadas.

Otros de los teoremas, establecidos por De Witt, y los cuales permiten distanciar un
poco la idea de Descartes y sus antecesores relacionada con obtener curvas mediante

secciones de un cono es el que permite encontrar la parabola.
Teorema 7. Si la ecuacion y? = ax 0 a la inversa x2 = ay, entonces el lugar
requerido seréd una parabola (Grootendorst, Aarts, Bakker, & Erné, 2010, p. 72).

. ., ly? .
Teorema 14. Si la ecuacion es % = f2 — x?2, entonces el lugar requerido es una

elipse (Grootendorst, Aarts, Bakker, & Erné, 2010, p. 132).

% |_as cantidades a, b representan parametros, se toman en el sentido de Pappus. Ver seccién 1.2.1 Descartes
y el problema de Pappus.
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Observemos la simplicidad de la enunciacion respecto a los lugares geométricos que
son el resultado de las ecuaciones. El trasfondo de estas ecuaciones estd ligado a
consideraciones geomeétricas en el sentido de Descartes, sin embargo se evidencia un poco
mas de formalismo por parte de Witt al establecer los teoremas. Por otra parte, el transito
que se presenta en el movimiento curva-ecuacion, respecto al tratamiento dado por los
antiguos, posee una diferencia fundamental en relacién al dado por Descartes. Dicha
diferencia radica en que los antiguos y algebristas resolvian ecuaciones de la forma
P(x) = 0, Descartes resuelve ecuaciones de la forma P(x,y) = 0, permitiendo asi la

introduccion de una nueva variable y estableciendo un sistema referencial coordenado.
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CAPITULO I

2 LOS PRIMEROS TRATAMIENTOS DE LAS SERIES NUMERICAS:
UNPASO FUNDAMENTALPARA LA REPRESENTACION DE
CURVAS MECANICAS

Por las garras se
conoce al ledn.

Jacob Bernoulli

Jacob Bernoulli (1654-1705)

En este capitulo se aborda como era el tratamiento de las series numéricas en la
antigliedad. Precisamente en este recorrido encontramos que uno de los primeros
tratamientos que relaciona series se encuentra en el método exhaustivo. Posteriormente la
nocion de serie sufre un proceso de transformacién respecto a su tratamiento pasando por
los métodos de Mengoli hasta los brindados por Newton, Leibniz y Cauchy. Justamente

estos tres representan un punto de quiebre en cuanto a la representacion y la manera de
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tratar y representar curvas geométricas y mecanicas. Este capitulo brinda algunos elementos

fundamentales que dieron origen a la creacion de la teoria de series y la nocion de funcion.

2.1 IMPORTANCIA DE LAS SERIES EN LA REPRESENTACION DE LAS CURVAS
MECANICAS

Con Descartes hay una discriminacion, entre las curvas geométricas y curvas
mecénicas. Recordemos que las curvas mecénicas segin Descartes son las que no son
precisas y exactas. Posteriormente Leibniz llama a las curvas geométricas como algebraicas
y trascendentes a las mecéanicas. La razon de esto como argumenta él mismo Leibniz en su
articulo de 1686 “De geometria recondita et Analysi indivisibilium at que infinitorum”
?radica en que existen algunos problemas que no son planos, ni sélidos, ni supersélidos o
de grado alguno definido, sino que trascienden cualquier ecuacién algebraica.

Con esto Leibniz precisa cierto reconocimiento para estas curvas que requerian, de
cierta manera, algun tipo de formalismo matematico para dar un reconocimiento mayor, es
decir hallar una ecuacion que permitiria describirlas como tal; en este sentido una de estas
curvas que aparecen como desafio en el siglo XVI1I es la catenaria propuesta por Bernoulli;
“Descubrir la ecuacion de la curva que se forma al suspender de dos puntos una cuerda de
peso uniforme”.

Aunque hay ciertas curvas que pueden representarse mediante ecuaciones, existen
representaciones que en cuanto a operatividad son muy limitadas, como el caso del circulo.
Aqui es donde la teoria de series representa un papel de gran importancia en cuanto a la
representacion y la incorporacion de una herramienta algebraica que permita conocer
cuadraturas y anticuadraturas. El problema de encontrar ecuaciones y asociarles una curva,
se empieza a trasladar a las curvas mecéanicas. Modernamente estas curvas corresponden a

las ecuaciones paramétricas de la forma (x(t), y(t)).
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Alrededor de 1665, Newton introduce el concepto de fluxién, a partir de este
concepto una curva se genera por el movimiento de un punto, esta interpretacion cinematica
le permite calcular la tangente y realizar la descomposicion en sus componentes con
respecto a unos ejes coordenadas determinados.

En el siglo XVII, con la publicacion de las obras de Newton, las matematicas
comienzan a tener un cambio relacionado con la algebrizacion y la serie de técnicas que
hicieron que prosperar los resultados de Newton. Las diferentes interpretaciones y aportes
dados por Newton estaban relacionados con: el calculo de tangentes, la introduccion de los
fluentes y fluxiones para generar curvas, la relacion entre las ecuaciones infinitas y las
curvas mecanicas y el recurrente uso de estas Ultimas para obtener cuadraturas.

Las curvas mecanicas fueron conocidas por los matematicos y trabajadas
ampliamente y en su mayoria su construccion se basaba en problemas fisicos y en hallar la
respectiva curva. Al realizar un recorrido a lo largo de las curvas mecanicas existentes y

conocidas en la historia de las matematicas aparecen las siguientes curvas:

1. Laespiral de Arquimedes (287 a.C.- 212 a.C.) [Su construccion se menciond en
el capitulo 1]

2. Lacuadratriz de Dinostrato (390 a. C. - 320 a.C) [Su construccién se mencion6
en el capitulo 1]

3. La concoide de Nicomedes (280 — 210 a. de C) La correspondiente ecuacion de
la concoide corresponde a (x — a?)(x? + y?) = b?x?

4. El cardioide, estudiada por Leonardo Da Vinci (1452-1519) se puede obtener al
hacer girar un circulo sobre otro del mismo radio con velocidad uniforme.

5. Lacicloide, cuya ecuacién corresponde a

x =7r(t —sint)

y =71(1 —cost).

Una cicloide es una curva generada por un punto perteneciente a una

circunferencia generatriz al rodar sobre una linea recta directriz, sin deslizarse
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6. La catenaria, Jacob Bernoulli (1654-1705).Descubrir la ecuacion de la curva
gue se forma al suspender de dos puntos una cuerda de peso uniforme: la
catenaria.

7. Tautécrona y Braquistocrona, Christiaan Huygens (1629-1695).Es la curva
entre dos puntos que es recorrida en menor tiempo, por un cuerpo que comienza
en el punto inicial con velocidad cero, y que debe desplazarse a lo largo de la
curva hasta llegar al segundo punto, bajo accién de una fuerza de gravedad
constante y suponiendo que no existe friccion.

8. La espiral logaritmica de Bernoulli. Fue conocida por Descartes y Torricelli
COMO una curva mecéanica: sin embargo quien la estudia en extenso es Jacob
Bernoulli (1654-1705)

Todas estas curvas de tratamiento distinto a las algebraicas permitieron ampliar las
técnicas para hallar sus respectivas ecuaciones, sin embargo para definir las ecuaciones de
las curvas trigonométricas, exponenciales y logaritmicas fue necesario incorporar una
herramienta que permitiera expresarlas en términos de expresiones algebraicas simples; esta
herramienta corresponde a la representacion en “series de potencias”. Las series de
potencias no solo permitian expresar curvas mecanicas Sino acoger a ciertas curvas

algebraicas, cuyo estudio era complejo.

2.2 LAS SERIES NUMERICAS EN EL SIGLO XVII

Modernamente, el tratamiento relacionado con la convergencia de las series
infinitas se ha solucionado a través de la representacion de una serie como una sucesion de
sumas parciales. Sin embargo, el desarrollo historico de esta nocion nos muestra un proceso
complejo, el cual se enmarca en la basqueda de un formalismo apropiado para abordar el
infinito. Sin duda, las series infinitas representan un punto clave en la consolidacion del
tratamiento del infinito; precisamente en el siglo XVII-XVIII, fueron utilizadas para el
problema de las cuadraturas, la rectificacion de curvas y representaciones analiticas de
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expresiones como las curvas mecénicas. Precisamente en la geometria griega aparecen
atisbos relacionados con el uso de series, particularmente en el método exhaustivo,
utilizado por Arquimedes, el cual consistia en acotar el area de un segmento de parabola P
para obtener su cuadratura. Arquimedes encontré que para cuadrar la parabola se hace
necesario inscribir poligonos, de manera que el enésimo poligono inscrito pueda expresarse

como una serie de la forma:

2 n

1 1
A = Ao + 7400 + (7) AP +-+(3) AP = AR

dicho procedimiento, aplicado por Arquimedes, permite sumar estos elementos y obtener
una progresion geométrica la cual converge; sin embargo, como se establece en (Ferraro,
2008), en el articulo Variaran derebus mathematicis responsorum (La variedad de la
respuesta matematica) Liber VIII de Vieta (1593), se encuentran tratamientos relacionados
con las series infinitas, especialmente con las series geométricas; estas series fueron

conocidas por Nicolas Oresme en su obra De configurationibus, donde establece “la

. . 1 1 1 1 3
convergencia” de algunas series, como 1+ 3ttt m=3 con base en
consideraciones geométricas. Sin ahondar mucho en la obra de Oresme, el tratamiento de
las series es utilizado para relacionarlas con eventos fisicos y como sustento tedrico se

recurre a los Elementos de Euclides, concretamente al libro V, proposicion 12:

Proposicion V. 12. Si un numero cualquiera de magnitudes fueran proporcionales,
como sea una de las antecedentes a una de las consecuentes, asi lo seran todas las
antecedentes a las consecuentes.

77



En la linea de desarrollo de la teoria de series, considerada antes de la creacion del
calculo infinitesimal por parte de Newton y Leibniz, se encuentran algunos aportes que de
alguna manera resultan ser significativos relacionados con la operatividad de las series
infinitas, por ejemplo para, Pietro Mengoli (1625-1686), las series infinitas se constituian
principalmente por magnitudes, a partir de esto deriva varias propiedades de las series de
magnitudes.

Entre estas propiedades, derivadas a partir de estas series, se destacan la de serie creciente
que satisface que S,, < A < S,,41 donde A representa una cantidad menor que S siendo S
una serie numérica con extension finita.

Observemos como el tratamiento brindado por Mengoli, permitié obtener el resultado de la
divergencia de la serie armonica; para ello utiliza una especie de criterio de

5928

“comparacion” para cada tres términos consecutivos de la serie.

Supongamos que

S—1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
N 2 3 4 5 6 7 8 9 107

Agrupando triplas de términos

S—1+(1+1+1>+(1+1+1)+<1+1+1)
7\ 3 4/ 5 7] \8 9 10

1000+ ()

%8 Ver (Ferraro, 2008) en términos modernos se puede mostrar que ﬁ i L3

n n+1 n
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—1+1+1+1+1+
B 2 3 4

S>1+S

Lo cual representa una contradiccion, por lo tanto S no es finito.

El tratamiento brindado por Mengoli a las series infinitas es mediado por lo
intuitivo, pero no se evidencia un formalismo que permita decidir sobre la convergencia de
las mismas. En esta misma linea se desarrolla el tratamiento efectuado por John Wallis
(1656) a las series el cual permite aumentar el universo de las series y logra relacionarlas

con el célculo de cuadraturas.

2.3 TRATAMIENTO DE SERIES NUMERICAS POR WALLIS

En Arithmetica Infinitorum, John Wallis (1616-1703) realiza un tratado
correspondiente a la cuadratura de la pardbola, hipérbola y la cuadratura del circulo. En su
obra proporciona un gran aparato tedrico conformado por una serie de proposiciones, donde
uno de los elementos conceptuales claves para encontrar dichas cuadraturas son las razones
entre sumas finitas e infinitas.?® La obra de Wallis apunta a la introduccién de los
infinitesimales como una potente herramienta a la hora de calcular cuadraturas.

Sin embargo el interés principal en la obra de Wallis va direccionado al tratamiento de las
series numéricas, concretamente en la proposicion I, se presenta el uso recurrente de sumas

infinitas expresadas mediante razones, todo esto con el objetivo de encontrar cuadraturas

% Wallis hace referencia a “series”. Utiliza el término en dos sentidos (1) Para denotar una lista de términos
definidos segln una regla; su significado ha sido traducido como secuencia, y (2) para denotar una coleccién
finita o infinita de términos semejantes, usualmente bajo la suma. (Wallis, 1656, p. 13)
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para diversas curvas entre ellas las de la forma y = x™ y en el caso mas general las que
corresponden a un exponente fraccionario racional. Justamente entre sus resultados se

destaca la siguiente proposicién de su libro.

PROPOSICION |

Si a,, es una sucesion natural finita con término mayor [, y b,, donde n = 0, ..., l. €s una
. ) _— 1
sucesién constante, entonces la razon entre la suma de los términos de a,, y b,, €s > 0

0+1 _ 1 0+1+2=3 _ 1

141 2 242+2=6 2

0+1+24+3=6 _ 1 0+1+2+3+4=10 _ 1

343+3+3=12 2 4+4+4+444=24 2
0+1+2+3+4+5=15 _ 1 0+1+2+3+4+5+6=21 _ 1
5+45+45+5+5+5=30 2 6+6+6+6+6+6+6=46 2

De esta manera instaura un cociente donde su numerador y denominador son sumas

0+1+2+3+4+ _ 1

infinitas donde para cualquier [, la razon = - es constante.
I+HI+HI+I++ 2

% Tomado en (Wallis, 1656, p. 14)
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El tratamiento numérico realizado por Wallis es inductivo, aunque para él dicho
término significara simplemente que un patron podria estar bien establecido y suponia que
continuaba.

A partir de estas consideraciones Wallis realiza una serie de generalizaciones para otras

razones como por ejemplo:

03+13+23_ 9 1
234234237 24 4

03+13+23+3% 36 1 1

= =—+4
33+33+33+33 108 4 12

03+13 +234+33+43 100 1 1

B I 1814814 320 2716

0+1°+2°+4°+5% 225 1 1

534534, .. 453 750 4+20

Finalmente todas estas generalizaciones realizadas por Wallis sirvieron de sustento
tedrico para hallar cuadraturas. En realidad obtiene resultados para razones de series.
Aungue no es un tratamiento propiamente de series, desarrolla un procedimiento que puede

considerarse un primer paso para logar un formalismo en el tratamiento de series. Pareciera
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ser que la idea de convergencia de una serie en Wallis, adquiere la idea de ir aumentando
términos y al final suponer por induccion que el patrén sigue.

La obra de Wallis abre nuevas relaciones entre las cuadraturas y las series infinitas,
es como si el problema de encontrar cuadraturas cada vez fuera ampliando, los métodos y
teorias existentes, que a su vez desencadenan en otras. Todos estos desarrollos y el uso de
razones de series infinitas, permearon sin duda un cambio en la manera de representar
curvas y cuadraturas a través de expresiones compuestas por infinitos términos, donde el
resultado no eran mas que aproximaciones que daban cuenta del objeto en cuestion. El
método de interpolacién de Wallis permiti6 que Newton generalizara y encontrara la
expansion del binomio, la cual se convertiria en una potente técnica para expresar y
encontrar series infinitas de la forma a, x".

Respecto al tratamiento de las series infinitas, se pueden distinguir en Wallis dos
vertientes: la primera referida a la manera de encontrar expresiones infinitas de la forma
a,x™ y la segunda relacionada con la manera de utilizar estas expresiones para hallar
cuadraturas y representar curvas mediante expresiones analiticas. Concretamente esto se
empieza a encontrar en los trabajos de Newton y Leibniz y algunos inicios en los trabajos
de Nicolaus Mercator (1620- 1687), James Gregory (1638-1675) y Saint Vincent ( 1584-
1667) .

Precisamente uno de los principales intereses respecto a las series era la posibilidad
. 1 - L.y . s
de obtener expresiones de la forma Y mediante la division larga obtener una expresion

equivalente que corresponde a una serie de potencia. El paso fundamental que lleva de las
series numéricas a las de potencias es el establecimiento de cierta dependencia entre la

ecuacion y su variable.

2.4 SERIES NUMERICAS EN LOGARITHMOTECHNIA

Las series de potencias fueron apareciendo con los tratamientos efectuados al realizar
procesos como la divisién larga y cuando se logra establecer un algoritmo concreto para el
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calculo de los logaritmos. Por otro parte, el interés en la época era suscitado principalmente
por el calculo de cuadraturas de curvas conicas, entre estas se destaca la hipérbola;
pareciera ser que este interés era propiciado por la forma de la curva. A raiz de esto, uno de
los primeros que logra obtener la cuadratura de la hipérbola es Grégoire de Saint-Vincent
(1584-1667) en su obra Opus geometricum. Para Saint- Vincent, el calcular una cuadratura
estaba relacionado principalmente con utilizar proporciones en ciertas porciones de la curva
y demostrar que dichas porciones al final eran iguales. Sin embargo su resultado no le
permite conectar que el area encerrada por la hipérbola corresponde a un logaritmo; quien
vislumbra dicha conexién es Alphonse Antonio de Sarasa (1618-1667)*'. EI momento
historico en que se relaciona el &rea de la hipérbola como el logaritmo, es precisamente
cuando Sarasa logra establecer que A(ab) = A(a) + A(b) para areas hiperbdlicas. Este
transito comienza a vislumbrarse en la obra de Mercator.

Nicolaus Mercator (1620-1687) en su obra Logarithmotechnia, encuentra una de las
primeras expansiones mediante una serie infinita que denota una cuadratura. Mercator,
encuentra una expresion para relacionar el area de la hipérbola a través de un logaritmo.
Este resultado fue conocido por Saint Vincent® y Sarasa al establecer la cuadratura de la

hipérbola, Para deducir esta ecuacion lo que hace Mercator es aproximar el area de la

hipérbola, %th entre 0 y x por n rectdngulos de igual base % y alturas

1+ L. ta —— mediante series de potenci ima el
,m, 1+2_x, v 1+(n_1)x ; lUego representa 1+_k—x mediante series ae potencias y aproxima €

n n n n

area de la hipérbola usando un resultado previo de Wallis. La relacion entre la serie y el
logaritmo se da, puesto que Gregorio de Saint Vicent habia mostrado que el area de una
hipérbola es un logaritmo, aungque Saint-Vincent no utilice el término logaritmo de manera
explicita. Mercator hall6 un desarrollo en series de potencias para el logaritmo. (Newton I,
1711).

31 Justamente como lo afirma (Burn, 2001, p. 1) las proposiciones de Sarasa fueron la conexién entre las
areas hiperbdlicas y los logaritmos.

%2 saint Vicent, encuentra la relacion entre la cuadratura de la hipérbola y el logaritmo natural. En términos
2
modernos se puede establecer que foxﬁ =log(1+x)=x— % + .-+ (Boyer, 2011)
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Es Mercator en 1668, quien logra obtener la expansion para

2 x3 x4

log(1+x):x_7+?_7+...

Esta expresion denota una serie infinita donde su valor aproximado queda
determinado por x. Mercator dedica gran parte de su obra a unificar y sintetizar las reglas
para el calculo de logaritmos y el calculo del area de la hipérbola. Otro de las expansiones
obtenidas por Mercator y mejoradas por Gregory fue para el cociente que involucra el
logaritmo, el cual se conoce modernamente que puede obtenerse con la propiedad del

cociente de los logaritmos y aplicando la resta de los mismos.

1+x_2 +2x3+2x5+ ”
1-x 773 5

log

La instauracion de ver una cuadratura como el resultado que expresa cierta relacion
funcional amarrada a un proceso infinito, representa un punto de partida referente a la
representacion de ecuaciones mediante ecuaciones infinitas (término usado por Newton)
3%este punto adquiere gran importancia en el momento de acoger las curvas que Descartes
relego, las trascendentes (Término usado por Leibniz).

Precisamente con la instauracion de las series infinitas como una herramienta es que
Newton logra establecer un sin nimero de relaciones entre lo geométrico y algebraico,

particularmente el teorema del binomio.

% Ver (Newton I, 1711)
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2.5 SERIES DE POTENCIAS EN NEWTON Y LEIBNIZ

El nacimiento del calculo se encuentra ligado con la solucion del problema de la
cuadratura de figuras planas, proveniente de la antigtiedad griega. Dicho problema, como se
menciond anteriormente, permitio crear lineas de desarrollo a partir de algunos
conocimientos intuitivos que en parte provienen de las obras de Descartes, Fermat, Wallis,
Mercator, Barrow, entre otros.

El conocimiento matematico instaurado hasta el siglo XVII se constituy6é en un
aparato tedrico donde abundaban las ecuaciones (Descartes), los métodos para determinar
tangentes y normales a una curva (Descartes, Fermat), el uso de series numéricas para
hallar cuadraturas (Wallis), el calculo de logaritmos (Mercator) y las series de potencias
(Newton, Mercator, Leibniz).

Estos ultimos representan gran interés en este trabajo, puesto que constituyen un
elemento clave a la hora de hablar de la representacion que adquieren las curvas que fueron
relegadas por Descartes, las curvas mecéanicas. Dicha representacion conduce a que siglos
mas tarde el uso de las series de potencias se convirtiera en una potente herramienta para
encontrar cuadraturas y resolver problemas relacionados con la representacion.

Tal como se afirma en (Mendoza Guzman |, 2013.) uno de los precursores del uso
de la representacion de funciones, mediante series de potencias, fue Isaac Newton con el
establecimiento de la serie binomial entre 1664 y 1665. A partir de este desarrollo, existio
la posibilidad de obtener multiples representaciones para funciones trascendentes y de
potencias negativas como la hipérbola, pero el desarrollo establecido por Newton fue
resultado de la lectura de la aritmética de Wallis. Sin embargo en De analysi, es la obra

donde dedica gran parte a la expansién mediante ecuaciones infinitas.
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2.6 SERIES DE POTENCIAS EN NEWTON

El paso de la curva a la ecuacion, que se evidencia en la obra de Descartes, lleva
arraigado la union de lo geométrico y lo analitico. El punto clave que permite a Newton
ampliar el universo de ecuaciones y de nuevas representaciones es el establecimiento de la
serie binomial. Justamente, Newton se pregunta por los valores intermedios que pueden
adquirir las siguientes curvas (Tabla 2), cuando el exponente corresponde a un fraccionario

irreducible, para encontrar su cuadratura.

Curvas Cuadraturas
29 zZ=X
1-x)z=1
1
(1-x2)z=
2
1-x»H2=1-x? z=x—§x3
3
(1-—x2)z=
4 2 1
(1—-x5)2 =(1-x?)? z=x—=-x34+=-x°
3 5
5
(1 —x?)2
6 3 3 1
1—x2)2 =(1—-x2)3 22,23 _ 4
( )z =( ) z=x—gxl+ox’—ox

TABLA 2. CUADRATURAS DE ALGUNAS CURVAS DE LA FORMA (1 — x?)"
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Esta pregunta es aclarada por la interpolacion que realiza Wallis, donde en 1665 establece
la famosa serie binomial o el binomio de Newton yen una carta enviada al Royal Society de

Londres menciona:

La extraccion de raices es mucho mas corta por este teorema.*

Donde P + PQ significan que la cantidad de una raiz o una potencia, o la raiz de
una potencia, puede ser hallada; P significa el primer término de esa cantidad, Q los

términos restantes dividido por el primero, y%el valor numérico de la potencia

P + PQ, donde esa potencia es entera o una fraccion positiva o negativa.

-3n

m moom m-n m—2n m
(P+PQ)r =Pr +2AQ+="BQ +""CQ + ™

DQ + etc.(1)*

n

m
Tomando los simbolos A4, B, Ccomo el termino anterior; de la forma A = P~ |

m
B="4Q

La condicion necesaria que |x| <1 para la convergencia de la serie, fue una

condicion que no establecid6 Newton, mas bien fue mencionada por Wallis tal como se

% Tomado del fragmento de la carta enviada al Sr. Oldenburg el 13 de junio de 1676. en (Newton I, 1711,
pag. 64)

36 r(r=1) 2 2 4

Modernamente el binomio se puede escribir como: (p+q) =p" +rp "lq+ - q

r(r=1)(r-2) _
Tpr 3q +...
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muestra en la Epistola prior®’ y establecida explicitamente por Cauchy en su curso de

analisis.

La influencia del trabajo de Wallis en Newton promovio la introducciéon de una

nueva notacion para el uso de potencias racionales negativas, por ejemplo expresiones de la

forma aa, aaa, etc., se escriben de la forma a?, a3, etc., de estd manera va,Va3,Va® se

; o 13 511 1 1 2 .3
podian escribir como az, az, az y=,—,~comoa’,a",a.

Justamente el descubrimiento de la serie binomial, usando el método tabular de
interpolacion de Wallis, proporciond a Newton una forma de extraer raices cuadradas y de

encontrar cocientes de ecuaciones de la forma b;ﬁ sin embargo, Newton no realiza una

demostracion formal del binomio.
Newton realiza maltiples cuadraturas para curvas de la forma (1 — x?)", y se pregunta por
el caso en que el exponente sea fraccionario.

Uno de los puntos claves en los aportes de Newton, es realizar la cuadratura del
circulo; la cual corresponde a los valores intermedios que no aparecen en la tabla anterior.
Newton busca realizar un proceso de interpolacion al estilo de Wallis. Para lo cual se apoya
en el binomio que él mismo descubrié. Aqui intervienen primigeniamente unos objetos

denominados series de potencias, donde a partir de la expansion del binomio y

1
considerando la cantidad (1 — x2)z que corresponde a la ecuacion de un circulo, dicha

expansion se puede escribir de la siguiente manera

1,1 1
2% 78" T16”

" \er (Newton I11, 1711). Precisamente quien estudia los valores que puede adquirir esta serie es Cauchy en
su curso de analisis. En el capitulo 3 se discutird acerca de la convergencia para Cauchy y se menciona este
hecho.
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Este resultado matematico presenta una nueva forma de obtener y amarrar series de
potencias a una curva,®® la cual expresa una suma infinita donde su caracteristica principal

4 .., x%"; a partir de alli se

viene determinada por una progresion de la forma 1,x?, x
evidencia un cambio cualitativo y estructural en la forma de ver las ecuaciones. En otras
palabras, la potencia de la técnica adquiere sentido al establecer la igualdad, es asi como el
binomio establece una salida conceptual al problema de las cuadraturas. Cabe sefialar que,
el hecho de hallar una serie infinita y amarrarla a una curva, abre paso a una de las primeras
representaciones de funciones mediante series de potencias. Si bien uno de los elementos de
causalidad tedrica que llevaron a Newton a obtener dichas representaciones fueron las
lecturas previas de Descartes, Wallis y Pascal.

Luego de tener una expansion mediante series de potencias y a partir de los

resultados obtenidos por Cavalieri y reafirmados por Wallis, en los cuales el area de una
. ., n+1 A
curva de la forma x™ queda determinada por la expresion ‘;Tx"“, Newton realiza una

integracion término a término de la expansion para el circulo obteniendo como resultado

La representacién mediante series de potencias resolvio un cumulo de problemas
como la cuadratura del circulo, la longitud de las curvas, abriendo una relacion entre el
problema de la cuadratura y anticuadratura. Pero Newton no sélo labora con las curvas
geomeétricas (algebraicas) también lo hace con las mecanicas ¢ Cual es su tratamiento?

En el apartado del analisis mediante ecuaciones infinitas® se encuentra dedicado en
extenso el tratamiento para dichas curvas, bajo el titulo “Aplicacion de lo anteriormente

2540

explicado a curvas mecanicas™", una de estas curvas es la trocoide o cicloide

1
% En este caso la ecuacion finita hace referencia a la del circulo (1 — x2)2

% (Newton I, 1711)
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A .
/J
D
y
| — |
K
) A X B C H

F1G.2 9.LA TROCOIDE O CICLOIDE.

Newton, al igual que Descartes, asigna un “sistema coordenado” (x,y) de forma
que AB = x y BD =y, y considera un segmento unidad AH = 1, el propdésito de Newton
es encontrar la superficie ABD. Tras una serie de consideraciones relacionadas con las
propiedades geométricas de la cicloide, Newton encuentra que el area de la cicloide

corresponde a una serie de potencias, que es:

0 Al igual que Descartes Newton distingue curvas geométricas y mecanicas (Newton 111, 1711, pag. 49)
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Los métodos aplicados de Newton para las curvas mecanicas fueron utilizados para
encontrar las longitudes de arco, el area bajo la curva y conocer propiedades de las curvas.
Justamente otra de las curvas mecanicas que Newton trabaja es la mencionada
anteriormente en el capitulo I, la cuadratriz de Hipias, al igual que para la cicloide Newton
calcula el &rea bajo la curva con lo que obtiene una serie de potencias.

Uno de los problemas resueltos por Newton aplicando las series de potencias es el
relacionado con la reversion de series, dicho problema consistia en dada una serie de
potencias de la forma z = a,x™ encontrar x = b,z", en términos generales el
procedimiento adoptado por Newton, en el caso de la expansion para el area de la

hipérbola

1 1 1 1
M2 4 -3 T4 5
Z=X Zx +3x 4x +5x

Newton considera cinco términos para encontrar a xen términos dez, en este caso

corresponde al siguiente polinomio finito, **

Tras una serie de consideraciones algebraicas Newton obtiene, para la serie anterior,

! Para entrar en detalle del procedimiento realizado por Newton para la reversion de series ver (Newton 11,
1711)
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1 1 1 1
_ -2 4.3, — 4, — 5
X Z+2Z +6z +24Z +1202,

La cual corresponde a la expansion para e”. Todos estos resultados se constituyeron
indudablemente en un indicador de que el uso de las series de potencias permitia generar
nuevos resultados que sustentaban los métodos para encontrar aproximaciones y calcular
areas. Todo esto apunta a la manera de asociar series de potencias a las cuadraturas de las
curvas mecanicas; entre ellas Newton se ocupa de calcular el area de la cicloide y la
cuadratriz. De esta forma, dichas curvas mecanicas que fueron conocidas por los antiguos
obtienen un tratamiento que involucra series de potencias. Para ello Newton se vale de las
series para el seno y coseno, que fueron descubiertas por él, al aplicar el método de
reversion de series,

La introduccién de las series de potencias para el coseno y seno abren campo a la
idea de la variacion, de cierta dependencia implicita entre la ordenada y la abscisa, respecto
al movimiento y una relacion entre las cantidades involucradas, precisamente en el tratado

de método de series y fluxiones, Newton introduce la idea de variacion al establecer el
cociente que involucra % Siendo estas cantidades las respectivas fluxiones de x e y.

Todo este desarrollo propicio diferentes lineas de evoluciéon que posibilitaron la
ampliacion de una nueva ciencia, el célculo. Tal como se afirma en (Maanen, 2003) “El
calculo se convierte en si mismo, solo cuando los matematicos descubren que la
diferenciacion e integracidn son operaciones inversas.

La representacion mediante series de potencias adquiere gran fuerza en la obra de

Newton, en su Tratado de Métodos de Series y Fluxiones*?, donde dedica principalmente

’ -/ - - - a2
lineas a la expansion de ecuaciones y la reduccién de divisiones de la forma P

2 \er (Newton 11, 2001)
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obteniendo como resultado series infinitas de fracciones con numeradores y denominadores
simples.

Los aportes de Newton a la teoria de series fueron de gran importancia puesto que
ellos constituyeron una herramienta que permitia conocer acerca de la convergencia. Sin

embargo esta idea de convergencia no es algo que estuviera bien definida.

2.7 SERIES DE POTENCIAS EN LEIBNIZ

El tratamiento brindado por Leibniz (1646- 1716) a las series, es geométrico; usa
series infinitas de numeros, para obtener resultados aritméticos. En particular las
relacionadas con las geométricas.”*A diferencia de Newton, Leibniz se interesa por las
diferencias entre secuencias numéricas, por ejemplo él caracteriza que para una secuencia
numéricaay, ay, ..., a,, y definidas la diferencia de sus términos como d; = a; — a;_4la

suma de los d,, esta dada por

dl +d2 +d3 + "’+dn = (a1 —a()) + (az —a1) + -+ (an _an_l)

=a, — Q.

Leibniz estaba inaugurando un proceso sin duda inductivo que permitié extender para

conocer otras sumas, como 1+ 2 + 3 + -+ (2n — 1) = n?,

* Recordemos que la manera de generar una serie geométrica puede generarse con los términos de una

progresion geométrica, es decir, ar, ar?, ar3, ..., ar™.
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También Leibniz encuentra expansiones mediante series de potencias para el seno,
coseno, logaritmo y arcotangente. Leibniz es el primero en utilizar series de potencias como

solucion a ecuaciones diferenciales, su método en términos generales consiste en tomar
R . + . . R
casos particulares como el caso de la derivada de y = alogaa—x, a Leibniz le interesa

encontrar y expresada mediante una serie infinita. Hay un reconocimiento de los procesos
inversos entre y y dy.
En el caso de la derivada anterior y expresandola mediante una EE.DD lineal adquiere la

forma

dy dy
aa+xa—a—0

Leibniz admite que una expresion "y" se puede expresar como y = Bx + Cx? +

Dx3 + Ex* + ---, %4 debido a la notacion establecida por Leibniz

dy 5
— =B+ 2Cx +3Dx* + -+ -
dx

Sustituyendo esta UGltima ecuacion es posible determinar los coeficientes

xZ 3 4

A,B,C,D, ... Finalmente se encuentra la expansion paray = x — ot 3% — 4%

+ “ee

El tratamiento relacionado con la solucion de ecuaciones diferenciales, cuya
solucion involucra series de potencias fue un elemento determinante en lo que respecta a la
constitucion de la teoria de series; con esta técnica se comienza a evidenciar nuestra tesis

principal: Las series de potencias permiten ampliar y producir nuevas comprensiones de

*  Leibniz utiliza el siguiente principio establecido en Supplementum geometriae praticae. Una serie

Yr_obryx% esigual a 0 para cada x en un intervalo I si solo si todos los coeficientes b, (k = 0,1, ...) son
separadamente igual a cero. (Ferraro, 2008, pag. 42)
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resultados conocidos y desconocidos, se constituyen en un elemento que de una u otra
manera permiten establecer conexiones mas generales entre curvas, funciones y otros
conceptos matematicos.*®

Indudablemente el universo matematico poblado por ecuaciones y series de
potencias, fue aumentando el interés por estudiar dichos elementos. Todo esto permeo la
constitucion de la teoria de series y el tratamiento de las mismas. Aunque en el universo de
las series, las de potencias, en particular, representan un caso particular de series; el

siguiente diagrama ilustra un poco lo mencionado.

2.8 LA SERIE DE TAYLOR

Brook Taylor (1685-1731), matematico britanico en 1715 publica en su obra
methodus incrementorum directa et inversa, una formula la cudl modernamente se conoce
como la serie de Taylor. Dicha serie permitia expresar mediante series de potencias un sin

namero de expresiones de forma analitica. En la proposicion VI de su obra establece.

Proposicion VI1.* Sean z y x dos cantidades variables de las cuales z crece uniformemente
con incrementos dados de z. Entonces digo que en el momento que z se aproxima a z + v, X
de igual manera aumentara de la siguiente manera.

** Justamente uno de los resultados de esta tesis es la publicacién de un articulo (ANEXO 2, “Los polinomios
particulares: Una definicion para exploraciones cartesianas™”) donde se apoyo lo anteriormente dicho. En
dicho articulo se halla y se demuestra un teorema que relaciona las series de potencias de la forma a, x™ con
la geometria analitica permitiendo combinar series de potencias con las derivadas de las mismas y obtener
resultados atractivos que producen nuevas comprensiones sobre conceptos ya conocidos . Ver (Mendoza
Guzman 1, 2013.)

*® (Taylor, 1715, pag. 37)
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ny v 43 4% by vy bt
x+x—+X% X
1z~ 1.2.z2 1.2.3.23

Modernamente, lo que Taylor pretende, al suponer incrementos para las cantidades
dadas z y x, es analizar el aumento de las dos con respecto a la cantidad v, que
modernamente corresponderia a tomar incrementos Az y Ax.De esta forma si para valores
x = xy + nlAx siendo nAx = x — x,. El correspondiente valor estaria dado por y = f(x) =
f(xo + nAx. Taylor utiliza una formula conocida por Newton en Principia; esta formula

permite relacionar el valor de y en términos.

Taylor nota que para valores de n, la expresion toma la forma*’

y(x) =y(x)

y(x + Ax) = y(x) + Ax

y(x + 2Ax) = y(x) + 2Ax + A%x

y(x + 3Ax) = y(x) + 3Ax + 3A%x + A3x

y(x + 4Ax) = y(x) + 4Ax + 6A’x + 4A3x + A*x

Una de las particularidades que Taylor observa es que los coeficientes de las
expresiones anteriores corresponden con las del binomio de Newton.
Con el trabajo de Taylor se abren las maneras de representacion de ecuaciones,

permitiendo la introduccion de series de potencias para senos, cosenos, logaritmos,

4 La formula de interpolacion de Newton puede escribirse como

() = y(@) + 2 ay(a) + 2D A3y (a) + -+ (Newton 111, 1711)
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funciones exponenciales, racionales y algunas algebraicas. Historicamente la serie de
Taylor ha posibilitado la representacion de ecuaciones mediante expresiones analiticas.

En el siglo XVIII, una de las mas importantes herramientas de la representacion de
ecuaciones (funciones) eran las series de potencias que se consideraban como polinomios
infinitos y de gran importancia en la representacion racional y algebraica de las funciones
trascendentes. La representacion de funciones mediante series de potencias, por parte de

Taylor,*® garantizaba, segin Lagrange, el desarrollo de una variable f(x) de la forma

2 3
f(x+h) =a0+a1h+a2h7+a2h?+---+---,

Donde los coeficientes ay, a4, as, ..., Lagrange los denominaba funciones derivadas;
todo este bagaje conceptual posibilitd la instauracion de una técnica, que permitiera obtener

expansiones de funciones mediante una forma analitica.

2.9 SERIES DE POTENCIAS Y TRIGONOMETRICAS EN EULER

El recurrente uso de las series de potencias, a partir de la obra de Newton, inaugurd,
de cierta forma, un estilo y abrié un cumulo de posibilidades relacionadas con el uso de las
series. Precisamente Leonhard Euler (1707-1783) utiliza series de potencias y series
trigonométricas. Estas tltimas fueron ampliamente tratadas en el siglo XVI1II con estudios
relacionados con problemas fisicos y constituyeron un punto de entrada para estas series
gue comienzan a encontrar apoyo en las matematicas y los procesos infinitos. En algunos
casos estos fendmenos se encontraban asociados con fenémenos periddicos que requirieron

de algoritmos y expresiones especiales que dieran cuenta del fendbmeno. Precisamente en

*® Las llamadas series de Taylor. Eran ya conocidas por Newton y Leibniz (ver (Newton 111, 1711), pero
aparecen de manera formal en el libro methodus incrementorum directa et inversa de Brook Taylor (1715).
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esta identificacion las expresiones trigopnométricas adquirieron gran importancia puesto que
su comportamiento era periédico como el seno, coseno.

Precisamente Euler estudia estas series al preguntarse por el movimiento de las
orbitas de Saturno y Japiter. Este problema de orden fisico requeria la solucion de una
ecuacion diferencial cuyo resultado dependia de una expresion de la forma

(1—-gcosw)™.
Esta expresion admite expansion mediante el binomio de Newton de la forma

plu+1)

2 2
17 gecos“w +

1+%gcosw+

El problema con esta expresion radica principalmente en la convergencia debido al
crecimiento del coseno. Euler logra esquivar este problema y finalmente encuentra que la

serie:

(1 — gcosw)™ admite una expansion de la forma ;2 a; cos iw.

2.10EL PROBLEMA DE LA CUERDA VIBRANTE Y EL CALCULO ALGEBRAICO EN EL

SIGLO XVIII
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Con el surgimiento del Calculo por parte de Newton y Leibniz se amplio el
horizonte matematico. En el siglo XVIII se suscita un gran problema relacionado con la
fisica matematica, relacionado con la propagacion del calor en una lamina. Precisamente
este problema comienza a suscitar discusiones en torno a la manera de encontrar una
expresion que permitiera modelar este fendmeno fisico. Uno de los precursores que dan
solucion a este problema es Joseph Fourier (1768-1830). Lo que realiza Fourier es hallar

una expresion que relaciona la difusion del calor en una ldmina en términos de sus

K . . .
# = 0; el desafio para Fourier consiste en encontrar la

. . . . a2
dimensiones es decir obtiene # +
solucion de esta ecuacion. Para ello, Fourier utiliza el método de separacion de variables
obteniendo una serie infinita como solucion de la ecuacion anterior que corresponde a la

siguiente expresion,

0]
z = Z a,e k¥ cosnyy.

Para Fourier el problema de la conduccién del calor en una lamina estaba
ampliamente condicionado a la manera de hallar los coeficientes de la forma a,; para ello
Fourier supone las condiciones de frontera: cuando z =0 entonces y =+1 y z =1,
entonces x = 0. Sustituyendo estos valores en la expresion se obtiene la siguiente serie

trigonométrica
1 =aycosu+ a, cos3u + az cos5u + -

Para hallar los coeficientes, Fourier utiliza dos métodos. En el primero introduce

un sistema de infinitas ecuaciones con infinitas incognitas, en un metodo muy poco
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riguroso. Posteriormente Fourier utiliza la integracion término a término para calcular los

coeficientes:

1 (! nmt
an=7f f(t)cosT dt
-1

1 (! . nmt
b, = T_I f) Slant.
-l

Esta manera de representar una funcion mediante series de senos y cosenos esta
ventilando nuevos lineamientos referentes al uso de funciones trigopnométricas para modelar
problemas de orden fisico. Esta serie permite relacionar e introducir el uso de las series
trigonométricas puesto que a partir de estas se permitia la introduccion de nuevas
cantidades distintas a las funciones elementales.

En su obra Teoria analitica del calor,* uno de los problemas principales esta
relacionado con determinar cudl es la temperatura en cada punto de un cuerpo en un
instante dado, suponiendo que las temperaturas iniciales son conocidas.

Un problema que antecede al problema de la matematizacion del fendmeno del
calor es el problema de la cuerda vibrante. Se trata de modelar el movimiento fisico
generado por una cuerda que vibra bajo ciertas condiciones espacio temporal. Las series
trigonométricas fueron usadas para resolver este problema.

El problema de la cuerda vibrante consiste en dar ciertas condiciones iniciales

como la posicion de la cuerda en dos puntos de la forma x = 0 y x = m. Se busca encontrar

* Ver (Fourier, 1878)
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una expresion de la forma y = f(x) en el plano xy. Lo interesante de este problema es
hallar su posicion, velocidad y aceleracion en un instante t. Este problema constituyo un
gran desafio entre los matematicos del siglo XVIII puesto que permitia aplicar matematicas
a la fisica. Justamente la forma de la cuerda permite denotar la su posicion en algun instante
t y posicion x constante, asi para cada desplazamiento transversal de la cuerda es posible
obtener la ordenada y = (x, t)

En este sentido consideramos la forma como realiza (Farfan Méarquez, 1997)
considerando un pedacito de cuerda de tal forma que en su posicion posea longitud Ax. Al
aplicar la segunda ley de Newton y considerando la fuerza transversal que actla sobre el
pedacito de cuerda y suponiendo que el angulo 6 efectla pequefias variaciones obtenemos

la siguiente ecuacion

0%y 0%y
ax?  at?’

Siendo a = F
m

Usando el método de separacion de variables la solucion de la ecuacion anterior tiene la

forma

f(x) = a; sinx + a, sin 2x + a3z sin3x + a,, sinnx + -

Esta ecuacion representa una serie trigonométrica
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Tsin @

x + Ax

Anteriormente Euler habia establecido una expresién que determinaba una parte de la

curva, precisamente en una carta enviada a Golbach, establece que

0 .
T—X zsmnx
2 n

n=1

En 1747 d” Alembert encontré que la ecuacion diferencial que modelaba la cuerda

92 92
Y _ g2 Y

7 = a° 55, a constante. La solucion de esta ecuacion

vibrante era de la forma

diferencial involucrabalas condiciones iniciales siguientes:

d
y(x,0) = f(x),a—f ., =o0.

Resolviendo se obtiene que y(x,t) = %[q.’) (x + at) + ¢p(x — at)],como la solucioén.
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La importancia de este resultado se visualiz6 con los trabajos sobre la conduccion
del calor, por parte de Fourier, quien resuelve una ecuacion similar a la de la cuerda
vibrante a partir del método separacion de variables. Lo interesante del método de Fourier
es que las funciones involucradas debian tener una representacion en series de senos y
cosenos, denominada representacion en series de Fourier. Esta representacion comienza a
ventilar el surgimiento de la nocion de funcién vista como la relacion entre dos conjuntos y
que a cada elemento de uno le corresponde un elemento del otro. La razon de esto esta
relacionada con que para cada instante de tiempo t, le corresponde un Unico valor de

temperatura. De esta manera Fourier considera una funciéon como:

En general, la funcion f(x) representa una sucesion de valores u ordenadas cada uno de los
cuales es arbitrario. Dados una infinidad de valores de la abscisa x, hay un nimero igual de
ordenadasf f(x). Todas tienen valores numéricos, ya sean positivos, negativos o cero. No
suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley comun; se siguen unas a otras de una
forma cualquiera y cada una de ellas esta dada como si fuera una cantidad sola.>

2.11ELEMENTOS PRIMIGENIOS EN LA CONSTITUCION DE LA NOCION DE SERIE Y

UNA POSIBLE CLASIFICACION. SIGLO XVII-XVIII

La representacion de ecuaciones (funciones) mediante series de potencias
constituyd un elemento que a su vez contenia ciertas generalidades respecto a las

ecuaciones. Precisamente en esta clasificacion del objeto series se ha considerado dicho

*0 Ver (Ruthing, 1984, p. 73)
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desarrollo a partir del siglo XVII hasta XVIIl. Hemos distinguido dos vertientes
relacionadas con las series. La primera corresponde a las series de potencias, las cuales
aparecen constituidas principalmente por la representacion de ecuaciones algebraicas,

logaritmos, exponenciales. Dentro del conjunto de las series de potencias aparecen:

= Larepresentacion de ecuaciones algebraicas.
La representacion de expresiones logaritmicas y exponenciales.
En el caso de una serie de la forma ), a,x", si x = b una constante, se

obtiene una serie numérica. Por esta razdn las series numéricas representan
casos particulares de las series de potencias.

La segunda vertiente de esta clasificacion corresponde a las series trigonométricas,
debido a su importancia en la solucién y modelacién de problemas fisicos en el siglo XVIII.

Dentro de estas se enmarcan las series de Fourier y las series obtenidas que dan solucion al
problema de la cuerda vibrante y la conduccién del calor.

2.11.1.1 SERIES TRIGONOMETRICAS
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La representacion de ecuaciones trigonométricas que relacionan senos, cosenos, etc.
Funciones que determinan de cierta manera una periodicidad y que en algunos casos
explican fendmenos fisicos.

El siguiente cuadro muestra la manera como se relacionan e interceptan las series
numéricas las cuales aparecen ubicadas en un punto intermedio de las dos vertientes
mencionadas. La razon de esto se explica porque tanto las series de potencias y

trigonométricas, para valores numéricos especificos constantes, generan series numéricas.

Series
numéricas

S. Potencias a, (x — xo)*" S. Trigonométricas

Ecua. Algebraicas

Logaritmicas,

Series de
Fourier, E

cuerda vibrante

exponenciales

Esta clasificacion indudablemente se propone bajo el hecho de que la teoria de series
se ha constituido por diversos elementos, bien sean algebraicos, geométricos o aritmeéticos.
Esta clasificacion es el resultado de la investigacion realizada y de las diferentes lineas de
desarrollo del objeto serie. Pasando de una primitiva representacion e idea de convergencia
a tomar un formalismo limitado a la idea de limite y la domesticacion del infinito.
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CAPITULO III
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3 DE LA ECUACION A LA FUNCION: LAS PRIMERAS HUELLAS
DEL ANALISIS.

El concepto de funcion es casi tan fundamental y
primitivo como el concepto de conjunto. Una
relaciéon funcional estd formada por pares de
elementos, al igual que un conjunto esta formado por

elementos individuales».

Hausdorff (1978).

ISAAC NEWTON

En este capitulo se aborda el movimiento evolutivo producido por la incorporacion
de ecuaciones algebraicas y su relacién con las curvas. El punto terminal de estos cambios
desemboca en el desarrollo de la nocion de funcidén donde los principales precursores de
este concepto son Newton, Leibniz, Euler, Bernoulli y Cauchy. Aungue la formalizacién de
dicho concepto presente huellas en la obra de Cauchy, compartimos la idea que establece
(Youschkevitch, 1975).

La idea de funcion entendida de una u otra manera esta implicitamente contenida en las
reglas para medir reas de las figuras mas simples tales como rectangulos, circulos,
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etc., conocida al principio de la civilizaciéon vy las primeras tablas (algunas tablas son
funciones de dos variables) de adicién, multiplicacion, division etc.>

Para precisar el desarrollo del concepto de funcion, es necesario entrar en detalle
con sus elementos primigenios, como el concepto de variacion, dependencia entre variables
y cantidades, todo esto posteriormente desemboca en la creacién del anélisis matematico,
donde el concepto principal es la nocién de funcion.

3.1 LA PRIMITIVA IDEA DE CANTIDAD VARIABLE

Indudablemente la manera de reconocer las curvas geométricas a través de
ecuaciones algebraicas lleva implicitamente cierto sentido de dependencia entre valores
conocidos y desconocidos (segmentos para Descartes) como los puntos de la forma (x, y)
que son la base del sistema referencial sea oblicuo o perpendicular. A raiz de esto comienza
a engendrarse la idea de la variacion de magnitudes, es decir, dado un valor de x obtener su
respectivo y, esta idea es tratada >* por Descartes. Los elementos primigenios de esta idea
surgen cuando Newton establece la idea de variacion entre cantidades expresadas mediante
las fluentes, es decir cantidades que varian de posicién con respecto al tiempo.

Una conexidn encontrada con la idea de variacion con respecto al movimiento, se
presenta en la forma de definir las curvas mecanicas, recordemos que estas son generadas
por dos movimientos independientes que generan la curva punto a punto, precisamente la
variacion de sus parametros es la permite relacionar e inferir dicha relacion. Pero quien

intenta establecer una definicion para cantidad variables es Euler, el cual define que una

1 Ver (Youschkevitch, 1975, pag. 40).

52 Tal como se mostré en el primer capitulo 1, seccién 1.2.1 Descartes y el problema de Pappus.
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cantidad variable “es una cantidad indeterminada o universal la cual comprende por si

mismo todos sus valores (Youschkevitch, 1975, pag. 61)

3.2 EL CONCEPTO DE “FUNCION” EN NEWTON Y LEIBNIZ

«Mis matematicas han sido un
juego prodigioso a la orilla del

misterio».

Newton

Entre el siglo XVII y XVIII, Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Von Leibniz
(1646-1716) sistematizaron y enriquecieron un conjunto de técnicas provenientes de sus
antecesores como la geometria analitica de Descartes, las tangentes de Fermat-Descartes
entre otros. En este sentido desarrollaron unos potentes algoritmos que permitieron la
solucion de problemas como los centros de gravedad, areas, volumenes, tangentes, radios
de curvatura, longitudes de arco, etc. De esta manera el legado tedrico de Descartes
permitié extender los conceptos y aportes matematicos que desencadenaron la creacién de
una ciencia llamada el calculo infinitesimal.

En el siglo XVIII el célculo presenta conexiones con los fendémenos fisicos
permitiendo el desarrollo de la mecanica, la dptica y astronomia. Posteriormente todos estos
desarrollos fueron aumentando y abriendo nuevos del conocimiento matematico. Una de las
ideas claves de todo este cumulo de conocimiento se refiere a la idea de “funcion”.
Precisamente quien se le acufia por primera vez el uso del término “funcioén”, es a Leibniz,
el cual expresa que la relacion entre la ordenada ED y abscisa AE es representada por
alguna ecuacion conocida,...otra clase de lineas las cuales en una figura dada, forman una

funcién. (Youschkevitch, 1975, pag. 56). Este reconocimiento permite inferir que Leibniz
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admite el sistema coordenado y mas aln que a partir de este sistema existe una ecuacion
que satisface una relacion entre sus componentes.

En cambio Newton no realiza mencion de esto, pero tiene implicitamente la
dependencia entre variables y cantidades constantes, el sistema coordenado referencial, no
se distancia mucho del propuesto por Descartes, ni la notacion usada. A los segmentos los

Ilama usando las letras x,y,z, etc. mientras que las constantesa,b ,c ,etc.

3.3 EL CONCEPTO DE FUNCION Y EL DELINEAMIENTO DEL ANALISIS
MATEMATICO SIGLO XVIII- XIX

El desarrollo y la introduccién de las curvas que involucran senos, cosenos y en
general las correspondientes a las curvas mecanicas abrio la posibilidad relacionada con la
representacion. Esto represento un problema puesto que el representar una cantidad
expresada mediante una serie infinita permitia conocer una expresion analitica, a partir de
esto surgen cierto interés de encontrar expresiones mas generales que permitan relacionar
cantidades. (En el sentido de Newton, encontrar formulas generales, como el binomio, que
permiten acoger un gran nimero de curvas) Precisamente Johann Bernoulli (1694- 1718)
encuentra una de estas representaciones la cual denota una formula general que relaciona

todas las cuadraturas™

tmdg ey Lty 1 zddn 1 z'dddn
MGz = =2 2 T 123 dz2 1234 dz’

53 Otro de los resultados que giran alrededor de este trabajo y que apoyan nuestra tesis principal es la
publicacion de otro articulo “A generalization of integrals by the formula of integration by parts” (ANEXO 1)
en el cual se encuentra una manera alternativa para deducir la formula de Bernoulli. Se ha encontrado que ésta
férmula, para algunas funciones presenta problema respecto a la convergencia. La serie hallada puede

_1\n fn n+1
reescribirse como [ f(x)dx = Z?jzo% + C. Ver (Mendoza- Guzman Il, 2013, p. 4)
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Aparentemente esta serie admite la expansion de una cantidad n como una

expresion analitica arbitraria, sin embargo, la formula presenta problemas en el caso de
considerarse ecuaciones de la forma ;in,a # 0 5% Una de las primeras definiciones dadas

acerca de que es una funcion, fue establecida por Johann Bernoulli en 1718, el cual define

que una funcion como sigue:

Definicién 1. Se llama funcién de una o varias variables a una cantidad compuesta de
cualquier manera. Se llama funcién de una variable a una cantidad compuesta, de
manera que sea, por esa variable y por constantes. *°

Esta definicion admite la manera de crear funciones bajo condiciones de
composicion entre cantidades variables y constantes, sin embargo cabe preguntarse ¢si las
series de potencias constituian en si una funcion? Precisamente quien considera que las
series de potencias son funciones es Leonhard Euler (1707-1783); primero que todo brinda
una segunda definicion de lo que es funcién, aunque que con respecto a la dada por
Bernoulli discrepa un poco debido a que admite el término “funcion analitica”, en términos
generales pareciera ser que las funciones podian ser obtenidas mediante la aplicacion de las
propiedades aritméticas conocidas, suma, multiplicacion, division y radicacion sin importar

si la cantidad de términos era finita o infinita .

Definicién 2.Una funcién de cantidad variable es una expresién analitica formada de

cualquier manera por esta cantidad variable y por nimeros o cantidades constantes.

> Para entrar en detalle ver (Mendoza- Guzmén 11, 2013, p. 4)
% Tomado de (Youschkevitch, 1975, p. 60)

% Tomado de (Youschkevitch, 1975, p. 61)
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El desarrollo del concepto de funcién ha estado amarrado a la forma de quienes han
intentado y establecido una definicion, bien sea explicita o implicita e inclusive intuitiva, a
sus lineas de desarrollo y a su aplicabilidad en la resolucién de problemas y formalizacion
del analisis matematico. A continuacién se han recogido las diferentes definiciones que se
han dado de funcion, a lo largo de un periodo de 200 afios, entre éstas se destacan las
definiciones dadas por; Nicolas de Condorcet (1743-1794), Joseph Lagrange (1736-1813),
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768- 1830), Gustave Dirichlet (1805-1859), Augustin Louis
Cauchy (1789- 1857), Nicoles Bourbaki (1939- 1967).

Por ejemplo Nicolas de Condorcet (1743-1794) intenta dar una definicion de
funcién aunque esta definicion da una caracterizacion de la dependencia entre F y ciertas

cantidades.
Nicolas de Condorcet (1743-1794)

Definicion 3.Asumo que tengo un cierto numero de cantidades x,y, z,...y para cada valor

definido de x, y, z, JoF tiene uno o mas valores definidos correspondientes a ellos; yo digo que

Fes una funcion de x, y, z. 57
Joseph Lagrange (1736-1813)

Definicién 4.A cualquier expresion del calculo en la cual esas cantidades entran de manera
cualquiera, mezcladas o no con otras cantidades que miramos como teniendo valores dados e
invariables, mientras que las cantidades de la funcion pueden recibir todos los valores
posibles. Asi, en las funciones consideramos solo las cantidades que suponemos variables sin

ninguna mirada a las constantes.
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768- 1830)

Definicion 5. En general, la funcién f(x) representa una sucesion de valores u ordenadas
cada uno de los cuales es arbitrario. Dados una infinidad de valores de la abscisa x, hay un

nimero igual de ordenadasf f(x). Todas tienen valores numéricos, ya sean positivos,

> Tomado en (Youschkevitch, 1975, p. 75)
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negativos o cero. No suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley comdn; se
siguen unas a otras de una forma cualquiera y cada una de ellas esta dada como si fuera una

cantidad sola.*®

Peter Lejeune Dirichlet (1805-1859)

Definicion 6. y Es una funcién de una variable xen un intervalo a < x < b, si para cada
valor de la variable x en este intervalo corresponde un valor definido de la variable y. Sin

importar de qué forma esta correspondencia es establecida.>

Augustin Louis Cauchy (1789- 1857)%°

Definicion 6. Cuando cantidades variables estan relacionadas entre si de tal manera que los
valores de algunos de los unos se dan, puede encontrar todos los demés, consideramos estas
distintas cantidades que se expresa por medio de varios de ellos, que por lo tanto, toman el
nombre variables independientes. Las otras cantidades expresadas por medio de la variable

independiente se denominan funciones de esas mismas variables.

Todas estas definiciones muestran como el concepto de funcion ha ido
evolucionando, pasando por consideraciones como expresion analitica y dependencia e
independencia de sus términos (constantes y variables). Pero a raiz de la admisién de
ciertas funciones como las trascendentes y de funciones definidas a trozos, se comienza a
clasificar las funciones.

Como se mencion6 en el capitulo 1l, Descartes es el primero en dar una

clasificacion para las curvas conocidas: geométricas y trascendentes. Pero el clasificar las

%8 Tomado en (Ruthing, 1984, p. 73)
% Tomado en (Youschkevitch, 1975, p. 78)
% Tomado en (Cauchy, 1821, p. 17)
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curvas no implicaria no necesariamente clasificar funciones, sin embargo es Euler quien
brinda una clasificacion un poco mas formal para las curvas, todo esto precedido por la
clasificacion de Leibniz. Si analizamos las lineas de desarrollo para el objeto curva
proveniente desde la concepcion de los antiguos hasta Descartes; que corresponde al primer
movimiento curva-ecuacién, sumado al segundo movimiento correspondiente desde
Descartes a ecuacion y funcion. El siguiente cuadro muestra las lineas de desarrollo desde
los antiguos pasando por Descartes hasta Euler y la instauracion de la funcién ha sufrido el
objeto curva. Como base se toma el itinerario curva- ecuacion- funcion.

El siguiente cuadro muestra como las curvas comienzan a caer y a tener acogida
bajo ciertas lineas que permitieron un desarrollo méas formal.
Como primera parte la concepcion de los griegos hacia las curvas permitié distinguir la
primera clasificacion de la curvas (problemas planos, solidos y lineales). Posteriormente
Descartes acoge esta concepcion y clasifica las curvas geométricas y mecanicas, mientras
que en la linea de desarrollo de las curvas geométricas se conciben las curvas algebraicas,
racionales, irracionales, polinomios infinitos (series de potencias) caracterizadas por Euler
Yy, por otra parte, la linea de desarrollo de las curvas mecanicas (trascendentes) nombradas
por Leibniz e identificadas por Euler sucumben los logaritmos, exponenciales y las series
infinitas y de potencias. Notemos como este desarrollo se encuentra enmarcado en el
itinerario curva, ecuacion y funcién, las series de potencias aparecen como una herramienta

alternativa que acoge gran cantidad de curvas que los matematicos usan actualmente.
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3.4 LA CONVERGENCIA DE LAS SERIES EN CAUCHY

En su curso de analisis™ de 1821, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) sistematiza
el conocimiento matematico que desemboca en la creacion del andlisis. En su libro, dedica
un capitulo especialmente al formalismo de las series infinitas y a definir mediante
supuestos algebraicos y un tanto alejados de lo geométrico, cuando una serie converge o
diverge.

Primero que todo Cauchy considera una serie como una secuencia indefinida de
cantidades que siguen una determinada ley de formacion, bajo esta concepcion define la
suma de la serie S,, la cual se constituye como la suma de los primeros n elementos de las
cantidades dadas, de la forma wg, uq, uy, ..., u,,. Si esta suma tiende a un cierto limite S,
entonces converge de lo contrario diverge. Todo esto permite evidenciar que el tratamiento
inicial para las series en Cauchy estd determinado a separar las series en dos grupos;
Convergentes y divergentes. Con Cauchy se desliga la idea de obtener nuevas
representaciones de ecuaciones amarradas a las cuadraturas, por ello una de las ideas

claves es cuando se establece que si se tiene la serie de cantidades de la forma

2

. . 1
1,x,x%,x3, ... su respectiva suma correspondera a —

La representacion de un objeto estaria amarrada a establecer y asociarle una
cantidad para ciertos valores de x. Uno de los hechos de gran importancia respecto al
tratamiento de las series es el reconocimiento entre los distintos valores que puede adquirir
una serie, para ello Cauchy realiza un analisis particular para los valores que puede tomar
la siguiente serie y se pregunta por su respectiva suma. Y, _,x™ = 0(Modernamente
sabemos que x < 1). El analisis en este caso corresponde a suponer cuando x > 1,x =
1,x < 1, en los dos primeros casos la serie diverge, mientras que en el tercer caso realiza

la siguiente cadena de comparaciones.

81 \/er (Cauchy, 1821)
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Cauchy aprovecha el hecho de tomar valores menores que uno, puesto que estos
permiten obtener que a medida que n sea muy grande la suma sea infinitamente pequefia.

Con esto se comienza a evidenciar la idea de limite.

< x" + xn+1 + xn+2 = x"

X" < x4 x" = xn <
1—x 1—x

Cauchy caracteriza las series de términos positivos y establece algunos teoremas de
convergencia. Histéricamente la propuesta de Cauchy constituye un punto de quiebre en la
constitucion del analisis como rama de las matematicas, al cimentar los obre unas bases
solidas a partir del concepto de funcién y limite.

Al introducir una definicion de limite que prefigura su tratamiento en términos de
inecuaciones, se puede afirmar que los trabajos de Cauchy abren perspectivas del
desarrollo de las funciones en series de potencias. A partir de Cauchy empieza a discutirse
el problema de la convergencia puntal y la convergencia uniforme.

Como antesala a esta discusion Cauchy establece y demuestra los criterios de convergencia

para series de términos positivos, entre estos bien conocidos tenemos:

= El criterio de la raiz (Cauchy, 1821, p. 91) establece que la serie },;_ou, €S

convergente si lim sup /|u, | < 1y es divergente si lim sup /|u, | > 1

= Criterio de la razon (Cauchy, 1821, p. 92)establece que la serie Y., u,€s
: ra o Un4l
convergente para valores crecientes de n en la proporcién u—cuando el
n

. Un+1
lim,, o »

=k, cuando k < 1, en caso contrario diverge.

n
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= Criterio de comparacion (Cauchy, 1821, p. 93) establece que siu, .1 > u, >
Oentonces la serie Y7—o U, Y Yim—o 2" Uy2n SON CONVErgentes en caso contrario

no.

= Criterio del logaritmo (Cauchy, 1821, p. 94) establece que la serie Y.;°—y u, €S

In u,

In()

convergente para cuando el limite es un valor finito h, para valores

crecientes de n. Converge cuando h < 1, diverge cuando h > 1.

= Criterio de la serie alterante (Cauchy, 1821, p. 98)establece que si el valor
numérico del término general u, decrece constantemente e indefinidamente
para valores crecientes de n y si ademas los diferentes términos son

alternados positivos y negativos entonces la serie converge.
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CAPITULO IV

4 CONCLUSIONES:

LA CREACION DEL ANALISIS MATEMATICO Y LA
TRANSVERSALIDAD DE LA REPRESENTACION
MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS

Los encantos de esta
ciencia  sublime, las
matematicas solo  se
revelan a aquellos que
tienen el valor de
profundizar en ella.

Gauss.

Los estudios historicos epistemoldgicos que relacionan un concepto sin duda se
constituyen en un elemento clave que permite develar su génesis y su instauracion a lo
largo de la historia de las matemaéticas.

Tal como lo establece (Anacona, 2003, p. 2) la relacion entre la historia de las
matematicas y la educacion matematica se encuentra permeada por ciertos procesos
internalistas y externalistas; desde la corriente internalista, se considera que el objeto de la
Historia de las Ciencias es la ciencia misma y desde la externalista se considera que las
explicaciones sobre acontecimientos cientificos se pueden obtener primordialmente desde
el ambito social. Postura que se acerca mas a una sociologia de las ciencias.

Sin embargo la direccion de este trabajo en gran parte evidencia lo internalista, la
génesis de un concepto y su instauracion en la comunidad matematica; todo esto permeado

por lineas de causalidad y vertientes que hicieron posible su constitucion.
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En este trabajo se utilizan varias fuentes primarias como la obra de Apolonio, el
cuarto libro de Pappus de Alejandria, la geometria de Descartes, los Elementos de las
lineas curvas de Jan de Witt, De Analysi de Newton, tratado de método de series y
fluxiones, el andlisis infinito de Leibniz, la aritmética del infinito de Wallis, la teoria
analitica del calor de Fourier, los incrementos de Taylor, el curso de analisis de Cauchy.
Para nuestro caso el desarrollo de la curva, ecuacion y funcion esta ligado a ciertas lineas

de desarrollo, tal como se muestra en el siguiente cuadro.
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Como un primer momento y como se muestra en el capitulo | el paso de lo sintético (curva) a lo

analitico (ecuacion), se encuentra constituido en dos momentos cruciales

1. El descubrimiento y tratamiento dado a las secciones conicas

2. La introduccion y representacion de ecuaciones algebraicas asociadas a las curvas

geomeétricas

Estos dos momentos nos permiten decir que los procesos evidenciados e intermedios, que
se presentan en el paso de la curva a la ecuacion, los entes geométricos (secciones coénicas,
rectas, circulo, curvas) se conciben como un elemento inicial en la constitucion de las
matematicas y, mas aun, provenientes de la antigiiedad griega. En este mismo el transito de lo
sintético relacionado con la manera de producir curvas se ve inducido con la introduccion de las
ecuaciones algebraicas por Descartes y sus contemporaneos.

Precisamente en esta identificacion las curvas geométricas y mecéanicas aparecen
caracterizadas tal como lo hace Descartes. Una de los aportes mas relevantes encontrados en la
obra de Descartes es el cambio cualitativo que se presenta al crear un método para asociar
ecuaciones a las curvas. Justamente el paso de una representacion visual a una representacion
analitica expresada mediante una ecuacion es el que permite la introduccién de un sistema de
coordenadas, donde sus elementos constitutivos comienzan a permear la idea de variacion bien
sea entre segmentos, puntos o curvas.

Tal como se mostro en la seccion 1.2 referente al problema de Pappus; el punto central en
la solucién de este problema es la caracterizacion de las secciones conicas, que con respecto a la
caracterizacion de Menecmo y Apolonio sufren un cambio referente al desprendimiento de una
situacién netamente geométrica (secciones de un cono) a ser vistas como curvas gue poseen una
representacion analitica. Justamente Descartes al establecer un conjunto de operaciones definidas

para los segmentos permiten establecer la dualidad numero-magnitud, con lo cual esta
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introduciendo un cuerpo numeérico, que le permite operar segmentos y definirlos como una
operacion bien establecida.

La constitucion de una teoria de ecuaciones algebraicas proveniente de los trabajos de
Descartes, se constituye en un elemento fundamental en el desarrollo de la idea de funcion.
Precisamente en esta idea es que el paso de la ecuacion a la funcién es necesario identificar los
elementos fundamentales para este transito. Como punto de partida mencionenos la introduccion
del sistema de coordenadas por parte de Descartes y de Witt, posteriormente la idea de variacion
comenzada por Newton- Leibniz y formalizada por Cauchy y al final los diferentes trabajos
relacionados con las funciones hasta desembocar en la creacion del anélisis matematico.

En este devenir historico, se comienza a ventilar la idea de funcion, como la dependencia
entre cantidades variables y la generacion de curvas bien sean mecénicas o trascendentes, aunque
se presenta alguna idea de esto en la antigiiedad, como lo establece (Youschkevitch, 1975), la
nocién de funcién como se conoce modernamente, como una relacion entre dos conjuntos A y B
que a cada elemento del primer conjunto le corresponde uno y solo uno del otro, tiene sus raices
en el tratamiento brindado a los problemas fisicos, como el de la cuerda vibrante y la transmision
del calor.

Justamente esta idea se ventila, puesto que para determinar la temperatura en un
determinado instante de tiempo t, para una lamina delgada uniforme, el resultado obtenido
corresponde a un unico valor de temperatura T'(t), lo mismo sucede en el caso de la cuerda
vibrante, cuando se quiere determinar la velocidad con que oscila la cuerda dependiendo de la
posicion x, se obtiene su valor v(x). La solucion de estos problemas se realiza en términos de
expresiones que involucran series trigonomeétricas sin embargo el proceso histérico y evolutivo
seguido por las series infinitas pasa por consideraciones como cuadraturas y anticuadraturas.

Tal como se muestra en el capitulo Il, las series de potencias comienzan a ser
transversales en el desarrollo de las matematicas en la medida que estas se presentan como

objetos cruciales en la solucion de problemas.
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I
—_—y————— 1 |
Ecuacion Ecuacion
-— 1
Curvas Curvas Curvas
Mecnhemo Descartes Newton
Din0strato Jan de Witt Leibniz
Euclides Fermat + Taylor
Arquimedes Bernoulli
vApolonio Euler
Fourier
Cauchy d
>
375 a.C- 190 a.C 1584-1672 1821
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En el cuadro anterior se han delimitado tres espacios temporales relacionados con la
aparicion de este estudio: la curva, la ecuacion y la funcion. La primera etapa corresponde al
periodo entre 375 a.C- 190 a.C, donde justamente se permea el objeto curva y la manera como
los antiguos la utilizaban para resolver problemas. El segundo periodo corresponde a 1584-1672,
donde se tienen indicios de la aparicion de la representacion de curvas mediante ecuaciones
algebraicas.

El tercero periodo abarca hasta el afio 1821 con el primer curso de analisis propuesto por
Cauchy. Posteriormente se identifican las respectivas lineas de desarrollo de cada concepto
amarradas a los diferentes aportes de sus autores que se constituyen de gran importancia en la
instauracion del concepto de funcion.

De esta manera, en la linea de desarrollo del analisis se distingue la curva como un
objeto presente en toda su linea de desarrollo, después aparece la ecuacion algebraica que
subsidia las curvas y al final la “funcion” la cual estaria en la interseccion de la curva y la
ecuacién. En todo este desarrollo presentado a lo largo del trabajo siguiendo el circuito curva-
ecuacion- funcion se evidencia que el objeto serie se vuelve transversal cuando las técnicas y
métodos desarrollados no son suficientes en el sentido de producir y resolver problemas.

Todo esto gradualmente va permeando el desarrollo de la matematica de cierta manera
transversal, es decir, existen unos saltos temporales y cognitivos que no permitieron que dicho
desarrollo fuese continuo, més bien las dificultades encontradas en la linea de evolucion del
concepto son determinantes en la transversalidad. Por ejemplo al objeto curva, le correspondio
un gran salto temporal respecto a su representacion, el paso de lo sintético a lo analitico y la
manera de amarrar ecuaciones a las curvas.

La linealidad de su desarrollo se ve frenada en funcion de la solucion de los tres
problemas clasicos de la antigiiedad griega. Sin embargo es Descartes quien soluciona este
impase. Por otra parte el problema de realizar cuadraturas de figuras curvilineas comienza a
gestarse en Wallis y su manera de operar razones de series numéricas, pero este a su vez tiene
una idea intuitiva de convergencia la cual representa cierto problema de rigor. Posteriormente
Newton y Leibniz inauguran la introduccion de las series de potencias para resolver cuadraturas,
pareciera ser que las series representan una herramienta que permite dar solucion a problemas

que los métodos tradicionales no podian sustentar.
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4.1 UNA PROPUESTA RELACIONADA CON LA EDUCACION MATEMATICA

Todo este proceso tan exhaustivo, permeado por las diferentes lineas de desarrollo y sus
correspondientes autores, permite evidenciar como el objeto funcion ha ido evolucionando. En
nuestro caso la representacion de funciones mediante series de potencias desempefiaron un rol
de gran importancia en el desarrollo del concepto de funcion y el analisis puesto que en ellas se
comienza a fundamentar y domesticar el infinito. Sin embargo el proceso de expandir funciones
mediante series de potencias no fue inmediato mas bien fue condicionado a los diferentes usos
que la series podrian tener. De esta manera se comienzan a abrir discusiones relacionadas con
la utilidad de las series infinitas y de potencias en el aula de clases y la forma como estas
permiten obtener nuevas representaciones analiticas de funciones en cierta manera complejas.

Precisamente entre estas discusiones en el articulo A generalization of integrals by the
formula of integration by parts®® se contextualiza un poco la manera de deducir una serie
infinita usando un método un poco inusual pero que lleva a encontrar una férmula equivalente a
la encontrada por Bernoulli en el afio 1694°%,

Justamente este articulo indaga la forma como los métodos de integracion pueden ser

“relegados” por uno solo, es decir se puede reducir cualquier cuadratura mediante una serie

infinita de la forma

X 1ynfn n+1
ff(x)dx: (=D"f"(x)x +C
n=0

(n+ 1)!

®2 (Mendoza- Guzman 11, 2013)

% Tal como se mencioné en el capitulo anterior, este articulo es resultado de esta indagacion histérica y uno de sus
hallazgos mas relevantes es concluir que esta formula es equivalencia a una férmula encontrada por Bernoulli en
1654.
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Este resultado de cierta manera considerado por algunos evaluadores “interesante y
curioso para las clase del calculo” respecto a la representacion y la relacion entre la derivada e
integral también tiene su punto clave en la practicidad y la confrontacion por ejemplo si se
compara con la serie de Taylor, aunque presente problemas respecto al tipo de funciones que
admiten esta expansion; funciones que pertenezcan a la clase C.,. Permite obtener la expansion
para la funcidn e* y otros tipos de curiosas representaciones que se encuentran en proceso de
investigacion. Todos estos métodos alternativos ligados a su desarrollo histérico y procedimental
de cierta manera permiten introducir nuevos elementos conceptuales que se muestran
interesantes para ser ensefiados. Pero cabe preguntarnos ¢si el utilizar este método seria
conveniente para ensefiarse por ejemplo en una clase de calculo integral? Esta discusion podria
realizarse por ejemplo realizando una secuencia didactica en la cual se establezcan una serie de
actividades que permitan relacionar, por ejemplo, las ventajas y desventajas que tiene el usar esta
representacion con respecto a la serie de Taylor. En este sentido, el concepto y el desarrollo de la
nocion de funcion se convertiria en un elemento clave que giraria entorno a dicha propuesta,
dado que en la nocion de funcion se fundan las ideas de convergencia y representacion.
Justamente la indagacién historica exhaustiva que se evidencia en este trabajo permitiria tomar
elementos para realizar una propuesta de esta indole; por ejemplo en el caso de las ideas de
variacion y las diferentes definiciones que se han encontrado de funcion.

Por otra parte, en esta misma direccién, pensando en realizar otra propuesta didactica, es
posible relacionar los resultados del articulo Los polinomios particulares: Una definicién para
exploraciones cartesianas con el uso de las series de potencias. Justamente este trabajo permite
relacionar funciones polindmicas de la forma f(x) = a,x™ con su derivada y algunas
operaciones que se definen en el marco del articulo.* En el articulo solo se trabaja con
parabolas, dejando abierta la discusion para otro tipo de funciones.

El desarrollo histérico en este trabajo pasa por varios autores que fueron claves.
Indudablemente sus obras constituyeron puntos de corte respecto a tratamientos,
representaciones y concepciones que en su época lograron gran aceptacion en una comunidad
cientifica. A continuacion se describen los principales autores citados en este trabajo

acompafiados por su aporte mas relevante.

% Ver (Mendoza Guzman I, 2013.)
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Cronologia del desarrollo historico presentado en el trabajo

Mecnemo (375-325 a.C) Descubre las secciones conicas al intentar dar solucién al problema de la

duplicacién del cubo.
Dinostrato (390 a. C. 320 a.C) Construye una de las primeras curvas mecanicas.

Euclides de Alejandria. Realiza valiosos aportes al tratamiento de las conicas, caracterizando conos,

piramides; su aporte mas importante los Elementos.

Pappus de Alejandria (290 a.C- 350 a.C) Caracteriza y sistematiza los aportes de Euclides y
Mecnemo. Su aporte mas significativo es el problema de Pappus. La solucion de este problema

constituy6 un punto de partida para Descartes en la geometria.

Arquimedes de Siracusa (287 a.C- 212 a.C) Construye la espiral de Arquimedes y utiliza procesos

como la neusis.

Apolonio de Perga (262-190 A.C) Estudia en extenso las secciones conicas y caracteriza elementos

como didmetros y cuerdas. Su aporte mas importante es producir las cénicas mediante un Gnico cono.

Grégoire de Saint-Vincent (1584-1667) Realiza diversas cuadraturas de las secciones conicas. Uno

de los méas importantes hallazgos es la relacion entre el area de la hipérbola y el logaritmo.

René Descartes (1596-1650) Introduce las ecuaciones algebraicas que permiten la creacion de la
geometria analitica y la instauracion de un método general para resolver problemas. En su obra se

presenta el elemento mas tangible en el transito curva-ecuacion.

Girolamo Cardano (1501-1576) se destacan los aportes al algebra en particular a la solucion de

ecuaciones cubicas.
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Nicolas Oresme (1323-1382) Trabaja con series numéricas, muestra la “divergencia de la serie

armonica’.

Jan de Witt (1625-1672) Realiza aportes a la geometria analitica desde un punto de cierta manera
formal. Muestra meétodos para encontrar las ecuaciones de rectas, pardbolas, circulo, elipses,
hipérbolas.

Pierre de Fermat (1601-1665) Junto con Descartes constituyo la geometria y un cumulo técnicas

para el calculo de tangentes y normales a las curvas geométricas.
Francois Viete (1540-1603) Utiliza una notacion particular para tratar ecuaciones.

Pietro Mengoli (1625-1686) Trabaja con series numéricas y utiliza la comparacion para términos de

la serie armonica. Al igual que Oresme muestra que esta diverge.

John Wallis (1616-1703) Trabaja desde las razones de series infinitas, logra encontrar una conexion

entre las cuadraturas de las curvas de la forma x™y el exponente n.

Nicolaus Mercator (1620- 1687) Es uno de los primeros en encontrar una expansion mediante series

de potencias y de relacionar el area de la hipérbola con el logaritmo.

Isaac Newton (1642-1727) Su obra constituye uno de los pilares referentes a la representacion de
ecuaciones mediante series de potencias. Su amplio trabajo y la creacion de técnicas para hallar

cuadraturas y anti cuadraturas desembocan en la creacion del céalculo infinitesimal.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 1716) Trabaja con series numéricas y de potencias. Es el primero en

introducir el término funcion.

Brook Taylor (1685-1731) Encuentra una expresion que representa un gran salto cualitativo respecto a la
representacion de funciones mediante series de potencias. Usa incrementos diferenciales y el

comportamiento de estos para estimar el valor de una funcion f(x).

Johann Bernoulli (1694-1718) Encuentra una expresion analitica que permite expresar cuadraturas
mediante una serie de potencias. Sin embargo esta expresion posee problemas en cuanto a la

convergencia.
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Leonhard Euler (1707-1783) Se encuentra en la linea de fundadores del analisis matematico.

Joseph Fourier (1768-1830) Contribuye en la manera de ver una funcién expresada como una serie

infinita de senos y cosenos con esto da explicacion a la conduccidn del calor.

Augustin-Louis Cauchy (1789 1857), Formaliza las bases del analisis matematico con la introduccion del
concepto de funcion como punto central en este. Introduce los criterios de convergencia para series

amarrada a la idea de limite.
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5 ANEXOS

¢ Mendoza- Guzman, J. E. (2013). A generalization of integrals by the formula of
integration by parts. Revista Digital 360°, 8 .
http://cremc.ponce.inter.edu/360/revista360/Articulos%20para%20publicar%200ctava%20
Edicion/A%20Generalization%200f%20Integrals%20by%20the%20Formula%200f%20Int
egration%20by%?20Parts%20by%20J%20Mendoza.pdf

e Mendoza Guzman, J. E. (2013.). Los polinomios particulares: Una definicion para
exploraciones cartesianas. Revista digital Matematica, educacion e Internet, 14 (1), 1-5.
http://www.tec-
digital.itcr.ac.cr/revistamatematicas/ARTICULOS V14 N1_2013/RevistaDigital_Mendoza

V14 n1_2013/index.html
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