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RESUMEN

En este trabajo de tesis se llevo a cabo un estudio que da cuenta de la evolucion
de los métodos y teorias del conocimiento en el campo de las matematicas y la fisica, en
cuanto a la identificacion de algunos de los elementos que contribuyeron al desarrollo de
la nocién de funcidn vectorial. Los resultados se obtuvieron principalmente a partir de la
revision de textos relacionados con el estudio historico-epistemolégico de la nocion de
vector y textos relacionados con la ensefianza del célculo vectorial en la formacién
universitaria de estudiantes de ciencias e ingenierias. En un primer momento se hace la
descripcion de la evolucion de los métodos vectoriales partiendo de los conocimientos
matematicos de la época (siglos XV Il 'y XVII1), influenciados por diversas cuestiones que
desde la fisica trataron de describir algunos fendmenos de la naturaleza. En un segundo
momento revisamos el trabajo llevado a cabo por Hamilton y Grassmann en cuanto a la
formulaciéon de la nocion de vector indicando cémo emergid la nocion de funcién
vectorial en el estudio realizado por Tait tomando como base la teoria de cuaterniones.
Finalmente tratamos aspectos en relacién con la ensefianza de los métodos vectoriales y
damos cuenta de algunos obstaculos epistemoldgicos que se presentaron en el proceso
que conllevo a la emergencia de las funciones vectoriales, esto con el objeto de que el
presente documento sirva como fuente de consulta para estudiantes y profesores que se

interesen por desarrollo histérico de estos métodos y teorias.

Palabras claves: andlisis historico-epistemoldgico, vector, cuaternion, funcién vectorial,

obstaculos epistemoldgicos.
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INTRODUCCION

Es indiscutible la relevancia que tiene en el mundo de hoy el uso de las funciones
vectoriales en diversos campos del conocimiento cientifico; su desarrollo histérico estuvo
marcado, como la mayoria de las teorias matematicas, por diversos obstaculos que adn
hoy en dia son evidenciados en los cursos de calculo vectorial que se imparten en las
instituciones de educacion superior, en especial en relacion con el llamado obstaculo de
permanencia. Un ejemplo de ello se presenta cuando se estudian los cambios de
representacion que se dan al pasar de funciones de una variable (f:A € R - R), a
funciones de varias variables (f: A € R™ = R™), en las cuales las operaciones como
suma o producto ya no conservan las mismas propiedades que el estudiante reconoce en
su formacion preuniversitaria.

En este trabajo hemos indagado como a partir de los desarrollos que se dieron en
el siglo XIX, relacionados con el reconocimiento de los vectores y sus métodos operativos
se abrid el camino para la formalizacion de las funciones vectoriales en el intento por
describir analiticamente fendmenos de naturaleza fisica. Para esto, hicimos una revision
historiografica de algunas de las ideas que formularon investigadores como Galileo,
Newton, Fourier, entre otros, y que a la larga, contribuyeron en la busqueda y
construccidn de nuevos conceptos matematicos que permitieron describir los fendmenos
observados en la naturaleza.

Este proceso se culmind gracias a los trabajos llevados a cabo por Hamilton,
Grassmann, Tait y algunos investigadores de finales del siglo XIX, quienes ayudaron a
desarrollar el analisis vectorial, partiendo de la construccion de un nuevo elemento
Ilamado vector el cual, al cumplir con algunas propiedades aritméticas operacionales, fue

constituyéndose como un objeto matematico. En este sentido, se definieron operaciones
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como suma o producto entre vectores y se amplié su campo de estudio al combinar estas
nociones con el recién creado andlisis funcional.

El uso del célculo vectorial propicio el desarrollo del analisis con varias
variables dando lugar a la aparicion de la geometria diferencial, el andlisis vectorial y
proporciond un método analitico de gran potencia para el estudio de la geometria
(Arenzana, 1997, p. 63). Esta nueva geometria se basé en el uso de algunas nociones
vectoriales tales como vector tangente, gradiente de un campo escalar o flujo de un
campo de fuerzas, que fueron fundamentales para expresar teoremas geométricos y
otro tipo de resultados derivados su aplicacién a las investigaciones de las ciencias
naturales, econdmicas y humanas. Dichas nociones recorrieron un largo camino antes
de ser aceptadas por la comunidad cientifica de la época y su evolucion se dio a partir
de la aparicion de las cantidades vectoriales en la descripcion tanto analitica como
geomeétrica de distintos fendmenos.

Concretamente en este trabajo hemos reconocido algunos aspectos
conceptuales en el desarrollo de la fisica y de la matematica, los cuales conllevaron a
la formulacion de nociones novedosas en un momento de la historia, indagado sobre
los elementos de causalidad provenientes de la matematica y de la modelacion de
fendmenos fisicos que dieron lugar a la emergencia de las funciones vectoriales en el
siglo XIX; todo ello sin dejar de lado aquellos obstaculos epistemolégicos que
debieron ser superados para que estas nociones fueran reconocidas y aceptadas por la
comunidad matemaética de la época.

Los objetivos de este trabajo se desarrollaron en tres capitulos donde se
trataron las tematicas que se describen a continuacion:

En el primer capitulo llamado Antecedentes Historicos de la Nocion

Matematica de Vector, tuvo como ejes de estudio conocer como se construye la
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nocion de vector y su adopcidn. Para esto dimos una mirada a los elementos que de
forma independiente sirvieron de base desde el campo de estudio de las matemaéticas
y de la fisica, y que contribuyeron en la creacién de los vectores como objeto
matematico.

Enel item 1.1 se da una breve mirada a los elementos que fueron consolidando
los métodos operacionales de las matematicas desde algunas culturas de la
antigliedad, en relacion con el uso de la geometria y la aritmética, pasando por el
estudio del algebra constituida a partir de la adopcion de la geometria analitica
desarrollada por Descartes, hasta llegar a la introduccién de los nimeros negativos y
los nimeros imaginarios que sirvieron de base para representar los vectores y sus
métodos operacionales.

En el item 1.2 se destacaron las cuestiones que desde la fisica contribuyeron a
construir un método que de manera analitica permitié describir fenémenos como el
movimiento o la caida de los cuerpos, gracias a los cuales se comienza a generar una
relacion de dependencia entre las ciencias fisicas y matematicas, rompiendo con
viejas tradiciones; dicho método tuvo gran relevancia en los desarrollos posteriores a
nivel cientifico y tecnolégico.

Los vectores son reconocidos por sus propiedades operacionales y por su
representacion geométrica. En este sentido, el item 1.3 refiere al problema de la
representacion cartesiana de los vectores a partir de cantidades negativas o complejas,
estudiadas por matematicos como Argand, Wallis, Wessel, entre otros, y que
influenciaron a Hamilton para describir la representacion geométrica de los vectores.

Finalmente en el item 1.4 tratamos la constitucion historica de vector como
objeto matematico, tomando en cuenta las consideraciones platonicas y aristotélicas

con respecto a como se conciben los objetos matematicos y las relaciones que se dan
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entre numero, magnitud y direccion planteadas desde el punto de vista de la geometria
euclidiana, la vision a partir de la geometria analitica y posteriormente con la
introduccién de los numeros complejos.

El segundo capitulo lo dedicamos a los desarrollos vectoriales llevados a cabo
por Hamilton y Grassmann. En el item 2.1 se tratan de las operaciones que llevaron a
la construccion de los vectores; en este sentido, estudiamos por un lado, los trabajos
de Hamilton y, por el otro, los trabajos de Grassmannn en cuanto a las operaciones
vectoriales definidas por ambos investigadores. Posteriormente, en el item 2.2, se
destacaron aquellos elementos que contribuyeron a la introduccion de las funciones
vectoriales, revisando algunas de las definiciones que se fueron instaurando, en
principio, en relacion con las funciones de variable real, pero que implicitamente
describen funciones que asociamos hoy en dia con los campos escalares.

En el item 2.3 abordamos uno de los objetivos principales de este trabajo en
relacion con dar cuenta de la manera en que Peter Tait formaliz6 la nocién de funcion
escalar, haciendo una descripcion analitica de las curvas paramétricas, tomando como
punto de partida el analisis cauternionico de Hamilton al aplicarlo a problemas
concretos de la fisica y la geometria.

El capitulo tres de este trabajo corresponde a las conclusiones. Se llama la
atencion sobre la importancia del desarrollo de las funciones vectoriales, con respecto
a la relacién que se dio entre los métodos vectoriales con los elementos del analisis
matematico de lo cual se derivan importantes teoremas como el de la divergencia y el
de Stokes, aunque si entrar en detalles con respecto a estos aspectos pues no hacen
parte del objetivo de este trabajo

En el item 3.1 es dedicado al tratamiento de algunos aspectos que aparecen en

la ensefianza de las nociones vectoriales, aplicadas al estudio de fendmenos, como por
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ejemplo, la electricidad y el magnetismo, y que han sido tratados por diversos autores!
desde el punto de vista pedagdgico y didactico, los cuales han llevado a cabo
investigaciones, tomando como referente la teoria de las situaciones didécticas de
Brosseau.

Finalmente el item 3.2 damos cuenta de algunos de los obstaculos
epistemoldgicos que tuvieron que sobrepasarse en el desarrollo historico de las
nociones vectoriales trabajadas por Hamilton y Grassmann, para ser aceptados por la
comunidad cientifica especialmente en el caso de los matematicos, destacando que
estos obstaculos no son ajenos a los proceso de ensefianza, segin algunas ideas que

en este sentido encontramos en las teorias de Bachelard.

! Revisar bibliografia.
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CAPITULO 1.

ANTECEDENTES HISTORICOS DE LA NOCION

MATEMATICA DE VECTOR

La construccién de la nocion de vector y su adopcion como objeto matematico,
fue el resultado de varios siglos de discusion y del rompimiento con viejas tradiciones en
relacion con las operaciones aritméticas que desde la época de los griegos habian venido
influenciando los desarrollos en las ciencias matematicas y fisicas. Se buscara en este
primer capitulo, reconocer y describir algunos de los hechos mas relevantes que
influenciaron el desarrollo de esta nocidn, tomando como base el estudio de fendmenos

como el movimiento, la caida de los cuerpos, entre otros.

1.1 Las primeras huellas de vectores en el desarrollo de

las matematicas.

En la antigliedad, algunas culturas humanas como los egipcios Yy
babilonios, desarrollaron técnicas para medir y contar. Aunque en principio estas
se relacionaron con la geometria y la aritmética, con el correr del tiempo se fueron
convirtiendo en una ciencia cuyos estudios evolucionaron hasta llevarnos al
desarrollo del algebra o el célculo entre los siglos XVI y XVII. A pesar de que
antiguamente se consideraba la aritmética como la ciencia de los numeros y la
geometria como la ciencia de las magnitudes, esta distincion se ha ido

desvaneciendo debido a la evolucion de las teorias matematicas que han tendido
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a unir estas dos campos de estudio, estableciendo asi, una sintesis entre ellas, para
dar paso a la emergencia de nuevas nociones y conceptos.

Gracias a los estudios realizados por Rene Descartes (1596-1650) los
cuales abrieron el camino hacia al desarrollo de la geometria analitica, se
ampliaron los sistemas numeéricos y se dio paso al surgimiento de una nueva
concepcion de algebra que cumplia con las operaciones de la aritmética béasica; a
pesar de estos avances, para matematicos como Gottfried Leibniz (1646-1716) el
algebra y los ejercicios que esta rama de estudio planteaba, solo representaban
simbolos sin ningdn tipo de informacion que pudiera brindar alguna utilidad méas
alla del uso de sus métodos operacionales. En este sentido, Leibniz proponia que
el algebra evolucionara, no solo en aspectos de la representacion simbolica, sino
también como herramienta para modelar algunos fenémenos fisicos; aunque él
enfoca sus estudios matematicos desde esta perspectiva, no logra construir un
método algebraico que permita llevar a cabo un analisis geométrico de dichos
fendmenos, pero deja sentadas las bases para realizar investigaciones en esta
direccion (Rosales, 2009).

Algunos fendmenos de la naturaleza tales como el movimiento o el estudio
del calor, planteaban cuestiones que abrian el camino para introducir un método
analitico que diera cuenta de estos fenémenos; es asi como nuevos desarrollos
matematicos emergieron en el intento por modelar problemas propios de la rama
de la fisica, ayudando a ampliar el campo de estudio de ambas ciencias y
conllevando a la formulacion de nuevas teorias, ademas de generar nuevas
cuestiones debido al tipo de operaciones que aparecian y que en ocasiones no
cumplian, por ejemplo, con el principio de permanencia, segun el cual, “no es

posible que un algebra entre objetos matematicos no cumpla con las propiedades
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del algebra simbdlica” (Monroy, 2011, p. 18), en casos como de la ley
conmutativa para el producto.

Los matematicos de la época cambiaron la tradicion en cuanto a sus
investigaciones ligadas al uso de la geometria, para dar paso a estudios a través de
procesos algebraicos derivados de la recién surgida teoria de ecuaciones. Otro
campo que habia emergido era el estudio de los niUmeros complejos y aunque estos
nameros “aparecieron en el &lgebra en la solucion de ecuaciones, l1os procesos en
su tratamiento no se dieron en el algebra, sino bajo las necesidades imperiosas del
analisis matematico” (Zea, 2012, p.33).

Con la ampliacion de las ramas de investigacion en matematicas y fisica,
nos acercamos a las ideas de Leibniz en cuanto a la construccion de una
herramienta matematica que, a partir de su representacion geométrica o por medio
de simbolos, brinde la posibilidad de hacer una descripcion analitica de un
fenémeno de la naturaleza, como por ejemplo, el movimiento. Estos simbolos
seran llamados vectores, y seran conocidos gracias al uso del algebra con objetos
de caracteristicas no necesariamente numéricas y la formalizacién matematica de
algunos fendmenos fisicos.

La emergencia histdrica de la nocion de vector estuvo ligada a la relacion
entre nimero, magnitud y direccion, relaciones que desde la antigiiedad habian
estado enmarcadas por diversas cuestiones filosoficas y cuyo modo de operar se
basaba en el uso de la geometria euclidiana. Por otro lado, los desarrollos teéricos
estuvieron fuertemente influenciados por la incorporacion del concepto de
segmento dirigido y la representacion geométrica de los nUmeros complejos.

En la basqueda por ampliar los horizontes del algebra en relacion con el

estudio de las operaciones con numeros complejos, William R. Hamilton (1805-
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1865) presenta el primer trabajo original sobre algebra de estos nimeros en el que,
como lo indica Gonzélez (2008), establecid el primer desarrollo original en
relacion con los nimeros complejos, los cuales relaciona con un producto entre
magnitudes orientadas en el plano, tomando como base las operaciones conocidas
con parejas de nimeros reales.? En Arenzana (1997), también se menciona que en
estos desarrollos Hamilton define un producto en el que intervendra una rotacion
y se plantea el problema de ampliar esta operacion al espacio. Dichas operaciones
serén extendidas a unos nuevos objetos llamados cuaterniones que se convertirian
en el vehiculo que posibilito la emergencia de los vectores, conocidos en principio
por su modo de operar, a pesar de no estar definida formalmente la nocién de
vector.

Las operaciones con cuaterniones cumplen con algunas propiedades
operativas similares a las propiedades de las operaciones aritméticas, pero difieren
en algunos aspectos como por ejemplo:

e Laley conmutativa no se cumple

e El producto entre dos vectores distintos de cero puede ser cero

e El producto entre dos vectores no necesariamente es un vector
Con estos estudios, Hamilton introduce una primera idea de lo que sera un vector,
relacionandolo con un segmento de linea en una direccion y aplica las operaciones
algebraicas para trabajar con este nuevo objeto, dando inicio al estudio del calculo
vectorial a partir de dichas operaciones y posteriormente realizar una

generalizacion que ayude modelar mateméaticamente los fendmenos observados

2 Se hace mencidn numeros reales en relacion a la cita del autor, puesto que estos solo seran definidos
a finales del siglo XIX.
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en el mundo tridimensional, distinta a la modelacién a través del analisis

cartesiano.

1.2 La evolucion historica de la nocion de vector por la

via de la fisica.

Histéricamente la fisica ha sido la ciencia que se ha encargado de estudiar los
fendmenos de la naturaleza; en el intento por comprender estos fendmenos, ha
encontrado en la matematica el vehiculo que le permite desarrollar modelos teéricos
para dar una explicacion racional del mundo fenomenolégico con el que el hombre
convive.

Asi como la fisica se ha valido de la matematica en sus desarrollos, esta Gltima
le debe a la fisica gran parte de su evolucién puesto que, las nociones matematicas
que han ayudado a modelar los fendbmenos de la naturaleza no siempre estuvieron
presentes para ser utilizadas; al tratar de dar respuesta a las preguntas formuladas
desde la fisica en relacion con fendmenos como el movimiento, los matematicos de
la época debieron considerar elementos que no habian sido tenidos en cuenta'y romper
con obstaculos, como el ya mencionado obstaculo de permanencia, descubriendo asi
nuevos campos de estudio y construyendo nuevas nociones que posiblemente no
abrian emergido si no se hubiese intentado explicar analiticamente dichos fenémenos.

Aunque actualmente la relacion entre estas dos ciencias es indiscutible, no fue
asi en la antigliedad; desde los griegos, los desarrollos matematicos y fisicos se dieron
de forma independiente, siguiendo la tradicion aristotélica para la cual los fendmenos
de la naturaleza no podian ser interpretados desde una concepcion puramente
matematica, puesto que los objetos matematicos no hacen parte del mundo

fenomenoldgico sino del mundo de la abstraccion. Yaen el siglo XV1I, Galileo Galilei
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(1564-1642) trata de romper con esta tradicion y encuentra en la matematica el
vehiculo a través del cual se podran describir por ejemplo, el movimiento de un cuerpo
que cae de una mesa describiendo un movimiento parabdlico. En este sentido galileo
escribe:

La filosofia estd escrita en ese grandioso libro que esta continuamente
abierto ante nuestros 0jos (lo llamé universo). Pero no se puede descifrar
si antes no se comprende el lenguaje y se conocen en él los caracteres en
que esta escrito. Esta escrito en lenguaje matematico, siendo sus caracteres
triangulos, circulos y figuras geométricas. Sin estos medios es
humanamente imposible comprender una palabra; sin ellos, deambulamos

vanamente por un oscuro laberinto. (Galileo, 1981)

El método de Galileo consistié en eliminar del fendmeno las cualidades
sensibles para dar un tratamiento estrictamente matematico. Desde este momento se
da una nueva relacion en la cual los problemas de la fisica comienzan a jugar un papel
relevante en los desarrollos conceptuales de las matematicas. Asi Galileo intentaba
“reducir las cualidades a términos cuantitativos, percibiendo una cierta analogia entre
el espacio fisico y el tipo de espacio manejado en los Elementos de Euclides. Es decir,
interpretar los fendmenos de la naturaleza segun las leyes de las matematicas” (Zea,
2012, p. 54).

Uno de los problemas abordados por Galileo, es el problema del movimiento
de un cuerpo que cae de una mesa; para este caso particular él supone que el
movimiento se da en dos direcciones en las que aparecera una velocidad horizontal y
una velocidad vertical. Se evidencia aqui que Galileo da el mismo manejo vectorial
gue damos hoy en dia a este tipo de movimiento; por supuesto que su descripcion no

la hace precisamente desde el algebra vectorial dado que no se habia desarrollado,
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pero sin duda alguna esta nocion esta implicita en su descripcion analitica del
fenémeno.

Isaac Newton (1642-1727) traté de encontrar métodos que le ayudaran a
describir algunos fendmenos como el de la luz, las fuerzas que actian sobre un cuerpo,
entre otros. Uno de sus estudios se da en el intento por matematizar la fuerza total que
siente un cuerpo cuando sobre este actlia méas de una fuerza; asi para el problema en
el cual se aplican dos fuerzas a un mismo cuerpo, presenta una solucién a través de la
representacion de un paralelogramo de fuerzas donde se incluia el sentido en el que
actuaba la fuerza sobre una misma linea y que daria paso a la formulacion de la
segunda ley de Newton que en la actualidad definimos como “la fuerza total ejercida
sobre un cuerpo es igual al producto de la masa por la aceleracion” (Kittel, Knigth &
Ruderman, 1968, p. 55).

Sus ideas tendrian gran influencia en las representaciones geométricas de los
vectores, puesto que el paralelogramo de fuerzas es la forma usada en el analisis
vectorial para describir la suma entre vectores cuando sobre un cuerpo actdan dos
fuerzas. Newton desarrollo métodos matematicos que fueron apareciendo
posteriormente en el algebra vectorial; sus trabajos junto con los trabajos de Leibniz
en relacion con la descripcion del movimiento y otros fenémenos de la naturaleza,
llevaron a la creacion de una nueva rama de estudio de las matematicas conocida
como calculo diferencial e integral.

Otro de los fendbmenos que se tratd de abordar desde la fisica y que a la larga
tendria mayor relevancia en las futuras investigaciones en matematicas en relacion
con el analisis vectorial, fue el tratamiento del fendmeno del calor. En el siglo XV,
los fisicos coincidian en tratar el calor como un tipo de movimiento interno de los

cuerpos; una de las experiencias mas reconocidas, fueron las realizadas por William
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Thompson (1753-1814), quien mostro que al taladrar cafiones con brocas romas se
generaba mucho calor y éste era proporcional al trabajo realizado; hasta este
momento, las descripciones de este tipo de problemas eran tratadas con métodos de
la mecénica analitica desarrollada por Newton.

En la evolucion del estudio del fenémeno del calor, el fisico Jean-Baptiste J.
Fourier (1768-1830), mostro su interés y tratd de entender como ocurre la
transmision de calor en un cuerpo continuo al que se le quiere determinar la
temperatura en un punto especifico y en un tiempo determinado. Antes de la
aparicion de Fourier los métodos analiticos para describir fendmenos naturales
estaban ligados a las descripciones netamente algebraicas; en el intento por dar una
explicacion analitica, él establece un método de trabajo con el que espera obtener
resultados coherentes que permitan interpretar un fenémeno natural. Dicho método
plantea lo siguiente:

El primero es el momento de la observacion empirica. El segundo, todavia
en estrecha relacion con el primero, en el del analisis matematico (segun
lo que era entendido por analisis para esa época), su propoésito es establecer
las relaciones cuantitativas existentes entre las cualidades especificas del
fendmeno. El tercer momento es el del andlisis especial al que Fourier le
da un caracter netamente matematico; se trata aqui de aplicar la teoria y de
suministrar los medios para analizar fendbmenos compuestos que no se
pueden reducir directamente de las leyes generales. En el cuarto momento
de las observaciones exactas, las relaciones establecidas por el analisis
matematico y el especial se someten a verificacion experimental.
(Bobadilla, 2001, p.14)

Basado en dicho método, Fourier realiza sus investigaciones con respecto a la

transmision del calor, llegando a desarrollar un tratamiento a través de un anélisis de
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ecuaciones diferenciales parciales asociadas con este fenOmeno. A partir de este
trabajo, lo que él plantea visto desde nuestro contexto es una funcién del tipo

a:R? - R
(x,t) > ()

En este momento, un nuevo campo de estudio Ilamado Analisis comienza a
cobrar vida y tomarad un camino independiente de los procesos algebraicos. Aunque
Fourier no es consciente, esta dando paso a un nuevo modelo matematico que sera
usado afios despues por James C. Maxwell (1831-1879) en la descripcidn analitica de
la teoria electromagnética haciendo uso de la nocion de campo vectorial.

Otro tipo de trabajos que influenciarian el desarrollo de los vectores y el
establecimiento del calculo vectorial, emergen en el sentido de encontrar métodos
matematicos que permitan representar figuras y movimientos por medio de simbolos,
de la misma forma en que el algebra representaba nimeros o cantidades; Hamilton
desarrolla su teoria de los cuaterniones, convirtiéndose en un instrumento que abriria
nuevos horizontes para las investigaciones en fisica. Maxwell en sus trabajo en fisica
reivindica el deseo de Leibniz de poder describir un fenébmeno a través de su
visualizacion geométrica y encuentra en los vectores, el aparato tedrico buscado por
esta ciencia, cuyo tratamiento lo aplica en el estudio de la teoria electromagnética
haciendo uso de campos escalares y campos vectoriales los cuales constituyen la
nocion de funcidn vectorial; este estudio que sera revisado y ampliado posteriormente
por Oliver Heaviside (1850-1925), uno de los precursores del analisis vectorial que

conocemos en la actualidad.
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1.3 El problema de la representacion en el desarrollo

historico de la nocién de vector.

El campo de aplicacion de la geometria hoy en dia dista bastante de la
geometria euclidiana. Descartes al introducir los métodos de la geometria analitica
con los cuales una ecuacion podré describir una curva en el plano o en el espacio,
marca un punto de inflexion en la evolucion de las teorias y desarrollos matematicos,
dado que con la introduccion de sus métodos analiticos abre la puerta a nuevos
campos de estudio tal vez inimaginables para la época (Rosales, 2009). Uno de estos
estudios, se dio en relacién con la posibilidad de representar nimeros negativos en la
solucion de ecuaciones de tercer grado; también se dardn algunos intentos para
solucionar ecuaciones de grado mayor que dos y emergera una nueva simbologia para
el manejo algebraico de cantidades, como por ejemplo, los nimeros negativos, o para
el tratamiento del célculo infinitesimal, enfocado en el estudio de problemas
geométricos.

El camino para llegar a construir la representacion geométrica de la nocién de
vector se dio a partir de dos conceptos. El primero es el concepto de segmento dirigido
y el segundo la representacion de los nimeros complejos. Con la aparicion de las
cantidades negativas y la aceptacion de tratar cantidades numéricas como magnitudes,
segun se registra en los trabajos de Argand (1768-1822), se dio via libre para que éstas
cantidades pudieran ser representadas por medio de un segmento dirigido en sentido
opuesto las cantidades positivas a partir de una rotacion de 180° contraria al giro de
las manecillas del reloj.

De otra parte, los nimeros complejos habian aparecido en la tentativa por dar
solucion a la ecuacion de tercer grado; algunos investigadores llevaron a cabo intentos
por dar una representacion geométrica de estos nimeros, sin embargo, encontramos
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en Monroy (2011), que es a partir de los desarrollos publicados por Carl F. Gauss

(1777-1855) que estas ideas logran ser introducidas.

Jhon Wallis (1616-1703), toma la idea de descartes, con respecto a la
ubicacién de la parte compleja saliendo de la recta numeérica y da a conocer la primera

representacion geométrica del nimero complejo:

a

Figura 1: Representacion geométrica del nimero complejo a + bi de Wallis.

Posteriormente Caspar Wessel (1745-1818), tomando de base algunas de las
ideas de Wallis, amplia los desarrollos con los nimeros negativos y las cantidades
imaginarias extendiendo los conceptos de segmento y direccion dando a conocer una

nueva representacion que es usada en la actualidad:

Figura 2. Representacion geométrica del nimero complejo Z = a + bi de Wessel.

En Zea (2012) se menciona que Argand y Wessel mostraron que los nimeros
complejos podian ser geométricamente sumados y multiplicados. A pesar de esto, su

representacion presentaba problemas para los fisicos cuando se deseaba trabajar con

fuerzas en mas de dos dimensiones.
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Hamilton present6 el vector como “un operador de trasporte o como una
diferencia entre dos puntos, introduce el vector opuesto y la suma de vectores”
(Rosales, 2009, pp. 66-67), apoyandose en los nimeros complejos para desarrollar el
algebra que permite describir a los vectores y las operaciones con estos, asi como su
representacion geométrica de puntos o segmentos de recta dirigidos en el plano. La
implementacién de los numeros complejos a los vectores, permitido que se les
relacionara con puntos en el plano cartesiano; de este modo se hizo evidente la
potencia de los numeros complejos que vendrian a convertirse en una herramienta
fundamental en la solucion de problemas fisicos.

Una de esas primeras aplicaciones que surgen, es la posibilidad de describir la
suma de varios vectores de fuerza que tiene como origen un punto en comdn, pero
donde cada uno apunta en una direccion distinta; este proceso se modela por medio
del paralelogramo de fuerzas cuyo vector suma estara representado por la diagonal
que cruza el paralelogramo desde el punto inicial comdn de los vectores y su punto
terminal comdn. Esta aplicacion serd extendida en el mismo sentido a la
representacion de velocidades y otros movimientos y fendmenos relacionados a futuro

con electricidad, magnetismos y la teoria cuantica.

1.4 La constitucion histdrica del objeto vector.

Los vectores son el resultado del intercambio cientifico llevado a cabo por
matematicos y fisicos. Su construccion y posterior instauracion como objeto
matematico se deriva a partir de la aplicacion de los procesos aritméticos para
describir el movimiento en contraposicion a la tesis Aristotélica que consideraba que

estas dos ciencias atendian a objetos de distinta naturaleza. Debemos tener en cuenta
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gue los objetos matematicos desde el punto de vista filoséfico han estado enmarcados

por dos corrientes del pensamiento:

e Las concepciones Platonicas, en las cuales los objetos matemaéticos existen
independientemente del mundo fenomenoldgico.

e Las concepciones Aristotélicas, en las que los objetos matematicos son seres que
pertenecen al mundo de la abstraccion, que no poseen ningun tipo de naturaleza
fisica; son objetos inmoviles.

Con la presentacion y posterior aceptacion del vector como objeto matematico
se da un rompimiento en estas concepciones, pues estos objetos ahora no solo son
tratados a partir de la abstraccion, sino que ademas dependen y describen fendmenos
tales como el movimiento, ademas de contar con una representacién geomeétrica.

La emergencia de los vectores es el resultado de la combinacion de tres
conceptos: el numero, la magnitud y la direccion.

e Larelacion entre numero y magnitud conocida desde la antigiiedad con
los trabajos de Euclides.

e La relacion entre magnitud y direccion que toma como base las
aplicaciones de la geometria analitica, y que permitié ampliar el uso de
los nimeros negativos descritos en sentido opuesto a los ndmeros
positivos a partir de un giro de 180° en la recta numérica.

e La relacién entre nimero y direccidén que emerge con la instauracion de
los nimeros complejos, con los cuales se pueden hacer descripciones que
involucran rotaciones en angulos en todas las direcciones en el plano

complejo, derivado del plano cartesiano.?

Con la combinacion de estos conceptos, se puede ahora hablar de la distancia
entre dos puntos geométricos a partir de los valores absolutos de las cantidades
tomadas en consideracion, también se puede hablar de la orientacion de un punto “a”

tomando un eje de referencia donde se puede decir si el punto esta ubicado a derecha

3 En Zea (2012) se encuentra un desarrollo mas detallado de estas relaciones.
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0 izquierda, arriba o debajo de un punto en particular “4”. Asi mismo se podran
consideran operaciones como adicion o sustraccion entre segmentos que permiten
representar movimientos en el plano.

La instauracion de los vectores como objetos matemaéticos surge en gran
medida gracias a las relaciones anteriores, influenciadas por cuestiones
fenomenoldgicas que buscaban ser comprendidas analiticamente y su adopcion no
solo transformo la forma de trabajar en matematicas. En el campo de la fisica su
influencia fue aun mas relevante; como lo comenta Crowe (1985), innovd por
completo su campo de estudio puesto que se da una transformacion en el modo de
describir algunos fenémenos, pasando del trabajo con cantidades escalares como
posicion, peso o temperatura a cantidades vectoriales como fuerzas, velocidades,
aceleracion, abriendo el camino para la posterior introduccion de los campos
vectoriales que permitirdn describir las fuerzas eléctricas y magnéticas de forma
analitica, a partir de los trabajos llevados a cabo por Maxwell al extender las ideas
intuitivas planteadas por Michael Faraday (1791-1867), en relacién con la modelacion

de dichos fenémenos.
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CAPITULO 2

LA FORMALIZACION DE LA NOCION DE

FUNCION VECTORIAL

Con la adopcion de la nocion de vector y los vectores como objetos
matematicos se abrieron nuevos campos de estudio y nuevas aplicaciones que
contribuyeron notablemente en los desarrollos de la fisica y la matematica a finales
de los siglos IXX 'y XX, donde uno de los campos més beneficiados fue la joven teoria
de funciones desarrollada por matematicos como Louis Cauchy (1789-1857). Gracias
a la adaptacion de los vectores con la teoria de funciones se abre el camino para la
emergencia de una nueva nocion llamada la funcion vectorial; Esta nocidn
contribuiria al fortalecimiento de la relacion entre matematicas y fisica, dando ademas

un nuevo aire a los campos de investigacion en ambas ciencias.

2.1 Las operaciones con vectores: Hamilton vy

Grassmann

Sir Willian Rowan Hamilton (1805-1865) y Hermann Giinter Grassmann
(1809-1877) jugaron un papel fundamental en el desarrollo de la nocion de vector y
la formalizacion del andlisis vectorial como rama de estudio de las matematicas,
aunque ambos trabajaron de manera independiente y por lineas de desarrollo
distintas. Hamilton se baso en operaciones con numeros complejos para extender esta
nocion al espacio a través del uso de cuaterniones, mientras que Grassmann introdujo
los principios del célculo vectorial e hiso uso de los infinitesimales, conocidos desde
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la época de los griegos pero desarrollados por Newton y Leibniz en el siglo XVl en
el estudio del célculo integral, extendiéndolos a funciones escalares y vectoriales.
Dado que ambas teorias mostraban lineas de desarrollo distintas, los
partidarios de cada una de ellas entraron en grandes discusiones con respecto a cuél
teoria era méas conveniente para modelar fendmenos naturales y realizar otros tipos
de descripciones algebraicas. Los aportes de ambos abrieron la puerta para que otros
investigadores plantearan nuevos modelos matematicos y fisicos como en el caso de
algebras mas abstractas que las conocidas hasta ese momento, la creacion de una
nueva rama llamada topologia y la teoria electromagnética, por mencionar algunos

Casos.

2.1.1 Operaciones vectoriales desarrolladas por Hamilton

Hamilton nacié en Dublin, Irlanda en el afio de 1905, fue un personaje
inquieto en cuanto a la busqueda de conocimientos en relacion con los idiomas y la
aritmética; gracias a sus trabajos en este campo matematico logro el “descubrimiento
de un error en la demostracion del paralelogramo de las fuerzas propuesto por
Laplace en su Mécanique céleste” (Sanchez, 2011, p. 8). Dedic6d gran parte de su
vida al estudio de los cuaterniones, especialmente en cuanto sus aplicaciones en
dinamica, astronomia y la teoria de la luz.

Los nimeros negativos y su representacion asi como los desarrollos con
nameros complejos en el plano, fueron fundamentales en la instauracion de los
vectores y el analisis vectorial. A partir los trabajos llevados a cabo por el matematico
Jhon Thomas Graves (1806-1870) relacionados con la construccién de una teoria de
logaritmos de nameros negativos y complejos, Hamilton se interesé por estos

numeros pensando en la posibilidad de que a través de ellos se pudieran representar
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movimientos y rotaciones, convirtiendo a los nimeros complejos en una herramienta
fundamental para la formulacion de leyes de la fisica a partir de la descripcién de
movimientos de cuerpos rigidos en el espacio.* Siguiendo esta linea de trabajo, en
1833 presenta su primer desarrollo con nimeros complejos en la Irich Academy a
partir un algebra formal con pares de nimeros reales en donde sus operaciones, suma
y producto, son definidas como en la actualidad de la siguiente manera®:
(a,b) + (c,d) =(a+c¢,b+d)
A(c,b) = (Aa, Ab)
(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

Hamilton estaba en contra de la idea de los matematicos de la época quienes
consideraban que los nimeros complejos debian reducirse a la simple manipulacion
simbdlica carente de significado; para él, el algebra y la fisica se relacionaban a
través de la representacion geométrica de estos numeros, y aungue esta
representacion no sirve para justificar su existencia, ayuda a comprender estas ideas
de forma intuitiva. La anterior forma algebraica presento un método para representar
vectores y las operaciones con ellos donde la suma y el producto de complejos
resultaban equivalentes a la suma y producto vectorial con lo cual se podian
manipular algebraicamente.

En Arlego y Costa (2013) encontramos que “la utilidad de los niimeros
complejos es limitada pues si varias fuerzas acttan sobre un cuerpo, estas no tienen
porque estar en un mismo plano, por consiguiente se hace necesaria una version
tridimensional de los nimeros complejos” (p. 32). En este sentido, Hamilton pensé

en la posibilidad de extender estos nimeros al espacio tridimensional de tal forma

4Ver (Sanchez, 2011).
5 Ecuaciones publicadas en Gonzalez (2008).
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gue se definiesen cantidades parecidas con propiedades algebraicas y geométricas
anélogas. De este modo apareceria la teoria de los cuaterniones que Hamilton
construye a partir de imaginar tripletes de la forma a + bi + cj donde cada unidad era
perpendicular entre si; i, j representan numeros imaginarios y a, b, ¢ son nimeros
reales. Al realizar la suma entre dos vectores de este tipo, no se hacia evidente
ninguna dificultad, esto es:
(a+bi+cj))+@+bi+cj)=(@+a)+B+Db)i+(c+c).
Sin embargo, al llevar estos vectores a la operacion producto y suponiendo
previamente que ii = jj = -1 y que ij= ji, Se encuentra con el siguiente resultado:
(a+bi+cj)(a”+b'i+c)
= (aa"—bb" —cc’) + (ab” + ba")i + (ac” + ca’)j + (bc” + cb)ij,
el cual no era cerrado con respecto a esta operacion dado que aparecia un elemento
adicional. Hamilton se dio a la tarea de interpretar el valor del producto de ij.
Después de trabajar distintas ideas, logra encontrar un nuevo simbolo imaginario
Ilamado k = ij = -ji, considerando ahora no tripletas sino cuaternios, de este modo

los cuaterniones seran nimeros de la siguiente forma:
Q=a+bi+cj+dk,
donde a, b, ¢, d son nimeros reales y los simbolos i, j, k vectores unitarios a
lo largo de los tres ejes, para los que Hamilton definird algunas propiedades
algebraicas las cuales no cumplen con la ley conmutativa del producto. Un
ejemplo de ello es la aparicion de dos nuevas definiciones de producto:
e El producto punto: no se cumple la ley modulativa

e El producto cruz: no cumple la ley asociativa ni conmutativa
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Con estos trabajos “Hamilton estaba absolutamente convencido de que los
cuaterniones se convertirian en la herramienta precisa con la que se podria
describir el espacio fisico y el tiempo” (Sanchez, 2011).

Una de las caracteristicas mas importantes de los cuaterniones es que se
pueden descomponer en dos partes; una parte escalar S(Q) y una parte imaginaria
V(Q) la cual llamaria vector de la siguiente manera:

Q=S5Q)+V(@)

Esta descomposicion fue cuestionada por algunos investigadores de la
época, teniendo en cuenta que la anterior relaciéon presentaba una suma de dos
cantidades de diferente naturaleza (escalares y vectores). Hamilton trabajo en
éstas teorias hasta el final de su vida, tratando de convertir a los cuaterniones en
la herramienta privilegiada de uso en las modelaciones de la fisica, sin embargo,
no llegaron a ser completamente aceptadas puesto que sus desarrollos y modo de

operar revestian un alto grado de dificultad.

2.1.2 Operaciones vectoriales desarrolladas por Grassmann

Grassmann naci6 en Stettin, Polonia en el afio de 1809. Se formd de manera
autodidacta en matematicas y escribio un texto Illamado Theorie der Ebbe un Flut,
en el que lleva a cabo un estudio sobre las mareas, apoyandose en “la teoria de la
Méchanique analytique de Lagrange y de la Méchanique céleste de Laplace, pero
exponiendo esta teoria por métodos vectoriales sobre los que trabajaba desde 1832
(Gonzalez, 2008, p. 8). En ese estudio se trataban operaciones como la suma, la
diferencia, producto de vectores, entre otros, similares a lo que aparecen en los textos

de algebra lineal usados hoy en dia.

34



En el afio de 1943 Hamilton habia descubierto la multiplicacion correcta de
los cuaterniones, un afio mas tarde Grassmann publicaria su teoria de la extension
lineal, obra en la cual estaban contenidas importantes ideas del célculo vectorial
incluyendo una multiplicacion no conmutativa. La importancia de esta obra no fue
reconocida sino hasta 20 afios después de publicada, debido a la dificultad de su
lectura y su caracter filoséfico. Grassmann publicaria una segunda redaccién en el
afio de 1962, mucho mas clara y en la cual se incluian conceptos como combinacién
lineal de magnitudes, dependencia e independencia lineal o dimension. A pesar de
esto, debido a su poca difusion la relevancia de su trabajo no fue tomada en cuenta
sino hasta principios del siglo XX.

Herman Hankel (1839-1873) al tratar de escribir una obra relacionada con el
analisis de numeros complejos llevados a cabo por Hamilton, y otro matematicos, se
encuentra con los trabajos de Grassmann. Estos despertarian su interés por lo que
enfocd sus estudios en este sentido hasta llegar a concluir que las ideas de Grassmann
revestian de mayor relevancia y utilidad en cuanto a sus aplicaciones, donde para é€l,
los trabajos de Hamilton representaban un caso particular de la generalizacién hecha
por Grassmann en sus desarrollos de nociones vectoriales, las cuales se extendian a
n dimensiones.

La relevancia del trabajo de Grassmann se da en el sentido de que logra
generalizar el actual producto vectorial. Asi como Hamilton basa sus desarrollos a
partir del algebra, las investigaciones de Grassmann toman como base de estudio
algunas consideraciones geométricas en la busqueda por solucionar algunos
problemas fisicos. Su gran aporte fue llevar a cabo una generalizacion del producto
vectorial a partir de las siguientes consideraciones:

Concibid el area barrida por un segmento que se desliza sobre otro y sobre

una linea quebrada dotada de una orientacion, y por lo tanto, de un signo,
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segun recorriera el perimetro del area en un sentido u otro. Con esto,
definié un nuevo producto, el producto que en la actualidad se Ilama
producto exterior, ab=aAb que él Illamaba producto escalon,
intimamente relacionado con el producto vectorial, y que, empero, a
diferencia de éste, no esta restringido a una dimensionalidad fija como en

el caso del producto vectorial. (Gonzalez, 2008, p 10)

Para dar una mejor idea de las consideraciones anteriores, presentaremos el
procedimiento y los desarrollos algebraicos con vectores que aparecen en (Arenzana,
1997, p. 69):

a) Siunsegmento se desplaza en el plano sobre un nimero cualquiera de
segmentos, la superficie total que se obtiene es igual al espacio que se
obtiene cuando se desplaza ese segmento por la suma de los
segmentos.

b) Sien el plano un segmento se mueve entre dos paralelas fijas de modo
que se mueve de una a otra, la superficie total barrida es la misma

cualquiera que sea el camino recorrido.

A A’

c c
Figura 3. Movimiento 1 entre dos paralelas en ambos sentidos que barre igual superficie.

A B

A’ B'

Figura 4. Movimiento 2 entre dos paralelas en ambos sentidos que barre igual superficie.
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Su expresiones cambiando el lado medido por el que mide, serian:

c)

d)

f)

9)

h)

La superficie que describe una linea quebrada es igual a la descrita por

un segmento que tiene los mismos puntos inicial y final que ella.

La superficie total que describe una superficie cerrada en el plano al

moverse es nula.

Estas propiedades las podemos expresar de forma simbdlica asi:
alA(b+c)=alb+alc
(b+c)ANa=bAa+cha

La expresion a Ab significa superficie y la expresion (a Ab)Ac

significara volumen. Esto llevd a Grassmann a definir a como

segmento del primer escalon (dimension uno), a Ab segmento del
segundo escaldon (dimension dos), (a Ab)Ac segmento del tercer
escalon, etc.

Vectores de la misma especie. Si dos vectores son de la misma especie

ab = 0.

Si b, y b, son de la misa especie, se verifica:

(a+ by)b, = ab,
b,(a + b,) = bya
Nos fijaremos en los signos y no so6lo en el valor absoluto de las
expresiones de
(a+ by)b, = ab,
b,(a + by) = bya
Para ello supondremos que a y b son dos vectores no de la misma
especie, el producto (a + b)(a + b) es nulo, puesto que es producto
de un vector por si mismo, es decir dos vectores de la misma especie,
pero ademas se puede desarrollar aplicando la propiedad distributiva:
(a+ b)(a+ b)=(a+ b)a+ (a+ b)b
=aa+ ba+ ab + bb = ba + ab,

de donde ab = —ba

Pone como ejemplo de un producto no conmutativo de segmentos, y a

lo que Grassmann llama primer escalon significa area cuyo producto

es

ab = |a||b|sin ab
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donde, evidentemente, el seno cambia de signo segun se tome el

angulodeaab odebaa.

Como se observa, el modo de operar desarrollado por Grassmann es muy
similar al que usamos en la actualidad.

Anteriormente mencionamos que los sistemas de Hamilton y Grassmann
entraron en disputa puesto que se daban argumentos a favor y en contra de cada uno
de ellos en cuanto a la relevancia que cada método presentaba a la hora de solucionar
problemas fisicos, por parte de quienes defendian éstas teorias, resaltando al fisico
Peter Guthrie Tait (1831-1901), colaborador de los estudios de Hamilton en la
aplicacion de los cuaterniones a la modelacion de algunos fendmenos naturales y
quien por su puesto, defendia la importancia de los cuaterniones; por otro lado, el
ingeniero Josiah Willard Gibbs (1839-1903) escribe algunas notas de analisis
vectorial y defiende el uso de estos métodos frente a la formulacion cuaternionica
por la posibilidad de extender los métodos vectoriales a n dimensiones. “la polémica
se decidio finalmente del lado de los vectores; los ingenieros aceptaron de buenas
maneras el calculo vectorial aunque no asi los matematicos. Finalmente, los
matematicos siguieron e introdujeron los métodos vectoriales en la geometria

analitica y diferencial” (Rosales, 2009, p. 74).

2.2 Antecedentes de la nocion de funcion vectorial

Para algunos matematicos, como Michel Spivak, el concepto de funcién
constituye el epicentro de las matematicas: “el concepto mas importante de todas las
matematicas es, sin dudarlo, el de funcion” (Spivak, 1996, p49). Su uso hoy en dia

abarca diversos campos de estudio que tratan directa o indirectamente este concepto;
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podemos destacar entre ellos al analisis matematico, la teoria de ecuaciones
diferenciales e integrales, el analisis funcional o el analisis numérico, por mencionar
algunos. Para revisar los antecedentes de la nocion de funcion vectorial, vamos a dar
una breve mirada al desarrollo histdrico del concepto de funcion.

Los antecedentes de la nocion de funcion vectorial estan ligados a la
evolucidn del concepto funcion de variable real y el analisis matematico. Diferentes
autores® han llevado a cabo estudios histdricos en relacion con la emergencia de la
nocion de funcion encontrando que, en algunas de las operaciones matematicas
relacionadas con el uso de cantidades numeéricas en las culturas babildnicas, egipcias
y griegas, puede identificarse el uso implicito de funciones del tipo f:N = N, o
f:R — R. Un ejemplo de esto se da con la contribuciones de Arquimedes (287-212
a. C.) en relacion con la primer ley de la hidrostatica en cuyo enunciado se puede
observar una relacion entre variables que involucran de manera implicita la nocion
de funcioén. El enunciado de esta ley establece que “cualquier cuerpo solido que se
encuentre sumergido total o parcialmente en un fluido serd empujado en direccion
ascendente por una fuerza igual al peso del volumen del liquido desplazado por el
cuerpo solido” (Ugalde, 2013, p. 6).

En Ponte (1992) se resalta al matematico y astronomo Francés Nicole Oresme
(1320-1282) como uno de los primeros investigadores que trato de describir algunas
leyes, relacionando dos magnitudes que llamaba longitudes (tiempo) y latitudes
(velocidad) apoyado en el uso de teorias geométricas.

Galileo en su intento por encontrar expresiones analiticas que pudieran
describir o modelar diversos fendmenos naturales a partir de la relacion entre

matematicas y fisica, estudia el problema de la caida libre de los cuerpos que ya habia

® Se hace referencia a algunos de los autores incluidos en la bibliografia de este trabajo de grado.
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sido tratado también por algunos investigadores como Oresme, Leonardo Da Vinci
(1452-1519), entre otros. Ellos en diversas experiencias habian dejado caer objetos
de distinto peso y material desde la misma altura y en el mismo instante de tiempo,
notando que estos tocaban el suelo de forma simultanea.

Galileo inicia sus estudios tomando como punto de partida las conclusiones
a las que habian Ilegado sus antecesores y continla sus investigaciones en esta linea;
supuso que si se dejaban caer objetos de distinto peso en un medio donde no hubiese
aire, es decir, en el vacio, estos deberian llegar al suelo al mismo tiempo. Puesto que
sus estudios se basaban en encontrar la forma de describir los fendmenos naturales
por medio de expresiones matematicas, plantea el fendbmeno de la caida de los
cuerpos haciendo uso de un modelo matemaético en el que da cuenta de una relacién
entre variables como distancia, tiempo y aceleracion, descrito por la siguiente
expresion:

s(t) =c.t?

Donde s representara la distancia que cae el cuerpo, ¢ es la constante

gravitacional y t el tiempo durante el que transcurre la caida. Esta expresion sera

posteriormente reformulada por Galileo de la siguiente forma:
) = .2
S = > C.

En la anterior expresion se observa que la masa del cuerpo no afecta el
fendmeno. Aunque Galileo no conté con una maquina de vacio para realizar el
experimento, sus suposiciones fueron comprobadas posteriormente.

Al tiempo en que Galileo llevaba a cabo sus investigaciones, en Francia
Descartes trabajaba en la elaboracién de su geometria analitica, que abria la
posibilidad de relacionar elementos del algebra con la geometria a partir de la

descripcion de curvas por medio de expresiones algebraicas. Para Ponte (1992) el
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surgimiento de la nocién de funcion es contemporaneo con la emergencia de calculo
infinitesimal; segtn entiende ¢l en su estudio “Descartes claramente establecio que
una ecuacion con dos variables geométricamente representadas por una curva,
indican una dependencia entre cantidades variables” (Ponte, 1992, p. 2). Por otro
lado, Medvedev (1991) destaca que desarrollar una ley que relaciona la dependencia
de cantidades variables es uno de los ideas mas relevantes en la evolucion de las
ciencias y las matematicas en los siglos XVI, XVII y XVIII, y a pesar de que
Descartes no da una definicion formal de lo que es una funcion, se hace evidente la
presencia de una interpretacion intuitiva de este concepto al considerar la existencia
de una dependencia entre variables para poder determinar algunas curvas. Otros
resultados que se dan para la época, y que también incluyen la nocién intuitiva de
funcion estan relacionados con el desarrollo, por ejemplo, de tablas astronémicas o
las tablas logaritmicas.

El siglo XVI y XVII se gestan distintos desarrollos matematicos y
evidentemente, los aportes de Galileo y Descartes en matematicas y fisica potencian
los campos de investigacion en estas ciencias. Por esta época aparecen trabajos con
expresiones analiticas y se abre el camino al desarrollo del anélisis matematico, el
cual estara ligado al propio desarrollo y formalizacion de la nocion de funcién. Para
Medvedev (1991), la representacion de una funcion como una expresion analitica, se
va convirtiendo en forma gradual en el método principal de definir una funcion.

Para dar cuenta de la emergencia de las funciones vectoriales, a partir de la
adaptacion de los métodos vectoriales a las funciones, daremos a continuacién
algunas de las definiciones que desde el siglo XV se fueron formulando para definir
el concepto de funcion pero sin ahondar en los detalles que llevaron a sus autores a

presentarlos, puesto que hacer este analisis sobrepasa los objetivos de este trabajo.
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Para Recalde (2011) el matematico y astronomo James Gregory (1638-1675)
es quien da una primera definicién de funcion:

Cantidad que se obtiene a partir de otras cantidades a través de operaciones
algebraicas o mediante otra operacion (Recalde, 2011, p. 5).

Uno de los primeros grandes aportes en el camino por la formalizar de la
nocion de funcién, se da en el proceso de construccion y fundamentacion del calculo
diferencial e integral llevado a cabo por Newton y Leibniz. Newton a traves de su
teoria de fluxiones usard el término “fluentes” para designar las variables
dependientes de una variable independiente, como por ejemplo, el tiempo; en este
sentido, la variable dependiente se va generando a partir de la variable independiente
de forma continua. Leibniz en un manuscrito de 1673,” hace uso explicito de la
palabra funcion al relacionar cualquier cantidad que varia de un punto a otro en una
curva. Leibniz sostiene un intercambio de cartas con el matematico y filésofo Johann
Bernoulli (1667-1748) relacionado con el estudio de las funciones; Bernoulli
publicara un articulo en 16998 en el que definira una funcion de la siguiente manera:

Una cantidad compuesta, de cualquier manera a partir de una variable y
constantes arbitrarias. (Boyer, 1999, p. 531)

Leonar Euler (1707-1783), fue uno de los grandes matematicos del siglo
XVIII; publica en el afio de 1748 un tratado de 2 volimenes llamado Introductio in
analysin infinitorum, que para Boyer (1999) se convertiria en el texto que impulso
los principales desarrollos matematicos de la segunda mitad de éste siglo. Euler fue
el primero en hacer uso del simbolo f(x) como forma de representar las funciones y

dio la siguiente definicion para estas:

" (Ugalde, 2013)
8 (Ugalde, 2013)
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Una funcién de una cantidad variable es una expresion analitica
compuesta, de cualquier manera que sea, de esta misma cantidad y de
nameros o cantidades constantes. (Recalde, 2011, p. 5)

Josep Louis de Lagrange (1736-1813), en sus estudios sobre las funciones

analiticas definira funcion de la siguiente manera:

Llamamos funcion de una o varias cantidades a toda expresion de célculo
en la cual estas cantidades entran de cualquier manera, mezcladas o no,
con otras cantidades que consideramos como valores dados e invariables,
mientras que las cantidades de la funcién pueden recibir todos los valores
posibles. Asi, en las funciones no consideramos mas que cantidades que
suponemos variables, sin ninguna consideracion a las constantes que

puedan estar mezcladas. (Ugalde, 2013, p.14)

Segun el entendimiento de Euler con respecto al manejo de las funciones,
estas debian ser representadas por una sola expresion analitica; sin embargo Fourier
en oposicion a ésta idea, plantea en su teoria analitica del calor la posibilidad de
extender el concepto de funcion al decir que “en general la funcion f(x) representa
una sucesion de valores u ordenadas, cada una de las cuales es arbitraria... no
suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una ley comun; se suceden una a otra”
(Recalde, 2006, p. 6).

Finalmente en esta pequefia descripcion del desarrollo de la nocién de
funcién, resaltaremos al matematico Augustin Louis Cauchy (1789-1857) quien
fuera una de las principales figuras que contribuyo al desarrollo y formalizacion del
analisis matematico en el siglo XVIII. Cauchy, aunque no lo menciona
explicitamente en sus trabajos, realiza segun Recalde (2011), la primera clasificacion
de las funciones continuas y discontinuas y define funcion continua de la siguiente

manera:
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La funcion f(x) es una funcion continua de la variable x entre dos limites
asignados, si para cada valor de x entre estos limites, el valor numérico de
la diferencia f(x + a) — f(x), decrece indefinidamente con a. En otras
palabras, la funcidn f (x) seré continua entre dos limites, si un incremento
infinitamente pequefio de la variable siempre produce un incremento

infinitamente pequefio de la funcion misma. (Recalde, 2011, p. 8)

La formalizacion de la nocion de funcion como la conocemos hoy en dia, se
daréa gracias a los estudios de investigadores contemporaneos y posteriores a Cauchy
quienes continuaron llevando a cabo investigaciones en esta linea a finales del siglo
XVIII e inicios del siglo XIX, y también a la introduccion de la teoria de conjuntos
que dio elementos que permitian rigorizar el concepto de funcion como una relacion
entre elementos xeA y yeB. Segun Ponte (1992), el desarrollo de la nocion de
funcién se dio gracias a diversos estudios llevados a cabo en el intento por encontrar
la definicion méas adecuada a partir del uso de un simbolismo y el descubrimiento de
las conexiones con otros campos de la matematica.

Como se hace notar en Medvedev (1991), la historia de las funciones
vectoriales no ha sido tratada con suficiente rigor como se ha hecho con otros
campos, como por ejemplo, el desarrollo histérico de la nocién de funcion. Sin
embargo, cuando revisamos algunas de las definiciones dadas anteriormente,
notamos que, a pesar de no ser trabajada de manera explicita la nocién de funcién
vectorial, ella aparece en los desarrollos de algunos de los investigadores
mencionados, como por ejemplo, en el caso de Newton quien en la descripcion de
algunas curvas, llama a las variables dependientes del tiempo como “fluentes”, estas
hacen relacion a lo que hoy en dia conocemos como funcidon paramétrica. Es decir
funciones de R en R?. También Fourier realiza trabajos con funciones de varias

variables al considerar la dependencia de la temperatura en términos de la posicion
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y el tiempo, o Lagrange quien habla de la funcion que depende de una o varias
cantidades. En estos ejemplos se hace evidente un planteamiento en términos
modernos de funciones del tipo

a:R* - R”
(X1, X2, e Xn) = V1, V20 ooer Yn)-

Con el desarrollo de las funciones y el analisis matematico se abridé una
manera de describir fendmenos como el movimiento, el sonido, el calor, el
magnetismo, entre otros, donde se busca un método que permita interpretar dichos
fendmenos a partir de ecuaciones en las que aparecen variables que pueden
relacionarse, tal como se describe en los trabajos de Galileo o Fourier. Por otro lado,
la emergencia y fundamentacion del analisis vectorial, llevada a cabo principalmente
por Hamilton y Grassmann, es influenciada por el interés de encontrar explicaciones
de tipo analiticas de algunos fendmenos naturales, usando como punto de partida los
métodos algebraicos existentes hasta ese momento, en los que se incluye el uso de
cantidades negativas y numeros imaginarios los cuales pueden ser representados en
el plano cartesiano.

Cuando los vectores aparecen en los trabajos de Hamilton y Grassmann sus
estudios se enfocan principalmente en la fundamentacion de un nuevo campo teérico
el cual debe cumplir con todas las operaciones algebraicas aceptadas. Sin embargo,
al no cumplirse la propiedad conmutativa como se menciond en el capitulo anterior,
se da paso al estudio y a aceptacion de nuevas propiedades que conllevan al
desarrollo de matematicas mas abstractas y los métodos vectoriales los cuales seran
adaptados a las teorias ya desarrolladas del calculo integral y diferencial. En este
sentido, el estudio de las funciones es relacionado a los tratamientos vectoriales y

gracias a los trabajos de Peter Guthrie Tait, conoceremos un primer planteamiento
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de tipo analitico de una funcidn vectorial al representar una curva, es decir, la primera

representacion analitica de una funcién paramétrica.

2.3 La definicion formal de las funciones vectoriales

Ilevada a cabo por Peter Tait.

En el item anterior, presentamos algunas de las definiciones del concepto de
funcion, a las cuales llegaron los investigadores mencionados en los siglos XVII y
XVIII; como se describid, estas definiciones se dan en relacion con las funciones de
una variable, aunque en las mismas se identifican elementos que tratan con funciones
de varias variables pero que no fueron definidas formalmente. En esta parte veremos
cémo haciendo uso de los vectores, se da a conocer una de las primeras definiciones
formales de la nocién de funcién vectorial llevada a cabo por el fisico y matematico
Peter Guthrie Tait.

Peter Guthrie Tait, nacié en Dalkeith, Escocia en el afio de 1831, en 1841
ingreso a la Universidad de Edimburgo donde fue compafiero de Maxwell; su interés
por los cuaterniones se despierta, como se describe en Rosales (2009), a partir de la
lectura de un articulo que trataba el problema del movimiento de los torbellinos
escrito por Hermann von Helmholtz (1821-1894); en 1853 recibe una primer copia
del libro Lectures on Quaternions de Hamilton. Tait analizo este libro a fondo y
sostuvo un permanente intercambio epistolar con Hamilton para tratar aspectos del
mismo, lo que le permitié escribir un primer articulo en 1859 que trataba sobre la
aplicacion de los cuaterniones al problema de las ondas de Fresnel (1788 — 1827),

publicacién que seria sugerida por el propio Hamilton.
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Aungue Tait no fue el descubridor de los cuaterniones, los aportes que
logro extraer a partir de la aplicacion de estos a problemas fisicos fueron relevantes
en el desarrollo del actual andlisis vectorial como se destaca en el siguiente texto:

Su importancia historica es indudable, pues lider6 desde 1865, la recepcion
y divulgacién del sistema por dos razones: en primer lugar, visualiz6 un
andlisis vectorial moderno de gran utilidad para los fisicos. En segundo
lugar, entendio que, a pesar de la originalidad, los desarrollos de Hamilton
eran de dificil comprension. En sintesis, su principal idea fue exponer de
una manera sistemética los pensamientos de Hamilton, organizar los
conceptos y establecer relaciones de causalidad. (Zea, 2012, p. 100)

Tait publica su libro An elementary treatise on quaternions en 1867, en el
que describid las operaciones vectoriales en relacion con el uso de los cuaterniones
introduciendo una definicion analitica de una funcion vectorial. En este punto, nos
centraremos en algunos de los procesos que Tait sigue para mostrar como se puede
operar con los vectores, hasta llegar a la expresion que define las funciones

vectoriales, objetivo principal de este trabajo.

Este capitulo comienza tratando el tema de la representacién algebraica de
cantidades negativas e imaginarias como —1, v/—1y describe la forma en la cual
Wallis aborda el problema. A continuacion indica que en el plano bidimensional se
pueden representar las cantidades 1, v—1,—1, —v—1, como una rotacién donde
cada una de ellas se genera a partir de la multiplicacion por v/—1 el cual considera
como un operador, en sus palabras describe este proceso como “andlogo a una
manija perpendicular al plano XY, cuyo efecto en cualquier linea en el plano es hacer
que esta rote sobre el origen a través de un angulo de 90°” (Tait, 1890, p. 2). Estos

procesos son descritos desde el apartado 1 al 4°.

® Tait desarrolla su libro en apartados. El primer capitulo consta de 44, pero para el interés de nuestro
trabajo solo consideraremos el libro hasta el aparatado 31 de este capitulo.

47



En el apartado 5, Tait toma la expresion a + bv/—1 que representa un punto

P cuyas coordenadas son (a, b) y traza un segmento desde el origen O hasta P, esto

es OP = a + b+/—1, este segmento contendréa implicitamente una direccion y una
longitud y lo que llamo Vector. El paso siguiente, se da en funcion de describir las
operaciones como suma y producto entre vectores, lo cual realiza entre los apartados
6y 11, haciendo alusion a operaciones ya realizadas en este sentido por matematicos
como Argand, Warren, Moivre, Servois entre otros, limitadas al espacio de dos

dimensiones, aunque en el caso de Servois, hizo algunas especulaciones para

trabajar expandir la forma a + bv/—1 a tres dimensiones.

En el apartado 12 siguiendo con la idea anterior, encontramos la primera
referencia que hace Tait sobre Hamilton, en el sentido de que él fue el Gnico que
obtuvo resultados simples y practicos al extender los principios anteriores a tres
dimensiones, y aunque destaca las contribuciones hechas por sus predecesores,
reconoce en Hamilton como nico descubridor del término v—1. En el apartado 13,
presenta el modelo del vector de Hamilton para tres dimensiones, descrito por la
expresion p = iX + jY + kZ, el cual al sumarlo con otra cantidad w se convierte
en el cuaternion, esto es w + p, considerdndola como una nocion elegante y muy
poderosa en el calculo de cuaterniones.

A partir del apartado 14 y hasta el apartado 27 Tait va a desarrollar las
propiedades operativas entre vectores, haciendo uso para sus representaciones del
plano cartesiano, pues considera que es mas familiar para el lector. Inicialmente
define que es un vector en el espacio haciendo referencia a los elementos que lo
caracterizan como la direccién, el sentido, la longitud, asignandole un simbolo que
lo caracteriza, ejemplo de esto es el vector AB = w, siendo A el origen y B el

extremo del vector; a continuacion define las propiedades caracteristicas entre
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vectores para la suma, diferencia, igualdad, producto escalar, ley asociativa, ley
distributiva, define la expresion -AB = BA donde AB + BA = 0, indicando que
estos vectores son iguales en longitud y direccion pero tienen sentido opuesto.°
En el apartado 28 introduce la expresion
p =xp
Donde p es un vector que relaciona un punto de una variable con el origen, x un
numero indefinido y B otro vector definido. Asi tenemos una expresion que describe una
linea recta dibujada desde el origen y paralela a la recta B; esta linea recta que partira
desde el rigen O hasta el punto A donde OA = a y tendra como ecuacion a la expresion
p= a+ xp,
resaltando que “ésta ecuacion es una de las principales formas usadas en los cuaterniones
puesto que permite mostrar en general la ecuacion de una linea recta en el espacio” (Tait,
1890, p. 11). Modernamente lo que se esta describiendo la expresion p es la ecuacion
paramétrica de una recta la cual conocemos a través de la expresion
X =p+tn !
con Xy 7 vectores, p esun puntoy t es el vector director.
En el apartado 29 presenta la ecuacion
p=ya+xp.
la cual contiene dos cantidades indefinidas equivalentes a una ecuacion numeérica; Tait
aclara en este punto que esta expresion representa al plano en el cual viven las lineas a y

B12. A continuacién da la ecuacion

p=vY+ya+xp,

10 El desarrollo de esta y otras propiedades se encuentra descrito en Zea (2012).
11 (Nakos & Joyner, 1999)
12 Tait no hace diferencia entre linea y vector.
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que representa a un plano que pasa a través del extremo y y es paralelaa ay By

finalmente va a presentar la ecuacion

p =pia +pa; + -+ pra, = Ypa,
donde a,, son vectores y p,, son cantidades numéricas; p va a representar una linea recta
si p1, p2, etc, son funciones de una sola variable y sera un plano si la expresion contiene
dos variables. Aqui vemos una de las primeras nociones que nos iran acercando a la
definicion de la funcion vectorial.

En el apartado 31 de este capitulo, haciendo uso de las propiedades
definidas en los apartados anteriores, Tait probara 12 proposiciones que involucran
problemas fisicos y geométricos en el plano y el espacio, en las que “utiliza
combinaciones de vectores y funciones escalares, las cuales, modernamente
corresponden a las funciones paramétricas de una curva” (Zea, 2012, p. 110). Sin
embargo, aclara que adn esta lejos de la intencion del texto,'® puesto que, estas
proposiciones, solo se basan en el uso de ecuaciones lineales en relacion con dos o
maés vectores. A continuacién mencionaremos algunas de ellas:4

e Las diagonales de un paralelogramo bisecan a cada diagonal.

e Encontrar el centro de inercia de cualquier sistema de masas.

Para nuestro interés particular con respecto al objetivo de este trabajo,
revisaremos las proposiciones (I) y (m). En la proposicion (I) Tait presenta la

ecuacion

b= Yo

13 La intencion real del texto es explicar el uso de los cuaterniones de en la aplicacion de
problemas fisicos.
14 Estas proposiciones se refieren a los ejemplos a, d, e.
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afirmando que es la ecuacion de una curva en el espacio, para la cual si p,, p,, etc, son
funciones de una variable, la expresion se reescribira de la forma:
p =),
ésta expresion es precisamente lo que en la actualidad reconocemos como una funcién
paramétrica de la forma
a:R— R"

En este mismo sentido, indica que si p;, p,, etc, son funciones de dos
variables, el lugar geométrico de la extremidad p es una superficie cuya ecuacion
se representa de la forma:

p = u),
la cual hoy en dia reconocemos como una funcion paramétrica de una curva en el
plano y que describimos por medio de la expresion

a:R — R2,

Tait Ilama la atencidn en que las expresiones ¢(t), ¢(t,u) son necesariamente
vectores, puesto que son iguales al vector p. De este modo encontramos la primer
definicién formal de una funcion vectorial presentada en el siglo XVIII, que hoy en dia
refiere a las funciones escalares que describen curvas paramétricas.

Finalmente en la proposicion (m), y partiendo de las expresiones anteriores
describird nuevas curvas geométricas en el espacio por medio de ecuaciones

p = acos(t) + Bsen(t) + yt,
que describe una hélice. La ecuacion,
p = acos(t) + Bsen(t) + yu

representa un cilindro, donde las lineas que genera son paralelas a p y cuya base es

la elipse descrita por la ecuacion

p = acos(t) + Bsen(t).
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Estas son expresiones del tipo que describimos como funciones paramétricas en el
espacio de la forma:

a:R — R3,
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha resaltado que la emergencia de la nocion de funcion
vectorial estuvo ligada al desarrollo del concepto de vector, junto con sus operaciones, y
al estudio llevado a cabo por Tait sobre la teoria de cuaterniones de Hamilton. Se ha
realizado un analisis historico-epistemoldgico, consultando diversas fuentes que han
Ilevado a cabo estudios més detallados sobre algunos aspectos puntuales del desarrollo
del analisis vectorial, dada la importancia que este tipo de estudios pueden llegar a

alcanzar pues, como lo describen Benoit y Mertinez (2008):

Un andlisis historico epistemoldgico tiene por objetivo entender su
naturaleza, su significado y sentido al determinar las causas que
posibilitaron su aparicién (del conocimiento especifico), de identificar las
diferentes etapas de construccion en el ambito cientifico, asi como las
condiciones de sus trasformaciones sucesivas hasta llegar al aula como

objeto de ensefianza. (p. 2)

De este modo hemos hecho un recorrido historico para tratar de identificar los
elementos que fueron relevantes en la construccion de las nociones vectoriales, sin entrar
en los detalles particulares de cada uno ellos, esto con el objetivo de mostrar como se
presenta, de forma explicita y en un lenguaje formal la definicién de funcion vectorial, en
principio aplicada a funciones escalares para el tratamiento de curvas, y que fue trabajada
por investigadores del siglo XVVI y XVII como Newton, Leibniz, Laplace, entre otros ya
mencionados, mas no definida formalmente por ninguno de ellos, pero que serviran de
base para el desarrollo del analisis vectorial que conocemos hoy en dia.

La importancia de la introduccién y posterior establecimiento de las funciones
vectoriales del tipo a: R — R? que reconocemos como campos escalares, en este caso

particular para dos dimensiones, es que con estudios posteriores se introduciran los
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conceptos fundamentales de los campos vectoriales, trabajados por Fourier pero sin que

éste los defina formalmente, los cuales establecen una funcién que relaciona a un vector
con cada punto de su dominio, esto es funciones del tipo a: R® — R™, conn,m € N.

Con el establecimiento de las funciones vectoriales, se abre el camino a diversos
desarrollos cientificos en relacion con el tratamiento de fenOmenos naturales, pues gracias
a estas nociones fue posible desarrollar campos como la termodinamica, la electricidad y
el magnetismo, el estudio del flujo de corrientes de aire, entre otros, a partir de la
introduccion de diversos operadores. Como describe en Arlego y Costa (2013):

El estudio de las variaciones de un campo vectorial y de un campo escalar,
calculadas a partir del operador V mediante el producto punto o el producto
cruz a campos escalares f 0 a campos vectoriales F, obteniendo magnitudes
vectoriales o escalares (gradiente (V.f), Rotor (VxF), divergencia (V.F) y
laplaciano (V. (V.f)) son importantes para describir el comportamiento

cualitativo de diversos fendmenos fisicos. (p. 25)

De los mas importantes avances logrados con la ayuda de las funciones vectoriales,
en relacion con la descripcidn de los fendmenos naturales descritos anteriormente, es el
desarrollo del andlisis vectorial en el cual se fusionan las nociones vectoriales con el
calculo diferencial e integral, a través de teoremas como el de la Divergencia de Gauss,
en el que se establece la relacion que existe entre una integral sobre la superficie Sy la
integral triple de una regién solida B en la cual la superficie S es su frontera y el teorema
de Stokes, el cual permite convertir una integral de linea en una integral de superficie.

Teorema de la Divergencia: supongamos que S es una superficie cerrada
suave por partes que acota la region del espacio T. Sea F = Pi + Qj + Rk
un campo vectorial con funciones componentes que tienen derivadas
parciales de primer orden continuas en T. sea n el vector normal unitario

exterior a S. entonces
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s = [[[ ve.as
S T

Teorema de Stokes: Sea S una superficie suave por partes, orientada y
acotada en el espacio, con frontera C orientada positivamente. Suponga
que las componentes del campo vectorial F tienen derivadas parciales de
primer orden continuas en una region del espacio que contiene a S.

Entonces

jg F.TdSzﬂ (rotF).ndS.16
c S

Uno de los conceptos fundamentales en la evolucion del anélisis vectorial es el
concepto de campo; como se menciond anteriormente, Fourier tratd con elementos que
referian a este concepto, sin embargo es Maxwell quien lo formaliza para llevar a cabo
sus desarrollos en la teoria electromagnética, tomando como base los planteamientos de
Faraday, quién habia descubierto que el magnetismo producia electricidad a través del
movimiento. Con respecto a las investigaciones de Faraday, Arlego y Costa (2013) hacen
el siguiente comentario:

En 1845, durante el transcurso de sus investigaciones sobre el efecto
magneto-Optico, llamo por primera vez campo a la region del espacio que
hay entre los polos magnéticos, la cual esta llena de lineas de fuerza.
Faraday entendié el campo como un espacio lleno de lineas de fuerzas
eléctricas 0 magnéticas. Asi, el concepto de lineas de fuerza estaba bien
establecido en la fisica britanica, pero faltaba una explicacion de
constitucion fisica. (p. 28)

15 (Edwars & Penney, 1994, p. 940).
16 (Edwars & Penney, 1994, p. 947).
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A partir de estos trabajos de Faraday, Maxwell se da a la tarea de fundamentar
analiticamente estas nociones. Asi mientras Tait llevaba a cabo sus estudios con respecto
a los cuaterniones junto a Hamilton, Maxwell escribié su tratado de electricidad y
magnetismo fundamentado el concepto de campo, donde se involucraban algunos
problemas matematicos tratados en el andlisis de cuaterniones. Esto llevé a pensar, como
se afirma en Crowe (1985), que Maxwell habia basado el desarrollo de sus trabajos en el
uso de cuaterniones, pero como se constata, en un intercambio epistolar entre él y su
amigo Tait, Maxwell solo conocid estas teorias en el afio de 1870, posterior a la
publicacion de su tratado.

Maxwell se interesa por el estudio de los cuaterniones y de acuerdo a Rosales (2009)
anuncio, en 1870, su interés por los vectores de Hamilton y por remodelar el calculo de
cuaterniones, el cual, como mencionamos, presentaba algunas dificultades en su lectura,
dado el lenguaje abstracto en el que habia sido desarrollado. En ocasién de una
conferencia a la sociedad matematica, dictada en Londres, Maxwell anotara algunas
cuestiones de tipo lexicogréafico, en relacién con los nombres que se les debe a asignar a
algunos operadores y que detallaremos a continuacion:’

Acabaré proponiendo a la consideracion de los matematicos ciertas frases
que expresan los resultados de aplicar el operador de Hamilton VP.

Yo, en primer lugar supongo que el resultado de aplicar V? (operador de
Laplace con signo negativo) sea llamado la concentracion de la cantidad a
la cual se aplica.

Para una funcién escalar P, la cantidad VP es un vector que indica la
direccion en que P disminuye mas deprisa y mide en qué proporcion

disminuye. Me atreveré, con mucho recelo a llamar a esto declive (nuestro

17 Tomado de (Rosales, 2009, pp. 69-70).
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actual gradiente) de P. la magnitud V$ es llamada por Lamé el “primer
parametro diferencial” de P pero en su concepcion no interviene la
direccion. Necesitamos una palabra que exprese las dos cosas, direccion y
magnitud, y que no sea tomada en ningun otro sentido matematico. Me he
tomado la libertad de extender el sentido original de la palabra declive
generalizandola al espacio tridimensional.

“Si o representa una funcion vectorial, Vo puede contener una parte
escalar y otra vectorial que escribiremos SVo y VVa respectivamente.
Propongo que la parte escalar sea llamada convergencia de ¢”.

Pero en general Vo también tiene una parte vectorial y propongo, aunque
con recelo, que este vector sea llamado el rotacional (Curl) de la funcion
vectorial original. Representa la direccion y la magnitud de la rotacion de

la transportada por el vector o.

Sin lugar a dudas, el desarrollo y la introduccién de la nocion de campo dentro de
las ciencias fisicas revolucionaron el mundo de las ciencias, tanto asi que Einstein llego
a considerarla como uno de los mas grandes inventos después de las leyes de Newton
(Crowe, 1985). La formulaciéon de las leyes de la electricidad y el magnetismo de
Maxwell transformaron el mundo tal como se conocia hasta el siglo X1X, y gracias a los
estudios, que posteriormente realizaron, investigadores como Josiah W. Gibbs, Willian
K. Clifford (1845-1879), Oliver Heaviside, entre otros, como el matematico italiano
Giusseppe Peano (1858-1932) quien “logra sintetizar las propiedades inherentes a la
nocion de vector y define la axiomatica de los espacios vectoriales sobre los nimeros
reales, mas o menos de una forma moderna” (Zea, 2012, p. 141), se ampliaron los campos

de aplicacion.
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3.1 Analisis del proceso de ensefianza y aprendizaje de

las nociones vectoriales.

El calculo vectorial jugd un papel relevante en el ultimo siglo, puesto que la
aplicacion de los métodos vectoriales en campos como como la termodinamica, la
mecénica de fluidos, la electricidad y el magnetismo, entre otros, posibilitaron el
desarrollo de grandes avances a nivel cientifico y tecnoldgico. En este sentido, el estudio
del calculo vectorial esta ligado a la modelacion matematica de fenémenos fisicos y tiene
como uno de sus objetivos brindar algunas soluciones, desde el campo de la tecnologia,
a necesidades de la sociedad (Costa, Arlego & Otero, 2014).

En el &mbito universitario, la ensefianza de las nociones vectoriales juega un rol
fundamental en la formacion de los estudiantes de carreras como matematicas, fisica e
ingenierias, gracias a que los métodos vectoriales brindan al estudiante la posibilidad de
modelar fendmenos fisicos como los mencionados en el parrafo anterior. Sin embargo, su
ensefianza asi como la ensefianza de las demas nociones matematicas, se ha convertido
en uno de los principales temas de investigacion de las ultimas décadas. Estudios como
los de Colman, Costa y Landarreche (2012), han permitido llevar a cabo reflexiones con
respecto a la practica docente con el objeto de encontrar estrategias, desde un punto de
vista didactico, que puedan contribuir a mejorar los proceso de ensefianza y aprendizaje
del célculo vectorial; esto debido a las dificultades que presentan los estudiantes para
comprender y trabajar con las nociones mencionadas.

Al tratar de analizar las causas que impiden a los estudiantes apropiarse de estas
nuevas nociones, debemos tener en cuenta que el calculo vectorial cumple algunas reglas
en cuanto a su modo de operar, distintas a las reglas de las operaciones matematicas con
las que el estudiante esta familiarizado y con las cuales ha venido trabajando hasta cierto
momento de su formacién escolar. Otra causa relevante se relaciona con aquellos
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conceptos que por su naturaleza, traen implicitamente algunas dificultades; esto en
relacion con los obstaculos epistemoldgicos y los obstaculos de carécter didactico que
puedan surgir en el aula de clase al momento de presentar las propiedades del producto
escalar o el producto vectorial, que se diferencian del producto entre nimeros reales.
También vale la pena destacar el punto de vista de la investigadora Maria del Mar

Moreno quien considera que:

La ensefianza de los principios del célculo resulta bastante problematica,
y aunque seamos capaces de ensefiar a los estudiantes a resolver de formas
mas 0 menos mecénicas algunos problemas estandar, o bien, realizar
algunas derivadas o integrales, tales acciones estdn muy lejos de lo que
supondria una verdadera comprension de los conceptos y métodos de

pensamiento de esta parte de las matematicas. (Moreno, 2005, p. 82)

Aunque en este texto no se habla propiamente del calculo vectorial, sin duda alguna,
esta problematica también aplica a las nociones vectoriales teniendo en cuenta que los
métodos de las derivadas e integrales son aplicados a los vectores.

De las teorias mas importantes que se ha estudiado desde el punto de vista de la
didactica en relacion con la ensefianza de las matematicas, es la formulada por el
investigador y especialista en didactica Guy Brousseau (1933) Ilamada teoria de las
situaciones didacticas®® que, seglin Panizza, (2004) “se trata de una teoria de la ensefianza
que busca las condiciones para una génesis artificial de los conocimientos matematicos,
bajo la hipotesis de que los mismos no se construyen de manera espontanea” (p. 60). ES

decir, segun esta teoria, el docente puede crear una situacion didactica usando diversas

18 Ver (Brousseau, 2004).
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herramientas, ya sean por medio de juegos, fichas, software, entre otras, cuando se tiene
la intencidn de que los estudiantes adquieran un conocimiento determinado.

Para el caso particular del estudio de las nociones vectoriales en el sentido de como
presentar al estudiante dichas nociones, se encuentra que introducir los vectores y todas
sus operaciones desde el punto de vista de la pura abstraccion, genera diversas
dificultades en cuanto a que estas operaciones no son facilmente asimiladas por los
estudiantes; para hacerle frente a esta dificultad desde la didactica se ha optado por llevar

a cabo le siguiente propuesta de ensefianza:

En la ensefianza elemental, en vez de modelizar el sistema fisico por medio
del modelo matematico, lo que se hace es modelizar la nocién matematica
que se quiere ensefiar por medio de algln sistema o fenémeno fisico o
social. La razén de este proceder radica en que estos ultimos estdn mucho
mas cerca de la experiencia cotidiana del nifio que las nociones aritméticas

que se quieren ensefar. (Castro, 2001, p. 2)

Como ya hemos comentado anteriormente, el desarrollo de los métodos vectoriales
surge del intento por modelar algunos fendmenos de la naturaleza; de este modo, dado
gue en nuestra experiencia cotidiana estamos familiarizados con estos fenémenos, se
recurre a ellos en los procesos de ensefianza con el objeto de presentar una idea que pueda
ser asimilada desde la intuicion y sirva de base para introducir posteriormente los
procesos operativos que desde la matematica, explican y describen el fendmeno
estudiado.

Una de las dificultades de la ensefianza de las nociones vectoriales, que para Zea®®

se evidencia es las aulas de clase, esta relacionada con el siguiente aspecto:

19 (Zea, 2012).
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En el contexto algebraico los estudiantes realizan operaciones entre
vectores sin mayor dificultad, pero son incapaces de establecer una
interpretacion de estos célculos porque no es claramente percibida por
ellos. Esto se debe a que en ocasiones no logran desprenderse de su
referente geométrico y piensan que lo que no se puede representar
facilmente no existe, convirtiendo esto en un obstaculo para el aprendizaje
de un concepto. (Zea, 2012, p. 136)

Sin lugar a dudas, hoy en dia los estudios en didactica juegan un papel relevante en
los procesos de ensefianza de las matematicas, dado que éstos han dado elementos que
contribuyen a mejorar la relacién entre docente—estudiante—conocimiento, y que por lo
tanto, han contribuido a vislumbrar los elementos que entran en juego en esta relacion y
pueden llegar a impulsar o dificultar la adquisicion de saberes por parte de los estudiantes.
Por lo tanto se puede considerar que “uno de los objetivos de la didactica de la ciencias
es explicar como se construye conocimiento cientifico en situacion escolar” (Martinez,
G. & Benoit, P., 2008, pp. 201-202); destacan estos autores, en su estudio, un interés
particular con respecto a la forma en que se dan los “procesos de construccion de
conocimiento y de los fendbmenos que se suscitan en el sistema didactico (el
conocimiento, la institucion profesor, y el alumno) y del contexto sociocultural que lo
rodea ” (Martinez, G. & Benoit, P., 2008, p. 202).

Resaltamos un ultimo aspecto en relacion con la evolucién histérica de un concepto
0 nocion matematica, que se encuentra inmerso en los procesos de ensefianza de las
nociones vectoriales, en el sentido de tener la posibilidad de conocer las dificultades que
se debieron de sobrepasar para que dichas nociones fueran aceptadas como un lenguaje
cientifico, es un hecho que trae consigo un gran interés desde el punto de vista
pedagdgico, puesto que los estudios de caracter historico permiten entender cuestiones

con respecto a como, a partir de la geometria, se llega a una operacion de tipo algebraico,
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esto en relacion con las operaciones vectoriales y la representacion geométrica de los
vectores en el plano y el espacio (Arenzana, 1997). Sin embargo, pocas veces los docentes
toman estos aspectos en consideracion y desconocen que “las situaciones de desarrollo
historico de un concepto no son directamente trasferibles al salon. No se puede recrear en
unas horas o semestres una génesis que historicamente, se extiende sobre varias décadas
o siglos” (Martinez, G. & Benoit, P., 2008, p. 202), convirtiéndose éste, en uno de los
factores que mayor dificultad genera a los estudiantes para la asimilacion de conceptos

en el aula de clase.

3.2 ldentificacion de algunos obstaculos epistemoldgicos
surgidos en el desarrollo historico de la nocién de funcion

vectorial.

Iniciamos en esta parte citando algunos planteamientos descritos en Zea (2012), en
relacién con la importancia que desde el punto de vista historico, brinda la posibilidad de

reconocer los obstaculos epistemoldgicos; él en su tesis de maestria considera que:

La historia nos ensefia que es imposible establecer la evolucion de una
nocion en una linea de desarrollo progresiva, bien delimitada y auto
referenciada. Todo concepto trae amarrados conceptos, algunos de los
cuales obran como elementos de causalidad y otros como obstaculos (Zea,
2012, p. 125).

La teoria de los obstaculos epistemoldgicos, es una propuesta planteada por el
filésofo francés Gaston Bachelard (1884-1962), que trata de los problemas que se

presentan de manera implicita en el desarrollo histérico del conocimiento cientifico, en

62



palabras de Bachelard (1976) “la nocion de obstaculo epistemoldgico puede ser estudiada

en el desarrollo historico del pensamiento cientifico y la practica de la educacion” (p. 19).

Esta teoria describe principalmente 5 obstaculos.?

Los conocimientos previos: estos, como su nombre indica, refiere a aquellos
conocimientos que el estudiante concibe y acepta hasta un determinado momento
en su formacion sociocultural y académica, y que en determinado momento se
presentan resistentes ante la posibilidad de ser cambiados. Para Bachelard (1976)
“en la formacion del espiritu cientifico el primer obstaculo es la experiencia
basica” (p. 27).

El obstaculo verbal: este obstaculo se refiere al hecho de tratar de explicar un
concepto a partir algunas palabras o imagenes, las cuales pueden describir ciertos
aspectos mas no pueden abarcar todos los detalles que fundamentan la existencia
y aceptacion de dicho concepto. Como refiere Bachelard (1976) a veces vemos

cosas que aparentemente son tan evidentes que no hace falta explicacion

El peligro de la explicacion por la utilidad: en este caso, se refiere al hecho de
explicar fendmenos a partir de la utilidad de un concepto, sin entrar a describir las
caracteristicas fisicas del fendmeno. Por lo tanto “en todos los fendmenos se busca
la utilidad humana, no solo por la ventaja positiva que pueda procurar sino como

principio de explicacion” (Bachelard, 1976, p. 110).

El conocimiento general: el uso de generalizaciones puede ser adecuado para
explicar algunos conceptos, pero no siempre las generalizaciones pueden
respondes a cuestiones particulares. Con respecto a este punto Bachelard dice:
“nada ha retardado mas el progreso del conocimiento cientifico que la falsa
doctrina de lo general que ha reinado desde Aristételes a Bacon inclusive, y que

aln permanece, para tantos espiritus como una doctrina fundamental del saber”

(p. 66)

20 Ver (Mora, 2002).
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e EIl obstaculo animista: en este caso, se refiere la explicacién de algunos
fendmenos por medio de analogias; explica Bachelard (1976) “los fendmenos
bioldgicos son los que sirven de medio de explicacion de los fendbmenos fisicos.
Esta caracteristica de valorizar el carcter bioldgico en la descripcién de hechos,

fendmenos u objetos, representan claramente el obstaculo animista” (p. 186).

Las nocion de obstaculo epistemoldgico de Bachelard es estudiada por Brousseau
para explicar desde un punto de vista didactico, los elementos que aparecen en juego en
la relacion entre ensefianza y aprendizaje. Segun Brousseau “el error no es solamente el
efecto de la ignorancia, la incertidumbre, sino que es el efecto de un conocimiento anterior,
que, a pesar de su interés o éxito, ahora se revela falso o simplemente inadecuado”
(Brousseau, 1998, citado en Barrantes, 2006, p. 3), es decir, en el estudio de los obstaculo
epistemoldgico se busca determinar las causas que conducen a errores, puesto que para
él, los equivocaciones que cometen los estudiantes no se da solo por la falta de
conocimientos previos gque éstos tengan para analizar una situacion determinada; en
ocasiones son los mismos conocimientos previos quienes dificultan el acceso a nuevos
conocimientos debido a que en algunos caso estos estan tan arraigados, que ofrecen
resistencia en la mente del estudiante para que sean replanteados o cambiados por
completo.

La ensefianza de las nociones vectoriales, no es ajena a estos obstaculos y en este
sentido, vamos a tratar algunas de las dificultades a las que se vieron enfrentados los
investigadores que desarrollaron los métodos vectoriales y a los cuales también se ven
enfrentados los estudiantes hoy en dia en los cursos que tratan con estas nociones.

El desarrollo de los vectores y las nociones relacionadas con estos objetos
matematicos, tiene como base la representacion geométrica de los nimeros negativos y

los nimeros complejos en el plano, asi como sus métodos aritméticos; aceptar los

nimeros negativos y su representacion tardo varios siglos, pues aunque éstos ya se
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conocian desde la época del matematico Diofanto, uno de los obstaculos a considerar era
su no aceptacion como cantidades numéricas debido a las concepciones matematicas de

la época, en este sentido como se escribe en Malisani (1999):

La falta de aceptacion de los nimeros negativos por parte de Diofanto, los
arabes y los matematicos europeos hasta el 1500 fue la causa por la cual
evitaban los coeficientes negativos en la formulacion de las reglas de

resolucion y admitian solo soluciones positivas. (p. 17)

Del mismo modo, en el desarrollo de la teoria de ecuaciones las expresiones de
la forma x? = —1, no fueron aceptadas, pues solo se consideraban validas las raices
cuadradas de cantidades positivas. Al respecto, en Malisani (1999) se afirma que:

La necesidad de ampliar el campo numeérico con los nimeros complejos
no aparecié con la resolucion de las ecuaciones cuadraticas, sino de
aquellas cubicas. Es decir, el obstaculo del nimero complejo no dependia
del tipo de ecuacion o de problema, sino del procedimiento efectuado en
la resolucion. Porque hasta ese entonces, la presencia de la raiz cuadrada
de un nimero negativo en las ecuaciones de segundo grado implicaba la
ausencia de solucion; mientras que en las ecuaciones de tercer grado no
sucedia lo mismo: a veces, se podia encontrar una expresion imaginaria en

el procedimiento de resolucidn aunque las tres raices fueran reales. (p.17)

Como mencionamos, los vectores aparecen a partir de la generalizacion en el plano
y las operaciones con niumeros complejos, llevada a cabo por Hamilton, al introducir los
cuaterniones como métodos operacionales para describir fenémenos naturales, los cuales
rompian con la tradicibn matematica que basaba sus estudios ligados a las propiedades
aritméticas aceptadas hasta ese momento y que, como muchas nociones matematicas,

tuvieron que pasar por un proceso de revision por parte de la comunidad cientifica;
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incluso el mismo Hamilton se vio permeado por estas tradiciones pues en sus trabajos, se
vio enfrentado a algunos obstaculos, como bien se observa en Benoit y Martinez (2008):

El primero y claro estd que Hamilton no podia saberlo, es que no existe un
algebra tridimensional, sino de hipercomplejos cuatridimensional. El
segundo es el principio de permanencia que tuvo que rebasar para admitir

una multiplicacion no conmutativa. (p.3)

Los obstaculos que tuvieron que sobrepasar las nociones vectoriales para ser
aceptadas no vino solo desde el punto de vista de las operaciones, también el lenguaje en
el cual eran redactadas estas teorias no siempre era accesible a quienes trataban de
comprenderlas; un ejemplo de ello es el pedido que hacen comparieros de Cambridge de
Tait para que redacte un texto que hable sobre los cuaterniones pero en un lenguaje mas
claro y accesible a la comunidad matematica.

Otras propiedades de las operaciones que presentaron alguna dificultad, pues se
diferenciaban de las operaciones tradicionales en varios aspectos: (1) el producto entre
dos términos?! pude ser igual a cero a pesar de que ambos términos sean diferentes de
cero, lo cual no ocurre con el producto entre nimeros reales; (2) la suma y el producto
entre vectores se hacian componente a componente; (3) la representacién geométrica de
los vectores en el plano y en el espacio; (4) el problema que representaba en el cuaternion
sumar expresiones de distinta naturaleza.??

En el caso de Grassmann, aparte de los obstaculos ya mencionados, destacamos
principalmente el obstaculo que representaba su pensamiento de caracter filoséfico y bajo
el cual escribio la primera version de su teoria de la extension lineal que para algunos

historiadores?, contenia conceptos dados de manera implicita y de forma oscura. Se

21 Se hace referencia a los vectores.
22 E| cuaternion de se compone de la suma entre una expresion escalar y una vectorial.
23 Ver (Arenzana, 1997).
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encontrd con un obstaculo de caracter social, en el sentido de que su texto aparecié en un
momento en que la comunidad matematica se hallaba concentrada en estudiar los textos
de Hamilton en relacién con los cuaterniones y no fue sino hasta la segunda edicion de su
libro, y gracias al interés del matematico Hermann Hankel, que sus desarrollos lograron
salir ala luz y ser conocidos, a tal punto que los métodos operacionales con los vectores
que alli aparecieron terminaron por imponerse sobre los cuaterniones dentro de la
comunidad cientifica de finales del siglo XIX, para describir los fendmenos naturales que
hasta este momento de la historia venian siendo estudiados.

Finalmente para resaltar la importancia que tiene en la ensefianza de las nociones
vectoriales conocer los obstaculos que dificultan el aprendizaje citamos las anotaciones

que se expresan en Contreras (2003):

Cuando se estudia un determinado concepto a lo largo de su evolucion
epistemoldgica, aparecen concepciones que no son capaces de dar
respuesta a nuevos tipos de problemas, pero que estdn muy ancladas en la
cultura del momento y si responden a otros tipos de problemas. Se hablara

en este caso de la idea de obstaculo epistemologico. (p. 4)

Como se hemos anotado antes, hay muchos aspectos del desarrollo del analisis
vectorial que aln quedan por analizar. La investigacion es una especie de caja de Pandora:
cuando uno la abre van apareciendo dificultades e interrogantes que abren nuevos

caminos de indagacion.
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