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UN PROYECTO DE APROXIMACION AL
PENSAMIENTO ALGEBRAICO:
EXPERIENCIAS, RESULTADOS, PROBLEMAS!

NICOLINA MALARA

Se presenta una vision global de un proyecto? para |a renovacion dela
ensefianza y €l aprendizaje del dlgebra en la escuela media, dirigido a
dar significado y motivacion a su estudio (desde su lenguaje hasta sus
objetos). En particular, se presentan brevemente los principales resul-
tados desde dos angulos, € de las concepciones de los profesores y €
del conocimiento y las habilidades de los estudiantes. Ademas se hace
referencia a las contribuciones de |os profesores, destacando aspectos
positivos y negativos. Se concluye con algunas consideraciones acerca
dela posible influencia del estudio a largo plazo.

INTRODUCCION

Laliteratura internacional sobre problemas que tienen que ver con la ense-
fanzay €l aprendizaje del agebra subraya la crisis de la ensefianza tradi-
cional. Muchos estudios destacan |os obstacul os cognitivos principales que
la ensefianza tradicional de la aritmética —que frecuentemente se enfoca
en los resultados de los procesos de célculo més que en |os aspectos rela
cionales y estructurales (Kieran, 1990, 1992)— le pone a desarrollo del
pensamiento algebraico. Otros estudios enfatizan las dificultades que ocu-
rren en la codificacion forma de enunciados de problemas (MacGregor,
1991; Bednarz y Janvier, 1996) y en un nivel méas avanzado, |las dificultades
en el manegjo y €l control del lenguaje algebraico desde un punto de vista
|6gico (Bloedy-Vinner, 1995). Otros estudios enfatizan lafalta de conscien-
ciaen latransicién procedimental -estructural (Sfard, 1991, 1994) y lafata
de consciencia de la flexibilidad y coordinacién entre los varios el ementos
de conocimiento que se sobreponen en € tiempo (Drouhard y Sackur,
1997). Otros estudios (Yerushalmy, 1997; Kieran, 1994, 1998) evidencian

1. Traduccion del original “Project of approach to the algebraic thought: experiences, results,
problems’, realizada por Patricia Inés Perry, investigadora de “una empresa docente”, en
colaboracion con Hernando Alfonso.

2. Trabajo que incluye entre el 40% y el 60% de los proyectos MURST (sigla del Ministero
della Universita e della Ricerca Scientifica e Tecnologica).
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gue el uso de software interactivo de visualizacién gréficainvitaaunarevi-
sién del camino de ensefianza que se sigue hoy en dia.

Con esta base tedrica, de acuerdo con el modelo de desarrollo del pensa-
miento algebraico hecho por Arzarello et al. (1992), hemos puesto en mar-
cha un proyecto experimental de innovacion para iniciar € pensamiento
algebraico en laescuela medi a’. Este proyecto que alin sigue en curso apun-
ta hacia un acercamiento, gradual y consciente, a los objetos del algebra a
través de procesos de matematizacion. El proyecto tiene dos niveles de in-
tervencion: sobre (y con) los profesoresy los estudiantes. Para comprender
las caracteristicas de nuestros estudios es importante saber que se enmarcan
en los veinticinco afos de tradicion italiana de los llamados nicleos de in-
vestigacion didéctica que operan en varias universidadesitalianas con la co-
operacion conjunta y voluntaria de investigadores universitarios y
profesores de colegios. Varios de tales profesores han estado siguiendo las
actividades de los nicleos desde hace ya tiempo; algunos de ellos también
son reconocidos hoy dia como investigadores, de tal manera que han alcan-
zado la doble naturaleza profesional de profesor-investigador (PI). Cierta
mente, se trata de profesores altamente motivados, cuidadososy dispuestos
ainvolucrarse con plena conscienci a*.

Como lo hemosdicho, el proyecto tiene que ver con un proceso comple-
jo en el que se consideran |0s siguientes aspectos:

« las creenciasiniciales de los profesores, el desarrollo en ellos de
nuevas actitudes y concepciones hacia € enfoque del dlgebra
(gracias a andlisis critico de los estudios sobre el topico que se
Ileva a cabo con €l director de lainvestigacion) y laimplicacién
de €ello en las €elecciones culturales y metodologicas para las
actividades de clase;

lainteraccion entre el director de lainvestigacion y los profeso-
res a planear conjuntamente las intervenciones de clase y cons-
truir preguntas para evauar hipétesis pertinentes de investiga-
cion;

* € estudio conjunto (de director y profesores) sobre el comporta-
miento de los estudiantes y el andlisis cualitativo de sus produc-
ciones;

la realimentacién a la innovacién en el saldn de clase y a las
creencias de los profesores.

3. En los tres afios anteriores el proyecto fue difundido en la escuela primaria mirando de
nuevo |la ensefianza de la aritmética con un enfoque prealgebraico (ver Navarra, 1999).

4. Para mayores detalles sobre el estado del arte de la investigacion italiana y en particular
sobre el papel del profesor-investigador, véase Arzarello (1999) o también Malara (1998).
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L os elementos novedosos que no aparecen en | os estudios que hemos citado
son la complejidad del proceso por un lado, y por otro, la consideracién de
elementos de conocimiento no muy estudiados en laliteraturarelativa a este
nivel escolar, como son: la prueba en e contexto de la aritmética, aspectos
relacionales y de analogia estructural en varios &mbitos numéricos, €l cam-
po ordenado de los nimeros racionales, € concepto de funcién.

En este articulo, después de hacer una revision répida a proyecto nos
concentramos en:

« algunos resultados de actividades experimentadas, con comenta-
rios sobre e comportamiento de |os estudiantes,

» algunas preguntas que tienen que ver con la forma como hemos
adelantando lainvestigacion y el papel de los profesores en estas
situaciones;

* comentarios acerca de problemas més generales.

VISTA GLOBAL DEL PROYECTO

El proyecto seinicié en 1994, después de dos afios de intensa lecturay dis-
cusion acerca de los problemas de ensefianzay aprendizaje del dlgebra, que
se llevaron a cabo en seminarios de estudio con los profesores”.

Lanecesidad de un estudio més profundo |1eg6 a ser clara para nosotros
mientras trabajdbamos en un proyecto previo de investigacion acerca de
“problemas’ (Malara, 1993). En aquel tiempo | os profesores eran escépticos
con respecto al estudio de problemas algebrai cos enunciados verbal mente.
Creian imposible trabajar con cualquier problemasignificativo de esta clase
en la escuela media por la poca familiaridad de los estudiantes con los mé-
todos de solucion de ecuaciones y sistemas lineales. Muchos profesores in-
cluso tenian su propia concepcion del dgebra que infortunadamente era
reduciday distorsionada®.

Puesto que creiamos necesaria una nueva fundamentacion y clarifica-
cién conceptual en este campo, ya que el lenguaje algebraico es tan impor-
tante, decidimos concentrarnos en el dgebra con un proyecto amplio de
innovacion didactica. Queriamos que los profesores enfocaran €l agebra

5. En la actualidad, estén involucrados en el proyecto los siguientes profesores: Loredana
Gherpelli (PI), Rosa laderosa (Pl), Giancarlo Navarra (Pl), Giovanna Grasso, Deanna
Pellacani, Maria Clete Spadoni, Antonella Trevisan y, marginalmente, casi diez profesores
més que N0 mencionamos.

6. Debe subrayarse que la mayoria de las personas que ensefian matematicas en este nivel
escolar realmente no han hecho nunca estudios especificos en mateméticas ni tampoco un
entrenamiento profesional.
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como un lenguaje (no solamente en sus aspectos sintacticos sino sobre todo
en losdetraducciény produccion/comunicacion del pensamiento) y promo-
ver el empleo temprano de las | etras en sus clases. Las|etras debian ser em-
pleadas para codificar relaciones, por una parte, y por otra, para formular
propi edades en términos generales. Todo esto debiaser llevado acabo atra-
vésy por medio del estudio de problemas internos o externos a la matema-
ticay también de tipo demostrativo.

Gracias al andlisis critico de muchos estudios de esos afios’, los profe-
sores de nuestro grupo se hicieron conscientes gradual mente de la necesidad
de una renovacién profunda de la préactica didactica usual y comenzaron a
motivarse para ponerse a prueba ellos mismos con indagaci ones experimen-
tales acerca del topico.

Por tanto planeamos un proyecto experimental para los tres afios de la
escuelamedial con laintencién precisade monitorear lamismaclase duran-
te los tres afios de escolaridad® y de realizar estudios especificos con otras
clases al mismo tiempo.

El nlcleo del proyecto erarealizar unaaproximacioninformal a lengua-
jealgebraico enfocandonos, por unaparte, en €l control del significado delo
escrito que se origina en la necesidad de codificar o generalizar relaciones
entre elementos que entran en juego en | as situaciones probleméticas dadas,
y por otra parte, en la comparacién de escritos que se derivan de formas di-
ferentes aunque equivalentes de codificar tales relaciones. En esta aproxi-
macién las propiedades de las operaciones aritméticas nos guiaron para
establecer las leyes de transformacién sintactica que erala meta de una ac-
tividad colectiva lenta y dificil. Un tema dominante fue la comparacién
constante de las operaciones de adiciéon y multiplicacion paraforzar laaten-
cion de los estudiantes no solamente hacia las anal ogias sino también hacia
las diferencias entre las dos. Una de las hip6tesis de nuestra investigacion
era de hecho que esta comparacién podia evitar transferencias impropias o
mezclas de propi edades de | as dos estructuras que siempre dan rienda suelta
alosdiversosy persistenteserrores delosque laliteraturadatestimonio (ver
por g emplo Fishbein y Barach, 1993; Fishbein, 1994).

7. Nos limitamos a citar los de Bell (1987), Filloy y Rojano (1989), Kieran (1990, 1992),
Kuchemann (1981), Sfard (1991) y los articulos sobre el tema publicados en las memorias
de los encuentros anuales del PME (Psychology of Mathematics Education). Debe subra-
yarse que €l estudio critico de laliteratura de investigacion continué alo largo del desarro-
Ilo del proyecto.

8. Ver Maaray Gherpelli (1996) o Malara e laderosa (1999a) en relacion con la articulacion
de los tres afios de actividades experimental es.

9. Sedebe tener en cuenta que usualmente en Italia e mismo profesor trabgja alo largo de
los tres afios de la escuela media con la misma clase. La clase que hemos observado tra-
baj6 con la profesorainvestigadora L. Gherpelli (ver Gherpelli y Malara, 1998).
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L os elementos central es en nuestra planeaci 6n de las actividades fueron:

* la revision critica-reflexiva de los contenidos de la aritmética
gue se abordan en la escuela primariay €l énfasis de aguellos
aspectos usual mente descuidados que la mayoria de los estudios
considera como causas que impiden el paso de la aritmética al
algebral®;

€l empleo temprano delasletrasy €l énfasis del vinculo entre el
lenguaje algebraico y € natural dando importancia particular a
los significados y a los papeles de algunos de estos elementos
linglisticos tales como términas, signos, simbolos 'y convencio-
nes tanto en las actividades de traduccién de un lengugje a otro
como en el cambio del dmbito aritmético al algebraico™;

la adquisicion progresiva del lenguaje ssmbdlico visto como un
hecho cultural en analogia con lo que ocurre en el aprendizaje de
cualquier otralengua, entrelazando € estudio de la sintaxis con
latraduccién y la produccién de pensamiento.

Desde un punto de vista metodol 6gico general, nuestros profesores siempre
trabajan de manera constructiva, estimulando y orquestando |as interaccio-
nes de los estudiantes, promoviendo la reflexion del grupo sobre lo que se
estallevando a cabo de manera gradual, hasta que eventualmente el conoci-
miento seinstitucionalice. Lo usual esque en laclase:

* se use la verbalizacion como una herramienta (los estudiantes
acostumbran siempre a escribir sus ideas, conjeturas, razones
para las elecciones procedimentales que hacen, etc.);

* se ofrezcan situaciones de problemas abiertos que se puedan
interpretar desde varios puntos de vista de tal manera que se
incite alos estudiantes a pensamiento hipotético;

* se permita a los estudiantes analizar 10s razonamientos y proce-
dimientos de otros estudiantes (tanto de maneraindividual como
en grupos pequerios);

* se dé tiempo para discusion colectiva de tal manera que las con-
clusiones socialmente acordadas —que cada aumno siente
como propias— surjan de la confrontacion y de la pluralidad de

ideas!.

10. Un andlisis detallado de estos aspectos se puede encontrar en Malara (1997).

11. Aunque €l codigo algebraico nace como unageneralizacion del aritmético, existen diferen-
cias entre estos dos codigos; por gjemplo, un simbolo que en aritméticatiene un Gnico sig-
nificado, en & gebratiene varios significados y papeles (ver Malara e laderosa, 1998).
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EJECUCION DEL PROYECTO

Aqui describimos brevemente y en orden cronol 6gico a gunos estudios que
hemos Ilevado a cabo en la escuela media, relacionados con: la argumenta-
cién y laprueba en aritmética, la solucion de problemas algebraicos, € tra-
bajo entremezclado de algebray aritmética, la aproximacion alaestructura
delos nimerosracionalesy al concepto de funcion.

Argumentacion y pruebaen aritmética

Este primer estudio tuvo que ver con el andlisis del comportamiento de los
estudiantes y sus producciones al enfrentarse con problemas de indagacién
tales como los que se mencionan en la Tabla N° 1. Comenzamos con este
asunto en los primeros grados. En estas situaciones los alumnos debian no
sblo encontrar propiedades y regularidades sino también discutir hipotéti-
camente, encontrar contragjemplosy sustentar sus opiniones.

Discuta la siguiente informacin acerca de nimeros natural es diciendo por
qué para usted es verdadera o falsa.

1) Lasumade dos nimeros pares es divisible por 4.

2) Si d producto de dos niimeros es par (impar), cada uno de los dos factores
es par (impar).

3) Un ndmero divisible por 3, es decir, de laforma 3n, siempre esimpar.
4) El cuadrado de cualquier nimero par esdivisible por 4.
5) Todos los nimeros divisibles por 3 son también divisibles por 9.

6) Si 3divide adosnimeros naturales, también divide a su suma o asu dife-
rencia

7) El producto de dos nimeros pares es divisible por 7.

8) Hay valoresde n paralos cuales5n + 3 es: divisible por 5, divisible por 3,
divisible por 2.

9) Lasuma de dos nimeros que divididos, cada uno, por 5 tienen residuo 1,
es un nimero que dividido por 5 daresiduo 1.

10) La sumade cuatro nimeros natural es consecutivos siempre es par.

Tabla N° 1. Ejemplos de actividades de indagacion en el &mbito aritmético

Con estas preguntas |os estudiantes comprenden gradualmente el papel de
los contragjemplos pararefutar |a presunta verdad de un enunciado y en con-

12. Tales criterios se pueden considerar como el fundamento comin paratoda lainvestigacion
italiana en innovaci6n de didéctica de la matematica (Arzarello, 1999).
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secuencia que las revisiones numéricas aun si son varias no son suficientes
para declarar la verdad de una afirmacion, razon por lacua se requiere una
argumentacion general.

En esta primerafase nuestra atencion se centrd en el uso delas|etras por
parte de los estudiantes y en el papel que les asignaban en la argumentacién
y también revisamos la codificaci 6n espontanea que ellos hacian de las pro-
piedades y relaciones que eran discutidas mas tarde en clase. Se puede en-
contrar andlisis profundos de los protocolos acerca de las dificultades y
potencialidades expresadas por los alumnos tanto como de los resultados
globales en las clases en Gherpelli y Maara (1994). En este punto la actitud
positivadelos estudiantesy los resultados obtenidos persuadieron alos pro-
fesores de que habian encontrado un campo de estudio muy productivo, lo
queles motivé acontinuar en laindagacién con el paso de laargumentacion
alaprueba

Iniciamos en los cursos de segundo grado, |a aproximacion a la prueba
usando €l cadigo algebraico en: (a) pruebas construidas col ectivamente (es-
tudiantesy profesor); (b) pruebas*guiadas’ por el profesor (quienindicalos
varios pasosy muestrala maneraen que ellos deben enfrentar €l asunto para
alcanzar lameta) 13. (c) pruebas que | os estudiantes producen por si mismos.
No vamos a profundizar en este estudio aqui; para el andlisis de las produc-
ciones de los estudiantes y los resultados globales de la innovacion en las
clasesver Maaray Gherpelli (1996); paracomentarios acercade lainterac-
cion entre profesores einvestigadores universitariostanto en el desarrollo de
lainvestigacion y en particular acerca de las discusiones de evaluacion de
los protocol os como sobre la investigacion en si misma, ver Malara e lade-
rosa (1999a). Sin embargo, queremos subrayar que e resultado extremada-
mente positivo que obtuvimos a final de este ciclo escolar radica en la
consciencia de los estudiantes de lo que significa ‘ probar’ y e papel que el
lenguaje algebraico juega en la aritmética.

L a solucion de problemas algebr aicos

Nuestro segundo estudio entremezclado con € anterior tuvo que ver con
problemas al gebrai cos enunciados verbalmente. Nuestra eleccion fue suge-
rir el estudio de problemas algebraicos enunciados verbalmente con una o
maés cantidades desconocidas, incluso problemas complejos, antes de la
introduccion formal de las ecuaciones. Esto primero que todo debia justifi-
car frente a los estudiantes la oportunidad de estudiarlas como un objeto
matematico, de acuerdo con €l camino histérico lo mismo que con nuestros

13. El momento en €l que €l profesor actlia como un modelo es muy importante porque los
estudiantes pueden comprender |o que realmente deben hacer y producir.
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programas oficiales y, mas en general, esto deberia educar en €l “principio
de economia’, tipico de las matematicas, que privilegia el estudio de los
esquemas representativos de una pluralidad de situaciones®.

En tales hipdtesis queriamos estudiar el comportamiento delos estudian-
tes con respecto a:

« latraduccion formal de relaciones expresadas por el texto verbal;

« la transformacién y elaboracion de relaciones para llegar a la
ecuacion resolutoria;

« el estudio informa de ecuaciones para la determinacion de las
cantidades incognitas y la solucion del problema.

L os problemas que dimos a los estudiantes, algunos de | os cual es se pueden
ver en la Tabla N° 2, usualmente tienen un texto esquematico que requiere
—excepto en algunos casos— una traduccién formal mas bien fécil. El nd-
mero de cantidades incognitas o desconocidas varian de dos a cuatro, mien-
tras que las rel aciones son principalmente aditivas, multiplicativas o ambas.

L os pasos didacticos que desarrollamos con | os estudiantes se enfocaron
en el control delapluralidad de representaciones posibles paralamismare-
lacion; esto selogro formulando preguntas intermedias al os estudiantes con
las que se pretendia impulsar una reflexion sobre las igual dades inducidas
por larelacion dada. Por gjemplo, al considerar larelacion: “el segmento AB
es mas largo que € segmento CD en cuatro centimetros’ hicimos las si-
guientes preguntas a | os estudiantes:

1) ¢Cudl delos dos segmentos es el mayor y cual es el menor?

2) Una vez que haya elegido el mas largo (el menos largo) escriba cémo
obtiene al otro.

3) Una vez que haya elegido € mayor escriba la diferencia entre los dos
segmentos.

Induciamos el control simultdneo de las siguientes expresiones escritas:
CD=AB-4; AB= CD + 4; AB - CD = 4. De estamaneralos estudiantes
se acostumbraron a representar de varias formas una relacion entre dos
cantidades y después a escoger la mas conveniente de acuerdo con el
problema que se estuviera examinando. El método de resolucion sugerido

14. Como es hien conocido, este estudio comienza tradicionalmente después de la introduc-
cion de ecuaciones lineales con unaincognitay dado que los estudiantes son tan jovenes,
los problemas que se emplean normamente se pueden resolver de manera intuitiva y/o
recurriendo a representaciones gréficas adecuadas. Estaforma de trabajar como lo destaca
Bednarz y Janvier (1996), no les permite apreciar la bondad del método algebraico.
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fue el de sustitucion; se presentd como “ €l juego del intercambio” que debia
aplicarse una o més veces hasta obtener una ecuacién con una sola cantidad
incognita que debia ser la elaborada. En |os problemas que consideramos,
tal ecuacion se podia reducir, gracias a las propiedades de las operaciones
aritméticas, alaestructuraax+b = ¢ cona, b y ¢ ndmeros naturales o
racionales.

1) Considere € triangulo ABC, que descansa sobre €l lado AB, acerca del
cud tiene la siguiente informacion: el perimetro mide 60 cm.; el lado BC
es mayor que el lado AC en 5 cm.; €l lado AB es mayor que el lado AC en
10 cm. Calcule las longitudes de sus lados. ¢Puede este triangulo ser rec-
tangulo? Si lo es, ¢cudl debe ser €l angulo recto y cudl la hipotenusa?

2) Determine los dos nimeros tales que el mayor exceda en 50 al triple del
menor y su suma sea 110.

3) Enun corral hay 224 animales entre gatos y perros. El nimero de gatos es
seisveces € nimero de perros. Calcule cuantos gatos y cuantos perros hay
en € corral.

4) Miguel va a una pizzeria. Compra una pizza, un postre y una gaseosa y
gastaen ello 8300 liras. El postre cuesta 1500 liras menos que la pizza. La
pizza cuesta 400 liras mas que el doble de lo que cuesta la gaseosa. Cal-
cule € costo de cada una de |as cosas compradas por Miguel.

5) El perimetro de un trapecio rectangular es 96 cm. La longitud de la base
mayor es 20 cm. més que lalongitud de labase menor. La diferenciaentre
lalongitud de la base mayor y ladel lado oblicuo es 13 cm. La diferencia
entre la medida del lado oblicuo y de la atura es de 10 cm. Calcule las
longitudes de las dos bases, del lado oblicuo y de laatura

Tabla N° 2. Problemas algebraicos con dos 0 mas incognitas,
enunciados verbalmente, para segundo grado

Las dificultades, ademés del nimero de cantidades incognitasy del tipo de
relacion tuvieron que ver con: () latraduccion de relaciones en términos de
las igualdades y sus transformaciones; (b) la eleccidn de la cantidad incog-
nitaatravés de la que se va a expresar la otra; (c) el mangjo de laecuacion
resolutiva. Un reporte detallado de este estudio se puede encontrar en Mala-
ra(1999a).

En general, podemos decir que el impacto de estaactividad en las clases
fue més bien fuerte tanto en la participacion como en los resultados. Casi to-
dos los estudiantes se dieron cuenta de que estaban ante un método general
pararesolver esta clase de problemas, que se basa en la traduccion aférmu-
las delainformacion contenidaen lostextosy en laelaboraci én posterior de
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las férmulas obtenidas. En cuanto a aprendizaje vimos tres niveles: en €
primero, los estudiantes llegan a ser usuarios auténomos del método alge-
braico, pueden enfrentar por si mismos elaboraciones sintacticas razonadas
de acuerdo con € principio de economia; en e segundo, los estudiantes
aprenden €l principio de traduccion formal pero no van mas ala de usarlo
como en los model os previos. estos estudiantes usualmente se bloquean en
frente de situaciones nuevas, especialmente sintécticas; en el tercero, una
minoria de estudiantes no comprende el espiritu del método algebraicoy se
esconde, cuando es posible, detras de métodos de resolucion gréfica que ya
conoce. Debemos decir que e método agebraico fue bien aprendido tam-
bién por los estudiantes que generalmente no eran brillantes, lo que les hizo
sentirse listosy seguros.

El hecho de que €ellos enfrentaran la solucion de problemas algebraicos
sin instruccién alguna acerca de la sintaxis del lenguaje algebraico llevé a
los estudiantes a producir transformaciones sintacticas erréneas principal-
mente debidas a lafalta de control sobre los significados de los escritos ob-
tenidos; esta clase de problemas justificd el enfrentar asuntos sintécticos en
si mismos e independientemente del contexto, concentrando la atencion so-
bre las propiedades aritméticas. Este aspecto del problema fue mas bien in-
teresante tanto para los estudiantes como para los profesores. Para los
primeros porque eventua mente comprendieron por qué estudiaban el célcu-
lo literal y cuan importante es; para los profesores porque se dieron cuenta
de cuan vital es hablar alos estudiantes paranegociar los significados de ex-
presiones algebraicas simples que usual mente se dan por supuestas.

Aspectos sintacticosy estructurales

Este estudio se desarroll6 en paralelo con los anteriores, en la clase tutorada
por R. laderosa, profesora-investigadora con un fundamento matematico
refinado y més sensible que los otros profesores a las preguntas transversa-
les que subyacen a agebra moderna.

El estudio examina una serie de problemas sintécticos que surgen de los
cambios provenientes de varios ambitos numéricos o dentro del mismo am-
bito debido a la predominancia del modelo aditivo sobre el multiplicativo.
Lahipétesis del estudio se puede resumir como sigue: si e conflicto quelos
estudiantes perciben entre la notacion aditiva y la multiplicativa puede cau-
sar errores 0 confusion en € aprendizaje del lenguaje algebraico y de sus
significados, ¢puede ser entonces didacticamente Util y en qué medida, en-
contrar situacionesy estrategias que fuercen ala comparaciony alatrans-
ferencia entre las situaciones aditivas-multiplicativas y las multiplicativas-
exponenciales?
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Sobre esa base hicimos un experimento con las clases de segundo y ter-
cer nivel, que se enfoco en unaserie de pruebas (algunas de las cuales se pre-
sentan en la Tabla N°3 explicitamente concebidas para forzar a una
comparacion entre las dos estructuras. Estas pruebas pedian a los estudian-
testranscribir y elaborar expresiones aritméticas o algebrai cas operando una
transferencia anal 6gica desde la estructura aditivaalamultiplicativa (usual-
mente en los nUmeros naturales) y viceversa, en un contexto con muchas
operacionesy en situaciones distractivas que requerian un buen control en-
tre lanotacién aditiva-multiplicativay la multiplicativa-exponencial.

El proposito erainvestigar acerca de la habilidad de los estudiantes para
ver laestructurade algunas expresionesy modificarlas por analogia. En Ma-
lara e laderosa (1998) se reporta una muestra de tales producciones que evi-
dencia que casi la mitad de los estudiantes mantuvo un buen control de
ambas notaciones. Como lo habiamos previsto, tuvieron dificultad paratra-
bajar con potenciasy algunos de | os estudi antes menos habiles simplemente
trataron de explicitar las potencias como productos. En particular, los estu-
diantes identificaron relativamente bien la distincion (directa e inversa) en-
tre adicion y multiplicacion, pero alavez no pudieron controlar laoperacion
de la potencia especialmente en e procedimiento inverso; esto se puede ver
en los siguientes jempl os de conversion:

* del &mbito aditivo-multiplicativo a multiplicativo-exponencial:
(2x3) +5+7x 2 fuetransformado en: (i) (23)5x 72;
(i) 23+5x72; (iii) 23x5x72; (iv) 2x3x5x7x2;

* del ambito multiplicativo-exponencia a aditivo-multiplicativo:
23 x5x 72 fuetransformado en: (i) 23+5+72;
(i) (2x3) x5x (7x2); (iii) (2+3) +5+ (7x2).

A posteriori estas pruebas permitieron alos profesores detectar qué nivel de
conceptualizacion habian logrado alcanzar | os estudiantes acerca de las ope-
raciones aritméticas y sus propiedadesy acerca de la caracterizacion de las
dos estructuras que dificilmente se podian imaginar cuando estas pruebas
fueron concebidas y administradas.

Sin embargo se debe subrayar que este estudio, que fue relativamente
apreciado en |os contextos de investigacion'®, dio rienda sueltaareacciones

15. Estamos hablando acerca de la sesion del seminario nacional realizado en diciembre de
1997, del grupo de trabajo en dgebra del PME 22 (1998, Stellenbosch, Suréfrica) y de la
conferencia europea SERME 1 (Osnabruck, 1998).
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gue contrastan entre los profesores, algunos de los cuales consideraron tal
aproximacion demasiado sofisticaday avanzada para este nivel escolar.

Escuela media, segundo grado

1) Calcule, usando tanto como sea posible, las propiedades de |as potencias:
a 33x32+33+32
b. 5x2+52
C. (2x32)2+ (2+32) x2

2) Transforme las siguientes expresiones sustituyendo cada signo de adicion
por el de multiplicacion y cada signo de multiplicacion por €l de potencia-
cion:

a (2x3)+5+7x2 -
b. (2x5)x7+2 -
c. (5+2)x4 -

3) Transforme las siguientes expresiones sustituyendo cada signo de multi-
plicacion por €l de adicién y cada signo de potenciacion por €l de multipli-
cacion:

a 23x5x72
b. 53x24x3 -
c. (5x8)x2
d (52x22) x3

4) Observe las siguientes expresiones y determine en cada caso s es verda-
deraofasa:

a 2x5+3x4=5x2+4x3
b, 25x34 = 52x43

Vuelva a observar las dos expresiones a) y b). ¢Es posibleir de unade ellasa
la otra.como se hizo en los gjercicios anteriores?

Escuela media, tercer grado
5) Calcule, usando tanto como sea posible, las propiedades de las potencias:

a 23x22+23+422 a3 xa2+qa3+42
b. (2x3)2+ (23)2 (ab)2+ (a3)2
c. (2x32) + (22x3)2 (ab?) + (a2b) 2

Tabla N° 3. Comparacion entre los ambitos aditivo y multiplicativo
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Lainterconexion entrefracciones, fraccionesalgebraicasy
nameros racionales

Este estudio parte de algunas discusiones que tuvimos en nuestro grupo
acerca de las posibilidades que nuestro proyecto podria dar al andlisis de
los nimeros racionales en la escuela media, con laintencion de crear conti-
nuidad con los niveles superiores.

Existen algunas divergencias epistemol dgicas entre la vision estructural
moderna, que concentra en la escuela media la introduccion de los varios
ambitos numéricos, en particular € de los nimeros racionales, y lavigiay
consolidada tradicion de ensefianza que trata | as fracciones desde un punto
de vistasimplemente operativo sin siquierallegar al concepto de nimero ra-
cional como clase de fracciones equivalentes. En esta tradicion € enfoque
con € que setratan las operacionestiene € proposito de determinar el resul-
tado paraparejas particulares de fraccionesy casi nuncallegaalaexplicita
cién delasleyes de correspondenciaen general. Lacomparacion de fraccio-
nes, ademés, usualmente se lleva cabo pasando a la representacion decimal
del cociente entre el numerador y el denominar (que por supuesto con fre-
cuencia es aproximado) y a los estudiantes nunca se les pide ver como una
fraccion variaamedida que su numerador y/o denominador varian®®. Infor-
tunadamente este procedimiento no permite pasar ala comparacion de frac-
ciones en términos generales ni tampoco permite la conceptualizacién de
como varia una fraccién genérica cuando sus términos varian.

Nuestro estudio se basa en la hipétesis de que enfocarse desde muy tem-
prano en el uso de letras permite enfrentar preguntas elementales acerca de
las fracciones desde un punto de vista general, de tal manera que los estu-
diantes puedan desarrollar modelos conceptuales flexibles, efectivos y
transparentes tales como los nimeros racionales, el orden y las operaciones
entre los nimeros racionales, en términos generales.

Un propésito especifico esinducir €l andlisis delos significados que con-
[levan diferentes representaciones del numerador y/o € denominador deuna
fraccién numérica simple o de fracciones algebraicas, de tal manera que se
evite o por |o menos selimite el comportamiento estereotipado o los errores
clasicos en latransformacion de dichas fracciones. Desde un punto de vista
conceptual queremos que los estudiantes sean conscientes de: (i) cOmo re-
conocer fracciones equivalentes'’; (ii) como comparar fracciones sin recu-
rrir alarepresentacion decimal; (iii) las razones que estan en la base de las
definiciones generales de adicion y multiplicacion (através de preguntas ta-

16. L opez-Real (1998) presenta un estudio interesante sobre el topico.

17. En el mejor de los casos, |os estudiantes manejan la conceptualizacion de como pasar de
una fraccién a una equivalente, pero no pueden decir en general cuando dos fracciones son
equivalentes. Esto sucede también en niveles superiores.
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les como su independencia de las fracciones que representan, lainclusion de
los nimeros natural es en |os nimeros racional es no negativos); (iv) lassim-
plificaciones de célculo producidas a reducir una fraccion a su minima ex-
presién y especificamente a recurrir al minimo comin divisor de los
denominadores para realizar la adicion; (v) la existencia del opuesto y del
reciproco para cada nimero racional diferente de cero (y através de estos
conceptosir hacialas operacionesdediferenciay division); (vi) ladensidad,
la naturaleza arquimediana pero incompleta de la estructura de orden y las
leyes de monotonia.

El trabajo experimental comenzo este afio y lainvestigacién se havuelto
muy delicaday sutil. Los tdpicos que ya hemos enfrentado tienen que ver
con cuatro puntos que hemos mencionado; algunas de las actividades co-
nexas se reportan en la Tabla N° 4; otras consideran e problema de definir
en términos general es las operaciones y su legitimidad como las correspon-
dientes en los nimeros naturales. Para mas detall es sobre esta investigacion
ver Malara (1999b); en cuanto a los resultados todavia seguimos analizan-
dolos®®, aunque debemos decir que los profesores reconocieron que esta
nueva forma de mirar los nimeros racionales es muy productiva. En parti-
cular, ellos subrayaron que:

« €l uso de letras permite la ensefianza metacognitiva de las pro-
piedades y algoritmos de |as operaciones,

« ademés de permitir que los estudiantes distingan entre el nimero
Yy su representacion, el trabajo con multiples representaciones de
un nimero en e dmbito de los nimeros naturales es muy impor-
tante porque, aqui también, permite que ellos acepten ver fécil-
mente las fracciones equivalentes como representaciones
diferentes del mismo nimero raciondl;

* prestar atencion a los aspectos estructural es permite un enfoque
facil hacia dos aspectos que didacticamente hablando son més
bien delicados: (a) ampliar € concepto de nimero; (b) ampliar
el ambito numérico.

En particular fue significativo y efectivo trabajar en la construccion de cla-
ses de fracciones equivalentes con el propdsito de:

» comparar nimeros racionales (combinando la comparacién de
los nimeros decimales correspondientes, el método de reduc-

18. Los resultados més probleméticos que debemos analizar tienen que ver con la compara-
cion de nimeros racionales.
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cién al mismo denominador y el producto cruzado, aunque éste
debio profundizarse més adel ante);

* investigar acerca de la posible definicién de las operaciones de
adicion o multiplicacién, de tal manera que los resultados no
dependan de las fracciones que se usen y que se obtengan frac-
ciones equivalentes cuando se cambie la representacién de un
sumando o de un factor;

* observar la coherencia con las operaciones correspondientes en
los nimeros naturales y promover lavision de laampliacion del
ambito numérico.

Segundo y tercer grado

1) Construya fracciones equivalentes a las que se dan, de acuerdo con las
indicaciones expresadas por € esquema(— -)
15 . 10b . 32a 18.k
BT T4 T T 1 T T 2mms
2) Para cada pareja de fracciones entre Ilaves, determine cua es menor y
explique por qué:

{15 13 {E) l]__} {235 115
17'19 36'24 352’176

Tercer grado

3) Le pedimos que construya fracciones equivalentes para cada una de las
siguientes fracciones; encuentre si hay casos dificiles y diga por qué son
dificiles:

5 201 p .3a.5+4 a+b

7'50 k 12’ 11 2
4) Sigalaestrategia que usted prefiera, compare cada pareja de fracciones y
explique cudl &slamenor
1117, . 2a.3a
{4 6} {24 36} {17 22}

Segundo y tercer grado

5) Reemplace |as letras con |los valores numéricos posibles que hacen verda-
deras las siguientes igual dades:

k+1_, 8 4 _ 12 15 _ k k
4 -

Tabla N° 4. Ejemplos de las actividades propuestas
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A pesar de los problemas abiertos, € resultado muy positivo muestra la
consciencia de los profesores sobre dos puntos importantes: (a) la didactica
usua de los nimeros racionales es limitante tanto desde un punto de vista
cultural como desde el de las habilidades de los estudiantes; (b) € prestar
atencién a los aspectos estructurales permite que los estudiantes enfrenten
por si mismos problemas importantes tales como la construccién de las ope-
raciones aritméticas en un ambito numérico nuevo y mas amplio.

Aproximacion al concepto de funcion

Es bien conocido que los asuntos didéacticos acerca de la aproximacion al
concepto de funcién son extremadamente variadosy complejos. Laprimera
gran eleccion que es didéctica pero también, y més que todo, cultural tiene
gue ver con e papel de la gréfica. Existen muchos posibles registros de
representacion para una funcién (verbal, algebraica, tabular y gréfica), pero
la gréfica definitivamente tiene una importancia fundamental que infortu-
nadamente si se maneja sin destreza puede llegar a ser un obstécul o episte-
molégico en la construccion del concepto de funcidn en su acepcidén mas
moderna®. Nuestro grupo queria crear un plan para innovacion en este
tépico para los tres cursos de la escuela media, con etapas didacticas que
tuvieran el propésito de desarrollar cada una de esas representacionesy en
particular promover su coordinacion con la intencién de crear la base
correcta para el dgebra de funciones. Esta parte del proyecto se desarroll6
principalmente en las clases tutoradas por R. laderosa?° pero sus resulta-
dos fueron apreciados por todos los demas profesores del grupo quienes al
principio eran reluctantes (porque preveian algunas dificultades) pero luego
definitivamente quisieron extender la experimentacién a sus clases. A con-
tinuacion se muestra como se organizé el plan:

Primer grado. Enfasis en las dificultades que usualmente tienen los estu-
diantes menos habiles al comienzo delaescuelamediacon las siguientes ac-
tividades: lecturay uso de simbolos literales (Ietra como generalizacion de
ndmero), blsgqueda de relaciones entre nimeros, expresion verbal; coordi-
nacion del registro numérico/literal con €l registro verbal y viceversa; inter-
pretacion verbal y lecturade datos a partir de graficos que representan leyes
no codificadas.

19. Estamos de acuerdo con Duval (1994) acerca de la extrema importancia de separar los
conceptos matemati cos de su representacion gréaficay de que se puede legar a una concep-
tualizacién real solamente através de la coordinacién de varios registros.

20. Encontramos muy importante, en las partes dedicadas a este tema, €l estudio del proyecto
inglés “NMP Mathematics for Secondary School” editado por Harper (1987).
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Segundo grado. Busgueday explicitacion derelaciones en el registro verbal
y en el numérico/algebrai co; reconocimiento e interpretaci 6n de gréficos so-
bre la base de |o que ellos dicen acerca de la variabilidad de las cantidades
examinadas, sin leyes formalizadas; coordinacion de los registros verbal y
algebraico con € registro grafico: representacion de relaciones expresadas
en muchas formas (de laformaimplicitaalaexplicita, deladirectaalain-
versa, etc.); andisis y comparacion de las representaciones graficas que se
derivan de diferentes formulaciones de la mismarel acion algebraica; prime-
ros intentos de formalizar algebraicamente relaciones a través de la obser-
vacion de datos numéricos; combinacion de leyesy gréficos de una manera
intuitiva no formalizada, interpretacion de gréficos que representan princi-
palmente fendbmenos fisicos.

Tercer grado. Transformacion algebraica de funciones matematicas en las
tres formas posibles, las dos explicitas y la implicita; reconocimiento de
agunas formas fundamentales de funciones (desde un punto de vista
estructural): razén constante, suma constante, producto constante, y corres-
pondencia de cada una de esas formas con un gréafico particular; analisis de
cada una de esas clases de funcién desde € punto de vista algebraico; inter-
pretacion geométrica de cada elemento de laférmula (el coeficiente numé-
rico, su signo, etc.).

En Malara e laderosa (1999b) reportamos con gran detalle todas las
ideas que encontramos en los estudiantes y las dificultades que tuvieron du-
rante algunas etapas del segundo y tercer grado. En el segundo grado las di-
ficultades tuvieron que ver con la coordinacion entre la representacion
gréficade un fendmeno y el andlisis de tal fendmeno expresado verba men-
te, y en particular, con la habilidad de reconocer o que los graficos dicen
acerca de lavariabilidad de las cantidades que se estén examinando, sin le-
yesformalizadas. En €l tercer grado las dificultades tuvieron que ver con: (i)
la coordinacién de las varias representaciones en la forma algebraica, ver-
bal, graficay tabular; (ii) €l uso del gréfico para concretar el concepto de fa
milia de curvas y por tanto destacar €l papel de la variable-pardmetro; (iii)
lainterpretacion gréfica de los elementos algebrai cos contenidos en la for-
mula (signos, coeficientes numéricos, operaciones, letras, etc.); (iv) larelec-
tura de la férmula comenzando a partir del grafico y € énfasis en las
diferencias en € significado entre formas ‘andlogas (eg., y = x/3;
y = 3/x); (v) latransformacion algebraica de funciones mateméticas en
las tres formas posibles, dos explicitas y unaimplicita.

Parti cularmente en este Ultimo punto quisimos poner a pruebasi los es-
tudiantes podian controlar simultdneamente la pareja funcién/funcién inver-
say compararlas también de acuerdo con el sistema de referencia usado, s
se comenzaba por estudiar las relaciones binarias uno a uno dadas en una
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formaiconica, si se trabajaba con la explicitacion simultanea de larelacion
en las tres formas, primero verbalmente y después algebraicamente, y s
considerabamos simultaneamente la tabulacion de | as correspondientes pa-
rejas en los dos sentidos y su representaci én gréfica. Los resultados que he-
mos obtenido enlaclasedetercer grado aunque satisfactoriosen lo quetiene
gue ver con lacoordinacion entrelos registros algebraico y gréafico, han sido
probleméti cos en algunos aspectos y requieren un analisis més profundo es-
pecialmente en la coordinacion de funcion y funcién inversa, debido tam-
bién alas el ecciones metodol 6gicas que la profesora hizo acercadel sistema
dereferencia

Otra cuestion problemética que debe ser revisada eslaarmonizacion en-
tre el tiempo dedicado ala didécticay e dedicado alainvestigacion.?

L AS CONTRIBUCIONES DE LOS PROFESORES
A LA INVESTIGACION

La contribucion de los profesores a desarrollo del proyecto fue considera
bley variada. Una vez aclaradas | as hipétesis y acordados | os lineamientos
para laintervencién en clase en relacion con las metas especificas, los pro-
fesores con frecuencia crearon de manera auténoma las pruebas que que-
rian aplicar a sus estudiantes. Antes de aplicarlas, siempre las discutimos
dentro del grupo para evaluar de antemano su potenciaidad y dificultades,
en esa ocasion € director de la investigacion podia sefidar la carencia de
algunos aspectos de las pruebas y sugerir de qué manera se podian refinar,
0 simplemente aprobar y apreciar la calidad. Por ejemplo, las pruebas crea-
das por L. Gherpelli para enriquecer la argumentacion en la aritmética
(Maara y Gherpelli, 1996) y algunas pruebas sobre nimeros racionales
(comparacion o generacion de fracciones equivalentes, reportadas en la
Tabla N° 4) han sido apreciadas por su calidad y efectividad. Més aun las
preguntas de la Tabla N° 3 que conciernen ala generacion de una expresion
apartir de las dadas, por transferencia anal dgica proveniente de la notacién
aditiva-multiplicativa a la multiplicativa-exponencial y viceversa, fueron
creadas por R. laderosay como ya se dijo obtuvieron diferentes reacciones
entre los profesores. algunos las apreciaron principalmente como herra-
mientas de investigacion, otros pensaron que eran desatinadas ya que de
ninguna manera resultaban importantes a los 0jos de los estudiantes y eran

21. Un andlisis interesante de las influencias reciprocas de las diferentes variables de tiempo
implicadas al realizar las investigaciones italianas de innovacion se puede encontrar en
Arzarello (1999).
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opcionales en un marco didactico general para € desarrollo del pensa-
miento algebraico?.

En general, sin embargo, lamayoria de |as pruebas para la experimenta-
cion fueron seleccionadas de un grupo de propuestas provenientes de varios
miembros del equipo después de un andlisis cuidadoso de las dificultades y
posibilidades que podian tener paralos estudiantes. Esto ocurrio, por gjem-
plo, con los tests que tenian que ver con laaproximacion ala prueba: discu-
timos sobre las dificultades en la elaboracion sintactica de las expresiones
creadas como traduccion de las hipbtesis y lainterpretacion de las respecti-
vastransformadas parallegar alatesis, o sobrelas dificultades pararesolver
problemas algebraicos.

Pusimos particular atencion alaformulacion del texto en lostests, dando
la mayor importancia alainmediatez de la comunicacién més que ala per-
feccidn lingistica. Algunas veces | os textos fueron formul ados (o reformu-
lados) usando la jerga de los nifios o cadigos particulares empleados en la
clase. Se pueden hallar ejemplos de esto en las preguntas 1 y 5 de la Tabla
N° 3 donde la profesora utilizd la palabra “calcule”: este verbo esimpropio
para la clase de desempefio que ella queria promover (lo que sin embargo,
ya habia explicado oralmente a los estudiantes) pero en su opinidn este tér-
mino es en cierta forma neutro dado que términos mas apropiados podrian
causar alguna difi cultad®®. De manerasimilar enlaTablaN° 4, la profesora
utilizé un cédigo gréfico inusual creado por ella especificamente para hacer
que los estudiantes trabajaran simultaneamente en la simplificacion de frac-
cionesy en lageneracion de fracciones equivalentes porque ella queria po-
ner juntas dos actividades que usualmente se vivencian como separadas.

El equipo discutio y selecciond también |os problemas sugeridos por el
director delainvestigacion y cuando fueron aceptados, sustextosfueron re-
visados con frecuencia de tal manera que, como ya se dijo, fueran més féci-
les para los estudiantes. Algunas veces sus propuestas fueron rechazadas
porque se veian muy avanzadas o muy diferentes de las actividades usuales
de clase; esto ocurrio, por gemplo, con unas guias de trabajo interesantes
provenientes del ya mencionado proyecto inglés NMPB, dirigidas a comparar
gréficos—quetenian que ver con el mismo fenémeno fisico observado des-
de diferentes puntos de vista— considerando la relacion de diversas parejas
de magnitudes. En cuanto ala construccion del concepto de nimero racio-

22. Las opiniones de los profesores son tan diferentes porque cada uno de ellos tiene unos
antecedentes culturales diferentes y por tanto tienen una concepcion diferente para cada
t6pico examinado. Esto muestraqué tan real es el debate cultural dentro del grupoy de qué
manera cada partici pante es total mente auténomo en su papel.

23. El grupo discutié y criticd € uso de esta palabra pero la profesora prefirié mantenerla
debido alas razones expuestas.
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nal, el director subrayd la convenienciade caracterizar las clases de fraccio-
nes equivalentes, haciendo con los estudiantes la prueba del siguiente
enunciado a partir de casos particulares “si la fraccion ¢/ d es equivaente
alafraccion reducida a/ b, entonces, ¢/ d se puede obtener de a/b , mul-
tiplicando sus términos por un mismo nimero natural, diferente de cero” 24,
L os profesores rechazaron esta propuesta porgue la encontraron dificil aun
en casos particulares, aunque |os conceptos son simplesy los estudiantes te-
nian experiencia en usar letras 'y e principio de sustitucion. No obstante,
nuestra experiencia dice que con €l tiempo los profesores reconsideran las
propuestas que han rechazado antes y eventualmente |as experimentan.

Por otra parte, debemos considerar el papel importante que los profeso-
res jugaron en € desarrollo de las discusiones de clase (las discusiones ini-
ciales, para construccién, para balance y/o institucionalizacion), en la
comprensién de la personalidad de sus estudiantes y en la evaluacion de sus
contribuciones a las actividades colectivas también con referencia a su ca-
récter. Para conducir tal trabajo los profesores manejaron perfectamente el
doble papel de participante y observador (Eisenhart, 1988), pues fueron ca-
paces de separar e sujeto observador de los sujetos observados en su rela
cion de didogo (Arzarello, 1997). Sin embargo, los documentos de estas
actividades no fueron siempre completos; por gjemplo, como |o especifica
Malara (1999b) la autonomia de los profesores los [levd a pasar por alto la
planeacién coman de los lineamientos para la discusion, e registro de las
discusiones (ellos prefirieron ser testigos através de sus diarios, usualmente
basados en su memoria més que en los registros originales); rechazaron €l
tener un observador silencioso (que perturba e inhibe); olvidaron hacer un
andlisis conjunto de los protocolos (puesto que hay tantos, ellos |os prese-
leccionaron y ofrecieron solo prototipos para €l andlisis en grupo).

Aun asi, lacontribucion de los profesores fue valiosa cuando evaluamos
los protocol os de | os estudiantes, pues sabian quién los hizo y en qué atmos-
fera, lo que iba més ala del andlisis del director. En Maara e laderosa
(1999a) se reportaun gjemplo interesante sobre | os diferentes puntos de vis-
tadesdelos cuales se puede evaluar un protocol o; en tal ejemplo se establece

24. Los pasos de la demostracion que se debian desarrollar con los estudiantes son:
Paso 1. Comience con una fraccion particular, por eemplo, 3/7, suponga que
3/7 = ¢/d y pruebe en unaactividad colectiva que necesariamente 3d = 7c¢.Loquese
debe usar aqui es que: (i) si 3 es divisor del producto 7c¢ , como no es divisor de 7, debe
serlo de c; (ii) es posible expresar a ¢ como 3 por algin otro ndmero y dar un nombre a
ese nimero, por gemplo, g , entonces setiene que ¢ = 34 ; (iii) sustituyendo en laigual-
dad 3d = 7c¢ seobtieneque 3d = 7 x 3q y cancelando setieneque d = 74 .
Paso 2. Generalice el resultado, sustituyendo 3/7 por cualquier fraccion reducida a/b a
lo largo del razonamiento que se ha hecho.
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laimportancia de la evaluacion conjunta. En este punto queremos citar las
palabras de | aderosa tomadas de Garuti e laderosa (1999):

Hemos tenido experiencia directa de esto: deben integrarse varias
herramientas diferentes para la evaluacion si se quiere leer e inter-
pretar |os resultados de una actividad de investigacion; es extrema-
damente importante darse cuenta de que existe complementariedad
entre lalectura externa, objetiva del investigador y lalectura perso-
nalizada, humanadel profesor que conocey vive directamente ladi-
namica creada en laclase y puede leer entre lineas la trayectoria de
cada estudiante, mas alla de las paabrasincorrectas que utilizaave-
ces, parainferir y evaluar de acuerdo con sus dificultades y poten-
cialidades cud trayectoriamental estdtomando. Si un andlisis obje-
tivo delos resultados integrara todo esto, entonces podriamos lograr
una evaluacién mas cientifica.

No se puede desconocer la contribucion de los profesores en el inicio, cuan-
do consideramos e identificamos problemas de investigacion especificos y
formulamos las hipétesis que debian verificarse, etc., y, sobre todo, su tra-
bajo final cuando escribieron partes importantes de los reportes de investi-
gacion.

Al lado de | os aspectos positivos nos gustaria considerar también los li-
mites que los profesores impusieron a desarrollo del proyecto. Como se
destaco en Malara e laderosa (1999a), una vez que se decidieron los linea-
mientos paralarealizacion del proyecto, la gjecucion efectiva de lainvesti-
gacion presentd dificultades cruciales entre las cuales, ademas de las
concernientes a organizacion, estuvieron: los antecedentes culturales de los
profesores (algunos tenian un grado en mateméticas, otros en disciplinas
cientificas distintas), sus opiniones acercade asuntos didacticos (latradicion
de ensefianza, las tendencias a programar lecciones, el grado de importan-
cia dado a las diferentes actividades, etc.), las preferencias personalesy lo
que es mas importante las diferentes formas de ver su propio papel (mas
como un profesor, més como un investigador, o algo intermedio).

Todos estos asuntos eventualmente influyeron tanto en la eleccion y la
participacion en las actividades que fueron objeto de la experimentacion
como en laforma de llevar a cabo lainvestigacion misma (el mangjo de la
discusion en clase, larecoleccion y clasificacion de los protocolos, el esta
blecimiento del comportamiento de los estudiantes en categorias, etc.).

Enlo que concierne alos aspectos de ladisciplinamatemética, por gjem-
plo, no logramos mangjar las intervenciones didacticas sobre los nimeros
enteros relativos en los primeros grados (alumnos de once o doce afios) por-
gue algunos profesores crefan que era importante organizar la ensefianza a
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lo largo del desarrollo histérico de los conceptos: esto derivade latradicion
de ensefianza.

Ademés, con agunos profesores no fue posible enfrentar preguntas sin-
tacticas y estructurales como las que aqui se reportan porque ellos no perci-
bian agunos aspectos peculiares del algebra abstracta que consideraron
muy dificiles parael nivel promedio de los estudiantes.

De manera similar, por razones conectadas con nuestro origen cultural,
no pudimos seguir las sugerencias de muchas investigaciones del drea an-
glosajona acerca del estudio de las funciones lineales y cuadréticas y de su
representacion gréfica, 1o que podria proporcionar un interesante escenario
alas posibilidades de estudio en €l salon de clase bien fuera pararevisar €l
algebra elemental (ver por g emplo la solucién de una ecuacion en términos
delabusqueda de ceros de lafuncion que resulta como diferenciade los dos
miembros constitutivos de la ecuacion, o, considerar la cantidad incognita
como un caso particular de variable), o para revisar aspectos culturalmente
mas avanzados que conciernen ala estructuraalgebraicadel conjunto deta-
les funciones, gracias también a uso de la calculadora gréfica que permite
una vision coordinada entre operaciones sobre funciones y composiciones
de sus gréficas.Solamente una profesoradel grupo (R. laderosa) declar6 pri-
vilegiar este enfogue porque focaliza la atencidn sobre el concepto de fun-
cion —concepto dificil de conquistar dada su complgjidad— lo que
favorece alargo plazo unamejor adquisicion de dicho concepto. De nuevo,
los demaés profesores subrayaron laimportancia de recorrer € proceso his-
térico, privilegiando €l estudio de los problemas algebraicos enunciados
verbalmente que son importantes bien sea para los aspectos de traduccion
formal o parael aspecto 16gico propio del andlisisy concatenacion delasin-
formaciones importantes en la actividad mas general de resolucion de pro-
blemas.

Esto implica como lo hemos visto algunas divergencias dentro del pro-
yecto mismo y €l desarrollo de investigaciones auténomas por parte de al-
gunos profesores.

Por tanto, aungue los resultados obtenidos parezcan buenos debe consi-
derarse que estén estrechamente relacionados con la personalidad, la sensi-
bilidad humanay cultural de cada profesor-investigador y que no siempre
son comparables aungue serefirieran alos mismos grados escolaresy fueran
obtenidos por profesores del mismo grupo.

CONSIDERACIONES FINALES

A pesar de que esta es una vision global muy general, probablemente da
unaidea de lo que hemos hecho hasta ahoray de cuan complegjo esllevar a
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cabo unainvestigacion paralainnovacion trabajando de esta manera, tipica
en muchos grupos italianos de investigacion, que podemos llamar €
“modelo italiano” de investigacién paralainnovacion.

Primero que todo, esta forma de desarrollar una investigacion requiere
un largo periodo de confrontacion paralas partesinvolucradasy no se puede
hacer sin la mediacion cultural y didactica con los profesores (no se puede
olvidar que ademés de que esta manejado personal mente por profesores, 1os
obj etos de nuestras i nvestigaciones pertenecen a un programa especifico en
laescuelaque debeir mano amano con un marco mas general que concierne
ala ensefianza de todas | as areas de la disciplinay tiene en cuentalos tiem-
pos didécticos). Mas aun, con frecuencia nos encontramos trabajando “sin
proteccion” yaque €l objeto de nuestro estudio esel comportamiento de pro-
fesores y estudiantes enfrentados a la innovacion, lo que a veces requiere
volver atras alos estudios ya hechos para destacar y refinar algunos aspectos
que habian permanecido en lasombra o sin resolver.

Desde un punto de vistamas general, debido alaformaen que sellevan
acabo y atodas las variablesinvolucradas, estas investigaciones no se pue-
den reproducir en €l sentido clasico. Son prototipos Utiles para dar nuevas
visiones y nuevas direcciones ala mayoria de profesores y son interesantes
para quienes necesitan un enfoque diferente, mas apropiado a ciertos topi-
cos; pero su utilidad estarelacionada con la habilidad de los profesores para
evaluar y apreciar las preguntas en juego y como lo sefiala Zan (1999) tiene
que ver con un aspecto muy delicado: laformacion del profesor y su cultura.,
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