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RESUMEN

El presente trabajo corresponde a un analisis de las dificultades que se presentan en la
comprension de la sobreyectividad como una propiedad de las funciones de variable real. Este
analisis estd fundamentado en los trabajos de Raymond Duval sobre la adquisicién de
conocimientos por medio de los registros semidticos de representacion; se centra
especificamente en la discriminacion de unidades significantes en dos representaciones de las

funciones de variable real: la representacion analitica y la representacion grafica.

El trabajo se realizd con estudiantes de sexto y séptimo semestre de Licenciaturas en
Educacion Matematica. Se llevo a cabo en cuatro etapas que van desde la deteccion de
dificultades al momento de enfrentarse a la definicidn, hasta la identificacion de problemas en

la discriminacion de unidades significantes en cada registro.

Los resultados del andlisis permitieron identificar varias dificultades en la comprension
de la sobreyectividad; presentamos algunos aportes que pueden ayudar al control de éstas.
Ademas, los resultados también permitieron llegar a dos conclusiones importantes: primero,
que la sobreyectividad no puede asumirse como propiedad trivial o que se genera de forma
espontanea en los estudiantes; segundo, que el analisis semidtico puede extenderse a

propiedades de los objetos y no solamente a los objetos mismos.

Palabras clave: sobreyectividad, registros semidticos, funciones, unidades

cognitivamente pertinentes.
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INTRODUCCION

A partir del desarrollo de las investigaciones en torno al problema de la comprension
en matematicas, es indiscutible la existencia de una pluralidad de representaciones para un
mismo objeto matematico, cada una de las cuales da cuenta de forma particular de algunas de
sus propiedades. No obstante, es muy comun observar que muchos estudiantes se adhieran a
una representacion especifica de dichos objetos, ya sea por comodidad en el manejo de las
unidades que la conforman o porque no estdn conscientes de la existencia de otro tipo de

representaciones.

Tal situacion genera dificultades cuando al estudiante se le proponen tareas en donde
tenga que trabajar con representaciones que no conoce o de las cuales no tiene manejo. Frente
a esta situaciéon ha surgido una postura que afirma que la comprension de un objeto

matematico requiere que se distingan variadas representaciones; mas adn, es necesario que se
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pueda pasar de una representacion a otra, operacién cognitiva que requiere no solo conocer los
sistemas semidticos en los cuales se forma cada representacion del objeto en cuestion, sino

ademas poder coordinarlos.

La Historia de las Matematicas da un soporte a dicha postura mostrando la
trascendencia de las representaciones en la constitucion de un objeto matematico. Por
ejemplo, la funcion como objeto matematico resulté de un proceso que inicid en la busqueda
de la resolucion del problema del area, para lo cual fue necesario establecer relaciones entre
los elementos de las figuras geométricas (idea que dio lugar a la nocion de lugar geométrico),
expresar dichas relaciones por medio de ecuaciones y finalmente, llegar a comprender y tratar
la dependencia de una cantidad respecto a otra que estd sometida a variacion. Todo este
proceso permite concluir que es imposible pensar sobre el objeto funcién sin remitirse a sus

representaciones.

Esto mismo pasa con las propiedades de la funcion. Por ejemplo la sobreyectividad,
sobre la cual centraremos nuestra atencion. Para una comprension de ésta es necesario poder
determinarla en cualquier representacion en el que se muestre la funcion, segun lo sefialado
anteriormente. No obstante, este proceso en algunos casos resulta abstruso puesto que una
representacion de una funcién puede estar configurada dentro de un registro, de tal manera
que con las reglas de conformidad de dicho registro no se pueda extraer la informacién

necesaria para determinar propiedades como la sobreyectividad.

Es necesario entonces un cambio de registro de representacion para que el individuo
pueda extraer dicha informacion y ampliar su conocimiento sobre la propiedad en cuestion.

No obstante, este cambio no resulta ser inmediato en la mayoria de los casos debido a lo que
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Duval (2004) reconoce como congruencia y no congruencia entre registros, es decir, un
cambio de registro resulta ser mas o menos dificil de efectuar dependiendo de qué tan

congruentes sean las dos representaciones dadas en el registro de partida y de llegada.

Nuestro estudio pretende abordar algunas de las dificultades que emergen en la
conversion de un registro a otro, enfocandonos en la sobreyectividad como una propiedad
particular que cumplen algunas funciones (especificamente centramos nuestra atencion en las
funciones de variable real). Para ello hemos centrado nuestra atencién en la conversion
grafico cartesiano — expresion analitica, en la cual se ven involucrados los registros

cartesiano y algebraico, respectivamente.

Sin embargo, pese a que ambos registros resultan ser esenciales para el desarrollo de
este trabajo, nos interesa resaltar el registro de la lengua natural, puesto que dada su cualidad
de constituirse en “la organizacion semidtica por excelencia” segin lo sefiala Benveniste
(citado por Duval, 2002, p. 29), puede llegar a aportar a la deteccion y al control de las
dificultades en la determinacion de la sobreyectividad al interior de los otros dos registros ya

mencionados.

Las descripciones y las explicaciones que los estudiantes dan en lengua natural
permitiran caracterizar los elementos de una representacion que son tomadas en cuenta para
verificar una propiedad en una funcion en el registro algebraico y en el registro de los graficos
cartesianos. La identificacion y analisis de dichos elementos en cada registro nos permitira
establecer su congruencia y examinar la forma en que ambos registros pueden ponerse en

correspondencia.
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De esta forma en el capitulo 1 presentamos el planteamiento de la problematica que
motiva este estudio, asi como los objetivos que hemos trazado para poder aportar a su analisis
y posible control. Ofrecemos ademas una justificacion de la importancia de este trabajo para la
educacion matematica enfocada especificamente en los procesos de ensefianza de las

funciones de variable real y de sus propiedades.

En el capitulo 2 exponemos el marco de referencia conceptual sobre el cual se
fundamenta nuestro estudio, dentro del cual consideramos dos tipos de aspectos: los aspectos
matematicos y los aspectos semidticos. En los aspectos matematicos presentamos las nociones
que preceden a la sobreyectividad desde una mirada conjuntista: relacion, funcion y algunas
de sus representaciones, etc. Finalmente presentamos varias versiones de la definicion de
sobreyectividad que fueron esenciales para nuestro analisis. En los aspectos semi6ticos damos
cuenta de algunas nociones tales como registros y representaciones semioticas, operaciones
cognitivas asociadas a dichos registros, la congruencia y no congruencia entre
representaciones dadas en distintos registros, unidades significantes en los registros de
representacion que consideraremos, etc. Los aspectos semidticos se constituyen en la columna
vertebral de nuestro andlisis, ya que es por su medio que identificaremos y abordaremos el

problema de estudio.

Més adelante, en el capitulo 3, describimos el marco metodolégico que implementado
para llevar a cabo nuestro trabajo. En este capitulo damos una descripcion del grupo de
estudiantes a los cuales se dirigio el estudio; luego presentamos las etapas en las cuales se
realizé el trabajo y los instrumentos utilizados en cada etapa para la recoleccion y analisis de

la informacidn (encuestas y rejillas de analisis).
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Posteriormente, en el capitulo 4 mostramos el analisis de las dificultades asociadas a la
comprensiéon de la sobreyectividad desde varias perspectivas: desde las versiones de su
definicion y las vias de acceso que estas suscitan, la discriminacién de las unidades
significantes en cada uno de los dos registros considerados, y la discriminacion de unidades

cognitivamente pertinentes cuando aparecen ambos registros simultaneamente.

Finalmente, en el capitulo 5 presentamos las conclusiones que resultaron de todo este
proceso de analisis de las dificultades cognitivas asociadas a la sobreyectividad a partir de los
registros de representacion, asi como las implicaciones didacticas que resultan de este estudio
como aporte a la educacion matemaética, especificamente al proceso de ensefianza de las

funciones y de sus propiedades.
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CAPITULO 1. ASPECTOS GENERALES DEL
TRABAJO

El fin de todo discurso oido es este: teme a
Dios, y guarda sus mandamientos; porque esto es el

todo del hombre.

Eclesiastés 12:13

En este capitulo presentamos la problematica que pretendemos abordar en este trabajo
y sus ubicacion dentro de un contexto educativo, asi como los objetivos que queremos
alcanzar con miras a tratar dicha problematica. Ademas, ofrecemos una justificacion que da
cuenta de la pertinencia de los aportes de este trabajo en el control de las dificultades en la

comprension de la sobreyectividad.
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Planteamiento del problema

Durante el proceso de ensefianza de las funciones en los niveles de educacion
secundaria 0 universitaria, resulta esencial para los estudiantes reconocer e identificar
propiedades como la inyectividad, la sobreyectividad y la biyectividad®, las cuales se
establecen dependiendo de cémo estén relacionados los elementos del dominio y del

codominio de la funcion.

La comprension de estas propiedades de las funciones juega un papel decisivo en la
comprension de otros conceptos matematicos un poco mas avanzados, asi que el analisis de
las dificultades que se puedan presentar resulta indispensable para evitar problemas serios con
temas mas avanzados sobre funciones. Particularmente, la sobreyectividad presenta algunos
inconvenientes que, aunque poco tratados, constituyen un claro fenémeno de lo que Duval ha

definido en sus trabajos como no congruencia entre registros de representacion semiotica.

Uno de tales inconvenientes tiene que ver con la dificultad que tienen los estudiantes al
tratar de relacionar aquello que se da en la definicion de una funcion sobreyectiva con algin
procedimiento que pueda efectuarse en los registros de funciones de variable real. Por

ejemplo, consideremos la siguiente funcion:

! Las funciones que cumplen con estas propiedades se denominan inyectivas, sobreyectivas y biyectivas,
respectivamente.
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¢Qué procedimiento analitico puede llevarse a cabo para determinar la sobreyectividad
de dicha funcion? La definicion indica que debe garantizarse que para todo elemento del
contradominio exista al menos uno en el dominio que sea pre-imagen del primero, pero ;co6mo
se garantiza analiticamente la existencia de dicho elemento en funciones cuya expresion

analitica puede ser tan compleja como se quiera?

Complicaciones como la que se acaba de mencionar pueden tener un mayor impacto si
la formacion matemética de los mismos docentes no es muy fuerte en lo que a la

determinacion de la sobreyectividad concierne.

El contexto de este problema se ubica desde el mismo momento en que se da la

definicién de funciones inyectiva y sobreyectiva.

Las funciones inyectivas poseen la particularidad de que su misma definicién induce
siempre el mismo procedimiento para verificar la propiedad que debe cumplirse, sea que ésta
se dé en la lengua natural o en la lengua formal de la teoria de conjuntos: partir de la igualdad
de dos iméagenes que estan en el codominio, y llegar a la igualdad de los elementos del

dominio asociados a estas imagenes.

Pero contrario a la inyectividad, la sobreyectividad no presenta la misma facilidad de
interpretacion y de manipulacion, y sus formas de introducir bien sea en lenguaje natural o en
el de la teoria de conjuntos, pueden llegar a generar problemas de interpretacion aunque se

aluda a la misma propiedad de las funciones.

Sea cual sea la forma en la cual se presente la definicion de funcion sobreyectiva o

sobreyectividad, el problema consiste en garantizar que dicha definicion se satisfaga para
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cualquier funcion dada en cualquiera de sus representaciones, en nuestro caso las
representaciones cartesiana y analitica. No obstante, al no ser explicitado en la definicién un
procedimiento transparente que pueda seguirse de la misma forma que pasa con la funcién
inyectiva, las manipulaciones algebraicas que deben realizarse o los objetos que deben

observarse en los graficos cartesianos se convierten en procesos abstrusos para los estudiantes.

Esto conlleva a que se recurra a otros medios para explicar por qué una funcién
particular se puede clasificar o no como sobreyectiva. La explicacion en lengua natural de la
sobreyectividad, el recurso a diagramas sagitales o la restriccién al estudio de funciones que
son continuas en todo su dominio y de facil manipulacion algebraica, son algunos ejemplos de
estos medios alternos. Sin embargo, estas formas de abordar la sobreyectividad constituyen un
intento bien intencionado (pero insuficiente) de encontrar una solucién a la determinacion de
esta propiedad. ¢Cuél seria entonces la forma de abordar un problema en donde se solicite

determinar si una funcion es o no sobreyectiva?

Para la comunidad matematica de la actualidad, la forma en la que se debe abordar un
problema de este tipo ha de ser por medio del registro algebraico, es decir, debe tenerse a la
mano la representacion analitica de la funcién, ya que es por medio de esta que pueden
desarrollarse procedimientos analiticos que son aceptados por los matematicos de hoy. Sin
embargo, el avance en este tipo de tratamientos no siempre se da en forma directa, puesto que
no siempre la manipulacion en un solo registro ofrece informacion significativa para
desarrollar el problema. Esto se refleja cuando la representacion analitica es tan compleja que
su manipulacién por procedimientos analiticos resulta muy dificil. Se hace necesario entonces

el paso a otro registro, el cual permita obtener informacion que aporte al desarrollo del
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problema, a partir de la cual se puedan hacer modificaciones en el registro inicial en donde

esta situado el ejercicio.

De otro lado, también podria decirse que resulta evidente que es el registro de la
lengua natural el que permite que los estudiantes no solo se familiaricen con la
sobreyectividad, sino que también abre una via por medio de la cual puedan expresar qué
elementos identifican de una funcion particular para poder caracterizarla como sobreyectiva,

lo cual puede resultar mas abstruso en otros registros.

En este orden de ideas, las dificultades en la determinacion de la sobreyectividad de
una funcion remiten a la operacion de conversién y a la actividad de coordinacién de registros
de representacion. Por otra parte, es razonable considerar que estas dificultades pueden llegar
a presentarse aun en los docentes de matematicas, sobre todo cuando en su formacion

matematica no se ha hecho énfasis respecto a la sobreyectividad de una funcién.

De esta forma, reconociendo el papel que juega la formacion matematica de los
docentes en la comprension por parte de un estudiante de un objeto matematico, el problema

de estudio de este documento se inscribe en la siguiente pregunta:

¢Cudles son algunas de las dificultades presentes en la comprension de la
sobreyectividad de una funcion, asociadas a la conversion entre los registros cartesiano y

algebraico que presentan los estudiantes de Licenciatura en Matematicas?
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Objetivos

Objetivo general

Caracterizar y analizar algunas de las dificultades que emergen en la comprensién de la

sobreyectividad asociadas a la operacién de conversion entre los registros algebraico y

cartesiano por parte de un grupo de estudiantes de las Licenciaturas del Area en Educacion

Matematica de la Universidad del Valle.

Objetivos especificos

Examinar las dificultades que emergen en la comprension de la definicion de
sobreyectividad desde una interpretacion formal y una interpretacion a partir de los
registros cartesiano y algebraico, por parte de un grupo de estudiantes de Licenciatura en

Matematicas.

Reconocer las unidades significantes en cada registro que, en contraste con las
descripciones de los estudiantes, son pertinentes para la determinacion de la

sobreyectividad.

Identificar los valores visuales y categoriales que atafien a unidades cognitivamente
pertinentes (a partir de las descripciones de los estudiantes), cuando ambas
representaciones de la funcion en los registros cartesiano y algebraico aparecen

simultaneamente.

Examinar las implicaciones didacticas de ampliar el analisis de unidades cognitivamente
pertinentes a la ensefianza de propiedades de las funciones como sobreyectividad, a través

de la discriminacion de unidades cognitivamente pertinentes en cada registro.
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Justificacion

El concepto de funcion ha sido objeto de estudio y pieza fundamental para el
desarrollo de investigaciones en distintos campos de las matematicas. Asi mismo ha ocupado
una cantidad importante de investigaciones en educacién matematica, dado que su
comprension le permite al estudiante desarrollar habilidades en una gran cantidad de procesos

que estan relacionados con situaciones de variacion en distintos contextos.

No obstante la multiplicidad y variedad de investigaciones sobre el aprendizaje y la
ensefianza de las funciones, se hace necesario enfocar la atencion en las exigencias cognitivas
con las que se encuentran los estudiantes que tratan de establecer si una funcion cumple con
una propiedad determinada, por ejemplo, paridad, restriccion, sobreyectividad, inyectividad,
etc. No se puede pasar por alto que la comprension de la funcion como objeto matematico esta

intimamente relacionada con la comprension de dichas propiedades.

En este orden de ideas, se hace necesario y pertinente realizar un estudio que centre su
atencion en aquellos fenémenos de tipo cognitivo que emergen en la determinacion de algunas

de esas propiedades.

Raymond Duval durante los ultimos 20 afios ha centrado sus estudios en la adquisicién
de los conocimientos matematicos, con base en los cuales ha establecido que las dificultades
en la comprension de las matematicas estdn asociadas con los problemas relativos a los
cambios de registro de representacion. Entre sus multiples investigaciones destacamos, en
particular, una dedicada a los procesos de conversion entre graficos y ecuaciones (Duval,

1988), cuya réplica constituye una parte esencial de nuestro trabajo de grado.
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Nos interesa en particular extender el analisis de Duval a una propiedad de las
funciones conocida como sobreyectividad, la cual estd asociada a la forma en que se

relacionan los elementos de los conjuntos de partida y de llegada de una funcion.

La importancia de la comprensién de dicha propiedad radica en que se constituye en
un fundamento primordial de otros conceptos matematicos que son ensefiados en cursos
avanzados de educaci6n superior, y que son esenciales para docentes de matematicas en
formacién: las transformaciones lineales en espacios vectoriales, los homomorfismos de

grupos y anillos, la equipotencia de conjuntos, etc.

Sin embargo, pese a la importancia de la sobreyectividad en la comprension de
conceptos matematicos posteriores, puede darse el caso en que esta propiedad se asuma como
trivial o eludible, limitando su comprension al analisis de algunos ejemplos muy restringidos
de funciones tipicas (por ejemplo, funciones definidas en conjuntos finitos, funciones lineales
0 en general funciones continuas), a lo cual puede adicionarse el conformismo con un unico

registro de representacion de dichas funciones ain por parte de los docentes.

Estas situaciones generan en el estudiante una idea muy limitada de la sobreyectividad,
lo cual conlleva a dificultades cuando se encuentra con funciones exoéticas o cuando el registro
en el que se da la representacion de una funcion particular sea distinto al que esta

acostumbrado a tratar.

A partir de la identificacion y caracterizacion de algunas dificultades que surgen en el
proceso de determinacion de la sobreyectividad de una funcion por parte de docentes en
formacion, la relevancia de este trabajo radica entonces en mostrar que dicho proceso no es

trivial, como se podria llegar a considerar, ni siquiera para individuos que tienen una
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interaccion cercana con este tipo de propiedades de las funciones. Ademas, este trabajo
muestra la posibilidad de ampliar el estudio hecho por Duval sobre la comprension de los
objetos matematicos a través de los registros de representacion, al estudio de las propiedades
de dichos objetos, resaltando el papel que tiene la lengua natural en dicho estudio. Esto ultimo
podria ofrecer insumos para posteriores investigaciones en el campo de la educacion
matematica, especificamente en lo que tiene que ver con los estudios sobre propiedades de

objetos a partir del analisis de los registros semioticos en los que estos se presenta.



32

CAPITULO 2. MARCO DE REFERENCIA
CONCEPTUAL

Las matematicas pueden ser definidas como aquel
tema del cual no sabemos nunca lo que decimos ni si lo

que decimos es verdadero.

Bertrand Russell

En este capitulo nos encargamos de presentar los fundamentos tedricos que se tendran
en cuenta para el analisis de la comprensién de la sobreyectividad de las funciones y de sus

dificultades asociadas.

Para tal fin presentamos algunos antecedentes que Duval ha tenido en cuenta en torno
al problema de las representaciones de los objetos matematicos y de las actividades cognitivas

que le son asociadas, tal como lo es la conversion. Acto seguido, presentamos los aspectos
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matematicos que le permitiran al lector ponerse al corriente con la propiedad del objeto
matematico que hemos decidido examinar. Finalmente, mostramos los aspectos semiéticos
que son el pilar central de nuestro analisis y que van encaminados a sustentar que los
problemas en la comprension en matematicas se deben a una falta de gestién de la operacion

de conversion y a la falta de coordinacion de los registros de representacion.

Algunos antecedentes asociados a la comprension de los objetos
matematicos

En el campo de la Educacién Matematica ha surgido un paradigma asociado a la
comprensién de los objetos matematicos por parte de los estudiantes. De acuerdo con Duval
(2004) dicho paradigma esta relacionado con la idea de que no puede haber comprension en
matematicas si no se distingue un objeto de su representacion. Varias observaciones han
surgido a partir de este argumento. Una de estas tiene que ver con los obstaculos de orden
epistemoldgico que se generan cuando se asume que trabajar con la representacion de un
objeto es trabajar con el objeto mismo. En otras palabras, se piensa que la representacion de
un objeto da cuenta en forma absoluta del objeto representado. La otra postura tiene que ver
con que no es posible llegar a la comprension de un objeto sin un proceso de coordinacion de

sus diversas representaciones y sin una operacion de conversion entre estas.

En el marco de este estudio se retoma una tercera postura referida por Duval, la cual
sostiene que la comprension de un objeto matematico requiere precisamente de un proceso de
coordinacion y una operacion de conversion entre una variedad de registros asociados al
mismo objeto, y que permiten diferenciarlo de sus representaciones. Esto quiere decir que una

sola representacion no da cuenta por si misma de todo lo que atafie al objeto, pero ofrece
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informacion que articulada con la que ofrecen las otras representaciones permite llegar a una

comprension de éste.

De acuerdo con lo anterior, este trabajo se cifie a la idea de que cada una de las
distintas representaciones ofrece informacion parcial sobre un objeto matematico, por lo cual,
contar con algunas de estas constituye una condicidn necesaria si se quiere avanzar al objetivo
de su comprensién. Sin embargo, esta misma condicion no es suficiente para alcanzar este
objetivo. Si bien cada representacion dada en registros distintos ofrece informacion particular
del objeto, es necesario poder pasar de un registro a otro con el fin de que toda esta
informacion se articule en una idea mas amplia de lo que significa el objeto matematico. Sin
embargo, esta operacion de conversion y el proceso de coordinacion entre registros no

siempre se promueven en la ensefianza de un objeto matemaético.

La conversion de la representacion de un objeto dada en un registro a otra
representacion en otro registro, puede resultar mas o menos inmediata dependiendo si las dos
representaciones son o no congruentes entre si. En otras palabras, una operacion de conversion
resulta ser mas dificil para un individuo si las dos representaciones dadas no son congruentes;
esto es, si no hay correspondencia semantica, univocidad semantica terminal o si no se puede
establecer una organizacion de las unidades significantes de las dos representaciones

comparadas. Se retomaran estos tres criterios mas adelante.

Puede notarse entonces que algunas de las dificultades en la conversion entre registros
estan asociadas a la congruencia y no congruencia entre las representaciones de un mismo
objeto. En este documento se analizaran y caracterizaran algunas de esas dificultades para el

caso particular de la determinacién de la sobreyectividad de una funcién, tomando los
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registros cartesiano, algebraico y lengua natural, que son algunos de los que tradicionalmente

se utilizan en la representacién de las funciones.

Para el analisis de las dificultades que suscita la operacién de conversion de una
representacion del objeto matematico en cuestion y el proceso de coordinacién entre los
registros considerados, se presentardn a continuacion dos clases de aspectos: aspectos
matematicos y aspectos semidticos. Los aspectos matematicos hacen referencia a las
consideraciones formales de la sobreyectividad de una funcidon (objetos matematicos
preliminares al objeto en cuestion, definicion del objeto, convenciones de notacion, anélisis de
esta propiedad para distintos tipos de funciones, incidencia en otros objetos matematicos). Los
aspectos semioticos refieren a la comprension del objeto en cuestion, teniendo en cuenta los
procesos de coordinacién de registros y la operacion de conversion entre cada uno de estos. A

continuacion se profundizaré en cada uno de estos aspectos.

Aspectos matematicos en torno a la sobreyectividad de una funcion

Para efectos de este trabajo es necesario aclarar que es la funcion el objeto matematico
sobre el cual se centra nuestro interés, haciendo énfasis en una propiedad particular como lo es
la sobreyectividad. De este modo, asumimos la funcién como un conjunto de parejas

ordenadas que cumplen una condicion determinada.

Sin embargo, la funcion como objeto posee otras versiones que otorgan un peso

epistemoldgico distinto a este mismo objeto.

Por esta razén, es pertinente dar a conocer al menos una de estas otras versiones de la

definicion, con el fin de justificar nuestra eleccion de la versién conjuntista de este objeto
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matematico. Tales versiones resultan de un devenir histérico que comenz6 a hacerse explicito
en el siglo XVII y aln en la actualidad para algunos son consideradas como pertinentes.
Presentamos entonces un breve recorrido histérico que permite dar cuenta de algunas de las

versiones a las que hemos hecho referencia.

Algunos antecedentes historicos a la funcion

De acuerdo con Recalde (s. f.) la referencia a las funciones comienzan a hacerse en los
trabajos de matematicos del siglo XVII como James Gregory, Isaac Newton y Gottfried
Leibniz. Cada uno le dio un matiz diferente a este nuevo objeto segin el interés de sus

trabajos, lo cual permitié que se definieran versiones distintas de la funcion.

Cada una de tales versiones fue acogida por otros matematicos del siglo XVIII y del
siglo XIX los cuales brindaron sus propios aportes para perfeccionar dicho objeto. Por
ejemplo, la version de Gregory que segun Recalde (ibid) hace referencia a la funcion como
“una cantidad que se obtiene a partir de otras cantidades a partir de operaciones algebraicas o
mediante otra operacion”, fue retomada por Euler y luego por Lagrange los cuales hacen
referencia a la funcion como una expresion analitica, las cuales dan cuenta de forma general

de la accion de obtener una cantidad por medio de otras operaciones.

Por otra parte, la interpretacion de Newton que desde la fisica que aludia a la funcion
como una relacién de dependencia entre cantidades, fue retomada por Cauchy en su Curso de

analisis de 1821.

Pese a que ambas se constituyen en versiones de la funcion, fue la interpretacion de la

“funcién como relacion especial arbitraria” (Recalde, s. f., p. 5) la que se instituyé con el
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desarrollo de la teoria de conjuntos que se da a finales del siglo XIX, y que ain hoy dia

permanece vigente.

No obstante, la version conjuntista no es la Unica que hoy dia conserva su vigencia.
Segun Shilov (2004), en 1837 Dirichlet define una funcién como una correspondencia entre
valores de dos variables. Especificamente, a cada valor de una variable x le corresponde un
valor completamente determinado de la variable y. Esta version que de acuerdo con Ferreir6s
(2003) aun permanece en uso, se refuerza con el desarrollo de las matematicas
contemporaneas a partir de la teoria de categorias, la cual interpreta la funciébn como una
aplicacion o morfismo entre los objetos de una categoria, mas que como conjunto de pares

ordenados con una caracteristica particular.

En este orden de ideas, podemos concluir que son dos las interpretaciones de la
funcién que actualmente se utilizan en los desarrollos matematicos: la interpretacion

categdrica y la conjuntista.

El motivo de nuestra preferencia de la interpretacion conjuntista se debe a que es a esta
a la que se recurre en las matematicas universitarias y, ademas, es en este sentido en el que se
definen propiedades como la sobreyectividad, la inyectividad y la biyectividad de funciones.

Veamos entonces algunas nociones alrededor de las funciones desde la teoria de conjuntos.

La funcién desde una mirada conjuntista

Muchas de las definiciones dadas en libros de texto especializados en matematicas de
nivel superior recurren a las parejas ordenadas para definir la funcion. Por ejemplo, una forma

en la que se establece una funcién F es como “un conjunto de pares ordenados (X, y) ninguno
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de los cuales tienen el mismo primer elemento. Esto es, si (X, y) e Fy (X, z) ¢ F, entonces y =

z” (Apostol, 1989, p. 42).

En el mismo sentido, Jech & Hrbacek (1999) establecen que una relacion binaria F es
llamada funcion si aFb; y aFb, implica que b; = b,, para cualquier a, b; y b,. En otras
palabras, una relacion binaria F es funcion si y solo si para todo a en el Dom F existe

exactamente un b tal que aFb (p. 23).

Sin embargo, pese a que las versiones que se presentaron anteriormente recogen varios
aspectos del significado de funcién y le dan cierto nivel de formalidad, estas se dan en un

lenguaje que no es propiamente matematico.

Para poder dar un soporte fuerte a las versiones anteriores y pasar a una version ain
méas formal de la funcién como conjunto de pares ordenados, es necesario optar por una
interpretacion de los conjuntos como objetos que se definen y se rigen por un cuerpo
axiomatico definido para la Teoria de Conjuntos. Dicho cuerpo axiomatico esta conformado
actualmente por los axiomas fundamentales propios de la teoria axiomatica de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel: de extensionalidad, de pares, de conjunto potencia, de union, de eleccién,
de infinito, de comprension, de reemplazo y de regularidad. Ademas, debe tenerse en cuenta la
existencia del lenguaje propio de la teoria de conjuntos que permite enunciar la definicién de
funcién y de otros objetos matematicos, a partir de nociones que Sean previamente
establecidas dentro del discurso matematico y que estén libres de cualquier caracter intuitivo.
Dicho lenguaje permite formar expresiones por medio de la combinacién de simbolos basicos
y del uso de reglas de conformacion que le son propios. Lewin (s. f.) caracteriza esos simbolos

basicos:
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1. Variables: x,y, z, X, Y, Z, asociadas a conjuntos con las ultimas letras del alfabeto.

2. Constantes: a, b, ¢, A, B, C, asociadas a conjuntos fijos con las primeras letras del

alfabeto.
3. Simbolo de pertenencia y no pertenencia: e, ¢

4. Simbolo de igualdad: =

5. Conectivos ldgicos: propios de la Léogica de predicados de primer orden implicacion
(—), doble implicacion («»), Conjuncion (A), Disyuncion (V), negacion (—)
6. Cuantificadores: universal (), existencial (3)

7. Paréntesis: (), usados como signos de puntuacion (pp. 7-8).

Cualquier expresion de alguna nocion dentro del lenguaje de la teoria de conjuntos

resulta de una combinacién de estos simbolos.

La funcién como nocién matematica no escapa a este hecho. A partir de este lenguaje,
Lewin (s. f.) enuncia que una relacién’? F (entre A y B) es una funcién si y sélo si

XVYVZ(((x,y) e F A(X,2) e F) > y=12) (p. 30).

Puede notarse que esta forma de escritura trasciende a un nivel de formalidad y
abstraccion mas alla del recurso a cualquier expresion que tenga sentido en el lenguaje comin

y que es independiente de cualquier representacion de la funcion.

Desde este momento, cualquier mencién que se haga acerca de la funcion como objeto

matematico hard referencia a cualquiera de las definiciones dadas anteriormente. La

2 «Un conjunto R es una relacién binaria si todos los elementos de R son parejas ordenadas” (Lewin, s. f., p. 24)
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consideracién de estas definiciones y de las representaciones que se dan de la funcion
permitird que en los aspectos semidticos se tomen en cuenta las posibles dificultades que
subyacen a la sobreyectividad, y que emergen desde la concepcion que un sujeto tiene de la

funcién como objeto matematico y del manejo de sus multiples representaciones.

Retomando las ideas de cada uno de los autores que definen la funcién: al ser una
relacion, posee dos componentes determinados por los conjuntos A y B a los que pertenecen
los elementos x e y, respectivamente. Al conjunto A se le conoce como dominio de la funcién
0 conjunto de partida, usualmente denotado como D (F) o Dom F; al conjunto B se le conoce

como contradominio, codominio o conjunto de llegada, y usualmente se denota por Cod F.

Es necesario aclarar que para que una relacion sea funcién no es necesario que todos
los elementos del contradominio estén relacionados con los del dominio; basta solamente con
que un solo elemento del dominio no esté relacionado con dos elementos distintos del
contradominio. Puede notarse que el contradominio posee un subconjunto formado por
aquellos elementos que estan directamente relacionados con los elementos del dominio.
Usualmente a este subconjunto se le conoce como rango o recorrido de la funcion y se

denota por Ran F o R (F)°.
Por ultimo, ofrecemos algunas notaciones que atafien a las funciones de variable real:

e Para denotar la dependencia de los elementos del codominio con los del dominio, se
recurre a la notacion y = F(x). Esta escritura indica que y se obtiene a partir de x por medio

de F.

® Como se habia establecido anteriormente, a los elementos del rango se les conoce como iméagenes de la funcién
y a los elementos del dominio relacionados con las imagenes se les denomina pre-imagenes de la funcién
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e La siguiente notacion explicita los conjuntos que aparecen relacionados por medio de la

funcién F:

F:A>B
X F(X)
Teniendo en cuenta estas notaciones, analicemos algunas representaciones de la

funcion.

Formas de presentacion de las funciones

Recalde et al. (2004), clasifican las distintas representaciones de la funcién. Distinguen
asi las representaciones simbdlica-abstracta, algebraica, sagital, tabular, por pares ordenados

definidos por extension y comprension, y la representacion cartesiana.

La forma simbdlica-abstracta consiste de la notacion que indica la regla de formacion
a partir de los elementos del dominio, el cual esta definido desde el principio. Por ejemplo, la
funcion F(x) = 2x, tal que x es un namero real. Aqui se indica cual es la regla de formacion y

se explicita el dominio (los numeros reales).

La forma algebraica se obtiene a partir de ecuaciones con variables (generalmente x e

y), despejando una en términos de la otra. Por ejemplo, de la ecuacion A 2, se obtiene la

x-1
funciény = 2x — 2, que se puede representar también como F(x) = 2x — 2.
Otra representacion muy comun es la representacion sagital, que permite visualizar

por medio de flechas la forma en que se relacionan los elementos del dominio y del

codominio, facilitando la verificacion de las dos condiciones que debe cumplir una funcién.
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N
Pa

Z
Gréafico 1. Representacion sagital de la Gréfico 2. Representacion sagital de una
funcion f. relacion g que no es funcion.

El gréfico 1 permite ver que todos los elementos del primer conjunto solo estan
relacionados a través de f con un Unico elemento del segundo conjunto. El gréfico 2 permite
analizar que existe un elemento del conjunto inicial relacionado con més de un elemento del

conjunto final a través de g. Puede decirse entonces que f es funcion mientras g no lo es.

La forma tabular consiste en una tabla de valores de los cuales los valores de x
corresponden a valores particulares del dominio, y los valores de y corresponden a valores del

codominio. Por ejemplo:

Xla|bjc|d|e Xla|lb|b|c|d
Y|5/3|2|4]|1 Y|5[3|3|4|1
Tabla 1. Ejemplo de representacion tabular Tabla 2. Ejemplo de representacion tabular
de una funcion de una relacion.

Es visible que la tabla 1 representa una funciéon mientras que la tabla 2 no.
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La forma de pares ordenados presenta dos variantes. Por una parte, es posible
representarla como un conjunto en donde se mencionan una por una las parejas ordenadas
formadas por los elementos del dominio junto con el elemento del codominio con el cual estan
relacionados. Por ejemplo, sea A ={a, b, c} y B = {m, n, p}, el conjunto F = {(a, n), (b, p), (c,

m)} representa una funcién mientras que G = {(a, p), (b, n), (b, p), (c, m)} no corresponde.

Por otra parte, es posible representarlas de forma general por medio de un esquema

como el que sigue:

f={xy):y=FX)}
Es decir, todas las parejas ordenadas (x, y) que cumplan con una regla de formacion y
= F(x) particular. Por ejemplo, f = {(x, y): y = x + 1}, representa a la funcién por medio de
pares ordenados en donde y elemento del codominio se obtiene a través de sumar uno a cada

elemento del dominio.

Estas dos variantes se reconocen como representaciones de pares ordenados por

extension y comprension, respectivamente.

Por altimo, la forma grafica-cartesiana de una funcion consiste de un trazo hecho
sobre un plano cartesiano, formado por dos rectas perpendiculares conocidas como ejes
coordenados. Dicho trazo se considera formado por puntos (asi como cada eje coordenado), en
donde cada punto corresponde a una pareja ordenada (X, y). Los valores de x e y son valores

referenciales ubicados en los ejes horizontal y vertical, respectivamente.
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y y
A A
Yo }--------- . Yo f---------
+ P(Xo, Yo) + P(Xo, Yo)
: » X : >
Xo Xo
Gréfico 3. Representacion cartesiana de un Gréfico 4. Representacion cartesiana de
punto. una funcién.

Cada punto del trazo de la funcion se ubica de la misma forma que en el grafico 3, de
acuerdo a la regla de formacidn que exista para las parejas ordenadas como se analizo en la

representacion por pares ordenados (ver grafico 4, p. 44).

Vale la pena comentar que pese a que las representaciones sagital, tabular y de pares
ordenados por extensién permiten dar una mirada a la funcién, dicha mirada solo es posible a
partir de lo finito y discreto, es decir, solo para un numero finito de valores, los cuales no dan

cuenta del resto de casos, que puede llegar a ser infinito.

Por el contrario, las representaciones algebraica, simbdlica-abstracta, de pares
ordenados por comprension y cartesiana, permiten ampliar la vision tratando de abarcar casos
continuos e infinitos. Esta idea permitird pasar a un nivel un poco més formal de lo que se

concibe en matematicas como funcién y que dé cuenta de conjuntos finitos e infinitos.
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De acuerdo con la forma en que se relacionen los elementos de la funcion, con la
escritura en notacion algebraica, con el comportamiento del grafico de dicha funcién, se
pueden establecer algunos criterios de clasificacion de funciones que permitiran analizar
algunas propiedades y caracteristicas sobre las cuales es necesario tratar. Asi, habiendo
determinado lo que se concibe en matematicas como funcién y cada uno de sus componentes
y representaciones, se procedera a definir tres propiedades que cumple cualquier funcién:
inyectividad, sobreyectividad y biyectividad. Lewin expresa estas tres propiedades en los

siguientes términos.

Las funciones inyectivas

Intuitivamente la inyectividad o no inyectividad de una funcion consiste en determinar
si algun elemento del contradominio de la funcion esta relacionado con mas de un elemento
del dominio. Esta propiedad puede analizarse desde las distintas representaciones de la

funcién. Analicemos algunas de éstas.

En la representacion grafico-cartesiana basta con observar si para un mismo valor en el
eje vertical existen dos puntos en el trazo de la funcion que le correspondan. Esta verificacion
se hace usualmente a través del “criterio de la recta horizontal”, que consiste en dibujar una
recta paralela al eje horizontal y verificar que en cualquier lugar del plano cartesiano corta al

trazo de la funcién a lo sumo en un punto.

En la representacién tabular basta con observar que dos de los valores de la variable

independiente no tenga el mismo valor de la variable dependiente.

En el registro de pares ordenados (por extension), basta con observar que no haya dos

parejas que tengan la misma segunda componente.
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Las representaciones algebraica y simbodlica-abstracta poseen tratamientos similares.
Basta con sustituir en la variable independiente de la funcion dos valores genéricos X; Yy X, €
igualar las dos expresiones obtenidas. Luego, a través de la aplicacién de operaciones y

propiedades se debe llegar a la igualdad de los valores dados. Por ejemplo, sea f(x) = x + 1.
Sustituyamos x por X; y Xo. Obtenemos entonces f(x;) = x; + 1Ly f(x2) = xo + 1.
Igualando ambas expresiones se obtiene x; + 1 = x, + 1.

Aplicando propiedad uniforme de la suma y el opuesto aditivo se obtiene finalmente

que X1 = Xo.

En cada caso se puede notar que para que una funcion sea inyectiva debe verificarse
que para elementos distintos del dominio corresponden elementos distintos del rango, o

equivalentemente, que si un elemento del rango esta relacionado con dos elementos del

dominio, éstos Ultimos son iguales.

Esta idea permite el paso a una definicion formal de la inyectividad usando el lenguaje

de la teoria de conjuntos:

Sea F:A—B, donde A y B corresponden al dominio y codominio de F,

respectivamente, se dice que F es inyectiva o uno a uno (1-1) si:
VX, VX, (F(x) = F(X,) = % =X,), donde X, X, € A(Lewin, s. f., p. 31)

Las funciones sobreyectivas
De primera mano, la sobreyectividad consiste en establecer si cada elemento del
codominio esta relacionado por lo menos con un elemento del dominio, es decir, que no puede

quedarse ningan elemento del codominio sin relacionarse.
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En la representacion grafica-cartesiana esto puede determinarse por medio de la recta
horizontal, observando si dicha recta corta al trazo de la funcion por lo menos en un punto,

teniendo en cuenta a partir de qué punto del eje vertical esta definido el grafico de la funcién.

En la representacion tabular basta con observar si algin dato en las casillas del
contradominio se queda sin un valor en el dominio. Similarmente, en el registro sagital basta
con mirar si en el contradominio se quedan elementos sin relacionar con elementos del

dominio por medio de flechas.

En la representacion algebraica la determinacion de la sobreyectividad es un poco mas
complicada que en el resto de representaciones, ya que existen expresiones analiticas cuyo

manejo algebraico resulta ser muy engorroso.

La idea intuitiva que se dio de sobreyectividad puede verse en otros términos a partir
de la igualdad del contradominio y el rango de la funcion. De hecho, para que ningun
elemento del codominio se quede sin estar relacionado con algun elemento del dominio, es
necesario que todos los elementos del primero sean imagen de los elementos del segundo. A

continuacion se dan varias definiciones de sobreyectividad:

e “Se dice que una funcion es sobreyectiva (0o que f aplica A sobre B) si cada
elemento de B es la imagen por la funcion f de algin elemento de A” (Munkres,

2002, p. 20).

e “Una funcién es suprayectiva cuando el rango es igual codominio” (Becerra, 2004,

p. 20).
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En general, dentro del lenguaje de la Teoria de Conjuntos puede darse una definicion

mas formal de la sobreyectividad:
e De acuerdo con Lewin (s. f.), se dice que una funcién F es sobreyectiva si:
Vy(y e B—>3Ix(xe Ay =F(X))) (p.31)

Al igual que en el caso de la nocién de funcién, cualquier mencion que se haga de

sobreyectividad o de funcién sobreyectiva hara referencia a cualquiera de estas definiciones.

Notese que en ninguna de las definiciones se explicita la naturaleza de los conjuntos de
partida y de llegada. Esto quiere decir que los elementos que se ponen en correspondencia

pueden llegar a ser de distinto tipo: puntos de una recta, nimeros, matrices, polinomios, etc.

Sin embargo, en este trabajo se centrara especial atencién a un tipo particular de
funciones: las funciones de variable real, es decir, aquellas funciones cuyos conjuntos de
partida y de llegada respectivamente resultan ser subconjuntos del conjunto de los nimeros

reales.

La razon por la que se hace énfasis en las funciones de variable real obedece a varios
factores. Por una parte, es este tipo de funciones el cual esta considerado dentro de muchos de
los curriculos en los distintos niveles de educacion. Por otra parte, tiene que ver con la
estrecha relacion que existe entre el conjunto de los nimeros reales y la representacion
cartesiana por medio de ejes coordenados perpendiculares. Esta relacion es consecuencia del
vinculo existente entre el continuo numérico (determinado en su totalidad por los nimeros
reales) y el continuo geométrico del cual linea recta es su principal prototipo, el cual a su vez

hace parte de la representacion cartesiana de las funciones.
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Habiendo analizado algunos de los aspectos matematicos involucrados en torno a la
sobreyectividad de una funcion, se dara paso al andlisis a priori de todo lo relacionado con las
representaciones de las funciones sobreyectivas asociadas a los registros de representacién de

interés de este trabajo.

Aspectos semioticos en torno a la sobreyectividad de una funcién

En los aspectos matematicos descritos anteriormente, la existencia de multiples
definiciones da lugar a multiples interpretaciones de una funcién. La interpretacion de la
sobreyectividad y las dificultades que en su determinacién surgen, dependen entonces de la
forma en la que se asume el concepto de funcion. De esta forma, para analizar aquellos
fendmenos asociados a la comprension de la sobreyectividad en el marco de los registros de
representacion, es necesario analizar los aspectos semidticos ligados a la funcion y a sus

distintas representaciones.

Por esta razon, se ofreceran algunos presupuestos tedricos que fundamentan el analisis
semidtico de la funcidn sobreyectiva, siguiendo la perspectiva de Duval sobre los registros

semiéticos.

Representaciones semioticas y registros semioticos de representacion

En la actualidad segun lo sefiala Duval (2004b), todo estudio relativo a la adquisicion
de algun tipo de conocimiento debe recurrir a la nocion de representacion. No obstante, dicha
nocién ha sido interpretada de tres formas distintas en tres contextos distintos. La
interpretacion que es adoptada por el mismo Duval, y que interesa en este trabajo se da en el
marco de la adquisicion de los conocimientos matematicos, y es asumida como

representacion semiotica.
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Para poder definir lo que se concibe como representacion semidtica, Duval (2004)
propone una clasificacion de las distintas representaciones. Distingue de esta forma cuatro
tipos de representaciones, en el marco de lo que él reconoce como las oposiciones clasicas
interno-externo y consciente-no consciente. A partir de esto, se definen las representaciones
semidticas como representaciones que “a la vez son representaciones conscientes y externas...
y que permiten una ‘mirada’ al objeto a través de la percepcion de estimulos que tienen el

valor de significantes” (Duval, 2004b, p. 35).

De acuerdo con lo anterior, una representacion semidtica es la que le permite a un
individuo hacer parte de su consciencia aquella informacidn de la cual no era consciente en un
primer contacto con el conocimiento que se quiere aprender; dicha accion de consciencia se

lleva a cabo en medios que son perceptibles para el individuo por medio de sus sentidos.

Por una parte, para que una representacion permita dar una “mirada” al objeto requiere
del empleo de signos que, de alguna forma, adquieren significado para aquel que los percibe.
Por otra parte, dicha adquisicion de significado se da de acuerdo al tipo de signos que se esté
empleando, y que a su vez depende del contexto o contextos socioculturales en el que el

individuo se encuentre.

Dicha tipificacion de signos esta directamente relacionada con lo que Benveniste
reconoce como sistemas semiologicos o sistemas semiéticos. Cada uno de estos sistemas
posee reglas de formacion de representaciones que le son propias y que lo diferencian de los
otros sistemas. En cada sistema, cada signo se constituye en una unidad significante que en
conjunto con otras unidades y respetando las reglas de conformidad del sistema, configuran

una representacion de un objeto. Ahora bien, la conformacion de una representacion en un
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sistema semidtico determinado requiere de un medio fisico a través del cual pueden ser
comunicadas con otros individuos y modificadas con el fin de extraer informacion adicional
sobre el objeto representado. Asi la representacién queda plasmada en un medio que es

perceptible por otros individuos y susceptible a modificaciones.

Teniendo en cuenta lo anterior, Duval establece la existencia de un tipo particular de
sistemas semidticos los cuales no solo permiten formar nuevas representaciones a través de
nuevas configuraciones de signos del sistema, sino que también permiten hacer dos tipos de
transformaciones de una representacion en otra: una de estas transformaciones se da al interior
de un mismo sistema y la otra pasando de un sistema a otro. Duval explicita que no todos los
sistemas permiten llevar a cabo estas tres actividades. Aquellas que si lo permiten se conocen
como registros semidticos de representacion o registros de representacién semidtica.
Estas actividades que permiten los registros se conocen respectivamente como formacion,

tratamiento y conversion de representaciones. A continuacion ampliamos més sobre el asunto.

Formacidn, tratamiento y conversion de representaciones semioticas

Después de fundamentar lo que se entiende por representacion semiotica, Duval
(2004b), define tres actividades cognitivas de la representacion ligadas a la semiosis: la
formacion de representaciones semidticas, el tratamiento de dichas representaciones en un
mismo sistema semiético, y la conversion de dichas representaciones desde un sistema

semiético inicial a un sistema final.

La formacion de representaciones semioticas remite a la configuracién de un conjunto
de signos en una unidad, de tal forma que permita una mirada al objeto por medios fisicos y

no solamente mentales. El tratamiento se constituye en un proceso mediante el cual un
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individuo busca obtener determinada informacion, a través de modificaciones de una
representacion inicial, sin recurrir a otros signos diferentes a los del sistema semiético en el

que se ofrece la representacion inicial, es decir, manteniéndose en el mismo sistema.

Por su parte, la conversion de representaciones semioticas requiere de dos sistemas, de
los cuales uno se constituye como registro inicial (en el que se da inicialmente la
representacion del objeto) y el otro corresponde al registro final, al cual se desea llevar la
representacion. La conversion es entonces aquella actividad que permite transformar una

representacion dada en un sistema en otra representacion dada en otro sistema.

La actividad de conversidn y sus problemas especificos

Como lo menciona Duval (2004b), la actividad de conversion de una representacion de
un objeto consiste en la formacion de otra representacion por medio de un cambio de registro,
con el fin de obtener informacion que no es posible percibir en el registro inicial, dada la
diferencia de los sistemas semioticos en los que se enmarca cada registro; dicha diferencia
radica, por una parte, en la naturaleza de los signos considerados en cada sistema (lineas,
numeros, etc.), y por otra en las reglas que rigen la forma en la que se configuran tales signos

para gque se entiendan como la representacion de algo en dicho sistema.

Apoyado en sus investigaciones, Duval sefiala reiteradamente que la actividad
cognitiva de conversion es la menos espontanea y de mas dificil adquisicién, y esto debido a
varios factores. Por una parte, no existen reglas de conversion como si ocurre con las reglas
que se establecen en la actividad de tratamiento las cuales si estan definidas al interior de cada

sistema.
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Por otra parte, en el contexto educativo se fomentan con mayor insistencia la
formacion y tratamiento que la conversién; esta Gltima actividad se efectla solo en términos
de economia de tratamiento, en otras palabras, su uso se remite Unicamente a facilitar
procedimientos que se tornan abstrusos en determinados registros o, en otros casos, esta

actividad permanece ausente en el proceso de ensefianza.

En términos de las representaciones semidticas, Duval menciona que las dificultades
en la conversion tienen que ver con lo que él denomina fenémenos de congruencia y no
congruencia® entre registros de representacion semiética. Define ademés en este contexto tres
criterios que permiten establecer cuando dos registros de representacion son congruentes o no.

Los tres criterios de congruencia son:

e La posibilidad de correspondencia semantica entre los elementos significantes. Es
decir, que a partir de la representacion dada en un registro inicial, cada uno de sus
elementos constitutivos pueda ponerse en relacion con los elementos de otra
representacion del mismo objeto matematico en otro registro, y que ademas tengan

igual significancia al interior de cada representacion.

e Univocidad semantica terminal. Una misma unidad significante en un registro solo
puede estar en correspondencia con una y solo una unidad significante dada en el

otro registro.

* Se habla de congruencia entre dos representaciones de un mismo objeto en registros distintos cuando el paso
de una a la otra se da de forma casi natural o espontanea. En caso contrario se habla de no-congruencia entre
dichas representaciones (Duval, 2004b).
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e El orden de arreglo de las unidades que componen cada representacion. Este
criterio refiere a que la forma en la que se interioriza las unidades que se ponen en
correspondencia debe darse “en el mismo orden de las dos representaciones”

(Duval, 2004b, p. 53).

Dos representaciones seran congruentes cuando se verifican los tres criterios. La no
congruencia puede darse en mayor o menor grado, dependiendo de la cantidad de criterios que
se dejen de cumplir y de los criterios mismos. Asi pues, puede hablarse de grados de no
congruencia entre representaciones semidticas, que dependen de los criterios que no se

cumplen.

La coordinacidn entre registros de representacion semiotica

De acuerdo a lo considerado anteriormente, la conversion resulta ser la actividad que le
permitird a un individuo llegar a la comprensién del contenido conceptual, pues le permite
obtener informacién sobre dicho contenido en cada registro y que no estd presente en los

otros.

Pero la actividad de conversion tiene sentido por la existencia de multiples registros
para un mismo contenido. Por lo tanto, dicha actividad presupone varias cosas: primero, que el
individuo sea consciente de la existencia de una variedad de representaciones para un mismo
objeto en diferentes registros; segundo, que pueda manejar, desenvolverse en cada registro por
separado, obteniendo toda la informacién que se pueda del objeto en cada uno; y por altimo,
que pueda establecer una correspondencia entre las unidades constitutivas de las

representaciones que den cuenta del mismo contenido en registros distintos, teniendo
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consciencia de que los cambios en una de las representaciones tienen efectos en la otra

representacion en su respectivo registro.

Los tres aspectos mencionados son caracteristicas propias de lo que Duval reconoce

como coordinacion de los registros de representacion semiética.

La coordinacion segin Duval (2004b) se constituye en una consecuencia directa de la
actividad conceptual® de la cual el individuo debe tomar consciencia para poder llevar a cabo
una actividad semidtica como lo es la conversiéon, en otras palabras, la coordinacion precede a

la conversion.

Esto quiere decir que para poder que la coordinacién se lleve a cabo, es necesario que
los estudiantes puedan identificar de forma consciente la informacion del objeto que se puede
extraer de una representacion en un registro dado, para después conjugarla con la informacion
que se extraiga en otro registro y darse una idea mas completa del objeto matematico. Claro
estd que esta informacidén se recoge a partir de la significacién que toma cada unidad
significante en cada representacién del objeto. Este proceso permite que se efectlien cambios
de registro en donde cada unidad significante en una representacién se corresponda con otra

que tenga igual significancia.

Sin embargo, la coordinacién y la conversion requieren de la discriminacion de
unidades significantes dentro de cada uno de los registros considerados. Esto se hace evidente
en la tercera caracteristica de la coordinacion que mencionamos anteriormente que hace

referencia a la puesta en correspondencia de dichas unidades en registros semidticos

® Se le otorga el caracter de consecuencia de actividad conceptual ya que requiere de una apropiacion previa de la
significacion que tiene cada unidad en un registro determinado.
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diferentes. Tal puesta en correspondencia requiere que se hayan identificado las unidades que

son pertinentes en cada registro.

Duval explicita que es este proceso de discriminacién de unidades el que se requiere
para que se pueda llevar a cabo la coordinacion y conversién de representaciones, mas adn,

sefiala que debe ser un “objeto de aprendizaje especifico” (Duval, 2004b, p. 76).

Dado que nuestro interés es analizar la comprension de la sobreyectividad como
propiedad de las funciones a partir de los registros de representacion, gran parte de este
andlisis se centra en identificar aquellas unidades significantes de las representaciones de las
funciones en los registros cartesiano y algebraico que los estudiantes tienen en cuenta para la
determinacidn de tal propiedad. Es en este punto en donde nuestra apuesta a la lengua natural
se hace definitiva, pues se constituye en una herramienta que permitird hacer dicha
discriminacion en cada registro. A continuaciéon presentamos los fundamentos tedricos que

nos permitiran hacer tal discriminacion en cada registro.

Unidades visuales® en el registro cartesiano

Las representaciones graficas pueden involucrar cualquier cantidad de unidades
visuales que pueden discriminarse a partir de las dos figuras que, de acuerdo con Duval (s. f.),
conforman dichas representaciones: la figura-fondo, compuesta por los ejes coordenados con
sus respectivas graduaciones; la figura-forma, definida por el(los) trazo(s) que se hacen sobre

la figura-fondo.

® Se conoce como unidades visuales a las unidades significantes que conforman una representacion de un objeto
en el registro de los gréficos cartesianos. Andlogamente, se conocen como unidades simbélicas a las unidades
significantes que conforman una representacion en el registro algebraico.
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Sin embargo, no todas las unidades visuales que puedan distinguirse en la
representacion cartesiana son tomadas en cuenta para los distintos objetos matematicos. Tal
eleccidn depende de la pertinencia que tengan dichas unidades para el estudio de propiedades

definidas para un objeto matematico en particular.

Es en esa discriminacion de unidades visuales cognitivamente pertinentes que, segun
Duval (s. f.), esta basado el problema de la comprension de las representaciones cartesianas, la

dificultad en la actividad de conversién y por ende, en la comprensién del objeto en cuestion.

Ahora bien, para realizar tal discriminacion Duval pone las unidades que componen la

representacion cartesiana en términos de variables y valores visuales pertinentes’.

Las variables visuales para el caso de las funciones corresponden a una determinacion
cualitativa de elementos y caracteristicas del gréfico cartesiano que son susceptibles de
transformaciones, por ejemplo, el desplazamiento del gréfico, la extension, concavidad en

algunos casos, simetria, intercepciones con ejes coordenados, etc.

Los valores asociados a dichas variables se determinan dependiendo del tipo de gréafico
cartesiano y que a su vez depende del tipo de funcién considerado; ademas, los “los valores
visuales (...) son valores oposicionales” (Duval, s. f., p. 7). Desplazamiento horizontal o
vertical, extension acotada o no acotada, concavidad hacia arriba o hacia abajo, simetria
horizontal o vertical, puntos de intercepcion con los ejes (ninguno, uno o varios), son ejemplos

de valores de las variables antes mencionadas.

" Es necesario resaltar que para la construccion teérica alrededor de las representaciones cartesianas, Duval se
restringié a un tipo particular de gréaficos cartesianos: los que resultan de las funciones lineales y afines, es decir,
la linea recta en el marco de la geometria analitica.
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Todas estas variables y valores visuales pueden determinarse casi en la totalidad de las
representaciones cartesianas de las funciones. No obstante no todas resultan ser pertinentes

para el estudio de tal o cual propiedad de las funciones.

Para poder reconocer cual de todas esas variables y valores visuales resultan ser
pertinentes, se hace necesario tomar en cuenta otro registro el cual pueda representar las
funciones. Acto seguido, deben ponerse en variacion la mayor cantidad de valores visuales
posibles, analizando qué cambios se dan en el otro registro o, mas precisamente, qué unidades
significantes de la representacion de una funcion en el otro registro se ven alteradas a partir de

tales variaciones.

Naturalmente, dichas variaciones dependeran de la propiedad de las funciones que se
esté analizando y del tipo de funciones que se estén considerando (lineales, cuadraticas,

continuas, discontinuas, etc.).

El otro registro que Duval considera en sus investigaciones y el que nosotros también
tendremos en cuenta es el que refiere a las ecuaciones o también llamado algebraico. A
continuacién damos una descripcion de las unidades significantes que conforman dicho

registro.

Unidades simbolicas en el registro algebraico

Las funciones en el registro de los graficos cartesianos resultan de la yuxtaposicion de
signos de distinto tipo: signos relacionales (=, <, >,...), signos operacionales (+, -), simbolos
de variable, de constante y de exponente, entre otros. No obstante dicha yuxtaposicion de

signos no se hace de forma arbitraria. Existen reglas de conformidad que permiten que una
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expresion resultante sea la representacién de algo; sin embargo, no es de nuestro interés

profundizar en dichas reglas.

Lo que en realidad queremos resaltar del hecho de que las funciones puedan
representarse como expresiones algebraicas es que “cada simbolo constituye una unidad
significativa” (Duval, 1988, p. 127). No obstante, es necesario analizar como dichas unidades
se interpretan como pertinentes para la determinacién de una propiedad de un objeto

matematico como la funcién.

Dicho andlisis se debe realizar a partir de otro registro de representacion, ya que la
representacion algebraica de una funcion no dice nada por si misma dada la naturaleza de los
simbolos que la conforman. Un registro que resulta practico para el analisis es precisamente el
registro cartesiano, dada su cualidad de permitir una visualizacién de lo que se estudia, en este

caso, las funciones.

Valores visuales pertinentes y valores categoriales

De acuerdo con Duval (s. f.), es la asociacion de los valores visuales con las unidades
simbolicas lo que permite discriminar cuales de dichos valores resultan ser pertinentes en la
determinacidn de tal o cual propiedad de las funciones. De este modo, las unidades simbélicas
que puedan asociarse al algin valor visual se traducen como valores categoriales, que

también resultan ser valores oposicionales.

A partir de la asociacién que se haga de los valores visuales de la representacion
cartesiana de una funcién, la pertinencia de un valor visual esta determinada segun Duval por
el siguiente hecho: “la modificacion de un valor visual en el registro grafico provoca una

modificacion del valor categorial en la escritura algebraica” (Duval, s. f., p. 9). Dicho de otra
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forma, “los valores visuales pertinentes son aquellos cuya variacién acarrea un cambio del

valor categorial en la ecuacion correspondiente” (Duval, s. f., p. 12)

Es este acto de discriminacion de unidades cognitivamente pertinentes propuesto por
Duval, el cual se constituye en el derrotero de nuestro andlisis de la comprension de la
sobreyectividad y de sus posibles dificultades. Puede notarse que la discriminacién de valores
visuales y, por tanto, de unidades cognitivamente pertinentes se hace teniendo en cuenta la
conversion en el sentido grdfico cartesiano — expresion analitica. Esto es importante ya que
es este sentido de la conversion la cual se constituye como cognitivamente méas productiva que
el pasaje inverso, y esto debido a que es méas la informacion que puede ofrecer el gréfico a la

expresion analitica que viceversa.
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CAPITULO 3. ASPECTOS METODOLOGICOS
DEL TRABAJO

Nunca consideres el estudio como una obligacion, sino
como una oportunidad para penetrar en el bello y maravilloso

mundo del saber.

Albert Einstein

En el presente capitulo damos cuenta de los fundamentos metodoldgicos que permiten
realizar el andlisis la comprension de la sobreyectividad y algunas de sus dificultades
asociadas, asi como del papel que tiene la lengua natural tanto en su identificaciéon y

caracterizaciéon como en su control.

Inicialmente realizamos una caracterizacion de la poblacidn escogida para el estudio.

Luego presentamos los instrumentos utilizados para la recoleccion de la informacién en cada
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una de las etapas en que se desarrollé el trabajo. Por altimo, presentamos los instrumentos
para el analisis de los resultados obtenidos en cada etapa (rejillas de analisis), dando una
explicacion del funcionamiento de cada una de manera que se pueda hacer una lectura agil y

apropiada en cada caso.

Caracterizacion de la poblacion y de la muestra escogida

Con el fin de mostrar que los problemas de la determinacién de la sobreyectividad
persisten en los niveles de educacion superior, sin importar qué tan cercano es el contacto con
la funciones, este estudio se dirigié a estudiantes de Licenciatura en educacién basica con
énfasis en matematicas y de Licenciatura en matematicas y fisica de la Universidad del Valle,
que cursan la asignatura Algebra Moderna, dictada en los semestres superiores de cada uno de

los programas académicos mencionados (sexto y séptimo semestre).

Particularmente, para el desarrollo de este trabajo hemos escogido como muestra a
treinta (30) estudiantes de los programas académicos antes mencionados y que estuvieron
matriculados en el curso de algebra moderna impartido en el periodo académico de agosto-

diciembre de 2013.

La escogencia de los estudiantes de esta asignatura se debe, por una parte, a que en
este punto de sus carreras universitarias, los individuos ya han tenido algun contacto con las
funciones, y mas aun, con la sobreyectividad de funciones de variable real en cursos como
Célculo diferencial e integral, en donde las funciones y la sobreyectividad de éstas son objeto

de estudio; por otra parte, en esta asignatura se amplian dichos contenidos a conjuntos de
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objetos que no necesariamente son nameros, llevando al estudiante a un nivel de generalidad

mas alto.

De los treinta estudiantes que cursan esta asignatura se seleccionaron algunos
estudiantes como casos particulares para realizar un estudio de caso. Los criterios que se

tuvieron en cuenta para la seleccion de dichos estudiantes se mencionaran mas adelante.

Etapas del desarrollo del estudio

Para llevar a cabo el analisis de las dificultades presentes en la comprension de la
sobreyectividad se fijaron varias etapas de trabajo. Cada una de las etapas incluye el disefio,
aplicacion y andlisis de encuestas, las cuales constituyen el instrumento de recoleccion de la
informacion pertinente para nuestro trabajo. EI nmero de encuestas (cuatro en total) define la
cantidad de etapas (ver anexos 1-4, pp. 149-155); en cada una se indagan aspectos diversos
alrededor de las dificultades en la comprension de la sobreyectividad de una funcion
interpretada en sus distintos registros de representacion. A continuacion damos una

descripcion detallada de cada una de las cuatro etapas.

Primera etapa: categorizacién de los estudiantes encuestados

La encuesta correspondiente a esta etapa se disefidé con distintos fines. Por una parte,
para poder hacer una seleccion de los individuos que serian Gtiles para nuestro estudio; por
otra parte, para identificar los elementos que los estudiantes traen a colacién al dar una version
propia de la definicion de sobreyectividad, contrastandolos con los que se muestran en las
presentaciones formales de la definicion que tomaremos en cuenta y que mencionaremos mas

adelante. Por ltimo, esta encuesta permitié analizar el grado de coherencia existente entre los
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procedimientos que los estudiantes proponen como viables para la determinacion de la
sobreyectividad en cada registro de las funciones, y los que en este documento se consideran
como mas recomendables de acuerdo a las distintas versiones de la definicion de la propiedad
en cuestion. Esto ultimo permitié percibir y caracterizar algunas de las dificultades presentes

en los tratamientos de las distintas representaciones de la funcion.

En lo que respecta a la seleccion de los estudiantes, fue necesario distinguir varias
categorias de acuerdo a las repuestas dadas en la primera encuesta. La categorizaciéon se
realizo a distintos niveles con el fin de caracterizar con suficiente detalle a cada individuo de
la muestra, de tal forma que con la informacion obtenida se seleccionen los casos que aporten

informacion pertinente a nuestro estudio.

La categorizacion de la muestra fue realizada en tres niveles, cada nivel es

determinado por una de las tres Gltimas preguntas de la encuesta 1%

El primer nivel de categorizacion corresponde a los elementos que los individuos
traen a colacion para poder definir la sobreyectividad de una funcién. Para este nivel se
recurrid a la segunda pregunta de la encuesta, donde se solicitdé dar una definicion de la

sobreyectividad.

El segundo nivel se define al interior de cada categoria definida en el primer nivel. Sin
embargo este nivel varia de una categoria a otra. Para el caso de la categoria A, sus

subcategorias o categorias de segundo nivel se definen de acuerdo al proceso que emplean los

® La primera pregunta de la encuesta 1 se encarga de establecer discriminar los estudiantes que tienen
familiaridad con la sobreyectividad de las funciones de variable real de los que no la tienen. En las encuestas
realizadas no se encontraron estudiantes que desconocieran dicha propiedad.
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individuos para determinar la sobreyectividad de una funcion por medio de su expresién
analitica, para lo cual se tuvo en cuenta la tercera pregunta de la encuesta. Para el caso de las
categorias B, C y D, el segundo nivel se define de acuerdo a la forma de determinar la
sobreyectividad de una funcién por medio de su grafico cartesiano; en este caso se recurrié a

la cuarta pregunta de la encuesta’.

El tercer nivel de categorizacion emerge al interior de las categorias de nivel 2. Para el
caso de la categoria A, la categoria de tercer nivel que le esta asociada se define de acuerdo a
la forma en la que determinan la sobreyectividad de una funcién por medio de su gréafico
cartesiano. Para el resto de categorias de primer nivel, sus categorias de tercer nivel se definen
de acuerdo al proceso que emplean los individuos para determinar la sobreyectividad de una

funcién por medio de su expresion analitica.
Presentamos a continuacion las distintas categorias y subcategorias construidas.

Categoria A
En esta primera categoria los estudiantes definen la sobreyectividad de una funcién por
medio de la igualdad del rango y el contradominio.
e Subcategoria |
Los estudiantes que se encuentran en esta subcategoria consideran que la

determinacion de la sobreyectividad de una funcion consiste en despejar la variable

° En la tercera y cuarta pregunta de la encuesta 1, respectivamente, se pidié a los estudiantes una descripcién del
procedimiento que emplearian para determinar la sobreyectividad de una funcidén dadas su expresion analitica y
su grafico cartesiano. En ambos casos se solicité dar un ejemplo.



66

independiente en funcion de la dependiente, cuando se tiene a mano su expresion analitica,
observando posibles indeterminaciones.
Subcategoria 1
El estudiante opta por observar y comparar en los puntos correspondientes a las
imagenes y pre-imagenes de la funcion, observando si el dominio es igual al
contradominio.
Subcategoria 2
En este caso el sujeto verifica si los valores que toma la variable independiente
(ordenada) son los mismos del contradominio.
Subcategoria 3
El alumno corrobora si dentro de los valores que estdn determinados en la
gréfica de la funcion, las ordenadas toman valores positivos y negativos.
Subcategoria 4
El estudiante no ofrece explicacion de la determinacion de la sobreyectividad
para el caso de los graficos cartesianos.
Subcategoria 5
En este caso el estudiante expresa que es necesario explicitar en qué conjuntos
estan definidos el dominio y el rango de la funcion, de lo contrario cualquier eleccion

que se haga de la sobreyectividad de la funcion resulta valida.
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e Subcategoria Il
Aqui los individuos optan por analizar si el dominio y el rango tienen los mismos
elementos.
Subcategoria 1
El estudiante recurre al trazo de una recta horizontal para verificar la
sobreyectividad de una funcién.
Subcategoria 2
El alumno prefiere observar si para cada nimero real (punto en el eje de las
abscisas) existe una imagen (punto en el eje de las ordenadas).
e Subcategoria Il
Aqui se encuentran los estudiantes que no ofrecen una explicacion clara de como
determinar la sobreyectividad de una funcion respecto a su expresion analitica.
Subcategoria 1
En este caso el sujeto establece la sobreyectividad a condicién de que los
puntos del eje x en los que esta definida la funcion sean los mismos de las imagenes
(puntos del eje y).
Subcategoria 2
El individuo explica la necesidad de observar que dos valores del dominio estén

relacionados con un Unico valor en el contradominio.
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Categoria B
En esta categoria los estudiantes conciben la sobreyectividad como a la igualdad del
dominio y el rango de la funcién.
e Subcategoria |
Aqui los alumnos prefieren verificar si los valores que toma x (abscisas) son los
mismos que toma y (ordenadas).
Subcategoria 1
El sujeto verifica que la funcion esté definida para cualquier valor de la
variable independiente.
Subcategoria 2
El individuo establece si los valores que toma x son los mismos que toma f(x).
e Subcategoria Il
En este caso el sujeto se remite a observar la funcion y los puntos ordenados.
e Subcategoria Il
Los estudiantes optan por verificar que no existan saltos en el gréafico de la funcion
por medio de las abscisas y las ordenadas de sus puntos.
Subcategoria 1
El individuo determina los conjuntos sobre los cuales estdn definidos el

dominio y el rango de la funcion respectivamente, analizando si son iguales o no.
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Subcategoria 2
El sujeto prefiere hallar el dominio y el rango de la funcién, verificando si estos
coinciden. Para corroborar la eleccion, se haria uso de un tabulado de valores de la
funcion.
e Subcategoria IV
El estudiante recurre a un andlisis del recorrido y la extension del grafico de la
funcion.
Categoria C
En esta categoria se ubican los estudiantes que definen la sobreyectividad en términos
de correspondencias entre los elementos del dominio y el rango.
e Subcategoria |
En esta subcategoria los estudiantes explicitan el recurso a rectas horizontales.
Subcategoria 1
En este caso el individuo prefiere usar el procedimiento para verificar la
inyectividad de una funcion cuando se tiene su expresion analitica.
Subcategoria 2
Aqui el estudiante se inclina por relacionar dos elementos del dominio y del
contradominio y se verifica si ambos cumplen las condiciones dadas en la expresion
analitica.
e Subcategoria Il
En este caso los alumnos verifican que cada punto del eje y esté relacionado con

algun punto del eje x.
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Subcategoria 1
El sujeto verifica si todos los elementos del rango de la funcién tienen
correspondencia con el dominio.
Subcategoria 2
El individuo prueba si para cada elemento del dominio existe una imagen a
través de f.
e Subcategoria Il
El estudiante se dedica a observar si la curva de la funcion representada presenta
algun salto o hueco.
e Subcategoria IV
En este caso el estudiante no ofrece explicacién para la determinacién de la
sobreyectividad en el registro grafico-cartesiano. No obstante, sugiere para la expresién
analitica que debe analizarse si todo elemento del contradominio tiene imagen.
Categoria D
En esta categoria los estudiantes traen a colacion elementos distintos a los que los
demas estudiantes hicieron referencia en las otras categorias (cardinalidad, inyectividad, entre
otros).
e Subcategoria |
Aqui los estudiantes proceden a encontrar a la expresion analitica de la funcién
representada por el grafico.
Subcategoria 1

En esta categoria el estudiante verifica analiticamente si la funcion es inyectiva.
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Subcategoria 2
El estudiante no explicita procedimiento para la verificar analiticamente la
sobreyectividad de una funcion.
e Subcategoria Il
En esta subcategoria se incluyen a los individuos que mostraron el grafico de una
funcion particular como ejemplo, pero que no ofrecieron una explicacion de la forma en
que determinan que dicha funcién es sobreyectiva.
Subcategoria 1
El sujeto recurre a despejar la variable x en términos de la variable v,
reemplazando lo obtenido de x en la expresion original, obteniéndose de esta forma
una igualdad.
Subcategoria 2
El estudiante no explicita una explicacion en lengua natural. Consigna por
medio de una notacion conjuntista que las imagenes deben ser iguales para valores
distintos del dominio.
Subcategoria 3
Por medio de la expresion analitica el individuo procede a probar si el rango de
la funcion esté contenido en el dominio de la misma.
e Subcategoria Il
En este caso la el alumno determina sobreyectividad en el grafico comparando el
tamafio del dominio con el del contradominio. Para ello se recurre a la observacién de cada

imagen y pre-imagen de la funcién.
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e Subcategoria IV
En este caso el estudiante se asegura de que cada valor del eje y esté relacionado
con un valor del eje x.
e Subcategoria V
Aqui el estudiante explicita el uso de una recta vertical para verificar que cada
elemento del eje x se corresponde con un elemento del eje y.

Codificacion de los estudiantes

Teniendo en cuenta la categorizacion que se hizo de los estudiantes que hicieron parte
de la primera encuesta, hemos propuesto una codificacion de tal manera que se pueda

identificar a cada uno entre los otros individuos que hacen parte de su categoria.

Cada estudiante esté identificado con un cdédigo de 4 digitos cada uno de los cuales
leido de izquierda a derecha est4 determinado de acuerdo a los niveles de categorias que se
definieron con anterioridad y a los cuales pertenece cada estudiante. De esta forma cada digito

esta caracterizado de la siguiente forma:

e El primer digito establece la categoria de primer nivel. Este digito corresponde a un

valor numérico de uno a cuatro.

e El segundo digito identifica la categoria de segundo nivel. El valor de éste digito

esta entre uno y cinco.

e El tercer digito corresponde a la categoria de tercer nivel. En este caso el valor del

digito se encuentra entre cero y cinco.
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e EIl cuarto digito hace una distincion entre los individuos que pertenecen a una
misma categoria de tercer nivel. Para ello se asigna un digito que toma valores

entre cero y tres. El orden en el que se asigna este digito es arbitrario.

Por ejemplo, obsérvese el codigo 1 1 2 3 corresponde al estudiante niimero 3 ubicado

en la subcategoria 2, de la subcategoria I, de la categoria A.

Si dentro de una categoria de cualquier nivel no estan definidas subcategorias respecto
a los otros niveles, debido a que solo hay un estudiante es esa categoria, entonces a dichas

subcategorias se les asigna el nimero cero como su digito correspondiente. Por ejemplo,
obsérvese el codigo 3 4 0 O establece que existe un Gnico estudiante que se encuentra en la

subcategoria 4 de la categoria C.

En lo que respecta a los elementos que los estudiantes refieren para dar su version

personal de la definicién de sobreyectividad, recurrimos a la siguiente tabla:

. Version general ofrecida por los Elementos que se traen a Version formal a
Categoria - . -
estudiantes colacion la que tiende
A
B
C

Tabla 3a. Modelo de primera rejilla de analisis de las versiones de la definicion de
sobreyectividad dadas por los estudiantes para las categorias A, By C

En esta tabla se consignan las sintesis de las versiones de la definicién de
sobreyectividad dadas por los estudiantes (segunda columna) de acuerdo a la categoria a la
que pertenecen; a continuacién, se destacan los elementos de la funcién que aparecen

descritos en cada presentacion personal de la definicion, y por Gltimo, de acuerdo a dichos
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elementos se indica en la cuarta columna la version formal a la cual se inclina tal presentacion

dada en la tercera columna.

Un analisis similar se realiza de forma particular para los estudiantes que se encuentran

en la categoria D, ya que en ésta aparecen una variedad de versiones que no se ajustan a

ninguna de las otras categorias. A la tabla correspondiente a esta categoria se adicionan las

dificultades especificas para cada estudiante. De esta forma la tabla siguiente corresponde a la

tabla 11b del capitulo 4 de este trabajo:

Estudiante

Versiones ofrecidas por los
estudiantes

Elementos que se
traen a colacién

Version formal
asociada

Dificultades
detectadas

4110

4120

4210

4220

4230

4300

4400

4500

Tabla 3b. Modelo de segunda rejilla de analisis de las versiones de la definicion de

sobreyectividad dadas por los estudiantes para las categorias D

Los codigos que aparecen en la primera columna corresponden a los estudiantes que

conforman la categoria D.

El anélisis de los elementos que se traen a colacion al presentar una version particular

de la definicion de sobreyectividad sacard a flote las dificultades cognitivas que tienen los

estudiantes con esta propiedad en su nivel mas general.

Por Gltimo, en lo que concierne al grado de coherencia entre los procedimientos

dados por los estudiantes y los que consideramos como mas &ptimos,

empleamos la tabla 4.
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Nivel de

Estudiante Procedimiento descrito Condiciéon 1 | Condiciéon 2 | Condicién 3 .
coherencia

Tabla 4. Modelo de rejilla de analisis de los niveles de coherencia entre los procedimientos
dados por los estudiantes y los considerados como recomendables en ambos registros.

La primera columna corresponde a los nueve estudiantes que se seleccionaron para el
estudio. Para este analisis se seleccionaron nueve estudiantes de los treinta que respondieron a

la encuesta 1. La seleccion de estos se realizo de acuerdo a los siguientes criterios:

e Los estudiantes han tenido contacto con la sobreyectividad de las funciones en

otros cursos. Para esto se tiene en cuenta la primera pregunta de la encuesta 1.

e Cada estudiante seleccionado dio respuesta a todas los items de la encuesta de

forma clara y legible.

e En cada caso los estudiantes ofrecieron los ejemplos que se solicitaron para las

descripciones que dieron en los dos ultimos items de la encuesta.

La segunda columna muestra los procedimientos que cada estudiante describi6 para la
representacion analitica y la cartesiana. Las tres columnas siguientes indican si las condiciones
de coherencia se cumplen o0 no y con base en la cantidad de condiciones que se dejen de
cumplir, en la dltima columna se determina el nivel de coherencia de cada procedimiento con

el que consideramos mas recomendable de acuerdo a la version que cada estudiante decidio
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acoger, de acuerdo a la categoria en la que se encuentra. Las condiciones y los niveles de

coherencia se explican con detalle en el capitulo 4.

Es claro que el analisis que se haga de los procedimientos dados por los estudiantes a
partir de la tabla anterior debe tener en cuenta los procedimientos que consideramos como
ajustados a las versiones formales que se han sefialado en el capitulo 2. En este orden de ideas
nos proponemos mostrar las distintas vias de acceso a la sobreyectividad de una funcion a
partir de las dos representaciones que nos interesan. Cada via de acceso queda determinada
por un procedimiento especifico el cual se comparara con los procedimientos dados por los
estudiantes. Sin embargo, la definicion de cada una de estas vias de acceso se produce en tres

etapas sucesivas:

e Primero, se debe fijar si lo que se quiere probar es la sobreyectividad o la NO

sobreyectividad de una funcion particular.

e A continuacién, se debe escoger una version formal de la sobreyectividad.

e Por ultimo, debe construirse un procedimiento especifico que permita verificar si las
hipétesis de la version formal elegida se cumplen o no; tal procedimiento depende de

la representacion inicial en la cual se presente la funcién.

Los procedimientos especificos aparecen descritos con detalle en la tabla 1 del

capitulo 4.

La siguiente rejilla que corresponde a la tabla 10 del capitulo 4 consigna tales vias de

acceso:
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Procedimiento Procedimientos especificos

Version | Si la funcion es | — - — = :
genera Representacion algebraica | Representacion Gréafica-cartesiana

Sobreyectiva
1ol

No sobreyectiva

Sobreyectiva

No sobreyectiva

Tabla 5. Modelo de rejilla de analisis de las vias de acceso a la sobreyectividad o no
sobreyectividad de una funcién.

En esta rejilla se muestran los procedimientos a nivel general que deben ejecutarse al
momento de comenzar la prueba de la sobreyectividad (tercera columna). Estos fijan el rumbo
que debe seguir la prueba que se vaya a ejecutar, con lo cual, los procedimientos especificos
en cada representacion (cuarta y quinta columna) estan supeditados a tales procedimientos
generales. Ademas, en esta tabla se distinguen los procedimientos que corresponde a la
sobreyectividad de los que atafien a la no sobreyectividad (segunda columna) de acuerdo a las

versiones formales que hemos tomado en consideracion.

El contraste entre los procedimientos apropiados y los ofrecidos por los estudiantes nos
dejan entrever las dificultades que se tienen con la definicion de la sobreyectividad
interpretada en cada registro de representacion de las funciones (especificamente de los

registros algebraico y cartesiano).

Segunda etapa: discriminacion de unidades significantes en el registro cartesiano

En esta etapa se pretende examinar los elementos de la representacion cartesiana de la

funcion que los estudiantes tienen en cuenta para la determinacion de la sobreyectividad.
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Tales elementos que podrian llegarse a constituir en lo que Duval reconoce como
unidades significantes de una representacién en la determinacion de la sobreyectividad, son
extraidos de lo que los estudiantes seleccionados respondieron en la encuesta 2 (ver anexos,
pp. 168-185) y son comparados con las unidades que consideramos como pertinentes de

acuerdo a los elementos presentes en cada version de la definicion.

Esta encuesta presenta cuatro graficos cartesianos de funciones de variable real con sus
respectivas condiciones. Primero, se pide a los estudiantes que digan si los graficos
presentados corresponden a funciones sobreyectivas 0 no. Luego, se solicita que se describan
los elementos que ellos consideran pertinentes para el estudio de la sobreyectividad y los

criterios que utilizarian para tal fin.

A partir de las respuestas dadas se propone la siguiente rejilla de analisis que da cuenta
de las unidades significantes discriminadas por los estudiantes y que podrian constituirse en

unidades cognitivamente pertinentes para la sobreyectividad.

L Elementos
Sobreyectividad - .
. . ; Elementos presentes | pertinentes segin
Gréfico Estudiante segun los L =
en la descripcion cada version de la

estudiantes sobreyectividad

Tabla 6. Modelo de rejilla de analisis de los elementos constitutivos de la representacion
cartesiana discriminados por los estudiantes.
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Esta rejilla se reproduce para cada uno de los cuatro graficos propuestos en la encuesta
2. En la primera columna se presenta el grafico a analizar tal como aparece en la encuesta, su
respectiva condicion y la sobreyectividad. En la segunda columna se muestran los estudiantes
que se escogieron para el estudio a través de sus respectivos cddigos y a continuacion, en la
columna que sigue se ofrecen las respuestas en cuanto a la sobreyectividad de la funcién en
cuestion. Después, se muestran los elementos que cada estudiante pudo identificar para la
determinacion de la sobreyectividad respecto al mismo grafico. Por Gltimo, se muestran las

unidades que en este estudio discernimos como pertinentes para cada version de la definicion.

Tercera etapa: discriminacion de unidades significantes en el registro algebraico

De forma anéloga que en la segunda etapa, se pretenden discriminar elementos que se
traducen en unidades significantes pertinentes para la verificacion de la sobreyectividad para
el caso de la representacion analitica (tales unidades significantes se traducen en unidades

simbdlicas).

Dichas unidades se extraen respectivamente de las respuestas dadas por los estudiantes
en la encuesta 3 (ver anexos, pp. 186-203). Esta encuesta presenta cuatro expresiones
analiticas de funciones de variable real con sus respectivas condiciones. El primer item de esta
encuesta solicita que cada uno diga si cada expresion corresponde a una funcion sobreyectiva
0 no. El segundo item pide a los estudiantes explicitar los elementos constitutivos de la
expresion analitica que usan para decidir sobre la sobreyectividad de cada funcion y los

criterios que utilizarian.



80

Para el analisis de las respuestas dadas a esta encuesta se propone una rejilla similar a
la que se mostr6 para el analisis de los graficos cartesianos para extraer las unidades

significantes:

Expresion . Sobreyectividad | Elementos presentes en | Elementos pertinentes segiin cada
iy Estudiante| ~, . S L 2
analitica segun los estudiantes la descripcion version de la sobreyectividad

Tabla 7. Modelo de rejilla de analisis de los elementos constitutivos de la representacion
algebraica discriminados por los estudiantes.

Esta rejilla se reproduce para los cada uno de las cuatro expresiones analiticas
propuestas en la encuesta 3. En la primera columna se presenta la representacion analitica a
analizar tal como aparece en la encuesta. En la segunda columna se indican los estudiantes
que se encogieron para el estudio a través de sus respectivos codigos y a continuacion, en la
columna que sigue se ofrecen las respuestas en cuanto a la sobreyectividad de la funcion en
cuestion. Luego, se muestran los elementos que cada estudiante pudo identificar respecto a la
misma expresion analitica. Por ltimo, se muestran las unidades que en este estudio
discernimos como pertinentes para cada version de la definicion de la misma forma que con

los gréaficos cartesianos.

La discriminacion que se haga de las unidades significantes en cada uno de los dos

registros de representacion por medio de las descripciones dadas en lengua natural, permitira
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analizar cuales de esas unidades se pueden poner en correspondencia de tal forma que se

pueda establecer coordinacion entre los dos registros de representacién considerados.

Cuarta etapa: discriminaciéon de unidades cognitivamente pertinentes en ambos

registros

Es necesario aclarar que los elementos en los dos registros cartesiano y algebraico
pueden ser considerados como unidades cognitivamente pertinentes solo cuando la variacién

de uno de estos produzca variaciones en alguno de los elementos del otro registro.

De acuerdo a lo anterior, el disefio de las encuestas 2 y 3 en las dos etapas anteriores
permite solamente discriminar elementos que podrian llegar a constituirse en unidades
cognitivamente pertinentes para la determinacion de la sobreyectividad, pero no permite
asegurar con certeza de que se constituyan respectivamente en valores visuales y categoriales

respectivamente en los dos registros de representacion considerados.

En esta etapa colocamos a funcionar los dos registros de representacion
simultaneamente, de tal forma que se puede observar como se relacionan los elementos
constitutivos de una representacion con los de la otra. La forma como se establece esta
relacion nos permite examinar si las variaciones de un elemento en una de las

representaciones genera cambios en la otra representacion.

Con el fin de saber cuales son esas unidades cognitivamente pertinentes en cada
registro de representacion se realizd la encuesta 4; ésta presentaba las representaciones
algebraica y cartesiana de cuatro funciones con sus respectivas condiciones. En el primer item

se solicitaba especificar la sobreyectividad de cada funcion; en el segundo item se pidio una
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explicacién sobre la decision tomada en el item anterior; por Gltimo, se solicité la prueba
formal de por lo menos dos de las funciones dadas. Las dos primeras preguntas permiten
establecer cudles de las unidades que conforman las representaciones de cada funcion en
ambos registros resultan ser cognitivamente pertinentes para la determinacion de la
sobreyectividad, mientras que la segunda pregunta nos permite examinar cuales de esas

unidades se tienen en cuenta cuando se elabora en una prueba formal.

De esta forma se disefiaron dos rejillas de analisis para la encuesta 4. La primera que
aparece a continuacion permite estudiar el vinculo que existe entre los elementos usados por
los estudiantes en cada una de las dos representaciones cuando estas aparecen al mismo
tiempo. Ademas, nos permite hacer un contraste entre los resultados arrojados en las etapas 3
y 4. Los elementos que se pueden discriminar a partir de esta rejilla y del contraste que se
haga con los resultados de las etapas anteriores se someten a variacion para ver cuales
constituyen efectivamente unidades cognitivamente pertinentes para la determinacion de la

sobreyectividad de una funcién de variable real.

Elementos usados en | Elementos usados en
el registro grafico |el registro algebraico

Condicidn, expresion

Py e Estudiante|Sobreyectividad
analitica y grafico

Tabla 8. Modelo de rejilla de anélisis de la relacién entre los elementos que constituyen cada
representacion de una funcion.
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Las tres primeras columnas de la rejilla anterior presentan respectivamente las dos
representaciones de cada funcién con sus condiciones y sobreyectividad, el cddigo de cada
estudiante y su respectiva decision sobre la sobreyectividad de cada funcion. Las dos
columnas que siguen presentan los elementos del gréfico y de la expresion analitica de cada
funcién que se pueden poner en relacion y que se tuvieron en cuenta para la explicacién de la
decision sobre la sobreyectividad. Es necesario reiterar que la puesta en relacion de los
elementos propios de cada representacion en los registros distintos se hace en el sentido

grafico cartesiano — expresion analitica, y es realizada por quienes redactamos este trabajo.

A partir de la determinacién de estas unidades visuales y simbolicas, la segunda rejilla
permite identificar los valores visuales y categoriales en cada uno de los registros

considerados.

Variables visuales Valores visuales Valores categoriales

Tabla 9. Modelo de rejilla de analisis de las variables visuales y sus respectivos valores
asi como los valores categoriales.

Es necesario aclarar que el analisis de los valores visuales y categoriales no alcanza a
abarcarse en este documento debido a la limitacion de los tiempos reglamentarios para su
entrega. No obstante, presentamos algunas unidades que los estudiantes lograron discriminar
en las representaciones cartesiana y analitica de las funciones, asi como algunas dificultades

que detectaron en este proceso. La tabla 9 no se utiliza en el andlisis pero puede ser un
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instrumento til para posteriores estudios sobre propiedades de las funciones a partir de los

registros de representacion semiética.

A continuacion el capitulo 4 muestra los resultados que logramos obtener a partir de

las respuestas dadas a las cuatro encuestas realizadas.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE LAS DIFICULTADES
COGNITIVAS ASOCIADAS A LA
SOBREYECTIVIDAD

El propdsito de trabajar sobre el problema no es "llegar a la respuesta
correcta” sino tratar de captar el conflicto entre las diferentes maneras de
pensar el problema (...) Cuando uno reconoce el conflicto, el siguiente paso es

elaborarlo hasta sentirse mas cémodo...

Seymour Papert

En este capitulo damos cuenta de algunas de las dificultades en la comprension de la
sobreyectividad que emergen en su definicion desde un punto de vista formal y desde su
interpretacion en distintos registros de representacion semidtica, a partir de los tratamientos

que se generan para su determinacion.
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Por otra parte, mostramos algunas de las unidades significantes que los estudiantes
tuvieron en cuenta al tratar de establecer la sobreyectividad cuando se ofrece una de sus
representaciones en uno de los dos registros considerados y cuando se ofrecen ambas, asi
como sus respectivas dificultades. Esperamos que dicha informacién pueda llegar a
constituirse como materia prima para una ampliacion del tema de investigacién que

abordamos en este trabajo.

Aspectos previos al andlisis de las dificultades en la comprension de la
sobreyectividad a partir de su definicion

Es necesario reiterar que pese a que el objeto matematico considerado en este estudio
es la funcion, nuestro interés se centra en un tipo de funciones particulares que se diferencian
por una propiedad conocida como sobreyectividad. Esto implica que nuestro analisis debe
remitirse no solamente a las representaciones explicitas en los que se presenta la funcion y a
como se establece la sobreyectividad en cada una, o a las dificultades en las transformaciones
en las representaciones propias de las funciones en las que esta propiedad se puede

determinar.

Es necesario que nuestro estudio incluya un examen de la comprension de la definicién
de sobreyectividad por parte de los estudiantes, entendiendo que se trata de una propiedad que
permite clasificar las funciones de acuerdo a la forma en que aparecen relacionados los
elementos de su dominio y contradominio. La pertinencia de la ejecucién de este examen
radica en gue, contrario a los objetos matematicos como las funciones, el acercamiento a la
comprension de esta propiedad puede hacerse solamente a través de la manipulacién de la

definicion.
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Teniendo en cuenta lo anterior, un andlisis de este tipo ha de realizarse en tres niveles:
primero, centrandose en la tendencia de los estudiantes hacia una version formal particular
de la definicion; segundo, enfocandose en los elementos del objeto matematico que un
estudiante particular trae a colacion al presentar por escrito una version o interpretacion
personal de la definicion de sobreyectividad; y tercero, revisando la coherencia que tiene cada
procedimiento enunciado por los estudiantes en cada registro con su presentacion de la

definicion de sobreyectividad.

No obstante, antes de llevar a cabo el analisis que hemos descrito, es necesario
explicitar las vias por medio de las cuales puede accederse a la sobreyectividad de una
funcion. La descripcion de estas vias de acceso es necesaria para poder observar si el
procedimiento descrito por un estudiante es coherente con el que resulta factible de acuerdo

con la version formal de la sobreyectividad a la cual tiende su propia descripcion.
Las sobreyectividad y sus distintas vias de acceso
Anteriormente se ofrecieron tres presentaciones formales de la definicion de

sobreyectividad de una funcién (ver capitulo 2, pp. 47-48):

e Version I: “se dice que una funcion es sobreyectiva (o que f aplica A sobre B) si
cada elemento de B es la imagen por la funcion f de algin elemento de A”

(Munkres, 2002, p. 20).

e Version Il: “una funcidén es suprayectiva cuando el rango es igual codominio

(Becerra, 2004, p. 20).
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e Version i: “Se dice que F es sobreyectiva Si:

Vy(y e B> 3Ix(xe AAy=F(x)))” (Lewin,s. f., p. 31).

A partir de estas versiones de la sobreyectividad se pueden definir varias formas de
acceder a esta propiedad en cualquier funcion. En la tabla 10 aparecen explicitas las vias de

acceso a la sobreyectividad o no sobreyectividad de una funcion.

Puede observarse que la cantidad de vias de acceso a la sobreyectividad de una funcion
estd dada por la cantidad de procedimientos especificos disponibles para cada representacion

que permitan verificar las hipotesis de las versiones I, 11 o 11I.

Para hacer mas inteligibles las vias de acceso a la sobreyectividad descritas,
presentamos algunos ejemplos de funciones de las cuales se desea comprobar si son

sobreyectivas 0 no, tomando en cuenta sus representaciones algebraica y cartesiana.

Ejemplos de las vias de acceso a la sobreyectividad

Como se puede notar en la tabla 10 son seis las vias de acceso que hemos considerado
en nuestro estudio para la representacion algebraica o analitica y tres para la representacion
cartesiana. Damos a continuacion ejemplos de cada una de esas vias de acceso para las
representaciones de las funciones que hemos considerado, numerando cada ejemplo respecto a

la via de acceso expresada en la tabla 10 para cada caso.
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Procedimientos especificos

.. |Si la funcién| Procedimiento
Vversion es | Representacion Grafica-
genera Representacion algebraica )
cartesiana
1. Despejar x en términos de y, y
verificar que no existan valores de y
Suponer la tales que x = R(y) No esté bien 1. Trazar rectas paralelas al eje
existencia de un |\ q o x en los lugares del eje y en
yenel ' donde esté definido el
Sobreyectiva|codominioy |2 Tomar un elementoy delrangoy  |qqqominio, verificando que
encontrar un x operarI(_) con otro elemento dichas rectas intercepten al
en el dominio tal | convenientemente, de tal forma que el |;.,,4 ge 1a funcion en al
que y = f(x) resultado sea un elemento del dominio. | yo0c punto.
El resultado de esa operacion es el x
buscado.
16 Por

No
sobreyectiva

contradiccion,
buscar por lo
menos un valor
deyenel
codominio y
suponer que
y="f(x).
Despejando x
debe llegarse a
una afirmacién
falsa.

3. Se pueden encontrar los valores de y
problematicos despejando x en funcién
de y, reemplazandolos en la expresion
original y = f(x) y llegando a
igualdades falsas.

4. Si la expresién analitica no es
manipulable, se toma un valor y del
codominio que “intuitivamente se sepa’
gue no esta en el rango y se sustituye en
y = f (x), llegando a una igualdad falsa.

>

2. Se ubica en el eje y un valor
gue no esté en el codominio,
trazando por ese punto una
recta paralela al eje x. Debe
ocurrir que la recta no corta al
trazo de la funcién en ningln
punto.

Sobreyectiva

Mostrar ambas
contenencias
entre el rango y
el codominio.

1. Despejar x en términos de y, y
verificar que no existan valores de y
tales que x = R(y)no esté bien definido.

3. Determinar qué parte del
eje y corresponde al
codominio, observando si es
la misma parte que ocupa la
extension del gréfico.

No
sobreyectiva

Mostrar que el
codominio no
esta contenido
en el rango.

5. Si la funcién es manipulable, se
despeja la funcién encontrando valores
de y problematicos despejando x en
funcién de y; esos valores deben estar
en el codominio pero no en el rango.

6. Si la funcién no es manipulable, se
toma un valor y del codominio del cual
“intuitivamente se sepa’ que no esta en
el rango.

2. Ubicar un segmento del eje
y en donde la extension del
gréafico no coincida con la
parte del mismo eje definida
por el codominio, y luego usar
la prueba de la recta horizontal
definida anteriormente.

Tabla 10. Vias de acceso a la sobreyectividad o no sobreyectividad de una funcién

19 podemos ver que a pesar de que la version I y la versién 111 pueden interpretarse de la misma manera, ambas
difieren por la forma en la que aparecen escritas, recurriendo a una sintaxis distinta en relacion con la manera en
la que se forman expresiones en la l6gica de primer orden y en la lengua natural.
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El caso de la representacién algebraica

1. Consideremos la funcion f:R —R; tal que f(x)=3x*. Tomando a f (x) =y se

tiene que al despejar la variable x de la expresion y=3x*> se obtiene como
resultado x:\/%. Esta ecuacion permite observar que todos los x del dominio

estan relacionados con aquellos y que son mayores o iguales a cero. Estos y
resultan ser los mismos valores del contradominio expresado en la condicion, y
como en estos valores no existe ninguno que indetermine la expresion obtenida. De

esta forma, la funcion f es sobreyectiva.

2. Sea la funcién g:R— Ztal que g(x)=|x| (léase parte entera de x). Tomando uny

del contradominio, éste resulta ser un nimero entero por la condicion; de esta
forma, si para un valor entero y adicionamos un valor perteneciente al intervalo [0,
1), por ejemplo 1/3, podemos ver que el resultado pertenece al dominio de g y su
parte entera correspondiente es precisamente el mismo valor de y. Entonces, todo
valor del contradominio estara relacionado por lo menos con un namero real de la
formay + k donde k es un valor entre [0, 1), por lo tanto g resulta ser sobreyectiva.
Para ser mas especifico aun podria tomarse un valor racional en este intervalo sin

que este afecte la conclusion.

3. Para la funcion h:R/{1}— Rtal que h(x) :il' Tomando a h (x) =y, al despejar

X_

la variable x se obtiene la expresion x:§+1, la cual presenta problema eny = 0.
y
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Sustituyendo h (x) por este valor se obtiene la igualdad 0 = 3, lo cual corresponde a

un enunciado falso. En consecuencia, la funcion h no es sobreyectiva.

L S'_ X€Q . Si hacemos  (X) = % que es un valor
0, sixeQ

4. Sea y:R—[0,1] donde V/(X)Z{
entre cero y uno, entonces 1 =% 0 0 = % lo cual es falso en ambos casos. Luego la

funcién y no es sobreyectiva.

5. Para la funcién ¢:N/{0}—Q donde g(x) _ L el rango esta dado por el conjunto
X

{l;neN}. El valor 3/2 es un numero racional, por lo cual pertenece al
n

contradominio de la funcion ¢ dado en la condicion. Sin embargo, este valor no se
puede escribir de la forma 1/n tal que n sea un ndmero natural por lo cual no

pertenece al rango de la funcion. Entonces ¢ no es sobreyectiva.

6. Consideremos la funcion ¢:R—R tal que (p(x):{x' S'XEQ, Cuyo rango

0, sixeQ
corresponde al conjunto de nameros irracionales junto con el cero. Escogiendo a %2
como valor de ¢(x) puede notarse que éste no es ni cero ni corresponde a un valor
irracional, lo que significa que %2 no estd en el rango de la funcidén ¢ vy, en

consecuencia la funcidn en cuestion no es sobreyectiva.
El caso de la representacién cartesiana

1. Observemos el siguiente gréfico de la funcion f :R —[1, «):
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Grafico 5. Representacion gréfica de la funcion f y sus respectivas modificaciones.

Al trazar algunas rectas paralelas al eje X, estas interceptan al gréafico cartesiano de
la funcion f en todo el intervalo definido en el contradominio al menos en un punto.

Por tanto, la funcion f es sobreyectiva.

2. Consideremos la funcion g:R — R para la cual se tiene el siguiente gréfico:

Gréfico 6. Representacion grafica de la funcion g y sus respectivas modificaciones.
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Para el caso de esta funcién a trozos podemos ver que al trazar rectas paralelas al
eje y sobre los puntos del intervalo [-1, 0] estas no tocan el grafico de la funcion en

cuestion. Por tanto la funcion deja de ser sobreyectiva.

3. Veamos ahora la funcion h: R —» [—% %] cuyo grafico es el siguiente:

05,

Gréfico 7. Representacion grafica de la funcion h.

En este caso podemos observar que la extension del grafico, el cual se interpreta
como el rango de la funcion, corresponde al mismo intervalo que esta definido

para el contradominio de la funcion. Luego, la funcién dada es sobreyectiva.

Dificultades presentes en la definicion de sobreyectividad en sus distintas
versiones formales

Pese que para efectos de formalizacion las tres versiones presentadas resultan ser
equivalentes, puede darse el caso que algunas resulten ser mas dificiles de entender que

otras, y por ende, los procesos para verificar la propiedad resultan ser muy complicados.
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De esta forma, es posible que la eleccion de una u otra version esté supeditada a
algunos factores tales como la cantidad de signos, la claridad en el uso especializado de la
lengua natural, la forma en la que una versién induce una forma de empezar la verificacion

a partir de la expresion analitica que las otras versiones no presentan, etc.

La consideracién de la presentacion a la que un sujeto decide adherirse resulta
esencial en este estudio, pues como mencionamos anteriormente, queremos establecer el
nivel de coherencia que a partir de la version escogida tienen los procedimientos de los
estudiantes con los que resultan ser mas idoneos; sin embargo, no es de nuestro interés

analizar los factores que llevan a un estudiante a anteponer una version sobre las otras.

Ahora bien, una de las hipotesis que queremos sustentar en este documento es que
en la eleccion de una u otra version formal de la definicién pueden llegar a presentarse
algunas dificultades en su comprension, las cuales pueden manifestarse como equivocos en
los procedimientos de verificacion de la sobreyectividad de una funcion. Por tal razon surge
la necesidad de estudiar las interpretaciones de la definicién que proponen los estudiantes
para analizar a qué presentacion formal se aproximan, asi como los elementos que traen a

colacidn en su versién personal para establecer su grado de proximidad.

Para poder llevar a cabo este analisis, recurrimos a los resultados de la encuesta 1
(ver anexos, pp. 156-167), realizada a estudiantes del Area de Educacion Matematica de la
Universidad del Valle en el curso de Algebra Moderna. Reiteramos que esta primera
encuesta nos permitio hacer una categorizacion de los estudiantes en distintos niveles (ver
capitulo 3, p. 74), con el propdsito de seleccionar a los estudiantes que nos brindaran

informacion pertinente para nuestro trabajo.
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Por el momento, nos centraremos Unicamente en el primer nivel de categorizacion
pues es en este nivel en el que se pueden diferenciar las distintas versiones de la definicion
ofrecidas por los estudiantes, asi como los elementos que traen a colacion para su
respectiva escritura. Méas adelante volveremos sobre los otros dos niveles de categorizacion
para dar cuenta del procedimiento que un estudiante emplea en la determinacién de la
sobreyectividad de una funcion, teniendo en cuenta el registro algebraico y el registro

grafico cartesiano.

La tabla 11a presenta en forma general las versiones de la definicion dadas por los
estudiantes de acuerdo a las tres primeras categorias®', los elementos que traen a colacion

en cada unay la version formal a la cual tienden.

. Version general ofrecida por los Elementos que se traen a Version formal a
Categoria . ., .
estudiantes colacién la que tiende
A Una funcidn es sobreyectiva si el rango es | Rango, codominio, relacion de T
igual al codominio. igualdad.
B Una funcién es sobreyectiva si el dominio Dominio, rango, relacién de T
es igual al rango. igualdad.
Una funcidn es sobreyectiva si todo .
. y Conjuntos de llegada y de
elemento en el conjunto de llegada o . I
C partida, imagenes, pre-imagenes,

(imégenes de la funcidn) tiene una pre-

. . . correspondencia, relacion.
imagen en el conjunto de partida.

Tabla 11a. Primera rejilla de analisis de las versiones de la definicion de sobreyectividad
dadas por los estudiantes para las categorias A, By C.

Podemos ver que las categorias A 'y B tienden a la version Il de la definicion formal

de sobreyectividad; no obstante, la definicion dada por la categoria A resulta ser mas

Ademas de las tres categorias anteriores identificamos una cuarta, la D, que requiere un analisis especial
puesto que en ésta se ubicaron los estudiantes que presentaron versiones variadas de la definicion de
sobreyectividad, recurriendo a tipos de elementos distintos a los considerados por el resto de sus compafieros
(de las otras categorias). En la Tabla 11b se presenta lo correspondiente a la categoria D.
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aproximada a la version formal que la definicion dada por la categoria B. Esto puede
notarse facilmente dado que uno de los elementos en la segunda columna de la tabla 11a
para la categoria B es el dominio en lugar del contradominio. De acuerdo con esto, la
sobreyectividad de una funcion consistiria en analizar que los elementos del dominio y el

contradominio fueran exactamente los mismos.

Sin embargo, en contraposicion a la consideracion dada por los estudiantes de la
categoria B pueden encontrarse ejemplos de funciones que ponen en correspondencia

conjuntos cuyos elementos son totalmente distintos. Por ejemplo, consideremos la funcion

m .,
f:NxN —>Q"tal que f(m,n)=—, la cual corresponde a una funcion que resulta ser
n

sobreyectiva. De acuerdo a las condiciones planteadas, la naturaleza de los elementos del
dominio es diferente a las del rango: la funcion relaciona parejas ordenadas de naturales

con numeros racionales.

Este ejemplo permite concluir que una de las dificultades en la determinacién de la
sobreyectividad se debe a que los estudiantes no perciben los elementos de la funcion que
resultan pertinentes para cumplir las hipétesis de esta propiedad. En este sentido, las
versiones personales ofrecidas por los estudiantes de la categoria A y de la categoria C son
mas cercanas a las versiones formales consideradas en este trabajo. Esta dificultad se
traduce entonces en la falta de comprension de la definicion de la sobreyectividad en

cada una de sus versiones formales por parte de los estudiantes.

De esta forma, una condicidn necesaria para la comprensién de la sobreyectividad

es poder ofrecer medios por los cuales los estudiantes puedan hacer una discriminacion de
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los elementos de la funcion que deben considerarse de acuerdo a la definicion, es decir,
poder identificar qué elementos de la funcion son pertinentes en el estudio de la

sobreyectividad.

En la tabla 11b se observan dificultades similares a las que se analizaron en la tabla
11a. Especificamente, el estudiante 4500 presenta el mismo caso de sustitucion de un
elemento de la funcidn pertinente para la determinacion de la sobreyectividad (codominio),

por otro que no lo es (dominio).

A esto se adiciona el hecho de que algunos estudiantes (4110, 4220 y 4300)
confunden la sobreyectividad de una funcion con otras propiedades del mismo tipo tales
como la inyectividad y la biyectividad, lo cual se constituye en una situacion productora de
errores en los procedimientos de verificacion de la propiedad en cuestion y de dificultades

en su comprension.

A partir de los resultados consignados en las tablas 11a y 11b, pueden listarse dos
factores generadores de la dificultad en la comprension de la definicion de la

sobreyectividad que mencionamos mas arriba:

1. La sustitucién de elementos de la funcion pertinentes para la determinacion
de la sobreyectividad (de acuerdo a una version formal particular de la

definicién de sobreyectividad), por otros elementos que no lo son.

2. La confusion de la sobreyectividad con otras propiedades de la funcion:

inyectividad y biyectividad.
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. Versiones ofrecidas por los Elementos que se | Version formal Dificultades
Estudiante . ., .
estudiantes traen a colacion asociada detectadas
Una funcién sobreyectiva es ella |Implicitamente se -,
L a - Confusion de
en la cual si existe f(x;)=b y hace referencia a . -
4110 _ ! - .y Ninguna sobreyectividad con
f(xo)=Db se debe cumplir que igualdad de imagenes - g
— . inyectividad.
X1=Xs. y pre-iméagenes.
No se exhibe el
objeto funcién desde
el principio.
4120 Ssigr:%%ogl Igcs);;?nn;ﬁirgos que Codominio. Ninguna Asume la
' sobreyectividad como
un conjunto y no
como propiedad
No se considera que
Una funcidn es sobreyectiva si , el codominio de la
. Rango, nimeros y
4210 el rango de la funcidn son todos reales 1 funcion pueda ser
los nimeros reales. ' subconjunto de
ndmeros reales.
Implicitamente se
Una funcién sobreyectiva es una |hace referencia a Confusion de
funcién tal que f(x;)=y, f(xo)=y |igualdad de pre- . sobreyectividad con
4220 - e Ninguna . .
existen dos elementos tal que su |imagenes y una idea incompleta
imagen sea la misma. explicitamente a de la inyectividad
igualdad de iméagenes.
La condicion de
Una funcidn es sobreyectiva cardinalidad
4230 cuando el dominio y el Cardinalidad, Ninauna mencionada hace
codominio tienen la misma dominio, codominio. g referencia a funciones
cardinalidad. biyectivas y no a
sobreyectivas.
Una funmo_n €s sgbreyectlva - |Inyectividad, tamafio, Confusion de
cuando es inyectiva y el tamafio |. L. . .
4300 o . igualdad, dominio y Ninguna sobreyectividad con
del dominio es igual al del L AR
o contradominio. biyectividad.
contradominio.
SifvadeAenB,fes Igualdad, codominio, Sustituye el
4400 |sobreyectiva siy solo si el conjunto B no 1 contradominio con el
codominio de f es igual a B. especificado. rango.
Una funcidn es sobreyectiva si
L X Se confunde la
el dominio y el rango tienen los - L
. . Dominio, rango, sobreyectividad con
mismos elementos, y si a cada . .
4500 L correspondencia, | la propiedad que
elemento del dominio le L . .
L unicidad. identifica a las
corresponde un Unico elemento funci
unciones

del rango.

Tabla 11b. Segunda rejilla de analisis de las versiones de la definicion de sobreyectividad
dadas por los estudiantes para las categorias D.
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Resaltamos que estas dificultades corresponden al primer nivel de nuestro analisis:
la comprension de la definicion de funcion sobreyectiva. Queda por analizar como se

manifiestan esas dificultades en los distintos registros de representacién considerados.

Dificultades presentes en la definicion de sobreyectividad interpretada en
los registros algebraico y cartesiano

Para poder llegar a identificar y analizar algunas de las dificultades presentes en la
determinacion de la sobreyectividad, es preciso examinar como los estudiantes interpretan
la definicion cuando llevan a cabo procedimientos en cada uno de los registros de
representacion asociados a la funcién sobreyectiva, observando si tales procedimientos son
coherentes con su version personal de sobreyectividad, la cual a su vez esta asociada a una

version formal particular.

Es en este punto de nuestro estudio en donde la distincion que se realizd
anteriormente de las distintas vias de acceso a la sobreyectividad juega un papel primordial,
pues permitira identificar que tan préximo es el procedimiento empleado al que

consideramos como 6ptimo.

Para tal fin, seleccionamos a nueve de los treinta y un (31) estudiantes que
participaron en la primera encuesta. La eleccion de los estudiantes no se dio de forma
arbitraria. Esta se llevd a cabo a partir de la categorizacion propuesta en el marco
metodolégico de este trabajo (ver capitulo 3, pp. 65-72), seleccionando a los estudiantes
que aportaban informacion suficiente para el estudio. Los criterios de seleccion aparecen

explicitamente en el capitulo 3 de este trabajo.
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De acuerdo con lo anterior, los estudiantes seleccionados para el estudio fueron los
identificados con los siguientes codigos: 1110, 1150, 1210, 2310, 2320, 3120, 3210, 4300 y

4400.

Con la seleccion de los estudiantes que fueron considerados para este trabajo,
presentamos a continuacion un analisis de las dificultades presentes en la comprension de la

definicion de la sobreyectividad a partir de los registros algebraico y cartesiano.

La definicion de sobreyectividad en el registro algebraico y posibles actores

generadores de dificultades

Como hemos mencionado reiteradamente en el transcurso de este trabajo, la
comprension de un objeto o propiedad de un objeto matematico se da a través de sus
distintas representaciones. En este sentido, es importante para nosotros analizar los
procedimientos que los estudiantes consideran que se deben llevar a cabo al tratar de
determinar la sobreyectividad de una funcion, cuando se tiene a disposicion su
representacion analitica. Esto se debe a que tales procedimientos dejan entrever si
efectivamente un estudiante ha comprendido la definicion de sobreyectividad en el registro

algebraico.

En este orden de ideas, recurrimos a las respuestas que dieron los estudiantes
escogidos para el estudio a la segunda pregunta de la encuesta 1, y a la tabla 10 presentada
en este capitulo, con el fin de establecer el nivel de coherencia entre los procedimientos
descritos por cada estudiante con el procedimiento que consideramos como el mas
apropiado, de acuerdo con la version de la definicion que cada uno decidio acoger. Este

proceso de establecer la coherencia entre los procedimientos permitird detectar dificultades
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presentes en la comprension de la sobreyectividad restringida al registro algebraico. La
reduccion de la coherencia entre los procedimientos es un sintoma de la existencia de

dificultades en la comprensién de la sobreyectividad en el registro algebraico.

Presentamos a continuacion tres condiciones que, a nuestra consideracion, debe
cumplir un procedimiento determinado para que sea coherente con los procedimientos que
resultan ser mas aptos en la determinacion de la sobreyectividad de una funcion, cuando se

ofrece su representacion analitica:

1. Conviene que haya correspondencia con alguna de las versiones formales de la
definicion. Para ello, es necesario observar si el estudiante explicita las hipétesis

que se deben cumplir de acuerdo a la version formal a la cual se ha acogido.

2. Se debe traer a colacién los mismos elementos de la funcion al realizar la

descripcién y que resultan pertinentes de acuerdo a la version correspondiente.

3. Debe presentarse explicitamente un tratamiento sobre la expresién analitica de
la funcion de tal manera que permita corroborar las hipotesis de la version

formal de la definicion.

Con base en estas tres condiciones presentamos una escala en la coherencia que

resulta pertinente para nuestro estudio.

Un procedimiento referido por un estudiante tiene un nivel de coherencia alto si se

cumplen simultaneamente las tres condiciones de coherencia antes mencionadas.



102

Si una de estas tres condiciones no se cumple, se dice entonces que el procedimiento
descrito tiene un nivel de coherencia medio con el procedimiento éptimo. Si dos de las tres
condiciones fallan se dice que el procedimiento expuesto tiene un nivel de coherencia bajo.

Y si las tres condiciones fallan se dice que el nivel de coherencia es nulo.

La tabla 12a presenta los procedimientos descritos por los estudiantes para la
determinacion de la sobreyectividad cuando se tiene a la mano la expresion analitica. Asi
mismo presenta la coherencia de tales procedimientos con las vias de acceso descritos en la

tabla 10.

Puede notarse que hay una mayor coherencia en los estudiantes pertenecientes a las
categorias A que en el resto de categorias. Esto puede verificarse usando las tres

condiciones anteriormente descritas, en contraste con la tabla 8.

A partir de un andlisis de las tres condiciones de coherencia se pueden identificar y

caracterizar algunos problemas cuando una de estas se deja de cumplir.

En el caso de los estudiantes 1110, 2310 y 3120, puede notarse que la primera
condicion no se cumple puesto que no se hace explicita las hipétesis que deben cumplirse
en ninguno de los casos. Por otra parte, los estudiantes 1210, 2320, 3210, 4300 y 4400
presentan una explicitacion de lo que debe cumplirse, no obstante, no corresponde a las
versiones formales a las que tiende cada estudiante de acuerdo a su categoria, las cuales son
descritas en la tabla 10. La gran mayoria hace referencia a procedimientos propios de otras

versiones o de otro tipo de propiedades como en el caso del estudiante 4300.
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Estudiante

Procedimiento descrito

Condicion 1

Condicién 2

Condicion 3

Nivel de
coherencia

1110

1. Determinar el dominio y el rango de
la funcién.

2. Despejar la variable independiente
en términos de la dependiente para
verificar si existen elementos que
tienen pre-imagen en el dominio.

No cumple

Cumple

Cumple

Medio

1150

En y= f(x), despejar x y analizar si
existe alguna indeterminacién.

Cumple

Cumple

Cumple

Alto

1210

1. Debe mostrase que f(x) esta
contenido en R y que el rango estéa
contenido en f(x).

2. Verificar que los elementos del
conjunto de llegada sean iguales a los
del conjunto de salida (se hace uso de
un diagrama sagital).

No cumple

No cumple

No cumple

Nulo

2310

1. Hallar los conjuntos a los que
pertenecen el dominio y el rango de la
funcién, respectivamente.

2. Comparar ambos conjuntos.

No cumple

No cumple

No cumple

Nulo

2320

1. Hallar primero el dominio y el rango
de la funcién.

2. Observar si el rango y el dominio
coinciden.

3. Tabular la funcidn para mayor
seguridad.

No cumple

No cumple

No cumple

Nulo

3120

Relacionar elementos de los conjuntos
de llegada y de salida, verificando que
se cumpla la condicién (se hace uso de
un diagrama sagital).

No cumple

Cumple

No cumple

Bajo

3210

Verificar si los elementos del rango de
la funcidn tienen correspondencia con
el dominio.

No cumple

No cumple

No cumple

Nulo

4300

Analizar la inyectividad y el tamafio del
rango respecto al del dominio.

No cumple

No cumple

No cumple

Nulo

4400

Verificar que para cada imagen del
rango existe una pre-imagen en el
dominio (de acuerdo con el ejemplo,
esto se hace despejando la variable
independiente en términos de la
dependiente).

No cumple

No cumple

Cumple

Bajo

Tabla 12a. Niveles de coherencia entre los procedimientos dados por los estudiantes y los
considerados como recomendables en el registro algebraico.
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En los casos 1210, 2310, 2320, 3210, 4300 y 4400 puede notarse que de acuerdo
con las definiciones que admiten, todos refieren elementos de la funcion que no son
pertinentes. Por ejemplo, el estudiante 1210 sustituye el codominio por el dominio. De esta

forma, en tales casos se incumple la segunda condicién.

Por ultimo, en los casos 1210, 2310, 2320, 3120, 3210 y 4300 no aparece de forma
clara una descripcion de como se puede verificar la sobreyectividad haciendo uso de la
expresion analitica. En algunos casos (1210, 2320 y 3120) se recurrié al uso de otras
representaciones de las funciones tales como la sagital o la tabular, para explicar cuando

una funcién es sobreyectiva.

En este punto puede observarse que existe una correspondencia entre los factores
generadores de la dificultad sefialada anteriormente de acuerdo a la definicion formal, con
la violacion de las condiciones de coherencia aplicadas al registro algebraico. Esto nos deja
ver que algunas dificultades en los tratamientos con la expresion analitica podrian heredarse

de la definicién formal.

La definicion de sobreyectividad en el registro grafico-cartesiano y posibles

factores generadores de dificultades

Presentamos ahora algunos factores que podrian llegar a generar dificultades que
emergen en la definicién de sobreyectividad a partir del registro gréafico-cartesiano. Para
ello, analizamos la coherencia que tienen los procedimientos dados por los estudiantes con
los que consideramos como apropiados. Definimos entonces tres condiciones de coherencia
entre los procedimientos descritos por los estudiantes en el registro de los gréaficos

cartesianos y los considerados como 6ptimos:
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1. Conviene que haya correspondencia con alguna de las versiones formales de la
definicion. Para ello, es necesario observar si el estudiante explicita las hipétesis

que se deben cumplir de acuerdo a la version formal a la cual se ha acogido.

2. Se deben traer a colacién los mismos elementos de la funcion al realizar la

descripcion y que resultan pertinentes de acuerdo a la version correspondiente.

3. Debe aparecer descrito de forma explicita un tratamiento en el grafico cartesiano
de la funcién (trazos adicionales, reconfiguracion del plano y del gréfico, entre
otras.), el cual permita corroborar las condiciones de sobreyectividad de acuerdo

a la version que el estudiante considero.

Los niveles de coherencia corresponden exactamente a los mismos que se definieron

para el registro algebraico.

En la tabla 12b puede verse que solo tres de los estudiantes seleccionados para el
estudio (1110, 2320 y 4400) explicitaron en su descripcién las condiciones que son
necesarias para que se cumpla la sobreyectividad en el registro cartesiano. Dichas
condiciones se corresponden con la presentacion formal de la definicion a la cual tienden de
acuerdo a su categoria. Esto deja ver que solo una tercera parte de los estudiantes

seleccionados no pierde de vista a lo que se debe llegar.

Es menester observar que fueron los mismos estudiantes que cumplieron la primera
condicion de coherencia los que cumplieron con la segunda. Cada uno refirié elementos de

la funcidn pertinentes con la version formal a la cual tiende su version personal.
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Estudiante

Procedimiento descrito

Condicion 1

Condicién 2

Condicion 3

Nivel de
coherencia

1110

Mirar las x en el eje de coordenadas y
las imégenes en la grafica. A partir de
esto, definir si el rango es igual al
codominio.

Cumple

Cumple

No cumple

Medio

1150

No es posible determinar la
sobreyectividad si no se ofrecen las
respectivas condiciones al dominio y al
contradominio.

1210

1. Tratar de usar los puntos que se
puedan ubicar en el plano xy.

2. Tomaria pares ordenados y tabularia
para tener una visién mas clara.

3. Usar la prueba de la recta vertical
para saber si es funcidn.

4. Usaria la prueba de la recta
horizontal para saber si es sobreyectiva.

No cumple

No cumple

Cumple

Bajo

2310

Verificar los valores posibles de la
variable x y de la variable y; si
presentan algln salto no es
sobreyectiva.

No cumple

No cumple

No cumple

Nulo

2320

1. Observar el dominio de la funcién.
2. Verificar que a cada x le corresponde
una imagen del eje y.

3. No puede haber saltos en la funcion.

Cumple

Cumple

No cumple

Medio

3120

1. Relacionar los elementos de cada
conjunto.
2. Trazando rectas paralelas al eje y.

No cumple

No cumple

Cumple

Bajo

3210

1. Buscar la expresion analitica de
gréfico.

2. Observar que todos los elementos del
rango tengan pre-imagen.

No cumple

No cumple

No cumple

Nulo

4300

Por “tanteo”, viendo cada imagen y
pre-imagen. Tomando el tamafio del
rango y del contradominio.

No cumple

No cumple

No cumple

Nulo

4400

1. Analizar los valores que toma f(x) y
ver cudl seria el dominio.

2. Asegurarse de ver que todos los
valores en el eje y tenga un valor en el
eje x.

Cumple

Cumple

No cumple

Medio

Tabla 12b. Niveles de coherencia entre los procedimientos dados por los estudiantes y los
considerados como recomendables en el registro de los graficos cartesianos.
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Tales elementos se ofrecen interpretados a partir de las unidades visuales que
conforman el sistema semiotico de los graficos cartesianos; por ejemplo, el dominio
corresponderia al eje x 0 a una parte de éste y el contradominio seria el eje y o la parte de

éste que ocupa el trazo de la funcion.

A partir de lo anterior, podria decirse que por lo menos para el caso del registro
grafico-cartesiano, la explicitacién de las hipotesis y del rumbo que debe tomar la
demostracion de la sobreyectividad permite que por lo menos logren identificarse los
elementos del grafico cartesiano pertinentes para la determinacion de la
sobreyectividad, los cuales también corresponden a los elementos de la funcién que deben
involucrase en la prueba de acuerdo a la version de la definicion a la cual cada estudiante

decidié acogerse.

Este proceso de explicitacion puede constituirse en un factor clave en el control de
las dificultades en la determinacion de la sobreyectividad en funciones de variable real

y por ende, de la comprension de la sobreyectividad como propiedad de algunas funciones.

Por ultimo, puede verse que solo dos de los estudiantes que se escogieron para el
estudio (1210 y 3120) describieron la necesidad de recurrir a modificaciones en el gréafico
cartesiano para poder determinar la sobreyectividad de la funcién, con lo cual cumplen la
ultima condicion de coherencia. Tales modificaciones en ambos casos consisten en el trazo
de rectas horizontales paralelas al eje x; este tratamiento se corresponde totalmente con los
procedimientos especificos descritos como apropiados para el registro cartesiano. Sin

embargo, no se detalla la forma en la que este tipo de tratamiento permite identificar que la
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funcién sea o no sobreyectiva, lo cual se debe en gran parte a que los estudiantes
mencionados no hicieron evidente el rumbo que debe tomar la prueba, tal como se indico

anteriormente.

Para el resto de los estudiantes se presentaron dos situaciones en cuanto a la
descripcion de los procedimientos. Por una parte, los estudiantes 1110, 4300 y 4400 no
presentaron ninguna descripcion de algun tratamiento del grafico para determinar la
sobreyectividad de una funcidn, solo se remite a la accion de “ver” en el grafico que los
elementos del conjunto de llegada (eje y) estén relacionados con algin elemento del
conjunto de salida (eje x). Por otra parte, los estudiantes 2310 y 2320 recurren a otros
procedimientos que van desde observar que la grafica de la funcién en cuestion no presente
saltos (discontinuidades), hasta la necesidad de recurrir a la expresion analitica de la

funcién como en el caso del estudiante 3210.

Estas situaciones revelan que los procedimientos recomendables que se presentaron
en la tabla 10 para el caso del registro cartesiano pueden ser en algunos casos desconocidos
o carentes de sentido al no insistir sobre ellos. Esto indica que tales procedimientos deben
ser presentados en el aula de clase como criterios de sobreyectividad, lo cual se convertiria

en otro factor clave en el control de las dificultades.

De forma similar que para el caso del registro algebraico, puede observarse que
existe una correspondencia entre los factores generadores de la dificultad sefialada
anteriormente de acuerdo a la definicion formal, con la violacion de las condiciones de

coherencia aplicadas al registro cartesiano.
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A partir del analisis de la definicion de sobreyectividad interpretada en los registros
algebraico y cartesiano, y de la coherencia entre los procedimientos dados por los
estudiantes y los que consideramos mas adecuados, hemos llegado a detectar una dificultad
comun a ambos registros: la incapacidad por parte de los estudiantes de interpretar de
forma adecuada la definicién de la sobreyectividad en cada uno de los dos registros y
de llevar a cabo un procedimiento que la verifique. Asi mismo logramos encontrar

algunos factores generadores de esta dificultad:

1. La falta de consciencia por parte de los estudiantes de lo que se debe probar:
esto se hace evidente, ya que como lo mencionamos anteriormente muchos de
los estudiantes no hacen explicitas ni las hipétesis ni el horizonte de lo que se

debe demostrar para garantizar la sobreyectividad de una funcién.

2. La sustitucion de los elementos pertinentes de la funcién (interpretadas en cada
registro por las unidades significantes que lo componen) para determinar la

sobreyectividad por otros que no lo son.

3. El recurso a procedimientos distintos a los que consideramos como 6ptimos al
interior de cada registro de acuerdo con las versiones de la definicion

consideradas, los cuales en algunas ocasiones escapan del registro inicial.

Estas dificultades pueden ser generadas por un gran nimero de situaciones presentes
en la ensefianza de la sobreyectividad: acogerse a una Unica version de la definicion,
ajustarse al tratamiento en un solo registro de representacion, el recurso a otras

representaciones que no dan cuenta de todos los tipos de funciones.



110

Nos interesa en particular una situacion generadora de dificultades indicada por el
estudiante 1150 en la tercera pregunta de la encuesta 1 (ver anexos, pp. 157-158): es
necesario especificar desde un principio como es el dominio y el contradominio de la
funcion™. No hacer esta aclaracion puede generar en el estudiante confusion puesto que una
misma funcion puede ser sobreyectiva 0 no sobreyectiva dependiendo del conjunto de
llegada que se esté considerando. De hecho, es la no explicitacion de estas condiciones la

situacion generadora de la primera dificultad presentada anteriormente. Por ejemplo, la
funcion f(x) =x?, es sobreyectiva si el contradominio es el conjunto de los reales

positivos, pero es no sobreyectiva si el codominio resulta ser todo el conjunto de los

ndmeros reales.

De esta forma quedan caracterizadas algunas de las dificultades que se detectaron en
cuanto a la comprension de la definicion desde las versiones formales y desde la

interpretacion en cada uno de los dos registros de representacion considerados.

Algunas consideraciones adicionales

Hasta el momento hemos caracterizado las dificultades que logramos detectar en la
comprension de la sobreyectividad a partir de los procesos descritos por los estudiantes, y
hemos podido determinar que dichos procesos no son del todo coherentes con los que se

consideran aptos. Por otra parte, también hemos conseguido avizorar algunos factores que

12 Esta situacion permitié que en las encuestas subsiguientes se haya especificado las condiciones bajo las
cuales se da el dominio y el codominio de la funcion, usando la representacién f:A— B, donde A es el

dominio y B es el contradominio.
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pueden aportar al control de las dificultades presentes en la determinacion de la

sobreyectividad.

Sin embargo, es necesario hacer un analisis particular de los tratamientos efectuados
por los estudiantes en cada registro, esta vez no con relacion a la definicion y sus maltiples
versiones, si no con el fin de examinar con detalle los elementos de una representacion de

la funcidn gue un estudiante tiene en cuenta en el acto de determinar la sobreyectividad.

En este proceso, la lengua natural serd la herramienta por medio de la cual tales

elementos se haran evidentes en cada registro.

Unidades significantes en los registros algebraico y cartesiano de las
funciones

Como mencionamos en el capitulo 2, la coordinacion de los registros de
representacion requiere de la discriminacion de las unidades significantes en cada registro

de representacidn que han de ponerse en correspondencia.

En nuestro caso, se hizo la discriminacion de las unidades en el registro cartesiano y
en el registro algebraico que, de acuerdo con las versiones formales de la definicion y con
las vias de acceso asociadas, podrian llegar a ser cognitivamente pertinentes en la
determinacion de la sobreyectividad para cada una de las funciones que se presentaron en

cada una de las encuestas realizadas.

Dicha discriminacion se realiz6 con el fin de hacer una comparacion entre las
unidades que consideramos como pertinentes y los elementos de cada representacion que

los estudiantes seleccionados indicaron que tendrian en cuenta para la determinacion de la
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sobreyectividad. De esta forma, lo que queremos establecer es si dichos elementos

corresponden a unidades cognitivamente pertinentes en cada registro de representacion.

Tal como lo mencionamos en el capitulo 2, las unidades significantes en el registro
cartesiano se denominan unidades visuales, las cuales pueden discriminarse por medio de
las variables y valores visuales. Del mismo modo, en el registro algebraico se discriminan
unidades simbdlicas por medio de valores categoriales. Hecha esta aclaracion, a
continuacion presentamos la discriminacion de las unidades que se hizo en cada caso y su
respectiva comparacion con los elementos percibidos por los estudiantes, los cuales se

extraen de las respuestas a las encuestas 2 y 3 respectivamente (ver anexos, p. 169-204).

Discriminacion de unidades visuales llevada a cabo por los estudiantes

Las tablas 13a hasta la 13d muestran las unidades visuales que los estudiantes que
describieron en al encuesta 2 como Utiles en la determinacion de la sobreyectividad para
cada uno de los gréaficos cartesianos que se presentaron, contrastandolas con las que, de

acuerdo a la version formal que corresponde a su categoria, consideramos pertinentes.

La tabla 13a se muestra los elementos del primer grafico de la encuesta 2 que segln
la definicion y las distintas vias de acceso a la sobreyectividad antes estudiadas, podrian

constituirse en unidades cognitivamente pertinentes de acuerdo a cada version.

Hemos considerado para el grafico mencionado que el eje x (eje horizontal y su
graduacion) asi como los valores del eje y entre (-0, 2) son elementos pertinentes en la

determinacion de la sobreyectividad, ya que corresponden respectivamente al dominio y al
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contradominio de la funcién los cuales aparecen en las versiones | y 111 de la definicién de

esta propiedad.
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L Elementos
Sobreyectividad - .
- . ; Elementos presentes | pertinentes segiin
Gréfico Estudiante segun los Ny )
- en la descripcion cada version de la
estudiantes L
sobreyectividad
Puntos del eje y que no
1110 No toma el gréfico, por
ejemplo100
Concavidad a partir del
1150 No ounto (1.2)
Concavidad, corte con
1210 Si Conjunto de pre-
\ F:R—>R imagenes
Conjunto de elementos Eyersién Io |“|1
del eje vertical y sus J€ X'y sus valores,
2310 No valores, recta valores del eje y entre
horizontal (-0, 2), rectas
Valores del eie x v del horizontales en este
2320 Si : jexy intervalo
B eey
. Eje vertical, eje Version Il
o _ 3120 Si horizontal Y sus EJe y junto con todos
S respectivos elementos  |sys valores, valores del
N Valores que no tienen eje y entre (2, )
Funci6n no sobreyectiva 3210 No pre-imagen, por
ejemplo-1y1
Ejes x e y, grafica como
4300 Si elementos que toman
un comportamiento
(trazo)
Puntos del plano que no
4400 No toma el gréfico, lineas
horizontales

Tabla 13a. Unidades visuales discriminadas en el grafico 1 de la encuesta 2.

Del mismo modo, tomamos como unidades visuales pertinentes al eje y junto con
todos sus valores y los valores del eje y entre (2, o) que corresponden al codominio y al

rango de la funcion segun la version II.

De acuerdo con esto, de los estudiantes de las categorias A cuya version personal
tiende a la version formal Il, solo el estudiante 1110 identifica una de las unidades que

consideramos pertinentes en nuestro estudio: puntos del eje y que no toma el grafico, que
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corresponde con los valores entre (-0, 2). El estudiante 1210 refiere otras unidades como la

concavidad y los cortes con los ejes los cuales no aportan mayor informacion.

Sin embargo, el estudiante 1150 destaca el punto (1, 2) (vértice de la parabola) en
conjunto con la orientacion de la concavidad, que resultan pertinentes ya que a partir de
estos se puede tener una idea de la extension de la grafica que corresponde al rango de la
funcién. Estos dos elementos podrian llegar a constituirse en unidades visuales pertinentes

en el registro cartesiano.

Por otra parte, los estudiantes de la categoria B cuya presentacion de la definicion
también se aproxima a la version 11, se percatan de que los valores del eje y en conjunto
conforman un elemento clave para la determinacion de la sobreyectividad. No obstante,
ambos traen a colacion elementos propios de las otras versiones como por ejemplo los
valores del eje x. Esta situacion se determind con anterioridad como una dificultad en la

comprension de la sobreyectividad.

De los estudiantes de la categoria C solo el estudiante 3120 percibe los valores del
eje x como un elemento esencial para decidir sobre la sobreyectividad de la funcién. Sin
embargo, no recurrio al trazo de rectas horizontales en sus procedimientos, ni tuvo en
cuenta los valores del eje y como elemento importante. Por su parte, el estudiante 3210
observa elementos del eje y que no estan incluidos en el grafico 1, observacion que se

aparta de las versiones | o 111 a las cuales decidi6 acogerse.

Por ualtimo, el estudiante 4300 de la categoria D muestra una aproximacion a las

versiones | o Ill; esto puede notarse ya que refiere al eje x y al eje y como elementos
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pertinentes para la sobreyectividad. El estudiante 4400 recurre a la observacion de puntos
del plano que no estan incluidos en el grafico 1 y al trazo de rectas horizontales, los cuales

son admitidos en las vias de acceso contempladas en la version 1l de la definicion.

Respecto a la decision en la sobreyectividad, puede notarse que los estudiantes de la
categoria A fueron mas acertados que los de las otras categorias. En general, el grupo de
estudiantes obtuvo una precision en cuanto a la decision de cinco estudiantes que acertaron

sobre nueve en total, es decir, el 55%.

En el caso del segundo grafico hemos considerado que el eje x (eje horizontal y su
graduacion) asi como los valores del eje y entre [-1, 1], constituyen elementos pertinentes
en la determinacion de la sobreyectividad ya que corresponden respectivamente al dominio
y al codominio de la funciéon, sefialados en las versiones | y 11l de la definicion. También
tomamos como unidades visuales pertinentes al codominio en la condicion y los valores del
eje y entre [-1, 1] que corresponden al codominio y al rango de la funcion segun la version

La tabla 13b muestra que de los estudiantes de la categoria A solo el estudiante
1110 refirié todos los elementos que consideramos pertinentes para este grafico, refiriendo
ademas a un elemento propio de las versiones | o II: puntos del eje x. Los estudiantes 1150
y 1210 no refirieron ningin elemento sefialado como pertinente; sin embargo, mencionan
elementos como la periodicidad, la oscilaciéon de la funcién en [-1, 1] y sus cotas -1 y 1.
Estos resultan pertinentes en este caso pues se traducen en la extension del grafico, la cual

da cuenta del codominio de la funcidn que a su vez constituye el rango de ésta.
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. Elementos
Sobreyectividad Elementos presentes ertinentes segin
Gréfico Estudiante|  segun los preser P €s Seg
. en la descripcion cada version de la
estudiantes .
sobreyectividad
Valores del eje y
entre [-1, 1], recta
1110 Si paralela al eje x,
puntos del eje x y del
ejey
1150 Si Periodicidad, cotas de
[-1,1] enel ejey.
Periodicidad, paridad,
valores del eje x,
0| S oslacinenielos | version 1o i
G:R —y) [-11] minimos de [-1, 1] Eje x y sus yalores,
- valores del eje y entre
Conjunto al que [-1, 1], rectas
2310 Si pertenecen los - oD
/\ elementos verticales, hor|zgntales en este
N A B linea horizontal. intervalo
\/ \/ Coordenadas que
p 2320 Si pertenecen a la Version II:
grafica de la funcion |valores del codominio
3120 si Eje y, elementos del en la condicion,
Funcidn sobreyectiva ejey valores del eje y entre
. Elementos entre -1y [-1.1]
3210 Si .
1, elementos del eje x
Ejes x ey, grafica
como elementos que
4300 Si toman un
comportamiento
(trazo)
Intervalo [-1, 1] que
4400 Si abarca la funcién en
el ejey.

Tabla 13b. Unidades visuales discriminadas en el grafico 2 de la encuesta 2.

El estudiante 2310 de la categoria B no da cuenta de los valores del eje y como

contradominio dado en la condicion, pero destaca el otro elemento que hemos destacado
como importante para la version 1, junto con el procedimiento de la linea horizontal que es
valido para esta version. El estudiante 2320 no refiere explicitamente a ninguno de los

elementos mencionados, sino que destaca las coordenadas que pertenecen a la gréfica de la
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funcién. Implicitamente se podria decir que se habla de los valores del eje y en [-1, 1], pero

no puede asegurarse que el estudiante efectivamente haya hecho referencia a este elemento.

De los estudiantes de la categoria C solo el estudiante 3210 hace referencia a dos de
los elementos que resultan pertinentes: eje x y sus valores, valores del eje y entre [-1, 1],
mientras que el estudiante 3120 menciona al eje y junto con sus valores los cuales no
aportan a la determinacion de la sobreyectividad, ya que no aparece ni en la condicién ni en

la descripcién.

En la categoria D, el estudiante 4300 menciona solamente un elemento pertinente: el
eje X, los otros elementos mencionados corresponden a la version Il. El estudiante 4400
menciona el intervalo [-1, 1] el cual es uno de los elementos importantes que hemos

mencionado.

Por altimo, puede notarse que todos los estudiantes acertaron en la determinacion de

la sobreyectividad de la funcién pese a pasar por alto algunas de unidades pertinentes.

En el caso del tercer grafico hemos considerado que los valores naturales del eje x
asi como los valores racionales del eje y de la forma 1/n constituyen elementos pertinentes
en la determinacion de la sobreyectividad, ya que corresponden respectivamente al dominio
y al codominio de la funcion los cuales aparecen en las versiones | y Il de la definicion.
También tomamos como unidades visuales pertinentes al codominio en la condicion y los

valores del eje y en el conjunto {l;n c N} que corresponden al codominio y al rango de la

n

funcién segun la version 11.
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La tabla 13c muestra que solo el estudiante 1110 destac6 el conjunto {l;ne N}

n
como elemento pertinente. El estudiante 1150 observo la relacion entre valores particulares
lo cual no dice nada de la sobreyectividad para el caso general. Sin embargo, el estudiante
1210 menciona que la condicion es indispensable para poder dar cuenta de la

sobreyectividad. Esto ya habia sido mencionado anteriormente en el anélisis de la

definicion en la formalidad y a partir de los registros de representacion.

El estudiante 2310 hace referencia al conjunto de elementos verticales, de los cuales
no puede decirse si corresponde al codominio de la funcion o al eje y. El estudiante 2320
hace referencia a los saltos en el grafico y a puntos del plano que no tienen abscisa que
hagan parte de la funcién, pero ninguno de estos aporta a la determinacion de la

sobreyectividad.

De la categoria C el estudiante 3120 hace referencia a todos los valores del eje x y
del eje y, de los cuales solamente los naturales y los elementos de la forma 1/n estan
relacionados. Por su parte, el estudiante 3210 explicita que la condicidn es la que le permite

dar cuenta de la sobreyectividad de la funcién.

De forma similar que con el estudiante 3120, el estudiante 4300 hace referencia a
todos los valores del eje x y del eje y, los cuales no aportan a la decision sobre la
sobreyectividad. El estudiante 4400 hace referencia a los elementos de las versiones | o 11,
salvo por la verificacion por las rectas horizontales. Este estudiante no presenta preferencia
hacia ninguna de las versiones ya que utiliza elementos de todas las versiones en cada

grafico.
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. Elementos
Sobreyectividad Elementos presentes en| pertinentes segin
Gréfico Estudiante segun los preser P €s 59
. la descripcion cada version de la
estudiantes .
sobreyectividad
Valores del
1110 Si conjunto{l _ }
—:neN
n
Relacién entre parejas de
1150 Si valores _del ejexy del_eje
1 y,/ por ejemplo, H(3) =
. 4. 1/3 -
H:N— n'nEN ey Version 1 o 111:
grafico no es Valores naturales del
J e 1210 Si suficiente, la condicion . |
0 es indispensable. €JE X, valores
o - racionales del eje y
o7 2310 Si El conjunto de elementos de la forma 1/n
oo verticales ) :
o . — rectas horizontales
04 . Saltos en el grafico, q de est
' . . valores particulares que | &N ¢ada uno de estos
01 2320 No no tienen una abscisa valores.
S I R R B S correspondiente, por
22 ejemplo 0.7 y 0.8 Versién 1
Ejes vertical, horizontal Valores del
Funcion sobreyectiva 3120 No y sus respectivos codominio en la
elementos condicion, conjunto
(Se considera N como el . Se hace uso de la len
. . 3210 Si L n
conjuntos de los nimeros condicion
naturales sin el cero) Ejes x e y, grafica como
4300 Si elementos que toman un
comportamiento (trazo)
Valores naturales del eje
4400 Si X, inversos de dichos
valoresen el eje y

Tabla 13c. Unidades visuales discriminadas en el grafico 3 de la encuesta 2.

Respecto a la precision en la decision de la sobreyectividad, puede notarse que siete

de los nueve estudiantes acertaron en su eleccion, lo cual se traduce en que el 77% de los

estudiantes acertaron en cuanto a la sobreyectividad de la funcion.

Finalmente, en el cuarto grafico hemos considerado que el eje x y sus valores asi
como los valores del eje y en los intervalos (-, -1), (-1, 1) y (1, ) constituyen elementos

pertinentes en la determinacion de la sobreyectividad, ya que corresponden respectivamente
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al dominio y al codominio de la funcion los cuales aparecen en las versiones | y 11l de la
definicion. También tomamos como unidades visuales pertinentes al eje y junto con todos
sus valores y los valores -1 y 1 del eje y que corresponden al codominio y al rango de la

funcién segun la version 11.

Segun la tabla 13d puede verse que el estudiante 1110 logré percibir el conjunto de
llegada (eje y) como pertinente, mientras que el estudiante 1150 le dio prioridad a los
valores -1 y 1 que también son elementos que consideramos como pertinentes. El estudiante
1210 hace referencia a elementos como el eje x los cuales son pertinentes de acuerdo a la

version | o 11, pero no de acuerdo a la version 1.

De los estudiantes de la categoria B cuya version personal se acerca a la version
formal I, el estudiante 2310 no hace referencia a ningun elemento de los que hemos
definido como acertados, mientras que el estudiante 2320 hace referencia a uno de estos:
los valores del eje y. Sin embargo, el estudiante 2310 refiere al algo que puede llegar a ser
pertinente: determina un conjunto al que pertenecen los valores que aparecen relacionados.

Esto podria llegar a entenderse como el rango en este caso.

El estudiante 3120 hace referencia a los ejes vertical y horizontal, de los cuales
solamente el segundo corresponde a un elemento pertinente de acuerdo a las versiones | o
I11, mientras que el estudiante 3210 hace referencia a los mismos elementos definidos como

pertinentes salvo por la comprobacion por medio de las rectas horizontales.
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Grafico

Estudiante

Sobreyectividad
segun los
estudiantes

Elementos
presentes en la
descripcién

Elementos
pertinentes segun
cada versién de la

sobreyectividad

1110

No

Valores del eje y que
la gréfica no toma,
conjunto de llegada
en la condicion (R)

1150

No

Valores -1y 1 del
ejey

1210

Si

Valoresenel eje x y
en el eje y, condicion

2310

No

Conjunto al que
pertenecen los
elementos verticales,
elementos de este
conjunto que no
estan relacionados
por medio de puntos

Funcién no sobreyectiva

2320

Si

Valores del eje x,
valores del eje y

3120

Si

Elementos de los
ejes vertical y
horizontal
respectivamente

3210

No

Valores -1y 1,
valores del eje x y
valores de R (eje y)
que no tienen pre-
imagen

4300

No

Ejes x e y, gréfica
como elementos que
toman un
comportamiento
(trazo)

4400

No

Valores enel eje x y
valores-1ylenel
ejey

Version | o IlI:
Eje x y sus valores,
valores del eje y en los
intervalos (-oo, -1), (-1,
1) y (1, ), rectas
horizontales en esos
intervalos

Version 1l:
Eje y junto con todos
sus valores, Valores -1
y ldelejey

Tabla 13d. Unidades visuales discriminadas en el grafico 4 de la encuesta 2.

El estudiante 4300 hace referencia a todos los valores del eje x y del eje y. El

primero resulta pertinente segln las versiones | o Ill, mientras que el segundo resulta

pertinente solo para la version 1. El estudiante 4400 menciona al eje x y sus valores el cual
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es un elemento pertinente segun la version | o 11, luego menciona los valores -1y 1 en el

eje y los cuales son pertinentes en la version Il.

En lo que respecta a la certitud en las elecciones de la sobreyectividad, seis de los
nueve estudiantes decidieron correctamente. Esto quiere decir que el 66% del grupo de

estudiantes acertd en su eleccion.

Puede verse en cada uno de los graficos que los estudiantes hacen referencia a
algunos de los elementos que en cada caso consideramos como pertinentes. Tales
elementos pueden considerarse entonces como unidades visuales los cuales podrian

caracterizarse mas adelante como cognitivamente pertinentes.

Sin embargo, pese a que en cada grafico los estudiantes pudieron discriminar
unidades significantes diferentes al de los otros, algunas de éstas refieren a caracteristicas

comunes para funciones continuas asi como para funciones discontinuas.

En el caso de las funciones continuas las cuales corresponden a los graficos 1y 2, la
extension vertical del trazo del grafico de una funcién resulta esencial, ya que refiere a un
elemento pertinente de acuerdo a la version Il de la sobreyectividad de las funciones: el
rango. Para las funciones discontinuas que corresponden a los graficos 3 y 4, la
determinacion de valores del eje y que aparecen relacionados por medio de la funcion como
un conjunto, resulta pertinente ya que también refiere al rango de la funcién. Algunos de
los elementos que consideramos pertinentes en cada caso hacen referencia a estas
caracteristicas; aun asi, como se describié anteriormente, hay otros elementos que dan

cuenta de las mismas caracteristicas y que también pueden resultar pertinentes.
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En este orden de ideas, toda unidad que haga referencia a la extension vertical en
funciones continuas y a conjuntos de valores particulares del eje vertical puede llegar a

ser pertinente.

A continuacién mostramos la discriminacion que se hizo de las unidades simbdlicas
que los estudiantes tuvieron en cuenta para la determinacion de la sobreyectividad de una

funcidn dada su representacion en el registro algebraico.

Discriminacion de unidades simbdlicas llevada a cabo por los estudiantes

Las tablas 14a hasta la 14d dan cuenta de las unidades simbdlicas que los
estudiantes lograron discernir de las representaciones analiticas de las cuatro funciones que
se presentaron en la encuesta 3, contrastandolas con las que, de acuerdo a la version formal

que corresponde a cada categoria, consideramos como pertinentes.

Para el caso de la expresion 1 la tabla 14a muestra que para las versiones | y Il
hemos escogido como unidades significantes a los siguientes elementos: variable X,
simbolo x?, valor 1 como sumando. La variable x resulta pertinente ya que hace referencia a
los valores del dominio, x* y el valor 1 permiten observar que solamente los valores
mayores a 1 estan relacionados con los valores del dominio. Para la versién Il se tuvo en
cuenta el simbolo R que representa al conjunto de los niimeros reales, el simbolo x* y el
valor 1 como sumando. El simbolo R corresponde al contradominio de la funcién, de X y

del valor 1 se desprende que el rango los valores mayores a 1.

La tabla 14a muestra que los estudiantes 1110 y 1150 pudieron discriminar el

simbolo x* (o por lo menos el superindice), como unidad significante.
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Sobreyectividad
Estudiante|  segun los
estudiantes

Elementos pertinentes
segun cada version de
la sobreyectividad

Expresion
analitica

Elementos presentes en la
descripcion

Simbolo x?, la suma de la unidad,
codominio de la condicion (R)

Superindice de la variable x, la
suma de la unidad

No hace explicita ninguna unidad
1210 No simbolica, recurre al esbozo del
grafico de la funcién

Superindice de la variable x,
2310 No conjuntos de partida y de llegada
en la condicion

2320 Si Simbolo x?, condicién F:R — R

1110 No

1150 No

Versiéon 1 o 111:
Variable x, simbolo x?,
valor 1 como sumando

F:R—-R La expresién en conjunto, valor 1,
F(x)= X2 +1 3120 Si referencia a la parabola y
concavidad

Version Il:
Simbolo R de la
condicion, simbolo X2,
valor 1 como sumando

Funciéon no Valor 1 como coeficiente del
Sobreyectiva simbolo Xz, CondiCién, tlplflCﬁClén
3210 No de la funcién (cuadrética),
conjunto de valores que no tienen
pre-imagen: (1, «)

No hace explicita ninguna unidad
4300 No simbdlica, conjunto inicial y final
de la funcién

Compara la expresion F(x)=x?+1
CoN F(x) =ax? +bx+c, €l
4400 No coeficiente a 'y el valor 1 que

acompafia a X%, referencia a la
parabola y concavidad

Tabla 14a. Unidades simbolicas discriminadas en la expresion 1 de la encuesta 3.

Sin embargo, el 1110 logré identificar el simbolo R como el codominio mientras
que el 1150 logré identificar la unidad. El estudiante 1210 no especificd ninguna unidad;
empero, menciona la necesidad que tiene para él la recursion al gréafico cartesiano. Esto es
evidencia de que es el sentido gréafico cartesiano — expresion analitica la que brinda

informacion mas relevante que el sentido contrario.
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Los estudiantes 2310 y 2320 solamente lograron identificar el simbolo x*> como una
unidad pertinente. El estudiante 2310 hace referencia a los conjuntos de partida y de llegada
de la funcién, pero sin hacer mencién a la expresion analitica por lo cual no las
consideramos como pertinentes. Por su parte, 2320 recurre a la condicion F:R — R lo cual

indica la importancia de esta en la determinacion de la sobreyectividad.

El estudiante 3120 menciona el valor 1 como una unidad pertinente, ademas, indica
que la expresion en conjunto puede llegar a ser pertinente; esto podria llegar a considerarse
ya que por medio de la expresion igualada con un valor apropiado puede llegarse a un
resultado falso obteniendo asi que la funcidén no es sobreyectiva. Cabe agregar que este
estudiante sefiala algunos elementos que son propios del registro cartesiano como la
concavidad. El estudiante 3210 menciona el valor 1 y el simbolo x* como unidades
pertinentes, agregando elementos como la condicion, caracteristicas como la tipificacion de
la funcion, y la determinacion por medio de un intervalo de los elementos que no tienen

pre-imagen.

El estudiante 4300 no hace referencia alguna de elementos simbdlicos de la
expresion analitica. El estudiante 4400 hace mencién del simbolo x* el valor 1,
coincidiendo con las unidades que consideramos como pertinentes. Menciona ademas el
coeficiente de x°, a la parabola que la representa y a su concavidad, los cuales podrian

considerarse en la representacion cartesiana de la funcion.

Puede verse en la tabla 14a que siete de los nueve estudiantes acerté en cuanto a la

sobreyectividad de la funcidn, es decir, el 77% de los estudiantes seleccionados.
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En el caso de la expresion 2, se puede observar en la tabla 14b que para las
versiones | y Il hemos escogido como unidades significantes a la variable x, al coeficiente
3y la expresion sen x. La variable x resulta pertinente ya que hace referencia a los valores
del dominio, el coeficiente 3 y sen x permiten observar que solamente los valores entre -3 y
3 estan relacionados con los valores del dominio, puesto que estos muestran que la
amplitud de la funcidn seno aumenta de [-1, 1] a [-3, 3]. Para la version Il se tuvo en cuenta
la expresion [-3, 3] de la condicion, el coeficiente 3 y la expresion sen x. La expresion [-3,
3] corresponde al contradominio de la funcidn, el coeficiente 3 y la expresion sen x indican

que el rango son los valores mayores a entre -3y 3.

La tabla 14b muestra que los estudiantes 1110, 1150 y 1210 pertenecientes a la
categoria A discriminaron el coeficiente 3 y expresion sen x como unidades pertinentes
para la sobreyectividad, de acuerdo con la version Il de su definicion. Sin embargo, el
estudiante 1150 fue el Gnico que ademas distinguid la expresion [-3, 3] de la condicién la
cual resaltamos como pertinente. El estudiante 1210 recurre al esbozo de la gréfica de la

funcioén.

De los estudiantes de la categoria B, 2310 hace referencia a los conjuntos de partida
y de llegada de la condicion; sin embargo, no recurre a ningun elemento de la expresion
analitica. De otro lado, 2320 recurre a la condicion G:R —[-3,3] y al esbozo del grafico de
la funcion las cuales no consideramos pero resultan interesantes, ya que se muestra la
necesidad de recurrir a otras representaciones. El estudiante 2320 adiciona la expresion [-3,

3] como intervalo que corresponde al codominio de la funcién sefialado en la condicion.
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Sobreyectividad

Elementos pertinentes

Expresion . ; Elementos presentes en la . -
oy Estudiante segun los Y seguin cada version de la
analitica ; descripcién o
estudiantes sobreyectividad
Valor 3, expresién sen x, el cual
1110 Si modifica el maximo y el
minimo de la amplitud
. Valor 3, expresion sen X,
1150 S intervalo [-3, 3] de la condicion
Valor 3, expresion sen X,
1210 Si recurre al esbozo del gréafico de
la funcion Versién 1o 11
) Conjuntos de partida y de Variable x, coeficiente 3,
G:R—>[-33] 2310 No llegada en la condicion expresion sen x
G(x) =3senx Condicion G:R —[-3,3],
B 2320 No intervalo [-3, 3], recurre al Version Il
Funcion esbozo del grafico de la funcién|  Expresion [-3, 3] de la
sobreyectiva No hace explicita ninguna condicion, coeficiente 3,
3120 Si unidad simbolica, recurre al expresion sen x
grafico de la funcién y a un
diagrama sagital
. Valor 3, expresion sen X,
3210 S intervalo [-3, 3]
4300 NR. No_ hace_exp!lglta ninguna
unidad simbdlica
4400 Si Valor 3, expresion sen x

Tabla 14b. Unidades simbdlicas discriminadas en la expresion 2 de la encuesta 3.

El estudiante 3120 recurre a otras representaciones como la sagital y la cartesiana

para poder elegir acerca de la sobreyectividad de la funcion. De otro lado, 3210 indica que

el coeficiente 3, la expresion sen x y el intervalo [-3, 3] son las unidades que supone

pertinentes. Aungue de acuerdo a su categoria deberia sefialar elementos de las versiones |

o Il1, uno de los elementos que menciond (expresién [-3, 3]) corresponde a la version 1.

Esto evidencia que se presentan cambios de version en algunos casos.

El estudiante 4300 no refiere ninguna unidad lo cual es un sintoma de dificultades

con el registro algebraico. El estudiante 4400 discrimind el valor 3 y la expresion sen x las
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cuales se ajustan a cualquiera de las versiones ya que no se hace mencion de la variable x ni

de la expresion que personaliza al contradominio.

Puede verse que en la tabla 14b que seis de los nueve estudiantes lograron acertar en

su eleccion de la sobreyectividad, es decir, el 66%.

Para el caso de la expresion 3, la tabla 14c muestra que para las versiones | y 1lI
hemos escogido como unidades significantes a la variable u y la expresion 1/u. La variable
u resulta pertinente ya que hace referencia a los valores del dominio, la expresion 1/u
permite ver que solamente los inversos multiplicativos de los naturales estan relacionados

con los valores del dominio. Para la version Il se tuvo en cuenta la expresion {n’l ne N} de

la condicion que corresponde al contradominio, y la expresion 1/u que indica que el rango

corresponde a los inversos multiplicativos de los nUmeros naturales.

La tabla 14c muestra que el estudiante 1110 refiere solamente a la expresién
{n*:neN} como unidad pertinente. Sin embargo, resalta la expresion ueNAu=0 la cual

corresponde con la restriccion de la funcion y que resulta pertinente pues resulta
equivalente con la expresién asociada al codominio. Por su parte, el estudiante 1150 no
menciona unidad simbdlica alguna, mientras que 1210 explicita la expresion 1/u y
menciona la expresion 1/n que es oportuna ya que hace parte de la expresion que representa

al codominio.

El estudiante 2310 hace referencia a la expresion 1/u como unidad pertinente la cual
también hemos considerado. No obstante hace referencia a los conjuntos de partida y de

llegada sin recurrir a las expresiones que los representan, por lo cual no se toman en cuenta.
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El estudiante 2320 hace mencion de la expresion u e N que estd en la restriccion y puede

asociarse con la variable u que consideramos, y de la necesidad del grafico cartesiano.

Al igual que el estudiante 2310, 3120 hace mencion de la expresion 1/u y del

conjunto de partida, de las cuales solo la primera resulta pertinente de acuerdo a las

versiones |y 11, segun lo que se mencion6 anteriormente. El estudiante 3210 refirié que las

expresiones 1/u y 1/n son oportunas tal como lo indicé también el estudiante 1210.

Expresion analitica

Estudiante

Sobreyectivida
d segun los
estudiantes

Unidades simbélicas presentes
en la descripcion

Elementos
pertinentes segin
cada version de la

sobreyectividad

H:N—>{n’1:neN}
H(u):1
u

ueNAu=z0

Funcién
sobreyectiva

1110

Si

Simbolo nt, simbolos
ue N Au=0, conjunto

-1. . -z
i :ne N} ge 1a condicion.

1150

Si

No hace explicita ninguna unidad
simbdlica

1210

Si

Simbolo 1/u de la expresion
analitica y simbolo 1/n (0 n'Y) de
la condicidn, recurre al esbozo del
gréfico de la funcién y a una
tabulacién de valores

2310

Si

Referencia a 1/u como opuesto
multiplicativo, conjunto de partida
y de llegada en la condicion

2320

Si

Expresion u e N y conjunto de
partida de la condicién, recurre al
eshozo del grafico de la funcién

3120

Si

Simbolo 1/u de la expresion
analitica y conjunto de partida de
la condicion

3210

Si

Simbolo 1/u de la expresion
analitica y simbolo 1/n (0 n'Y) de
la condicion

4300

Si

No hace explicita ninguna unidad
simbdlica

4400

Si

Referencia al
conjunto {u‘1 ‘ue N}como rango
de H, igualacion con {n*:ne N}

Version 1 o IlI:
Variable u, expresion
1/u

Version I1:
Expresion fn:ne N}
de la condicion,
expresion 1/u

Tabla 14c. Unidades simbolicas discriminadas en la expresion 3 de la encuesta 3.
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El estudiante 4300 tampoco indica en este caso ninguna unidad de la expresion
analitica. Por otra parte, el estudiante 4400 considera la expresion 1/u al interior del

conjunto {u*:UeN}, el cual también puede considerarse como unidad significante al
representar simbolicamente el rango de la funcién. Menciona ademas la expresion

{n‘1 ‘ne N} la cual hace parte de la versién Il como referencia al contradominio.

En cuanto al acierto en la sobreyectividad, de la tabla 14c puede decirse que el

100% de los estudiantes acerto en su eleccion.

La tabla 14d muestra que para las versiones | y 111 hemos escogido como unidades
significantes a la variable t, simbolos t* y 0. La variable t resulta pertinente ya que hace
referencia a los valores del dominio, los simbolos t* y 0 asociados respectivamente a las

expresiones teQ y t ¢ Q permiten ver que solamente los valores racionales positivos y el

cero estan relacionados con los valores del dominio. Para la version 1l se tuvo en cuenta el
simbolo R de la condicién que corresponde al contradominio, y los simbolos t* y 0 de los

que se desprende que el rango es el conjunto de los racionales positivos junto con el cero.

El estudiante 1110 no distingue ninguna unidad de la expresion 4. El estudiante
1150 distingue el superindice del simbolo t*, el cual es pertinente ya que es un indicador de
que el rango son nimeros positivos, sin embargo no distingue ninguna otra unidad para
determinar la naturaleza de estos numeros. De otro lado, 1210 distingue el valor 0, la

condicién y las expresiones teQy t¢Q, pero no distingue el simbolo t el cual define

gran parte de los elementos del rango.
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Sobreyectividad

Unidades simboélicas

Elementos pertinentes

Expresion analitica |Estudiante segun los resentes en la descrincion seglin cada version de
estudiantes | P la sobreyectividad
No hace explicita ninguna
1110 No unidad simbolica
1150 No Superindice de la variable t
Condicion, expresiones
1210 No teQyteQ,valorOdela
expresion analitica de y(t)
Conjuntos de partida y de »
llegada en la condicion, Version 1 o I11:
2310 No partes de la expresion Variable t, simbolos t? y
7:R->R analitica de la funcion valor 0, expresiones
2, siteQ Condlt?llon Z:R—;R, teQyteQ
y(t)= ) 9320 si expresion t ¢ Q, t° y valor
0, sitegQ ! o
0, recurre al esbozo del Version Il:
. gréﬁCO de la fUnCién Simbo'o R de la
Funcion no No hace explicita ninguna condicién, simbolo t?,
sobreyectiva idad simboli Artice (0 _
3120 Si unidad simbolica, vertice (O, | valor 0, expresiones
0) de la parabola definida en
: teQytegQ
la primera parte de y
Expresiones teQy t¢Q,
3210 No simbolo t? y valor 0,
intervalo (0, - )
4300 NR. Part(,es: de la expre5|_o’n
analitica de la funcion y
4400 No Variable t, valor 0 para y(t)

Tabla 14d. Unidades simbdlicas discriminadas en la expresion 4 de la encuesta 3.

El estudiante 2310 menciona los conjuntos de partida y de llegada sin ofrecer

expresion simbolica que dé cuenta de estos; menciona ademas las “partes” de la expresion

analitica. Esto puede llegar a ser pertinente pues aungue no refiere a unidades simbdlicas,

es facil notar que habla de los simbolos t* y valor 0, asi como de las expresiones teQy

t ¢ Q. Sin embargo, no menciona nada sobre el simbolo R que representa el contradominio.

El estudiante 2320 explicita la condicién, la expresiént ¢ Q, los simbolos t? y 0, haciendo
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ademas una referencia a grafico de la funcién. Sin embargo no dice nada de la expresion

teQ la cual es necesaria para conocer la naturaleza de los elementos del rango.

El estudiante 3120 no refiere unidad simbolica alguna, solo hace referencia a
elementos que atafie a la representacion grafica de la funcion. El estudiante 3210 discrimina
casi todas las unidades simbdlicas que consideramos salvo la variable t, incluyendo en su
descripcion el intervalo (0, - «), el cual es pertinente ya que forma parte de los elementos

gue no estan relacionados por medio de la funcion.

Aunque no decide sobre la sobreyectividad de la funcion y, el estudiante 4300
menciona al igual que el estudiante 2310 las “partes” de la expresion analitica de las cuales
justificamos su pertinencia. El estudiante 4400 discrimina la variable t y el valor O las
cuales hacen parte de las versiones | y Ill de la definicion. Sin embargo no discrimina el
simbolo t* que describe gran parte de los elementos que estan relacionados por medio de la

funcién con los elementos del dominio.

En cuanto a la precision en la determinacion de la sobreyectividad, la tabla 14d
muestra que seis de los nueve estudiantes lograron acertar en su eleccion. Esto cantidad

corresponde al 66% de los estudiantes que desarrollaron la encuesta.

Para cada una de las expresiones analiticas de las funciones se pueden observar
casos en los cuales los estudiantes recurren a elementos distintos de los que consideramos
como pertinentes de acuerdo a las distintas versiones de la definicion. Ejemplo de esto es la

mencion reiterada que hacen algunos estudiantes de la necesidad de recurrir a los gréficos
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de cada una de las funciones. Esto muestra que para algunos estudiantes los graficos

cartesianos ofrecen informacion que en la expresion analitica no se puede percibir.

Es interesante observar que tanto para el registro de los graficos cartesianos como
para el algebraico se recurre a la condicion dada por la representacion f : A— B para poder
establecer la sobreyectividad de una funcion. Esto indica que esta condicion resulta ser
esencial para la comprensidn de la sobreyectividad y para su determinacion en una funcion

arbitraria, tal como lo sefal6 el estudiante 1150.

Algunas dificultades comunes en la discriminacion de unidades significantes en

cada registro por parte de los estudiantes

Aunque los gréaficos cartesianos y las expresiones analiticas de las funciones
incluidas en las encuesta 2 y 3 son representaciones diferentes del mismo objeto y, por
tanto, cada una presenta dificultades muy particulares respecto a la sobreyectividad, en
ambas se logrd percibir algunos problemas comunes al registro algebraico y al registro

cartesiano.

Un primer problema tiene que ver con algo en lo que se insistio constantemente y
tiene que ver con la mencion que los estudiantes hacen de elementos que para ellos
permiten determinar la sobreyectividad pero que en realidad no son pertinentes. Parte
de ello se pudo observar cuando se anotd en varias ocasiones que se traian a colacion
elementos que corresponden a varias versiones de la definicion, en lugar de hacer referencia
solo a las que atafien a la version que acogio de acuerdo a la categoria a la que pertenece;

también se hace evidente esta situacion cuando se mencionan elementos que corresponden
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a partes de la funcién pero que no hacen referencia a elementos de ninguna de las

representaciones.

Otro problema que se pudo observar fue especificamente con el registro algebraico,
ya que en varias ocasiones notamos casos en los que los estudiantes no lograron discriminar
ningun elemento de las expresiones analiticas de las funciones. Esto muestra que es la
discriminacion de unidades significantes en el registro algebraico la que presenta mayor
problema; esto puede ser debido principalmente al hecho de que en varias ocasiones los
estudiantes no logran relacionar elementos de la funcion que de acuerdo a las versiones de

la definicién deben tenerse en cuenta con las unidades simbdlicas que componen la funcion.

Este dltimo problema también se pudo observar en la discriminacion de los
elementos que los estudiantes consideraron como pertinentes en cada una de las funciones
de la encuesta 4, de las cuales se ofrecidé su expresion analitica y su grafico cartesiano

simultaneamente.

En las tablas 15a a la 15d puede notarse que se dan varios casos en los cuales los
estudiantes no dan cuenta de ninguna unidad visual o simbolica que para ellos haya sido
relevante. Mas aln, esta situacién se presenta con mayor frecuencia en el caso de la

representacion analitica.

De los resultados consignados en estas tablas puede notarse que es dificil para
algunos estudiantes discriminar unidades pertinentes en cada registro cuando estos aparecen
simultdneamente. Incluso puede observarse que en algunos casos la discriminacion se

recarga sobre una de las representaciones, en este caso, sobre la representacion gréfica.
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Condicidn, expresion
analitica y gréfico

Sea f : R — Rtal que
f(x)=4-x>

i

T

Funcidn no sobreyectiva

Estudiante|Sobreyectividad Elemeqtos usa@o_s en el Elemgntos usados en el
registro grafico registro algebraico
1110 | No sobreyectiva |Extension de la parabola Valqr_4 de la expresion
analitica
Valores del eje y que no Superindice de la variable
1150 | No sobreyectiva tienen pareja Xy val_o,r 4 de I,a_
expresion analitica
1210 No sobreyectiva Punto,maxmo (0, 4) de Forn_wg cuadratica de la
la pardbola funcién
- Superindice de la variable
2310 No sobreyectiva Nq |_nd|ca elementos del x como grado del
gréfico - ; -
polinomio de la expresién
2320 Sobreyectiva TraZ(_), simetria, puntos Expres_lon analitica de f
del eje x y del eje y en conjunto
3120 Sobreyectiva Eje_vertlcal, eje Superln_dl_cg de la varlgple
horizontal X para tipificar la funcién
Punto maximo (0, 4) de Expresion analitica de f
3210 No sobreyectiva (la pardbola, sentido de la prest
en conjunto
abertura
4300 No sobreyectiva NQ |_nd|ca elementos del |No |nd.|f:a elemgntos de la
grafico expresion analitica
4400 No sobreyectiva gNrg;iréglca elementos del Valor de y sin pareja

Tabla 15a. Rejilla de andlisis de la relacion entre los elementos que constituyen cada
representacion de la funcion 1.

Condicidn, expresion
analitica y gréafico

Estudiante

Sobreyectividad

Elementos usados en el
registro grafico

Elementos usados en el
registro algebraico

Seap: R — 7 tal que

Simbolo [x] de la

p(x) = [x]+1
Y
3 —
2 *—p
1 =
0, %
1
.—Q 2
-3

Funcién sobreyectiva

1110 Sobreyectiva |Valores enteros en el eje y y i
expresion analitica
1150 Sobreyectiva Valores enteros en el eje y, |Parte entera ([x]), suma
valores reales en el eje x del valor 1
1210 Sobreyectiva NQ |_nd|ca elementos del Parte entera ([x]), suma
gréfico del valor 1
Ciertos valores del eje x
2310 | No sobreyectiva |relacionados con un valor del|Parte entera ([x])
ejey
2320 | No sobreyectiva Sa_ltos de la funcién, puntos |No |nd|c§’elemen't_os de
abiertos y cerrados. la expresion analitica
. Partes del trazo, elementos  |No indica elementos de
3120 Sobreyectiva . . -, o
del eje x y del eje y la expresion analitica
3210 Sobreyectiva Valores enteros del eje x (1 y |No |nd|cz§1’elemen'tps de
2),ydelejey (2y3) la expresion analitica
. No indica elementos del No indica elementos de
4300 Sobreyectiva e -, .
gréfico la expresion analitica
4400 Sobreyectiva Conjunto de valores enteros |No indica elementos de

del ejey

la expresion analitica

Tabla 15b. Rejilla de analisis de la relacion entre los elementos que constituyen
cada representacion de la funcién 2.
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Condicidn, expresion analitica y

gréfico

SeaG:R — ztal que G(x) = Arctanx

¥

|

2

-z

Funcién no sobreyectiva

. - Elementos usados en | Elementos usados en
Estudiante|Sobreyectividad . . : .
el registro grafico | el registro algebraico
Valor entero de y que -
1110 No sobreyectiva |no es imagen de la No |nd|ce_1,elemen,tps de
-, la expresion analitica
funcién
1150 No sobreyectiva |Valor 5 del eje No indica elementos de
Y 1€y la expresion analitica
| Valores /2’y /2 No indica elementos de
1210 No sobreyectiva |como asintotas la expresion analitica
horizontales P
2310 Sobrevectiva Valores enteros entre —|No indica elementos de
. Y 2ya/2(-1,0y1) la expresidn analitica
. Continuidad del No indica elementos de
2320 Sobreyectiva gréafico la expresion analitica
3120 Sobreyectiva No mc}u_:a elementos  |No |nd|ce_1,elemer1tps de
del gréfico la expresion analitica
Valores /2’y /2 No indica elementos de
3210 No sobreyectiva |como asintotas -/ i
. la expresion analitica
horizontales
4300 No sobreyectiva No mQu_:a elementos |No |nd|c§1’elemen't_os de
del gréfico la expresion analitica
4400 Sobreyectiva No m@u_:a elementos Expresmp analitica de
del grafico G en conjunto

Tabla 15c. Rejilla de andlisis de la relacion entre los elementos que constituyen cada
representacion de la funcion 3.

Condicion, expresion analitica y . - Elementos usados en | Elementos usados en
i Estudiante|Sobreyectividad . e : .
gréfico el registro grafico | el registro algebraico
1110 No sobreyectiva No mc/il(_:a elementos Vang{ble nde la
S C1dtal del grafico funcion &
ea £:z7" —|-11] talque . . Variable n de la
£(n) = (10t 1150 No sobreyectiva |Valor 0.5 del eje y funcion &
b 1210 | No sobreyectiva Valor1delejex,  |No mdmg}elemen}t_os de
valores 1y -1 del eje y |la expresion analitica
. Elementos del eje x y  |No indica elementos de
2310 Sobreyectiva del ejey la expresion analitica
. . 2320 Sobreyectiva No mc,il(_:a elementos  |No |nd|ce_1’elemer1tps de
del grafico la expresion analitica
"‘ PoE o EE 3120 Sobreyectiva |Puntos del grafico No |nd|c§’elemen't_os de
. la expresion analitica
Valores del eje y entre
* 3210 | No sobreyectiva [0.5y 1 que no tienen |Simbolo n™*
pre-imagen
4300 | No sobreyectiva No indica elementos  |No indica elementos de
del grafico la expresion analitica
Funcién no sobreyectiva indi Variable n, Expresion
4400 Sobreyectiva No 'n(,j".;a elementos analitica de en
del gréfico .
conjunto

Tabla 15d. Rejilla de analisis de la relacion entre los elementos que constituyen

cada representacion de la funcion 4.
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Algunas consideraciones finales

Dado que la conversion que de acuerdo a lo que hemos analizado va en el sentido
grdfico cartesiano — expresion analitica, lo que sigue de la discriminacion de unidades
visuales y simbolicas en cada registro por separado que hemos hecho hasta el momento, es
tomar los elementos que los estudiantes discriminaron para cuando aparecen
simultaneamente las dos representaciones de la misma funcion (informacién que aparece en
las tablas 15a a la 15d), haciendo variaciones en las unidades visuales observando cuales de
estas producen variaciones en las unidades simbolicas. Estas variaciones permitirian definir
(como hemos mencionado anteriormente) variables y valores visuales y valores categoriales
para la determinacion de la sobreyectividad. Las unidades que estén relacionadas con estos

valores seran las consideradas como cognitivamente pertinentes.

Después de este proceso sigue finalmente el contraste con las unidades que los
estudiantes lograron discriminar para el registro algebraico y el registro cartesiano por

separado.

Sin embargo, como lo mencionamos anteriormente en este trabajo no se alcanza a
llegar a este punto debido a restricciones en los tiempos reglamentarios para la presentacion
de éste. No obstante, quedan consignados los elementos que los estudiantes lograron

discriminar, asi como los soportes de los cuales se extrajo la informacion.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

Y todo lo que hagais, hacedlo de corazdn,

como para el sefior y no para los hombres ...

Colosenses 3:23

En este capitulo presentamos las conclusiones e implicaciones didacticas que
resultaron del andlisis de la comprensién de la sobreyectividad, a la luz de las
investigaciones hechas por Duval sobre los registros de representacion semiotica y su papel

en la adquisicion de los conocimientos matematicos.

A partir de esto mostramos de forma general los factores generadores de algunas de

las dificultades en la comprension de la sobreyectividad, los cuales se pudieron detectar en
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nuestro analisis. Seguidamente se presentan algunas propuestas que en trabajos posteriores

podrian considerarse como aportes al control de tales dificultades.

Algunas dificultades en la comprension de la sobreyectividad y sus
factores generadores

A partir de los resultados obtenidos en este estudio hemos podido confirmar la
existencia de algunas dificultades en la comprension de la sobreyectividad y algunos de los

factores que las generan.

La primera dificultad se hizo manifiesta en el andlisis de las versiones formales de
la definicion versus las versiones personales de cada estudiante y tiene que ver con la falta
de coherencia de las segundas con las primeras. Como se mencioné en el capitulo 4, esta
dificultad se debe a la sustitucion de elementos pertinentes en las versiones formales por
otros que no lo son y a la confusion de la sobreyectividad con otras propiedades de las
funciones. De ahi esta dificultad se traduce en la falta de comprension de la definicion de la

sobreyectividad en cada una de sus versiones formales por parte de los estudiantes.

Una segunda dificultad aparecié en el examen que se llevd a cabo de los
procedimientos que segun los estudiantes llevarian a cabo para probar la sobreyectividad de
una funcidn en las representaciones analitica y gréfica; esta dificultad tiene que ver con la
falta de coherencia entre sus procedimientos descritos y los que se consideraron como
optimos de acuerdo a la categoria de cada estudiante. Se encontr6 que la sustitucion de
elementos pertinentes que aparecen en los procedimientos para cada representacion de

acuerdo a cada version por otros que no lo son, constituye un factor generador de esta
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dificultad, asi como la falta de explicitacidn de las hip6tesis que se tendrian en cuenta para

poder comenzar la prueba.

La segunda dificultad radica entonces en la incapacidad por parte de los estudiantes
de interpretar de forma adecuada la definicion de la sobreyectividad en cada uno de los dos

registros y de llevar a cabo un procedimiento que la verifique.

La tercera dificultad que logr6 caracterizarse tuvo su emergencia en la revision que
se hizo de las unidades significantes que los estudiantes tuvieron en cuenta en cada una de
las dos representaciones por separado; esta dificultad consiste en la imprecisa escogencia
que hacen los estudiantes de las unidades que aportan informacion a la determinacion de la
sobreyectividad. Un factor generador de esta dificultad consiste en la referencia que hace la
mayoria de los estudiantes a unidades visuales y simbolicas que son pertinentes en otras

versiones de la definicion pero no en la que corresponde a su categoria.

En el caso especifico de la representacion analitica, en algunas ocasiones la
escogencia o discriminacion de unidades fue nula. Esto se manifestd de forma mas
acentuada en el andlisis de las unidades discriminadas cuando ambas representaciones
aparecen simultaneamente. De ahi se concluye que es en el registro algebraico en el que

existe mayor problema.
Aportes del estudio al caso especifico de la comprension de la
sobreyectividad

Pese a que por cuestiones de tiempo no se logroé avanzar hasta la determinacion de

los valores visuales y categoriales en cada uno de los dos registros tomados en cuenta, los
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cuales un estudiante deberia llegar a distinguir para llegar a comprender dicha propiedad,
hasta este punto podemos describir algunos aportes al control de las dificultades antes

descritas:

1. En lo que respecta a la dificultad en la comprension de la definicién de la
sobreyectividad resulta importante que en el proceso de ensefianza se presenten
cada una de las versiones de la definicion de esta propiedad y de los elementos
de la funcién que en cada una se ven involucrados. De esta forma, los
estudiantes al menos estarian conscientes de los elementos que son pertinentes

en la verificacion de tal propiedad.

2. Enlo que respecta a la dificultad en la comprension de la definicion interpretada
en los dos registros considerados, se hace necesaria la explicitacion de la
condicion dada por la expresion f : A— B y de las hipdtesis que se tendran en
cuenta de acuerdo a cada version de la definicion, para que los procedimientos
llevados a cabo para la verificacion de esta propiedad tengan un rumbo bien
definido. Ademas, es necesario crear estrategias que permitan que los
estudiantes puedan interpretar de forma adecuada los elementos pertinentes de la

funcién que aparecen en la definicion en cada registro de representacion.

3. En lo que respecta a las unidades significantes en cada representacion, la
discriminacion de estas es un proceso que se debe presentar de forma explicita a
los estudiantes. Mas aun, resulta pertinente darle la posibilidad al estudiante de

que pueda hacer una discriminacion de tal tipo por si mismo, de tal forma que



143

con la mediacién del docente pueda adquirir habilidad en la discriminacion de
las unidades que resultan pertinentes en cada registro para la verificacién de una
propiedad como la sobreyectividad, insistiendo en aquel que presente mayor

problema para los estudiantes, en este caso, en el registro analitico.

Es necesario reiterar que estos aportes son hechos hasta donde se pudo llegar.
Resultaria interesante ver que otro tipo de aportes se pueden ofrecer con el analisis de las
unidades significativas cuando aparecen las dos representaciones al mismo tiempo. Esta

tarea queda pendiente para posteriores estudios en esta misma linea.

Aportes del estudio a la educacion matematica

Ademés de los aportes hechos al caso especifico de la comprensién de la
sobreyectividad, los cuales resultan siendo pequefios aportes a la educacion matematica,
también pueden resaltarse algunos aportes que atafien a la metodologia que se siguié para
llevar a cabo este estudio y que pueden llegar a ampliarse al estudio de propiedades de

cualquier otro objeto matematico:

1. En el estudio de la comprension de propiedades de objetos matematicos a partir
de los registros semidticos, es necesario establecer las vias por medio de las
cuales se puede llegar a la determinacion de dicha propiedad para cada

representacion del objeto.

2. A partir de nuestro estudio, puede decirse que la lengua natural es un medio por

el cual el analisis de la comprension de propiedades de objetos matematicos
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resulta ser muy productiva, ya que es este registro semiotico el cual resulta mas

familiar para los estudiantes

3. Ladiscriminacion de unidades puede llegar a dirigirse no solo para saber qué es
lo que deberian observar los estudiantes sino también lo que efectivamente

observan, permitiendo caracterizar algunas dificultades.

Por otra parte, este trabajo deja algunas preguntas abiertas sobre la comprensién no
solo de los objetos matematicos, sino también de las propiedades de estos, y que esperamos

puedan ser continuadas en otros trabajos académicos.

Algunas de esas preguntas estdn encaminadas a los efectos que puede tener el
concepto que un estudiante se forma de un objeto en la comprension de una propiedad de

éste:

e Cuando se habla de propiedades de funciones ¢qué tipo de funciones tienen en
mente los estudiantes? ¢son continuas? ;son monotonas? ¢qué tanto afectan

estas consideraciones en del estudio de la comprensidon de tales propiedades?

Por otra parte, también emerge la siguiente pregunta que cuestiona sobre como a
medida que un estudiante observa el mismo objeto o propiedad en distintos momentos de
su formacion académica, puede llegar a involucrarse en redes conceptuales mas y mas

complejas y que no le permiten reflexionar sobre la idea primitiva de tal objeto:

e Tomando en cuenta que un estudiante puede hacerse una idea diferente de un

objeto o propiedad dependiendo de qué tan inmerso estén en una red conceptual
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determinada ¢cOmo preguntar a un estudiante por la idea o concepto primitivo

aislando la red conceptual?

Estas dos preguntas aungue no hacen parte del proposito de este trabajo, podrian
abrir un campo de indagacién que ayudaria a profundizar sobre las dificultades aqui
encontradas para la sobreyectividad y para otras propiedades de las funciones y de otros

objetos matematicos.

Comentarios finales

A partir de los resultados de este estudio sobre las dificultades en la comprensién de
la sobreyectividad y sus factores generadores, podemos llegar a concluir que esta propiedad
resulta ser bastante problemaética en el aprendizaje de las funciones de variable real aun

para individuos que permanecen en contacto con este tipo de propiedades.

Este trabajo muestra que la ensefianza de esta propiedad no puede simplemente
reducirse al estudio de algunos casos particulares ni asumirse como espontaneo o trivial en
ninguno de los casos. Por el contrario, su preparacion y presentacion en el aula de clase
requieren un mayor detalle por parte del docente puesto que no solamente se trata de
mostrar la definicion y algunos ejemplos, se trata de que el profesor muestre las distintas
versiones de la definicion y sus elementos pertinentes, y que los lleve a interpretar estos
elementos en cada una de las representaciones que se brinden de la funcién. Més aun, el
trabajo con los estudiantes requiere que el docente reflexione sobre los aspectos formales

que la definicién involucra, y que las versiones personales de los estudiantes se den en un
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lenguaje que respete la version formal de la definicion, de tal manera que esta se pueda

interpretar de forma adecuada en los distintos registros de representacion de las funciones.

Seria ideal que el profesor lograra proponer actividades en las que se muestre que
para la verificacion de esta propiedad en una de sus representaciones se requiere el paso a
otra representacion, lo cual generaria una reduccién notable de las dificultades con esta
propiedad no solo para las funciones de variable real sino también para funciones de

cualquier otro tipo.

Sin embargo, un trabajo de este tipo requiere que se haya logrado llegar a un estadio
en el que los estudiantes puedan discriminar elementos pertinentes en cada registro y que
puedan estar conscientes de la significacion que tiene cada uno de esos elementos en cada
una de las representaciones por separado. Esto es parte de lo que se logro en este trabajo de
grado y lo cual deberia ser reproducido por el docente en sus clases. Vemos entonces que la
discriminacion de unidades para el analisis de la comprension de la sobreyectividad es un
ejemplo de que el analisis a través de los registros de representacién semidtica puede

llevarse a cabo para propiedades de objetos.

Finalmente se puede decir que este trabajo resulta ser una incursion al analisis de
contenidos matematicos que no se reducen solo a los objetos sino a las propiedades de
estos, por medio del analisis semidtico. Queda entonces abierto el campo para que otros
estudios continten en esta linea y puedan llegar a ampliar sobre las dificultades en otro tipo
de propiedades ya sea para las funciones o para otros objetos matematicos y que muy

posiblemente aportaran de forma mas significativa en el control de tales dificultades.
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ANEXOS

En esta seccidon presentamos respectivamente los modelos de las cuatro encuestas
que se realizaron para el desarrollo de este estudio, asi como las respuestas que dio cada
uno de los estudiantes a cada una de estas, las cuales constituyen los insumos para el

analisis de las dificultades en la comprension de la sobreyectividad.
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Anexo 1: encuesta 1

Nombre y Apellido: E-mail:

(Instrumento para el trabajo de grado de Javier Fernandez)

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1.

4.

En los cursos de matematicas que ha recibido ¢le han ensefiado lo que significa que

una funcion sea sobreyectiva? Si: No:

De forma breve trate de dar una definicion (asi sea aproximada) de lo que usted
entiende por funcion sobreyectiva.

De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el
proceso que usaria para determinar la sobreyectividad de una funcion cuando usted

tiene a disposicion solo su expresion analitica.

DESCRIPCION:

EJEMPLO:

¢Qué proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el

grafico de la funcién?

DESCRIPCION:

EJEMPLO:
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Anexo 2: encuesta 2
A continuacion se presentan algunos graficos de funciones de variable real, especificando las
condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:

1. Digasi la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o0 No; no es necesario

justificar.

2. Respecto al grafico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios

explicitos con los cuales usted determind la sobreyectividad de cada funcion.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.

Grafico 1 Grafico 2
F: R—R G: R—»[-1,1]
Ay
\ 0
W2 m 12 0 Ly ™ i}
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Gréfico 3

Gréfico 4
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0.9 1
0.8 1
0.7
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A continuacién se presentan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real,

especificando las condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de

cada una de ellas:

1. Digasi la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario

justificar ni usar procedimiento analitico alguno.

2. Describa de manera clara y precisa los elementos constitutivos de la expresion analitica

y/o criterios explicitos a partir de ella con los cuales usted determind la sobreyectividad

de cada funcion.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no

dude en efectuarlas.

Expresion 1

Expresion 2

F(x)=x*+1

F:R—™R

G(x) =3sen(x)

G: R—[-3,3]
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Expresion 3 Expresion 4
H: N— {n: neN} 7. R—R
1. ,
Hu)=—;ueNAu=0 t, si teQ
u ()=

0, si tgQ
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Anexo 4: encuesta 4

A continuacion se muestran los graficos cartesianos y las expresiones analiticas de cuatro
funciones de variable real, incluyendo sus respectivas condiciones de dominio y codominio.

Para cada una de ellas:

i.  Digasi es o no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su eleccion en el item i., a partir del gréfico de cada
funcién y de su expresion analitica.

iii.  Elabore una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de cada
funcidn a partir de su expresion analitica, teniendo en cuenta la explicacion dada en
el itemiii.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los graficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

1) Seaf: R—>R, tal que f(x) = 4 — ¥ 2) Sea : R—»Z, tal que @(x) = [x]+1

(Iéase [x] como parte entera de x).

Y

|

34 —
2 —p
1 =)
: : —% : : — -
3 2 1 ] 1 2 3



3) Sea G: R—»Z, tal que G(x) = Arctan x

™2+

-T2

4) Sea&:Z*—»[-1,1], tal que & (n) = (-1)™*n™.

[
14

0.5 1

¥

r:

-0.5 4
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Anexo 5: respuestas de los estudiantes seleccionados a la encuesta 1

Estudiante Nimero: 1110

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1. En los cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcién

sea sobreyectiva? Si: No:

2. De forma breve trate de dar una definicién (asi sea aproximada) de lo que usted entiende por

funcion sobreyectiva.

S|l + €S vno (.\(,\5-;\ ‘)Dbrﬁ QC’}IVC\J ;e Zedsn lej s CI C‘0‘\/‘/"‘“‘/‘4-0

de A on — ¢ de He\:;c.o{o\ (les (mo\ijJ) es

s . ISR A i
o £ > l:)uc\‘ al rQr&o de -j(' L70'(‘,\30'onr\:(*|_>
=y

iZG‘..(}:_\ = CA’,)(J..OMI"M‘)
Porimn? / =
\

.

3. De acuerdo con la aeﬁnicién que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que

‘usaria para determinar la sobreyectividad de una funcién cuando usted tiene a disposicion solo
su expresion analitica.

DESCRIPCION: P me<o delecrmiaccia el c)C"v;r\V; v el Canto
de \a -E\,Jr\o\'.).(\ , ewn donde (’.')‘L« 0‘(‘[“ "”dﬁ 'f'

DC’S’P\/&’.S de speio \a Jaiiable “»’l{uc«\gll&v‘l( e\
'\‘\("(ml‘(‘\’al JQ len YarigLle "{(’Y"’/‘cll@v«‘}e',de ‘f’fc'r&

e~ \ ‘,\"( o A < f\s“‘(ﬂ‘ C\('/."\Ov '*‘,): q\( *A'CV‘L-"
VN PN Ple—iﬁ’\f\",M\ e el Dominb de 7t

EJEMPLO: .. ' s R-{3
§| _{(\%'),‘ — \I"Z D_F‘ P ?- \5
=3 »
de R— KR (Re= i
K= "
We == 3 *Y=3 4 = =2
*=> o«
L. -3 :) = & 'YJ
2:=3% _ y  ND e Sobreyectig
-y T
4. (Qué proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la
funcién?
DESCRIPCION: Wice,cia las A en <l ¢e de wordenadal
Y \0\_‘; Yo Aewnes e ]Q( 9 & f\ a Y
A Por ) T Je eso, definiria 3 el
(rdominio o3 (eval gl Rango

- Vv

\ ‘ )
EJEMPLO: § / ey Y1 N ey hrsYectvg
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Estudiante Nimero: 1150

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1. En los cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcién

sca sobreyectiva? Si: X No:

3]

De forma breve trate de dar una definicion (asi sea aproximada) de lo'que usted entiende por
funcién sobreyectiva.

J

t qu ¢

B Es ovae gunedh £+ B 9 B £al 9Vt ﬁ 6\6 ‘e\
de sa\i du Yy B e\ CO»"IJ\:\.\<J de \\t'%c‘éo ) St C\‘* ‘ \}
\o fuvtign €3 Sobryewpebivive 31 o cubu elumess v €
Ax +talgque A Set \o eveivas gen P kombetn tv Obvas
rolabrd s el Tango  es iguol o\ dominio-

con uonto
)

3. De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que

‘usaria para determinar la sobreyectividad de una funcién cuando usted tiene a disposicion solo
su expresion analitica.

49 down de ¢! R =5

w,B
DESCRIPCION: | o R
(C:\fx Av ' qQuU e MNawas Q f(x) =y y Aes PQ\U\- o)
Ay »aieosib o 80N PAX G K exidden pvopst@\us ¢y Qe
S ex s Xixvu U\%Un(, ivi A e wvaivibicigwn ., \
B 3. T = A1 ta\  que IR R
= = = + 1 D es © (.v.({“ N
3 G N - Cx = - % Des s \
jewm 2 EIEMPLO. 1= ey = ¥ \
é \.— L/ HQ‘ ﬂ.%ﬁ_ X:7 - Yo Vo Liewvie
Ay =. R Solbvey et v ?’R‘)"\ + VG, e xo\ve una  PeE \Ca %( v
: 3 Puvu fodo Y.
et Y =x* desee e s ) probier

. H Y £.0 )
Unae LU MO0 /
Y == A= SY‘ /

L g Qe
Por N NS Vy e eXxis ‘e P My

£ Rhat
, Vov le 4ondc ECx)=— x> vio es <obvevyectw
4. (Qué proceso emplearfa cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la
funcién? '
B DESCRIPCTON: ) & a8 pos) L%e POY  que
Ewn este "caso Crved RO € LA

€S wivy eYxaba \\e que \a € uncCiown ne este definidy
e s dcco.v Rarea Do viiwaio y P\Oﬂ%&
|

E\)( -1

EJEMPLO:
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Estudiante Nimero: 1150

Pocde deciv gque

OQ \e s 3\'0(‘-{ oS Nt ET VoY .y "
tevdvie  yu0n por

Se So byveyeerivus y evi o Lad

que ne & O0vViosce do Wil y Youngo.
Ge: T vodig deciv o
¢: R=aR

no Scbve yeovivu

Prrqut

-\-
0= ® Ronqo = KO

Co® "‘# Rlong®

¢: r— Ko

€s So bzt y ek

| Porque
* - 'P\+
Cep = W ROV‘\ - 6

©
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Estudiante Numero: 1210

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1. En los cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcion

sea sobreyectiva? Si: A No:

2. De forma breve trate de dar una definicién (asi sea aproximada) de lo que usted entiende por

funcion sobreyectiva.

3. De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que

‘usaria para determinar la sobreyectividad de una funcién cuando usted tiene a disposicién solo

su expresion analitica.

DESCRIPCION:

EJEMPLO:

4. (Qué proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la

funcion?

DESCRIPCION:

EJEMPLO:



Estudiante Numero: 2310

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1. En los cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcién

sca sobreyectiva? Si: ~~ No:

2. De forma breve trate de dar una definicion (asi sea aproximada) de lo que usted entiende por

funcion sobreyectiva.

.

3. De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que

‘usaria para determinar la sobreyectividad de una funcion cuando usted tiene a disposicién solo

su expresion analitica.

DESCRIPCION:

EJEMPLO:

4. (Qué proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la

funcion?

DESCRIPCION:

EJEMPLO:
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Estudiante Numero: 2310



Estudiante Numero: 2320

. S

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

L.

)

3

4.

En los cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcion
sea sobreyectiva? Si: X No:

De forma breve trate de dar una definicion (asi sea aproximada) de lo que usted entiende por

funcion sobreyectiva.  (na fencicn Scobegechva s Qe el gm\m\) de pavhda

le conerponde  wn elemento del oo de Saida e dacn
comncde coa el rgncdfo = DER

ts domino

De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que

‘usaria para determinar la sobreyectividad de una funcién cuando usted tiene a disposicion solo
su expresion analitica.

\

DESCRIPCION:  doc  lo foncion  prwem  halle Ju domino Y Foue
4 debo  Ohseyol <{uQ ef 'dcm’mu'j pu

]“ oinGide 0
Paro 851[01 WAG S %“t\}vru ‘f@a“':)u la ‘1'1)'(-:; ) ed deciq k,l,Jo dicha

fonc

EJEMPLO: [ () = p Syt ue. |

(Qué proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la
funcion?
DESCRIPCION:  ©Oodo el i ('w w de e t" wdh  oherue el downuo de

& e (‘\\\( N u a tada x le Lu\e/‘{l‘\;\(’ o mejud

w @v \8 ‘} GG f\,\bglp L/;ubm Sulfos en tsc {‘"‘('\J("\

EJEMPLO: \
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Estudiante Numero: 3120

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1. En los cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcion

sea sobreyectiva? Si: 4~ No:

2. De forma breve trate de dar una definicion (asi sea aproximada) de lo que usted entiende por
funcion sobreyectiva.
¥ 4 \
- “ A Cank o .{u-. D ( 1A [
\ma aev: A« (o ynmo L oloww euts Ay
O . ’

3. De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que

‘usaria para determinar la sobreyectividad de una funcion cuando usted tiene a disposicion solo

su expresion analitica. P ; \
' _ 5 \
DESCRIPCION: Lt f | 4
; ; = 2 %
rnde 5 <o o ol g 5 - el o & /
EJEMPLO:

4. (Qué proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la

funcion?

DESCRIPCION:

\"1'_'.. ORI o I { ert o At Cada £ st
\\ = . \uead 102 le L g\ x ;

EJEMPLO:
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Estudiante Numero: 3210

|
Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1. Enlos cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcién

sea sobreyectiva? Si: X No:

2. De forma breve trate de dar una definicion (asi sea aproximada) de lo que usted entiende por
funcion sobreyectiva.
Uno  fonadn ’\uLﬂC’\ﬁG("“UC’ es c\(rx”() en la qve 40(‘05 loy G,Crﬂf‘ﬂ';()

dc\ (,Un)un‘[o ‘_Jc nec}q_b -(;eﬂeﬂ wd pn;\moacn c)d Con\un"o (12
Vuv{.dq.

3. De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que
“usaria para determinar la sobreyectividad de una funcién cuando usted tiene a disposicion solo

su expresion analitica.

DESCRIPCION: o
\sh"(‘(ov o Yodos 0@: Q\r‘mfw’(_ob de) vanqo de l" jmaor
Tienenr (.uue;‘lov-clcr\(;a wnrn A oo

EJEMPLO:

LFoxyz x42

4. (Que proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la

funcion?

DESCRIPCION: / )
Cﬁev (1“ I‘,.»S‘(.' //y (Y/')n’S/UIr a néo /‘/I(a (,I-C 7"6’/:(0

A P / Y1 Cpy
("!/x))eruando S en 6/ 7’6' Prec Jol/o«" /0) ‘/(M" /‘u &[; ‘/

}enen /)tel"mf&/\

EJEMPLO: 4



Estudiante Numero: 4300

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1. En los cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcion

sea sobreyectiva? Si: &~ No:

2. De forma breve trate de dar una definicion (asi sea aproximada) de lo que usted entiende por

funcion sobreyectiva.

('um[)/e ?u.z es lnv/r(/lk} v .,/Lq: | {r/n‘,'l‘:: !,’J [
=y 70&/ g/ Bmano Al[t,".-/k.\,,,‘:,u

3. De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que
usaria para determinar la sobreyectividad de una funcion cuando usted tiene a disposicion solo

su expresion analitica.

DESCRIPCION: , ; ) )
“Teuwgy @ AR (nyechivd Fx) = X eu (lenclc xe R

\} D = B Z.?ﬂ.)/'r"<5 ‘ CASO Jnv‘.rr'[:/u v ..‘f k.. e {,
{ - ]

( RMH({O/'Cf;fC("!O 8{ ’}—JC""(]\\\U v’jC; [):rr‘ n'Q
;i
EJEMPLO:

Sea fix - &, fc, 7€l A D

LZK

gl
R./(,—‘W: (AN D‘("L

4. ;Qu¢ proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la

funcion?
DESCRIPCION:
A mko/ U'\Q;,(Q(‘ O 1?,“ magter. Y I g ¢ e
v ’ »/
/\Ormwc(() \'4,( Aawan O e (a2 ¥ eA Con J / )
/A ‘ (

'

| 7 e/ 3)

SRS 3 A\ / C'Vtri. ,/'(: 100 Vd r/_ 2 b : "»,
s ,r-v
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Estudiante Numero: 4400

Por favor responda con la mayor claridad posible las siguientes preguntas.

1. En los cursos de matematicas que ha recibido ;le han ensefiado lo que significa que una funcién

sea sobreyectiva? Si: X No:

2. De forma breve trate de dar una definicion (asi sea aproximada) de lo que usted entiende por
funcion sobreyectiva. Sc a [ A —8 uwvaa fo il

Lown xe Dorn 3 (9 € CeJom'mo) g B . _l es 3Scbveyectvea o 9 seol\e

(r‘dOW\ M0 d( {

(

g 1
3 \au-a\ ot 3

3. De acuerdo con la definicion que acaba de dar, describa y después ejemplifique el proceso que
‘usaria para determinar la sobreyectividad de una funcion cuando usted tiene a disposicion solo

su expresion analitica.

; 7 fieca, mc aseguravia de qer
DESCRIPCION:  5¢~  {engo a 4xprésion anal 9

para C,ada ’Irmaae,;, Gn ¢l ranao, ,Aabv ta una
¥ a @ domnno

y 50le ona plerma

EJEMPLO:
sea fex)= mx 1b

lueg §=fcx) for lanie

) 16 2 -b
gz X T 320X
™m

4. (Quée proceso emplearia cuando en lugar de la expresion analitica le presentan el grafico de la
funcion?

. . Y
DESCRIPCION: Ana\laavis 103 Yalites que tems fex)  y W

C&)a\ driag HY Aﬂﬂ“"")/ !‘"36 M 05(jwana Jc Ver qQoe

‘-al G v ¢!

TO&O3 \05 \lq\ue§ en ‘(\ {J( 3 $ [(,qopp un Va
§ex

EJEMPLO:
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Estudiante Numero: 4400
Qj( X () = '\2
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Anexo 6: respuestas de los estudiantes seleccionados a la encuesta 2

Estudiante Nimero: 1110

Encuesta 2

A continuacion se presentan algunos graficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:
1. Diga si la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar.

2. Respecto al grifico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determind la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.
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Estudiante Nimero: 1110

Grafico 3

Grafico 4

H:N— (n:neN}
1\/
1 L ]
0.9 4
o8 4
0.7 1
0.6 4
0.5 4 L d
044
034 L4
0.2 1 -
=

0.1
Q x

-0.1 A
-02 4

V) S7 es Cob.e\,e,ctnlla
(@)?0‘ Y IQ (o[ c&
’(oio\, oy Suc. oce S H'jd@)
de | (,Of\J\/f“‘o {V\-‘,."'ef\]}
deco esta , pocaa MO
Se apreua giaficamenic
4w poca vn e leneanto
ce | C/O':jdf"'('o de \kf&\éa\
Stewmpre \no\f. unce
pre —tvagen

1> ale es Solorefecbl‘\)k

C"? Yoe QL l"‘?’ valo ey o
pvntos €n el e Y
e Lo 6(0\&(& vo

torna . g
pelte~necen a K
Sebu(ﬂ oo € g,-\cf

defprido la Juncen
en e Coraun.-%g do

\IC%o\c\q )

170



Estudiante Nimero: 1150

Encuesta 2

A continuacion se presentan algunos graficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:
1. Diga si la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar.

2. Respecto al grafico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determind la sobreyectividad de cada funcion.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.

j] Hb 50 bve yeckivin S0 \,t?)’lgck'\va

Z) Q\ lo QU‘OLo\o Lienne uv G
C ONC {dad de tL,l\)

«\_(A ?UV\L;\O,\A €Lene cotus
e f2,1] en st gic o
- \Ok F uNcC NOR) (@RY) PES 0 diC

3\1(2,4\) hadio 0\70\'\0 nNo

Wy wod
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Estudiante Numero: 1210

Encuesta 2

A continuacién se presentan algunos graficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:
1. Digasi la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si 0 No; no es necesario justificar.

2. Respecto al grifico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.
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Estudiante Numero: 1210
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Estudiante Numero: 2310

Encuesta 2

O TN,

A continuacion se presentan algunos graficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:

1. Diga si la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar.

2. Respecto al grifico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.

T
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Estudiante Numero: 2310
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Estudiante Numero: 2320

Encuesta 2

A continuacién se presentan algunos graficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:
1. Digasi la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si 0 No: no es necesario justificar.

2. Respecto al grifico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcion.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.
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Estudiante Numero: 2320
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Estudiante Numero: 3120

Encuesta 2

" A continuacién se presentan algunos gréficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:

1. Diga si la funcién dada es o no sobreyectiva.

Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar.

2. Respecto al grifico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcion.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.
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Estudiante Numero: 3120
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Estudiante Numero: 3210

Encuesta 2

A continuacion se presentan algunos gréaficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:

1. Digasi la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar.

2. Respecto al grifico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determind la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.
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Estudiante Numero: 3210

Grafico 3

Grafico 4
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Estudiante Numero: 4300

Encuesta 2

" A continuacién se presentan algunos graficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:
1. Digasi la funcién dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario Justificar.

2. Respecto al grifico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcion.

Zav

o O

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los graficos, no dude en efectuarlas.

ey,

(;LQ % Grafico 1 Grifico 2

| = g

F:R—R G R—>[11]

-1

@ SU\ (c\fedivh iadl : YQ\O e *{(‘(.\\ Vo = §\

2y | el Poimex \@[)ZWU&JO /o(u,n‘z'»‘ K 'rdlo Fere” ra— es

p 20 7y e i .1))1"1‘- 3tr ac” i U
AN ~”¥w MOSR-NONIENON T e e vmvfigron

G

Cy'yx)

‘ p A&X "Q( va

CWJWLO e Colrefa. | O¥% de Jeyacly

bn_ Sopn ”“'[‘) ((‘/C“ renko e la o rafica ol me /7(117717)1:

Pnsor_en o Owpo de Clomarbos  Jue  Siguon _en
¢ o (2 \*’ '\ / o o 8 7 . 7
Compbuiamiet/v  “gynoph , Segqun (e Sed €5k

2 N-oPRs : _ ‘ .

Comj o Yamen o L.«\‘,-p\\g Fewsay e el (oncor ) PR S

183



184

Estudiante Numero: 4300

= e &-)Q'r:f/egkw'\daé/ Corre> o epunpl ol Gdpeo 4
eu dode & Comyortamieuto 'fo \§ grarica es rhelol

Grafico 3 Gréafico 4

by
1 L]

-
o | s et et st maaisie. Sl Moo RS VA U T LR B SR S
08
03 L ]
Q

0.44 o g
0.3
02 [ )
01
Q ot S N e S e P 1 Soteits SO PR T
B 0 1 2 3 4 5 ]
-01
-0

H N— {n':neN} : J: R—R

gu\v‘c\{edm L § So\o Lyec\‘\\/d". AU




Estudiante Numero: 4400

Encuesta 2

A continuacion se presentan algunos graficos de funciones de variable real, especificando las condiciones del

dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada uno de ellos:

1. Diga si la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar.

)

2. Respecto al grifico como tal, describa de manera clara y precisa los elementos o criterios explicitos

con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas sobre los gréficos, no dude en efectuarlas.
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Estudiante Numero: 4400
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Anexo 7: respuestas de los estudiantes seleccionados a la encuesta 3

Estudiante Nimero: 1110

Encuesta 3

A continuacién se presentan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las

condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:
1.

Diga si la funcién dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni
usar procedimiento analitico alguno..

2. Describa de manera clara y precisa los elementos constitutivos de la cxpresién analitica y/o criterios

explicitos a partir de ella con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en
efectuarlas.

Expresién 1 Expresion 2
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Estudiante Nimero: 1110
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Estudiante Nimero: 1150

Encuesta 3

189

A continuacién se prescntan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las

 condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:

1
usar procedimiento analitico alguno..

explicitos a partir de ella con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcion.

Diga si la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni

2. Describa de manera clara y precisa los elementos constitutivos de la expresién analitica y/o criterios

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en

efectuarlas.
Expresién 1 . Expresion 2
F:R—R G: R—*[-3,3]
F(x)=x"+1 G(x) = 3sen(x)
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Estudiante Nimero: 1150
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Estudiante Numero: 1210

Encuesta 3

A continuacion se prescntan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las

 condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:

1. Digasi la funcién dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni

usar procedimiento analitico alguno..

2. Describa de manera clara y precisa los elementos constitutivos de la expresién analitica y/o criterios

explicitos a partir de ella con los cuales usted determiné la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en

efectuarlas.
Ex.presién 1 5 Expresion 2
F:R—"R [ G: R—*[-3,3]
F(x)=x"+1 G(x) = 3sen(x)
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Estudiante Numero: 1210
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Estudiante Numero: 2310

Encuesta 3

A continuacion se presentan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las

condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:

1. Diga si la funcién dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni

usar procedimiento analitico alguno..

2. Describa de manera clara y precisa los clementos constitutivos de la expresion analitica y/o criterios

explicitos a partir de ella con los cuales usted determing la sobreyectividad de cada funcion.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en

efectuarlas.

F(x)=x"+1

Wb es 50beYechva , e ///6
eve/ (07’(/0/0 o/t /)a'; [b/a :
cne/ (op/(,/;/n ol //700& ]{ﬂ
/a /0{/7)@ qjae{rd/(d ol (o
farcion b o Jee ambos
rpaos e5 1 PP

W bencioh €5 o podnomip o
fﬂaé B é,()j,/i)/,dfk Ao
ines oJ c%j%/),é en ﬁ/ G fars.

o o /07/%: Jve  esdre-

/
WicD  numere €1 el (Wi

o ok //Yaoa

Expresion 1 5 Expresion 2
(’O @, rn(wé i OPES L
G FiR G -3
P Pegacla

G(x) = 3sen(x) %’iﬂ'
b &5 splre ]cc/zt/d ) 1M £
ene/ Conlirke ol /a,éoé 2
ent/ coym/? of 4 o, €
atuiesa bhen oy fryrly

d fiorce oéoé jue €S whe
1@’7( ron /&»a%(a A€ < £
C?n/a/?é o@/m rog. €1 K/
e/g//a/f/’w 4 V74 %Y 0{9}
nmenss alistntos en ¢/ con.
fo ot Portio JK estelr vela.
C/ 0/7006.5 n U.',//CO /7(/,/7(,

0 e/ coy‘w;/o e {/700&-

193



Estudiante Numero: 2310
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Estudiante Numero: 2320

Encuesta 3

A continuacion se presentan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las

" condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:

1. Diga si la funcién dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni
usar procedimiento analitico alguno..

2. Describa de manera clara y precisa los clementos constitutivos de la expresion analitica y/o criterios

explicitos a partir de ella con los cuales usted determind la sobreyectividad de cada funcion.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en

efectuarlas.
Expresion 1 5 Expresion 2
F:R—R G: R—*[-3,3]
F(x)=x>+1 G(x)=3sen(x)
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Estudiante Numero: 2320
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Estudiante Numero: 3120

Encuesta 3

A continuacién se presentan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las

" condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:
1. Diga si la funcién dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni

usar procedimiento analitico alguno..

Describa de manera clara y precisa los elementos constitutivos de la expresién analitica y/o criterios

explicitos a partir de ella con los cuales usted determin la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en
efectuarlas.

Expresion | < Expresion 2
F:R—R G: R—*[-3,3]
F(x)=x*+1 G(x) = 3sen(x)
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Estudiante Numero: 3120
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Estudiante Numero: 3210

Encuesta 3

A continuacion se presentan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las
“condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:

1. Diga si la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni

usar procedimiento analitico alguno..

Describa de manera clara y precisa los elementos constitutivos de la expresién analitica y/o criterios

explicitos a partir de ella con los cuales usted determino la sobreyectividad de cada funcion.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en
efectuarlas.

Expresion 1

” Expresion 2
F:R—R G:R—*[-3,3]
F(x) @H G(x) = 3sen(x)
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Estudiante Numero: 3210
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Estudiante Namero: 4300

Encuesta 3

A continuacién se prescntan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las

" condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:

1. Digasi la funcion dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni

usar procedimiento analitico alguno..

2. Describa de manera clara y precisa los elementos constitutivos de la expresién analitica y/o criterios

explicitos a partir de ella con los cuales usted determind la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en

efectuarlas.
Expresion | ] Expresién 2
F:R—*R G:R—>[-33]

F(x)=x*+1 G(x) = 3sen(x)
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Estudiante Numero: 4300
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Estudiante Numero: 4400

Encuesta 3

A continuacion se prescntan algunas expresiones analiticas de funciones de variable real, especificando las

~ condiciones del dominio y del contradominio. En el espacio disponible debajo de cada una de ellas:

1. Digasi la funcién dada es o no sobreyectiva. Es suficiente que diga Si o No; no es necesario justificar ni

usar procedimiento analitico alguno..

2. Describa de manera clara y precisa los clementos constitutivos de la expresién analitica y/o criterios

explicitos a partir de ella con los cuales usted determind la sobreyectividad de cada funcién.

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre las expresiones analiticas, no dude en

efectuarlas.
Expresién | » Expresion 2
F:R— R G:R—*[-3,3]
F(x)=x"+1 G(x)=3sen(x) |
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Estudiante Numero: 4400
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Anexo 8: respuestas de los estudiantes seleccionados a la encuesta 4

Estudiante Nimero: 1110

Encuesta 4

[ . 2
A continuacién se presentan cuatro funciones de variable real, cada en el respectivo grafico-
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

i Respecto a cada una de las funciones, diga si es 0 no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideracién anterior; para ello sirvase tanto
del grafico de cada funcién como de su expresion analitica.
iii. Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
.
por lo menos dos de las funciones.
Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los gréaficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

1) Seaf: R—R, tal que ffx) = 4 4 2) Sea : R—>Z, tal que @(x) = [x]+]

(léase /x] como parte entera de x).

Ar, J
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5 . 2
a 2 1 ] 1 2 3
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Estudiante Nimero: 1110

3) Sea G: R—>Z, tal que G(x) = Arctan x

by

™

4) Seak: Z*—>[-1, 1], tal que & (n) = (-1)"'n’!.
b

0.5 1
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Estudiante Nimero: 1110
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Estudiante Namero: 1110
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Estudiante Nimero: 1110
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Estudiante Nimero: 1150

Encuesta 4

A continuacion se presentan cuatro funciones de variable real, cada en el respectivo grafico
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

i.  Respecto a cada una de las funciones, diga si es 0 no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideracion anterior; para ello sirvase tanto
del gréfico de cada funcién como de su expresion analitica.
iii. Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
por lo menos dos de las funcio'nes.
Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los gréficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

1y, Seif R—w ol que i) =42 2 Sea p: R—Z, tal que p(s) = [x]+]

(léase /x] como parte entera de x).

A o'
3 -—
2 Gl
1—o0

'k

210



211

Estudiante Nimero: 1150

3) Sea G: R—>Z, tal que G(x) = Arctanx

1\!

P

4) Seak: Z*—>[-1, 1], tal que & (n) = (-1)""'n’.
b
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Estudiante Nimero: 1150
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Estudiante Nimero: 1150
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Estudiante Numero: 1210

Encuesta 4

A continuacién se presentan cuatro funciones de variable real, cada en el respectivo grafico
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

i Respecto a cada una de las funciones, diga si es 0 no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideraci6n anterior; para ello sirvase tanto
del gréfico de cada funcién como de su expresion analitica.
iii. Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
por lo menos dos de las funcior;es.
Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los graficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

1) Seaf R—»R tz;l e~ d 2) Sea @: R—>Z, tal que @(x) = [x]+]

(léase [x] como parte entera de x).
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Estudiante Numero: 1210

3) Sea G: R—>Z. tal que G(x) = Arctan x

2 ¢

4) Seal: Z*—>[-1. 1], tal que & (n) = A i R
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Estudiante Numero: 1210
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Estudiante Numero: 1210
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Encuesta 4

A continuacion se presentan cuatro funciones de variable real, cada en el respectivo gréfico
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

. Respecto a cada una de las funciones, diga si es 0 no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideracion anterior; para ello sirvase tanto
del gréfico de cada funcién como de su expresion analitica.
iii. Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
por lo menos dos de las funcio'nes

Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los graficos cartesianos o

sobre las expresnones analiticas, no dude en efectuarlas. oni 'r 2 Oy,
conjiy A ;‘,, & e | Y
W,-?o/d 2 <
: 2) Sea (! k»\z; tal que @(x) = [x]+]
1) Seaf]. , tal que ffx) = 4 —x°. P que P(x) = [x]
Conerr /0 (léase /x] como parte entera de x).
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Encuesta 4

A continuacion se presentan cuatro funciones de variable real, cada en el respectivo grafico
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

i.  Respecto a cada una de las funciones, diga si es 0 no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideracién anterior; para ello sirvase tanto
del grafico de cada funcién como de su expresion analitica.
iii.  Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
por lo menos dos de las funciones.
Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los graficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

1) Seaf: R—R ta.l que fix) = 4 —x’ ?) Seag: R—Z, tal que 9(x) = [x]+]

(Iéase [x] como parte entera de x).
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3) SeaG: R—"Z, tal que G(x) = Arctanx
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Encuesta 4 (DW"Q‘) =

PR
A continuacién se presentan cuatro funciones de variable real{ cada er@ respectivo grafico
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

i.  Respecto a cada una de las funciones, diga si es 0 no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideracion anterior; para ello sirvase tanto
del gréfico de cada funcién como de su expresi6n analitica.
iii. Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
por lo menos dos de las funcior'les.
Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los graficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

; 2 & Z, tal = I
1) Seaf R—¥R, tal que fix) = 4 — °. ) Sea (): R —*Z, tal que Q(x) = [x]+

(Iéase [x] como parte entera de x).
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i ol 1]
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3) Sea G: R—>Z, tal que G(x) = Arctanx
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4) Seal: Z*—>[-1, 1],tal que & (n) = (-] el
y -
05 A
.,
— *
0 \ A
" 0 1 2 3 a 5 1
‘ "




229

Estudiante Numero: 3120

o
> EO\U(/\DV‘
‘ S
8\%

D!
®*

/
QE

A

5

‘\,

2‘/\ \a F@uucm ,“,a,{)ak . Lo g9t 2)

AL %uv‘t‘)o"f (Az!"v.fxqa*?w‘* Se wale qQ.e

cale ol A s W &
e -g £y (@\ I\k(ﬁ_s,@g/\ Ko wret] ‘Q"L

wa ele LU 2a R ‘kb . ¢

Seny e vt
Sea X =l Leoviz o s I
@ Ex ofe Cayo 3o wiarher wia fwa)a\: s« Hor0) | pero

e cada Yt-f}ad‘\/\(‘{’wbo\\ Se \]w% que A@mew#o TIVN

——

@ Eu. 1i afwxﬂo-. wma‘-*uufq b“:‘}i‘)
4[., [UU\%L \(A (/oml/\/«)t)\/\ /JV\{HQ\

@QV\ e)A’b« 3\/3\ A V(‘Jzu.ol'ui» o fhl S ?Ud&

auecay gd o (adas @}m (onthpondd  am Yav ey L abo\snx.)



Estudiante Numero: 3120

OVJWZ’)I WMV&O L\ ‘z(adtn: WAL Ui ‘gﬁl CGLGQa

L
Jato fa= 4-x"
Dowiio - K (emqel=s &)
(g = 4 -  at
s
i
e Ko
Obtevvaway qve W g,‘,,( LA \Aur\MM ~Yeal ‘ST‘\ASB‘:D KA

4\ ,3 >/ (@) Egﬁa",p.g,v.l,p,t: Lﬂ ‘(’m.:J-,v;,.{ ,fc’ ‘-(?

4

35 & apdiroudo |los Siguos Le Y Levaarcake

¥ [os '\\A"cvvdlot -{w.ewu.) '—‘v{_

W_**,.

G, 4]
( owo C——?‘, q] e—[ Movwawqo pat‘-u,lm[‘,«oo&; “@AA
C: o, ‘\1 (9-340 S\ wa F‘DCA- g "’“‘LO”Y \\j'vg

Verkemece o L-A4Y1 o (WaJJM 3 "“‘30\’\ e

Aur Porteveee A (I LR o db 1A
‘%\N‘L)LO\ £ Q»La«ac«\.vm—

230



231

Estudiante Numero: 3210

Encuesta 4

A continuacién se presentan cuatro funciones de variable real, cada en el respectivo grafico
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

i.  Respecto a cada una de las funciones, diga si es o no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideracion anterior; para ello sirvase tanto
del grafico de cada funcién como de su expresién analitica.
iii. Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
por lo menos dos de las funciones.
Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los graficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

1) Seaf: R—¥R, tal que ffx) =4 -2 2 Sea 9(R~—HLul que @) =\fi]+]

(léase /x] como parte entera de x).

by 4
£} -—o
2 —o
—
g X .
-3 2 1 o 1 2 3




232

Estudiante Numero: 3210

3) Sea G: R—>Z, tal que G(x) = Arctan x

1,

4

4) Sea&: Z*—>[-1,1],tal que§ (n) = &) i
b
1 L
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Encuesta 4

A continuacion se presentan cuatro funciones de variable real, cada en el respectivo grafico
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

i.  Respecto a cada una de las funciones, diga si es 0 no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideracion anterior; para ello sirvase tanto
del grafico de cada funcion como de su expresion analitica.
iii. Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
por lo menos dos de las funciones.
Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los graficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

1) Seaf R—R, tal quéffe) = 4 —x° %) Seap Bl wl que @) =P+

(Iéase /x] como parte entera de x).
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Encuesta 4

A continuacién se presentan cuatro funciones de variable real, cada en el respectivo gréfico
cartesiano y en su expresion analitica; se incluyen, asi mismo, las respectivas condiciones

de dominio y codominio.

i.  Respecto a cada una de las funciones, diga si es o no sobreyectiva.
ii.  Explique clara y detalladamente su consideracion anterior; para ello sirvase tanto
del grafico de cada funcidn como de su expresion analitica.
iii.  Intente elaborar una prueba formal de la sobreyectividad o no sobreyectividad de
.
por lo menos dos de las funciones.
Si para sus respuestas requiere hacer marcas o indicaciones sobre los graficos cartesianos o

sobre las expresiones analiticas, no dude en efectuarlas.

1) Seaf: R—¥R, tal que ) = 4 - & 2 Sea@: R-bZ, 1ol que P) = e+l

(Iéase /x] como parte entera de x).
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3) Sea G: R—>Z, tal que G(x) = Arctan x
b

L

4) Seat Z" >[I, 1],1al que& (n) = (-1)"
b

14 .

0.5
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@ s l,‘OW\amo)

A Ey=1 , podemos Comprar e no gxste vn Nkl aoe
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@ se Jdemovara por &Mh&d\@&&f\"

50(‘)0\0 UROS E & (N ¢35 sobte Qect\va ;

GnXonnces <debe Complivse o ue

ENCn) = Y, * Con ye T-1, 1)
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G ot =
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N g -Y
2
(_g) =l Como He Em 23
Cuso Q=0
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