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RESUMEN

La historia mostrard un panorama general cronoldgico referente a la iniciacion de la
combinatoria que se ha clasificado por siglos, a conveniencia para exhibir momentos
contundentes en la constitucion de las ideas que se desarrollaron en el estudio de estructuras
discretas y las relaciones a traves de sus operaciones. Las interrelaciones entre los elementos
de un conjunto originan cambios en su estructura y es asi que se empieza a vislumbrar la

estirpe, es decir, las raices o naturaleza de la que gozan las combinaciones.

Es desde oriente, a través de la cultura china en tiempos legendarios que se encuentran las
evidencias de elementos primigenios de la combinatoria con el primer cuadrado magico. Las
reglas principales del célculo de permutaciones, variaciones y combinaciones estan a cargo
de los matematicos hindues y judios. Pero el camino hacia el reconocimiento de la
combinatoria como un campo digno de estudio formal lo preparan los matematicos Fermat y
Pascal a través de sus correspondencias buscando la solucién al problema del reparto. El
punto cuspide se genera con las obras de Gottfried Wilhelm Leibniz y Jacobo Bernoulli. El
primero es el autor de Disertatio de arte combinatoria donde introduce el término
“Combinatoria” como actualmente se conoce. Ademas, Leibniz realiza la construccién
sistematica del conocimiento combinatorio que se habia obtenido hasta la época. De otro
lado, es la obra magna Ars Conjectandi (Arte de conjeturar) de Jacobo Bernoulli donde la
combinatoria se vuelve la base para la resoluciéon de algunos problemas de probabilidad de

aquel tiempo.

PALABRAS CLAVE:

Combinatoria, cronologia, triangulo aritmético, orden, repeticién, combinaciones.



INTRODUCCION

El presente trabajo se inscribe en la linea de investigacion de Historia y educacion
matematica considerando un enfoque de corte epistemoldgico con el propésito de ahondar en
la combinatoria y sistematizar las ideas principales para establecer el derrotero de las
combinaciones, comunmente filiada a la probabilidad. Es amplia la discusion frente a la
relacion Historia — Educacion Matematica, en este trabajo de grado se consideran los

siguientes aspectos como elementos motivadores.

1. Constructo Historico: las ideas y aportes provenientes de matematicos de diferentes
latitudes y de todas las épocas, son una herencia intelectual en el edificio de las

matematicas.

2. Estudios historico-epistemoldgicos: permiten indagar, rastrear y concluir algo acerca
de elementos del pasado que aporten a la ensefianza de las matematicas en relacién

con algun tema en particular.

3. Autores destacados: se reconoce que los aportes matematicos de autores como
Pingala, Papus, Bhaskara, Levi ben Gerson, Tartaglia, Cardano, Briggs, Fermat,
Pascal, Leibniz y Jacobo Bernoulli permitieron dar paso a la construccién recursiva
de nuevas teorias como el calculo de probabilidades, el analisis combinatorio y

conceptos matematicos, entre ellos combinaciones, permutaciones y variaciones.

A partir de esto se propone mostrar una indagacion histérica que permita dar cuenta del
proceso de transformacién que sufrieron los conjuntos discretos' cuando a través de las
relaciones entre los elementos y sus operaciones, surge el cambio de sus estructuras; mas
concretamente, ver el nacer de la institucionalizacion de las combinaciones y los diferentes
problemas y dificultades que se podian solucionar con la misma. Este andlisis se realiza en el

marco de los trabajos de Levi, Cardano, Briggs, Fermat, Pascal, Leibniz y Jacobo Bernoulli.

! Entiéndase discreto como finito o infinito numerable. Ver péagina 94 en la seccién combinatoria para
contextualizar este término.



Los referentes bibliograficos seran fuentes principales como Pascal’s Arithmetical
Triangle de (Edwars, 1987) y Razonamiento Combinatorio de (Batanero, Godino, & Navarro
- Pelayo, 1996) . Es importante resaltar aqui que la primera referencia bibliografica Pascal’s
Arithmetical Triangle de (Edwars, 1987) es el corazon o la motivacion de este trabajo dado
que alrededor del 70% esta estandarizada a los aportes, comentarios y sugerencias que realiza
el autor. La notacion para el tratado de Pascal es recopilada de Pascal’s Arithmetical
Triangle, (pag. 60 — 68); los aspectos generales de la vida de Pascal también son recopilados
de ahi (pag. 27) y la articulacion de los nUmeros combinatorios, los nimeros binomiales y los
numeros figurados igualmente son recopilados del libro (Seis primeros capitulos). El trabajo
de (Edwars, 1987) es una joya no solo a nivel histdrico sino también a nivel matematico, en
él se puede contemplar la rigurosidad de las ideas de un constructo sociocultural de hombres
de toda la historia que en algun momento, ya sea por una necesidad, por situaciones
fenomenoldgicas o por el simple placer de los juegos o retos que encierran la ontologia de los
objetos matematicos, pensaron en cuestiones combinatorias. La segunda referencia
bibliogréafica conectd la combinatoria y su uso con los diferentes campos de investigacion.

Ademas, permitid visualizar un panorama general del desarrollo histérico de la combinatoria.

También se consultaron unas fuentes segundarias como A history of probability and
statistics and their applications before 1750 de (Hald, 1990) y el capitulo Teoria matematica
elemental de la probabilidad del libro Azar y probabilidad® de (Godino, Batanero, &
Canfiizares, 1996).

2 Para una descripcion més detallada de las referencias bibliograficas dirfjase al capitulo 11 de este trabajo,
seccion Metodologia.
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1. CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Los lineamientos curriculares proponen tres aspectos fundamentales para organizar el
curriculo los cuales son: Los procesos generales, los conocimientos basicos y el contexto.
Dentro de los procesos generales que son los que tienen que ver con el aprendizaje, se
encuentran el razonamiento y la resolucion de problemas. Ahora, interiormente en los
conocimientos basicos que son los que tienen que ver con procesos especificos que
desarrollan el pensamiento matematico y con sistemas propios de la matematica, se encuentra
el pensamiento aleatorio y sistemas de datos. Ademas, dentro del contexto que tiene que ver
con los ambientes que rodean al estudiante y que le dan sentido a las matematicas que
aprende se encuentra las situaciones problematicas: de las mismas matematicas, de la vida
diaria o de otras ciencias. Es asi, como la ensefianza de la combinatoria, la cual brinda el
contexto segun los lineamientos y desarrolla el razonamiento y la resolucion de problemas; se
hace presente en el curriculo colombiano dado que ella se encuentra en el interior del
pensamiento aleatorio y los sistemas de datos por medio de la ensefianza de la probabilidad,
la cual fundamenta sus conceptos en la combinatoria. De otro lado, los estandares de
competencias caracterizan al pensamiento aleatorio como una fuente de estudio del azar, de
la incertidumbre y de la ambigiedad. El uso que tiene el pensamiento aleatorio es de total
relevancia en la sociedad para poder tomar decisiones en ciertas situaciones. Ademas, ayuda
a interpretar, analizar y utilizar los resultados que se publiquen en periddicos o revistas, que
se presenten en television o que aparezcan en pantalla. La combinatoria juega un papel
fundamental en el concepto de espacio muestral para luego definir el concepto de
probabilidad. Lo anterior se puede evidenciar como un primer aspecto combinatorio y en ese

orden de ideas se puede entender que la combinatoria precede al concepto de probabilidad.

Al iniciar el curso de probabilidad, varios autores y profesores recurren a dos conceptos, el

primero es el de “experimento aleatorio”; facilmente aceptado entre los estudiantes; pero de
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inmediato aparece un problema de tipo epistemoldgico y es el de definir el espacio muestral
(que es el segundo concepto). Es en este momento del curso cuando una alusion a lo

combinatorio resulta ser sumamente util y efectivo.

“Por ello, no es ya necesario aprender las formulas y procedimientos matematicos
para calcular la media o la mediana, la varianza o la desviacion estandar, sino avanzar
gradualmente en el desarrollo de habilidades combinatorias para encontrar todas las
situaciones posibles dentro de ciertas condiciones, estimar si son o no igualmente
probables y asignarles probabilidades numéricas.” (MEN, Estandares Basicos de

Competencia en Matematicas, 2006, pag. 66)

Uno de los problemas fundamentales en la ensefianza de la combinatoria es que esta
desligada al razonamiento que se deberia tener de los problemas propuestos y esta mas
sujeta a los procesos algoritmicos, cosa bastante lamentable dado que a pesar de que se
tienen herramientas necesarias no se esta desarrollando pensamiento aleatorio. Luego, es

pertinente citar:

“La Combinatoria es un contenido que presenta bastante dificultad para estudiantes
de los diferentes niveles educativos (Navarro-Pelayo, 1994 y Roa, 2000), es un contenido
que suele ensefiarse de forma aislada de los deméas temas que componen el curriculo y eso
ha provocado, en ocasiones, que el tema no se ensefie y, cuando se ensefia, que se enfatice

solo en aspectos de tipo algoritmico. (Batanero, Godino, & Navarro - Pelayo, 1996)

No es secreto para la educacion Colombiana que lo anteriormente dicho se replica en este
pais e inclusive en los textos guias, el pensamiento estocastico o aleatorio siempre se
encuentra al final de las unidades; razén por la cual muchas veces ni siquiera es tenido en
cuenta. Frente a lo anterior es pertinente mirar un ente fundamental al respecto de la

educacion matematica y su evaluacion:

» Las Pruebas del ICFES o Pruebas de Estado que se disefian, aplican y analizan bajo la
direccion del Servicio Nacional de Pruebas, SNP, del ICFES. Los resultados de esas
pruebas han tenido gran influencia en la determinacion de lo que se ensefia, en la
estratificacién académica de los colegios y en la carrera que puede seguir un bachiller

en la universidad.
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Segun el Informes de resultados de evaluaciones nacionales, el Informe nacional de
resultados de SABER 50. y 90., 2009 donde expone los resultados de los estudiantes
de quinto y noveno grados en matemaéticas revel6 a traves de un ejemplo de nivel
avanzado para quinto grado, que desarrollando tareas que llevan a la interpretacion del
grado de probabilidad de un evento aleatorio, los alumnos tienen dificultades

enormes.

El ejemplo era el siguiente:

Nivel de desempefio: avanzado

Ejemplo 3. Juego en clase

(_,f"

La profesora Mancy quiere hacer un juego con sus estudiantes, que consiste en sacar sin mirar, una balota Ce una
bolsa. La bolsa tiene 4 balotas blancas y 2 balotas negras, de igual formay tamano.

El ndmero de posibilidad es de sacar una balota negra es

A lamitad delnimero de posibilidades de sacar una balota blanc a.
B. el doble del nomero de posibilidades de sacar una balota blanca.
C. latercera parte delnimero de posibilidades de sacar una balota blanca.
D. igualal ndmero de posibilidades de sacar una balota blanca.
- J
Nivel Avanzado
'[:umpalancia " Comunicacidn
" Componente © Aleatorio
Afirmacion Expresar el grado de probabilidad de un suceso
Respuesia correcia A
Porcentaje de respuestas en la opcidn correcta | 20.31%
' | B:2250%
Porcentaje de respuesias en las opciones no validas C. 22.79%

0 22.41%

Figura 1 SABER 50. y 90., 2009 RESULTADOS NACIONALES

En este sentido, la distribucion de las respuestas entre los distractores de la pregunta
muestra una proporcion muy alta con respecto a la respuesta correcta, lo cual es muy
preocupante. Cabe resaltar que para resolver el problema propuesto por la profesora es
indispensable el uso de la combinatoria.

Luego, una proporcién muy baja de estudiantes se ubica en el nivel avanzado: al
finalizar la basica secundaria sdlo tres de cada 100 son capaces de encontrar

probabilidades utilizando técnicas de conteo.
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No son solamente los estudiantes que finalizan la educacion basica y media, los Unicos
que arrastran con conocimientos deficientes o nulos en los aspectos combinatorios.
Algun profesor universitario se quejaba de que varios de sus estudiantes de Gltimo afio
de ingenieria no hubiesen podido resolver un problema planteado en las pruebas de

Estado de hace varios afos:

Considere los nueve puntos de la figura:

0 0 0
0 0 0
0 0 0

Indique cuantos tridangulos, que tienen como vértices los puntos de la figura, se pueden

armar.

Posiblemente si la autonomia de pensamiento se ve eliminada por el mecanismo frente a la
comprensibilidad, la Educacion Matematica habra fallado en la relacion saber — estudiante —
profesor. Una evidencia de esto es palpable cuando al estudiante se le presenta un problema
en algun contexto determinado, en donde las aplicaciones précticas acuden a la ciencia
matema@tica, y sencillamente, una falta de comprension de las nociones, dificilmente,

permitiran entrever el vinculo existente entre las matematicas y la experiencia.

Por tanto, se hace necesario poder comprender cudales son los elementos de causalidad que
permitan entender por qué las nociones matematicas son lo que son, entendiendo que éstas
llevan a cuestas una historia que a todos, como futuros educadores matematicos, les debe

interesar en pro de que el estudiante mejore sus niveles de comprensién.

Por todo lo anterior y bajo el interés de esta investigacion, la exploracion serd guiada bajo

la siguiente pregunta:
¢Una lectura cuidadosa de los historiadores de la probabilidad como Hald y Edwards

permite encontrar recursos didacticos y proponer un mejor entendimiento de las practicas

pedagdgicas en combinatoria y probabilidad?
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En este trabajo se reporta un problema histérico de evolucion de conceptos que tiene
relacion con el trayecto que va desde la composicion o el cambio de las estructuras discretas a
partir de operaciones al concepto de combinaciones mezclando aspectos filosoficos y
epistemoldgicos. La idea central de este trabajo es develar las combinaciones a través de sus
propiedades, mostrar las relaciones con el tridngulo aritmético y los nUmeros combinatorios,
y este problema se enmarca en un ambito central de la epistemologia como lo es la
instauracion y evolucién de los conceptos. En otras palabras, con este trabajo se pretende
ver en la historia los momentos claves que marcaron los derroteros de la combinatoria y hacer

una recopilacion de las ideas para llegar al concepto de las combinaciones.

JUSTIFICACION

Los desarrollos de la mateméatica corresponden esencialmente a tres procesos

fundamentales: Medir, contar y ordenar.

“Hemos atravesado mas de veinticinco siglos describiendo y analizando el esfuerzo
humano por constituir un aparato teérico, propio de las matematicas, mediante el cual

introducir, de manera formal, los procesos de medir y contar” (Recalde L., 2007)

El proceso de contar viene siendo estudiado por la comunidad matematica en la blsqueda
de poder relacionar los objetos. ¢Cuanto hay? fue la pregunta que abri6 la investigacion del
arte de contar. Diferentes culturas se enfrentaron a esta actividad como respuesta a
necesidades de la humanidad en determinado contexto social. Culturas como los
mediterraneos: los sumerios, los semitas, los babilonios, los egipcios, los griegos y los
romanos. De otro lado, también se encuentran las culturas orientales como: los hindues, los
chinos y los arabes. Con respecto al continente americano se destacan culturas como: los
mayas y los incas. De lo anterior se podria pensar que los nimeros naturales estuvieron
inmersos en cualquier cultura a través de sus distintas representaciones o sistemas numéricos,
estos sistemas se puede considerar aportes a la matematica, pero que definitiva todos ellos
encerraban el conjunto matematico de los numeros naturales. Autores como (Frediani &
Tenorio, 2004) indican que la arqueologia confirma que la idea de nimero y su utilizacion
surge en el mundo hace mas de 30.000 afios, siendo incluso muy posible que los ordinales

precedieran a los cardinales, dado que el nimero se presenta primero como una necesidad
14



para ordenar, y luego para contar o medir. Al parecer la necesidad de ordenar surge como
respuesta al orden de participacion en ceremonias religiosas de los antepasados y la necesidad
de contar o medir magnitudes se muestra cuando se queria crear una estructura social
organizada. En conclusidn, querer hablar del origen de los nimeros es encumbrar una historia
de la época antigua. En el siglo XIX emerge la teoria de conjuntos gracias a los estudios de
George Cantor (1845 — 1918). A traves de la teoria de conjuntos se inicia el estudio formal
de los subconjuntos y partir de estos viene ligado el problema de demostrar la existencia de
subconjuntos de elementos de un conjunto finito dado y que satisfacen ciertas condiciones
entonces se podria decir que la teoria de conjuntos con el formalismo moderno a luz de hoy
puede ser otra presentacion del conteo hacia la combinatoria. Al respecto, es pertinente citar
a (Recalde L. , 2011):

“Del mismo modo que el método analitico nos suministré algunas herramientas
tedricas y procedimentales para la solucién del problema de la medida, el enfoque
conjuntista en matematicas nos proporciond los enlaces necesarios para acoplar las

actividades de medir, contar y ordenar.”

Luego, es la matematica discreta® quien se encarga de contar y clasificar los subconjuntos
de un conjunto finito dado y que pueden satisfacer ciertas condiciones. Una vertiente para
solucionar la pregunta ¢cuanto hay? y el problema de los subconjuntos y modernamente
hablando, el cardinal de los subconjuntos, es la combinatoria, dado que ésta estudia como se
puede contar y disponer elementos de un conjunto. Es asi que se puede notar la fuerte
relacion de este concepto con las mas cotidianas situaciones que el ser humano pueda llegar a
tener. Por ejemplo: En un grupo de 60 estudiantes, ¢de cudntas formas diferentes puedo

realizar grupos de 12 para obtener equipos de futbol?

De otro lado, la percepcion sociocultural es tan importante de resaltar que segun los

lineamientos curriculares:

“..., vale la pena destacar especialmente como a partir de estas investigaciones se ha
podido establecer el hecho de que diferentes culturas han llegado a desarrollos
matematicos similares trabajando independientemente y que han realizado actividades

matematicas semejantes, como el contar, localizar, medir, disefiar, jugar y explicar,

% Ver pégina 94 en la seccién combinatoria para la definicion de este término.
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actividades éstas que resultan ser universales. Estos elementos analizados en profundidad
han permitido a su vez identificar componentes epistemologicas del conocimiento

matematico.” (MEN, Lineamientos curriculares., 1998, pag. 15)

La matematica ha sido a través de los afios un constructo sociocultural que ha permitido el
estudio de las relaciones humanas a traves de la solucion de problemas planteados frente a las
necesidades del hombre. Siendo la educacion un ente fundamental en el desarrollo social, la
matematica y en particular la combinatoria; toman un lugar relevante en la escuela dado que a
partir de su aprendizaje se potencializa el razonamiento, habilidad trascendental para la
resolucion de problemas tanto en las diferentes areas del conocimiento como también en la

vida cotidiana.

Finalmente, se debe tener presente que la combinatoria no solo debe ser relacionada con la
probabilidad sino también con muchas otras ramas de la matematica e inclusive con
diferentes campos de investigacion como lo son la fisica, la ingenieria, la biologia la quimica,

etc.

“La presentacion que hace Feller de algo tan sumamente serio, como son las
concepciones de Einstein, de Maxwell, de Bose, Dirac acerca de la distribucion de
particulas en un espacio, no son mas que problemas de urnas y balotas. Son por supuesto,
relativamente faciles de entender y de una profunda belleza. Creo que a un estudiante
sensible a la fisica, frente a un escenario como el que plantea Feller, cuya
fundamentacion es relativamente sencilla llevarla a un plano pedagdgico, es decir
argumentativo, le sacaria un gran provecho intelectual. Pero no solamente es en la fisica

y en la biologia.

La ingenieria moderna esta impregnada de elementos combinatorios: las redes
teleméticas, los viajes espaciales, la fotografia, la escanografia, la transmision de
imagenes de Marte, la epidemiologia del Sida, todos estos problemas tienen una profunda
naturaleza aleatoria y combinatoria. Las nuevas profesiones: ingenieria de sistemas,
ingenieria electronica, ingenieria de materiales, el disefio industrial, el disefio
arquitectonico, por supuesto la estadistica y muchas mas tiene entre sus presupuestos
ciertas destrezas y una de ellas, muy importante, el del arte de contar y de combinar.”
(Arbelaéz, 2013)
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Ampliando un poco lo anterior, se puede mostrar grosso modo algunos campos de
investigacion donde la combinatoria ha participado con el propésito de defender la utilidad de
esta disciplina en otras disciplinas.

LA COMBINATORIA EN DIFERENTES CAMPOS DE LA INVESTIGACION.

En el proceso de contar se ven evidenciadas muchas necesidades no sélo de las
matematicas sino también de diferentes disciplinas que ahondan en la inquietud de sus
problemas. De hecho, en la vida diaria, la actividad de contar juega un papel rotundo y
fundamental dado que desde temprana edad el ser humano se enfrenta a preguntas como:
¢Cuéntos dedos tienes en la mano? ;Cuéntas monedas tienes en el bolsillo del pantalon?
¢Cuéntos afios tienes?, etc. No solamente se habla de la cantidad sino también de las posibles
maneras 0 consecuencias de ciertos eventos, como por ejemplo: Al lanzar una moneda al aire
¢ Qué posibilidad de resultados puedes obtener cuando ella caiga?; y si lanzas un dado ¢Qué
posibilidad de resultados puedes obtener? ¢Son los mismos resultados de la moneda?
¢Cuéntos resultados tiene el experimento de la moneda? ;Cuéntos el del dado? Preguntas
como las anteriores que indagan sobre el cuanto o las posibles maneras de también se ven
inmersas en los quehaceres diarios, en las relaciones familiares y en la sociedad. Es por todo
lo anterior que la combinatoria toma un lugar fundamental en la escuela y se hace necesaria

una profunda reflexion sobre la misma.

La combinatoria en la matematica.
No hay evidencia méas fuerte que la misma ciencia de las Matematicas para entender el
papel relevante de la combinatoria y su influencia en el desarrollo de otras ramas de la misma

ciencia. Las primeras nociones de contar nacen de las inquietudes de las matematicas.

La combinatoria en el andlisis matematico: El estudio del triangulo aritmético fue de vital
interés para matematicos prestigiosos como Cardano, Briggs y Pascal. Con las diferentes
indagaciones de estos pensadores, se fueron dejando huellas para el analisis y su desarrollo.
Newton (1642 - 1727) leyendo los trabajos de Wallis (1616 — 1703) llega a dos grandes

declaraciones de una belleza indudable para la comunidad matematica.
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e El teorema del binomio:

(a+x)"= a™+ %a"‘lx + —n(;:l) a ?%x? + —n(n—1.12).(:—2) a"3x3+ -+ x"neN

e El analisis mediante series infinitas y su consistencia interna al algebra realizada con
un numero finito de operaciones.
Las derivadas de orden superior vienen estrechamente relacionadas con el desarrollo

en serie de la potencia del binomio a través de la integral con el calculo combinatorio.

La combinatoria en Algebra: Contemporaneo con Newton, Leibniz (1646 — 1716) en sus
trabajos llega a un majestuoso hallazgo y establece las bases de lo que son los determinantes,
que luego con el tiempo serdn un instrumento de total relevancia para las matematicas. De
otro lado, los trabajos de Lagrange (1736 — 1813) fueron importantes para Galois (1811 —
1832) quien se apoyd de estos iniciando su investigacion en teoria de grupos sobre

permutaciones de las raices de una ecuacion polindémica.

La combinatoria en la Geometria:

Una gran variedad de transformaciones fueron estudiadas a través de métodos
combinatorios durante la segunda mitad del siglo XIX. Es mas, relaciones y propiedades de
los cuerpos en los espacios de un numero cualquiera de dimensiones se puede enunciar
utilizando un algoritmo combinatorio de la geometria moderna; a tal punto que “actualmente
existen libros de geometria en los que en lugar de lineas y figuras, sélo se utilizan letras,
indices y formulas combinatorias” (Colerus, 1973, pag. 93). Respectivamente, en la
actualidad, es posible interpretar geométricamente muchos problemas combinatorios y hallar
soluciones a los mismos empleando conceptos geométricos finitos (Ribnikov, 1988). Para
profundizar mas frente a la relacion geometria — combinatoria se recomienda al lector

interesado el texto Combinatorial geometry in the plane de (Hadwiger & Debrunner, 1964).

La topologia combinatoria o analysis situs.

Rama de las matematicas que se puede definir segun (Collette, 1985, pag. 537): “es el
estudio de los aspectos cualitativos intrinsecos de las configuraciones espaciales que
permanecen invariantes frente a transformaciones biunivocas™ Inicia con el problema de los
puentes de kdnisburg propuesto por Euler (1707 — 1783), quien inicia también la teoria de
grafos. Euler se ocup0 en diferentes campos, entre ellos, la Combinatoria; en su articulo sobre

Particion y descomposicion de enteros positivos en sumandos se encuentran las bases para el
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método de funciones generadoras siendo eéstas fundamentales para el céalculo de
configuraciones combinatorias. Escribié una notacioén esencialmente moderna del nimero

m
n

combinatorio, como es ( ) aunque la notacion actual es debida a Adreas von Ettinghausen

(1796 — 1878).

La combinatoria en la Probabilidad.

Existe una fuerte relacion entre la combinatoria y la probabilidad dado que siempre que se
desea calcular el espacio muestral de un experimento se recurre a la combinatoria para
poderlo obtener. Al respecto sefiala (Heitele, 1975), la combinatoria no es solo un auxiliar en
el célculo de probabilidades, sino que existe una interrelacion estrecha entre la idea de
experimento compuesto a partir de un espacio muestral discreto y las operaciones

combinatorias.

La combinatoria también se aplica en las matematicas recreativas. Uno de los escritores de
la matematica recreativa mas famosos del siglo XX, Martin Gardner ha dejado numerosos
articulos de corte combinatorio. También se aplica la combinatoria en la teoria de nimeros,
I6gica y teoria de automatas y lenguaje, ciencias de la computacion, la investigacion de

operaciones tienen como sustento Iégico el calculo combinatorio; etc.

Un famoso autor norteamericano, Donald Knuth, autor de la célebre obra: “The art of
computer programming” (4 tomos) plantea en el primer capitulo de su primer tomo la
importancia que los nimeros combinatorios habran de tener en todo el resto de su obra y le
encarece al lector dedicarle un buen tiempo al cabal entendimiento de las nociones e
identidades combinatorias que se encontraran en el centro de las proposiciones, conceptos,

ejercicios, problemas y topicos de investigacion que se estudiaran en toda la obra.

La combinatoria en otras disciplinas.
El estudio de las diferentes formas de agrupar y de contar, también se contempla y se
investiga en las siguientes disciplinas* que posiblemente se han remitido a la combinatoria

para solucionar sus inquietudes.

* La descripcién de cada aplicacién de la combinatoria en las diferentes disciplinas es tomada de forma
absolutamente literal del libro (Batanero, Godino, & Navarro - Pelayo, Razonamiento Combinatorio, 1996)
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La combinatoria en la fisica:

El modelo de las particiones tiene aplicaciones fundamentales en la mecanica,
termodinamica y estatica. Como ejemplo, citamos® los modelos de Bose — Einstein y Fermi —
Dirac para la mecéanica de particulas. ElI problema del aislamiento es importante para la
explicacion del comportamiento macroscopico de la materia sobre la base de los hechos
conocidos a niveles moleculares o atomicos. La enumeracion de simetrias es fundamental
para la cristalografia. La enumeracion de caminos arbitrarios es bésica en la teoria de la

difusion, que comprende el movimiento Browniano y la fisica del estado sélido.

La combinatoria en la quimica.
La enumeracién de posibles moléculas orgénicas, la busqueda de los isomeros de una
molécula dada y la topologia de la estructura molecular son problemas fundamentales de

naturaleza combinatoria.

George Pdlya es el autor de un teorema, titulado, el teorema de enumeracién de Polya, el
cual hace alusién a encontrar el nimero de isdmeros que podria tener una molécula organica
compleja. Desde esa época, alrededor de 1940, los quimicos organicos se interesaron por la

combinatoria.

La Teoria de Pdlya es un método general para contar el nimero de posibles con-

figuraciones sobre un objeto geométrico teniendo en cuenta sus simetrias.

La introduccion a la enumeracion del teorema de Pélya inicia de la siguiente forma:

“Este articulo presenta una continuacion del trabajo hecho por Cayley. Cayley investigd
repetidamente problemas combinatorios relativos a la determinacion del numero de ciertos
arboles. Algunos de sus problemas se prestan a interpretacion quimica: el nimero de arboles

’

en cuestion es igual al numero de ciertos (teoricamente posibles) compuestos quimicos . . .’

(Polya, 1937)

> Aqui y en cualquier parte de este trabajo donde se encuentren palabras con pronombres en primera y
segunda persona es porque el parrafo es estrictamente literal. Todo lo demas esta escrito en tercera persona.
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Enumeracion de moléculas organicas.

La enumeracion de grafos tiene por objeto encontrar el niUmero de grafos no isomorfos que
poseen unas determinadas caracteristicas. Este problema fue iniciado por Cayley para,
resolver el problema de enumeracion de hidrocarburos, que son compuestos quimicos que
solo constan de carbono e hidrogeno. Entre ellos se encuentran los hidrocarburos con todas
las uniones sencillas entre los &tomos de carbono, pudiendo n tomar cualquier valor a partir

de 1. Su formula es C,Hypp -

Los compuestos que siendo diferentes responden a la misma forma molecular (igual

formula empirica), se denominan isémeros. La figura 2 representa los isémeros del butano
(C4Hyp):

H H H
| | |
T T T T H - - C - 0C - H
H-C - C - ¢ - C-H | |
o . E|: o
H H H H |
n-butano H
isobutano

Figura 2. Representacion del butano.

Amabas contienen la misma férmula quimica C,H;, , sin embargo, sus moléculas se
agrupan de forma diferente. Estas dos estructuras de igual formula quimica C,H;, son dos

ejemplos de isometria de posicion u ordenacion.

La combinatoria en la biologia.
La enumeracion de posibles tipos de organismos, el estudio de la difusion de epidemias,
las pruebas de medicinas u otros productos a través de los disefios de experimentos que

emplean los cuadrados latinos y gran parte de la Genética utilizan estas técnicas.

La combinatoria en la Economia y Gestion.
Se estudian problemas de optimizacion de la produccién, transporte, emplazamiento,

asignacion de tareas, distribucion y empaquetado, etc., que tienen naturaleza combinatoria.
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Hasta aqui, se plasmaron las diferentes disciplinas que utilizan la combinatoria para dar
soluciones a determinadas cuestiones. La intension de exponer esa gama de campos es

manifestar la importancia, el papel y el lugar que juega la combinatoria en ellos.

Luego, se debe tener presente que las implicaciones de la combinatoria y su aplicabilidad
en otros campos no ha sido un objeto de analisis extenso y con ello se han podido perder
elementos vitales para su ensefianza y aprendizaje. Es decir, es un &rea de poca investigacion
en Educacién Matematica y esto se puede evidenciar con los pocos proyectos tanto de
pregrado o posgrado de la Universidad del valle. Luego, el pensamiento estocastico y los
sistemas de datos, propuesto por el Ministerio de Educacién Nacional, van quedado aislado y
a pesar de que se brinden espacios en eventos que van dirigidos a la educacion estadistica
como por ejemplo: Coloquio Distrital de Matematicas y Estadistica, Congreso Colombiano
de Matematica, Encuentro Colombiano de Matemética Educativa, Primer encuentro de
educacidn estocastica, etc.; son muy poco concurridos ya sea por falta de informacion al
respecto o en el peor de los casos, por falta de formacion.

Una necesidad urgente es crear grupos en Educacion Estadistica para desarrollar una linea
de investigacion donde se genere una disciplina mas compacta y pueda aportar a la formacion
docente. La probabilidad y la estadistica, desafian la intuicion y en ocasiones no basta con
tener conocimientos de estas areas. La historia de la probabilidad y de la combinatoria ofrece
un amplio panorama de los hechos, conjeturas y problemas desafiantes donde los conceptos
fueron evolucionando a través del tiempo y no fueron aceptados absolutamente desde el
momento de su origen. Al llevar los conceptos al aula, se presentan los obstaculos que tal vez
surgieron a través de la concepcion y evolucion de los mismos y es por ello que se presentan
aspectos histdricos y epistemoldgicos, en el sentido de Batanero (Batanero & Serrano

Romero, La aleatoriedad, sus significados e implicaciones educativas, 1998):

Las cuestiones epistemologicas ocupan un lugar fundamental en la reflexion de las
personas interesadas por el aprendizaje de las matematicas. Ello es debido a que los
obstaculos surgidos histéricamente en la formacion de los conceptos se reproducen, con

cierta frecuencia, en los alumnos. Otras veces, los estudios de tipo epistemologico
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pueden ayudar a comprender las dificultades de los alumnos en el uso de los conceptos

para la resolucion de problemas.

Es evidente y necesario para el aprendizaje que la formacion docente esté caracterizada
por ese devenir histérico y particular de los objetos relacionados con la combinatoria. El
proposito es formar docentes y estudiantes criticos en la sociedad cambiante y asi entender y
reconocer la combinatoria como un agente potencial del pensamiento matematico. Luego, la
creacion de una linea de investigacion en Historia de la Probabilidad, la estadistica y la
combinatoria tiene una necesidad de seguir bogando mar adentro en Colombia desde lo
disciplinar, didactico, histérico y tecnoldgico en pro de fortalecer en el quehacer profesional

del docente®.

OBJETIVOS

Objetivo General

Realizar un andlisis histérico — epistemologico de la evolucion de la combinatoria
teniendo como eje central el trabajo de Pascal en busqueda del surgimiento de las

combinaciones; con el proposito de plantear una sugerencias de ensefianza.

Objetivos Especificos

e Reconocer las raices de la nocion de combinaciones y presentar un panorama general
histdrico de la combinatoria para identificar los elementos primigenios que surgieron

frente a la actividad del conteo.

e Establecer el desarrollo historiografico en términos de notacion moderna de la nocién
de combinaciones desde los trabajos de Pascal hasta la conceptualizacion de Gottfried
Wilhelm Leibniz y Jacobo Bernoulli con el fin de presentar la propuesta de Pascal en
su Tratado del triangulo aritmético y contrastar con los trabajos realizados por Leibniz

y Bernoulli.

® parafraseo tomado del trabajo de maestria de (Diaz, 2013)
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e Caracterizar y mostrar las propiedades de los numeros combinatorios a partir de las
relaciones o estudios de estructuras’ discretas para conocer su comportamiento y

poderlos instaurar.

e Identificar elementos principales en la composicion o el cambio de las estructuras
discretas a partir de operaciones, mas especificamente en la nocion de combinaciones
con la intension de sugerir algunas pautas o elementos para la ensefianza de las

combinaciones.

2. CAPITULOII

METODOLOGIA

El desarrollo del trabajo es de tipo histérico — epistemoldgico y va dirigido, de acuerdo
con los lineamientos curriculares de Colombia, al pensamiento estocastico; mas
concretamente, al concepto de combinaciones. La metodologia de este trabajo sera de

caracter arqueoldgico®. Al respecto es pertinente citar a (Diaz, 2013):

“Para adentrase entonces en esta vision, se utilizara un modelo de metodologia de
caracter arqueoldgico. Durante el transcurso de esta indagacién, se haran explicitos
algunos conceptos claves que iran surgiendo paralela y necesariamente como lo es orden,

repeticion, subconjuntos, entre otros.”

A través de la busqueda desde la concepcion de las combinaciones hasta su
institucionalizacion, se rastrearon elementos claves para producir una historiografia. Para ello
se tom6 como fuentes principales a Pascal’s Arithmetical Triangle de (Edwars, 1987)
buscando las relaciones de los niUmeros combinatorios y coeficientes del tridngulo aritmético.
Es relevante afirmar que los aportes del autor son de una elegancia histérica indudable. Es un
texto académico que debe ser de consulta tanto por profesores como estudiantes por su

intencionalidad de abordar diferentes topicos. Es asi, que éste permite un analisis mas

" Ver pagina 93 en la seccién combinatoria para la definicién de este término.

8 Entiéndase como el estudio de los cambios conceptuales que se producen desde las ideas previas hasta las
actuales, a través de huellas registradas y conservadas al pasar del tiempo.
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detallado de los trabajos de Tartaglia, Cardano, Pascal, Fermat, Huygens, Bernoulli, entre
otros. La correspondencia entre Pascal y Fermat son claves para ir vislumbrando el uso de la
combinatoria en la solucién al problema del reparto y con ello rastrear tiempos de solucién,
acuerdos, desaciertos e interpretaciones novedosas dadas a los problemas y sistematizacion
de métodos de solucion. De otro lado, se consultd a Razonamiento Combinatorio de
(Batanero, Godino, & Navarro - Pelayo, 1996) con el propdsito de relacionar la combinatoria
no solo con diferentes ramas de las matemaéticas sino también con diferentes campos de
investigacion, esto se encuentra incluido en la justificacion de este trabajo. El desarrollo de
primer objetivo de este trabajo fue permitido gracias a este libro. También se consultaron
fuentes segundaria como A history of probability and statistics and their applications before
1750 de (Hald, 1990) que siendo contemporaneo con el libro de (Edwars, 1987), muestra un
gran compendio de los trabajos de muchos matematicos que pensaron en la combinatoria.
Para efectos de este trabajo, el libro de (Hald, 1990) se utiliz6 como referencia para introducir
una evidencia del aporte de las demostraciones de Pascal con respecto a las relaciones entre

los nimeros combinatorios, figurados y binomiales.

Finalmente, el libro Azar y probabilidad de (Godino, Batanero, & Cafiizares, 1996)
permitio, a través de la seccion Teoria matematica elemental de la probabilidad, el
desarrollo del capitulo IV de este trabajo que se refiere a la combinatoria y sus elementos de

estudio.

A partir de la lectura analitica de estos libros y tomando en cuenta los elementos de
causalidad ventilados en la historiografia, se identificaron elementos epistemoldgicos, que
permitieron visualizar algunos aciertos y dificultades inherente en el proceso de ensefianza y

aprendizaje de las combinaciones.

El primer objetivo especifico de este trabajo se desarrollé gracias a la breve seccion
titulada Surgimiento de la Combinatoria: primeros problemas consignados en Razonamiento
combinatorio de (Batanero, Godino, & Navarro - Pelayo, 1996). En este trabajo se adapto la
organizacion por medio de siglos para contemplar mejor los tiempos de desarrollo de las

correspondientes ideas y su contexto.

El segundo objetivo especifico de este trabajo se desarroll6 utilizando el libro Obras
matematicas seccion Tratado del triangulo aritmético de (Alvarez, Martinez, & Torres, 1995)
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del cual se tomo el enunciado de las diecinueve consecuencias junto al problema final que
plantea Pascal. De otro lado, gracias a los grandes aportes realizados por el libro Pascal’s
Arithmetical Triangle de (Edwars, 1987) se desarrollé la parte matemética de cada
proposicion y el contraste de los nimeros combinatorios, binomiales y figurados. También se
tomaron los trabajos de Leibniz y Bernoulli del citado libro. La solucion del problema final

que plantea pascal fue tomada de (Edwars, 1987).

El tercer objetivo especifico de este trabajo se desarrollé con base en los conceptos de
combinatoria dados por (Ribnikov, 1988) y (Feller, 1973) y lo referente a las reglas del
producto, las combinaciones, variaciones y permutaciones fue tomado del libro Azar y
Probabilidad de (Godino, Batanero, & Cafiizares, 1996).

Las pautas de ensefianza son unas recopilaciones de las reflexiones obtenidas de este
trabajo que se sugieren 0 se presentan como unos indicios para abordar las combinaciones,

mAas que una propuesta estructurada como tal de ensefianza.

Finalmente se obtienen unas conclusiones de todo lo estudiado tanto en la historia como la
matematica y la ensefianza que se puede presentar con base en las indagaciones que se tenian
y las deducciones que se lograron. Todo es un conglomerado de resultados que en su mayoria
convergen en el concepto de combinacion, objetivo general de este trabajo.

3. CAPITULO III

PANORAMA GENERAL HISTORICO SIGLO XXIT AC - SIGLO XVII

Segun investigaciones realizadas ya sea por antropologos como por historiadores, la
combinatoria ha sido un interés del ser humano desde hace tiempo y nace frente a la
necesidad de saber la forma de seleccionar o elegir parejas de un determinado conjunto de
elementos. Todas las posibilidades son calculadas a través de la enumeracion. Diferentes
culturas y distintas dudas o cuestiones permitieron la exploracion y esto permitio la

indagacion de otros aspectos y actividades bien definidas.
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Los elementos primigenios sobre este interés se remontan desde tiempos milenarios.
Consecuentes con el andlisis que se busca hacer en este trabajo, es importante conocer el

trayecto de la combinatoria, la cual tiene ciertos atisbos desde los antiguos chinos:

Siglo XXII AC - Los Cuadrados magicos.
Los cuadrados méagicos son ejemplos de los més antiguos que existen sobre problemas de
combinatoria. Ellos aparecen y fueron la base del famoso libro mistico chino I — Ching

escrito en Japon.

Al parecer el primer cuadrado méagico se registra con el diagrama de Lo Shu de la antigua

china. Dicho cuadrado tenia el siguiente arreglo®:

4 9 2
3 5 7
8 1 6

Al respecto (Biggs, 1979) afirma:

“There is little doubt that the first recorded example of a magic square is the Lo Shu
diagram of the ancient chinese.”

Los cuadrados maégicos son arreglos rectangulares de n x n donde se disponen los
ndmeros desde 1 hasta n? en las casillas de tal forma que la suma horizontal, vertical y
diagonal siempre sea un nimero constante. Se le llamaba constante méagica debido al sentido

mistico que tenian los cuadrados.

Es importante resaltar aqui que los cuadrados magicos son un primer registro de estudio
para la combinatoria dado que ellos estan constituidos por ser un arreglo de elementos de un

conjunto finito que responde a una determinada condicion.

Tambien, (Collette, 1985) comenta que las cuestiones combinatorias se describen en los

primeros documentos chinos que remontan a partir del siglo III a.C, siendo el “Pa Kua” uno

® Para ampliar informacién dirigirse a (Needham, 1959, pag. 57)
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de los mas antiguos donde se exhibe un problemas sobre el calculo del nimero de

permutaciones de una serie de segmentos dispuestos alrededor de un circulo.

Figura 3. Pa kua, trigramas del | Ching.

Un aspecto relevante tiene que ver con el libro chino “El precioso espejo de los cuatro
elementos” escrito por Chu Shi-Chieh en 1303 (jhace mas de 700 afios!) donde aparece un
diagrama que en Occidente serd conocido como triangulo aritmético, en el que figuran
diferentes desarrollos binomiales hasta la potencia octava. El texto chino es el de mayor

importancia a nivel histérico y algo sorprendente que escribe es que el triangulo era conocido
mas de dos siglos antes.

= -\—Jd:\
J }:’

ICE80O®Se o]

Figura 4. El antiguo grdfico del método de los siete cuadrados multiplicadores.
Siglo V A.C - Los Numeros triangulares.
La escuela pitagorica es conocida historicamente por ser una de las precursoras de la
matematica demostrativa. Para nadie es un secreto de los grandes aportes a la humanidad que

esta comunidad de ciencia dejo. Entre sus aportes estan las reglas acerca del total de puntos

. , . . n(n+1)
necesarios para formar nameros triangulares, los cuales responden a la férmula

—— Y se
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generaban al afiadir los mismos consecutivamente de tal suerte que dibujan un tridngulo. Méas

adelante se conocera la relacion del triangulo aritmético con los nimeros combinatorios.

l.l

L] .‘. LR 1]

=1  Tp=3 T3=6
L]

o l.l.l

L] LA
o 8EE
l.l.l l.l.l.l LA AL

Figura 5. Numeros Triangulares.

Siglo III A.C - Regla para combinaciones de n silabas.
Nace la regla llamada “Meru Pastrara” que fue dada por el escritor Pingala (200 a. C,
aprox.) y ésta calculaba el nimero de combinaciones n silabas tomadas de una en una, de dos

en dos, etc.

Siglo IV - Permutaciones y combinaciones.

Xendcrates de Calcedonia es a quien se le atribuye el primer intento por resolver un
problema de permutacion. Papus plantea y soluciona un problema de combinatoria el cual
estaba direccionado al célculo del nimero de intersecciones de n rectas no paralelas, de las
cuales no mas de dos se cortan en el mismo punto. Es asi, que a través de numeros
triangulares, usando la regla aditiva 1+ 2+ 3+ -+ n, llega a la solucion general del
problema de las combinaciones de n elementos tomados dos a dos. Cabe resaltar que en el

trabajo de Euclides ya se encontraba el teorema del binomio paran = 2.

El libro hebreo Sefer Yetzirah escrito entre los afios 200 y 600 d.C, contiene la nocion de

permutacion.
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Siglo XII - Indicios de reglas para calcular “variaciones” (con y sin repeticion) y
“combinaciones”.

Surge en la India el interés por los problemas de combinatoria. Es el matematico Bhaskara
(1114 — 1185 aprox.) quien explora este campo y plantea las reglas. Al respecto de ello

escribe:

“Este tipo de ideas es util en versificacion para:

Hallar variaciones de diferentes metros.
En masica para analizar el esquema de las variaciones musicales

En Medicina para hallar las combinaciones posibles de sabores diferentes”

En su obra lilavati, (Bhaskara, 1150) utiliza la regla de Pingala. En un capitulo dedicado a
la combinatoria, enuncia una regla para hallar el nimero de colocaciones de n cosas de una
clase y (m — n) de otra, es decir, por primera vez se vislumbra el problema de la distribucion
de objetos o particion de conjuntos. Afirma también que las selecciones de n objetos entre m

dados coinciden con ese numero.

Un dato importante es saber que en tiempos de Bhaskara ya se conocia la regla que da el
namero de permutaciones de n elementos y es sorprendente saber que el caso particular para

n = 6 ya habia sido tratado por Chakravarti aproximadamente en el siglo IV a.C.

En el mundo arabe nuestro tema de interés era tratado por dos corrientes independientes
segun cuenta (Edwars, 1987). Una de ellas eran los Linguistas quienes miraban el Analisis
Combinatorio como un medio para resolver un problema préctico. La otra corriente eran los
algebristas quienes a través de sus estudios sobre ecuaciones y el problema de extraccion de
raices, encontraban en el Andlisis combinatorio una herramienta técnica para resolver sus

problemas tedricos.

No obstante, la primera obra arabe de Analisis Combinatorio data alrededor de 1140 y es
un trabajo no encontrado de Al — Hayyam. Por ese tiempo, Rabbi ben Ezra en la busqueda de
hallar el nimero de combinaciones de 7 cosas tomadas n cada vez, utilizé el mismo método
que Pingala. En su exploracion se dio cuenta que todos los coeficientes eran divisibles por
siete, un caso particular del resultado general de Leibniz.
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Es aproximadamente en 1140 en Espafia, que Rabbi usa el mismo método Hindd Meru
Pastrara para hallar la solucién. Las 7 cosas fueron los 6 planetas conocidos y el sol; una
representacion tabulada del método de enumeracion de ben Ezra es dada en la siguiente

figura para el caso r = 3:

567 467 367 267 167

456 356 256 156
457 357 257 157

345 245 145
346 246 146
47 247 147

234 134
235 135
236 136
237 137

(5]
b B
Bl b o—
[T ST -

1 + 3 4+ 6 + 10 + 15 =135

Figura 6. La enumeracion de las 35 maneras en que 3 planetas pueden ser elegidos de 7, numerado 1234567,
dispuestos para exhibir el razonamiento de Rabbi ben Ezra

Siglo XIV - Reglas principales sobre permutaciones y combinaciones.
El matemaético y astronomo judio Levi Ben Gerson (1288 — 1344) radicado en Francia
alrededor de 1321, escribi reglas principales de célculo (ya conocidas por hindues) sobre las

permutaciones y combinaciones. En notacion moderna, se expresarian de la siguiente forma:

=

n! para el nimero de permutaciones de n cosas.

2. n(n—1)(n—2)..(n—r+ 1) para el nUmero de variaciones de n cosas tomadas r a
T

3. Para el nUmero de combinaciones:

nn-1)n-2).n—-r+1)
1-2-3...-r
La induccion matematica fue utilizada para la validez de las dos primeras expresiones. La

tercera se deriva de ellas por division.
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Algo importante que resaltar es que Levi hizo una original contribucion que fue

argumentar la igualdad del niamero de colocaciones de n cosas de una clase y n — r de otra,
es decir, la propiedad: () = (_™ ) la cual implicitamente se encierra el modelo de particion
r n-r

de un conjunto.

Siglo XVI - Estudio del Triangulo aritmético.
De otro lado, en occidente los juegos de azar son los motivadores para el estudio de la
combinatoria. Tartaglia (1499 — 1557) extendio la tabla de los nimeros figurados a méas de

tres dimensiones.

Cardano (1501 — 1576), apoyado por la obra General trattato di numeri et misure de
Tartaglia deduce los coeficientes de (a + b)™ y le da solucion a la ecuacion cubica, resultado

relevante para el algebra.

“Su contemporaneo y antagonista Cardano (1501 — 1576), en su obra General trattato
di numeri et misure, deduce la simetria de la forma general para el triAngulo y obtiene los
coeficientes de (a + b)™ mediante la regla de la adicién; dando solucion a la ecuacion
clbica. (Batanero, Godino, & Navarro - Pelayo, Razonamiento Combinatorio, 1996, pag.
20)

Al parecer la relacion de Tartaglia y Cardano no era la mejor dado que se generd una
disputa frente a la solucién de la ecuacion de tercer grado. Supuestamente el motivo del enojo
fue la publicacion del Ars Magna en 1545 de Cardano donde no se le reconoce a Tartaglia
como autor de algunos métodos de la resolucion para determinados tipos de ecuaciones

cubicas o de tercer grado.

Las relaciones o conexiones que hubiera entre numeros figurados y numeros
combinatorios, no fueron del interés de Cardano; pero Briggs (1561 — 1631) fue quien se
ayudo de los trabajos de Cardano y llegd a tal conexion. Otro aporte de Cardano también fue
el resultado de que el nimero de combinaciones de n cosas tomadas 1a 1,2 a 2,..nan, era

igual a 2™ — 1.
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Siglo XVI - Atisbos de la combinatoria como rama de las matematicas.

Dos grandes matematicos hacen presencia notable en el tema de interés de este trabajo.
Las contribuciones de Fermat (1601 — 1661) y Pascal (1623 — 1662) dan un giro relevante a
la combinatoria. Es a través de los juegos de azar donde se visualiza los principios para
determinar el nimero de combinaciones de elementos de un conjunto finito. Los contextos de
juegos de azar son la fundamentacion para la teoria de la probabilidad. Es por ello, la gran

conexion que la mayoria de personas le dan a esta ultima con la combinatoria.

Es asi, que los trabajos de estos matematicos, reconocen el andlisis combinatorio como un
nuevo campo de la matematica digno de un estudio formal y se deja de ver como el dominio

de un conjunto de técnicas o practicas en la solucién de una tipologia de problemas.

La formulacion de los principios fundamentales para la combinatoria fue dada gracias a las
contribuciones de Pascal. Alrededor de 1654, su amigo, el caballero de Méré plante6 un
juego de dados el cual fue el germen de las correspondencias entre Pascal y Fermat, las
cuales se constituyen el punto de partida para la elaboracion del Tratado del triangulo
aritmético y sus tratados anexos. En él, reposan diversos problemas de la teoria de nimeros:
Numeros figurados, Ordenes numéricos, divisibilidad, etc. También se encuentran
aplicaciones a la resolucion de problemas de combinaciones, a la determinacién equitativa de
la apuesta en juegos de azar. Es interesante saber que Pascal en sus estudios, publica como
aplicacion un tratado sobre la construccion de cuadrados méagicos. A pesar de que el triangulo
aritmético ya fuera conocido, es Pascal quien estudia sus propiedades sistematicamente,
encuentra las conexiones, relaciones y aplicaciones de las combinaciones con la disposicion

de numeros y en el calculo de probabilidades le da utilizacion para la solucién de problemas.

Siglo XVII - La combinatoria como disciplina cientifical®.

El inicio de la combinatoria como disciplina cientifica reposa sobre los trabajos de
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) y Jacobo Bernoulli (1654 — 1705). El primero es el
autor de Disertatio de arte combinatoria donde introduce el término “Combinatoria”
como actualmente se conoce. Ademads, Leibniz realiza la construccion sistematica del
conocimiento combinatorio que se habia obtenido hasta la época. Por su parte, Bernoulli a

través de la obra Ars Conjectandi (Arte de conjeturar) establece nociones de probabilidad

19 Cuando se habla de disciplina cientifica se hace alusion a ser rama de las matematicas.
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donde es necesario introducir un buen nimero de nociones basicas de combinatoria. Es asi
como Bernoulli considera en su obra que la combinatoria es la base para resolver problemas

probabilisticos teodricos de aquella época.

Hasta este momento se ha hecho un recorrido cronoldgico sobre la combinatoria buscando
indagar sobre sus raices e intentando discernir los diferentes registros en determinadas épocas

y culturas sobre la actividad del conteo.

La combinatoria y sus objetos de estudio (variaciones, combinaciones y permutaciones), a
diferencia de muchos conceptos matematicos, no nace necesariamente como una necesidad
fenomenolégica' puesto que a través de indagaciones sobre juegos de dados, cartas o
repartos, se obtienen correspondencias y resultados fructiferos que abrieron las puertas a la

investigacion de esta importante y actual disciplina.

Es significativo resaltar aqui, para efectos de este trabajo, que disciplina sera entendido

como rama y que ambos términos no se diferencian.

Ahora se abordara el estudio de los numeros figurados indagando sobre su caracterizacién

y escrutando una forma recursiva de poderlos generar.

Los nameros figurados son de una relevancia absoluta dado que son ellos el enlace méas
largo que establece Pascal, en su tratado del “triangulo aritmético” con los antiguos. Dicho

enlace llega hasta los pitagéricos, 540 afios A. C.

LOS NUMEROS FIGURADOS

La representacion del entero positivo n se puede pensar como n objetos, por ejemplo
piedras, todas por igual. Al encontrarse esas piedras en una bolsa, la posicion de cada piedra
no significa nada. Ahora, si la mente trae una imagen donde esas piedras son extendidas
sobre una tabla o suelo entonces facilmente se podrian mirar y contar. Los nimeros figurados
son numeros naturales que representan figuras y dependiendo de la forma, ellos seran

clasificados.

1 Entiéndase necesidad fenomenoldgica como necesidades del mundo fisico o fenémenos de la naturaleza.
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Clasificacion de los numeros figurados.
Los pitagoricos consideraban patrones triangulares y cuadrados. A partir de sus estudios y
preocupaciones postularon la correspondiente clasificacion de los numeros llevando

inmediatamente a una teoria de nimeros.
Antes de pasar a caracterizar los nimeros triangulares y cuadrados a través de una relacion
de recursividad, se debe esclarecer la notacion que se utilizara. Esta notacion pertenece o se

encuentra en el libro Pascal’s Arithmetical Triangle de (Edwars, 1987):

£ representa el [ — ésimo numero figurado de la k — ésima dimension.

Caracterizacion k — ésima dimension Nombre
fi 1 — ésima dimensioén Numeros Naturales
f3 2 — ésima dimension NUmeros Triangulares
fi 3 — ésima dimension Numeros Tetraédricos
fi 4 — ésima dimension NuUmeros Dimension 4
fe 5 — ésima dimension Nudmeros Dimension 5
fi k — ésima dimension Nameros Dimension k

Ejemplo:

fi : representa el I nimero figurado de la 1 — ésima dimension. Es decir: fit = 1, f# =
2, f2 =3,.., fl =? No es extrafio observar que f{ = [; en pocas palabras es una sucesion de
numeros naturales. La idea de ahora en adelante es mirar qué ocurre cuando se sube de

dimension. Todo esto se ird vislumbrando a través del desarrollo de este capitulo.

Los numeros triangulares

Los nameros triangulares son nimeros naturales que representan en su forma geométrica
un triangulo. Los numeros triangulares se generan al afiadir los mismos naturales
consecutivamente de tal suerte que el nimero triangular n tiene en su base un punto mas que

el nimero triangular n — 1.

35



le =1 f22 =3 f23 =6 fz4 =10 ---le =?
=1 fF=1+2 f23=3+3 f24=6+4...f21=?
fi=1 ff=f+2 fi=ff+3 fr=R+4.fi=?
fr=1 fi=f"t+2 f£=f""+3 fr=f"+4. 0=

I _ fl-1
f2=f"+1 ()
Numeros Cuadrados.
Los nimeros cuadrados son nimeros naturales que representan en su forma geométrica un

cuadrado. El [ — ésimo nimero cuadrado se compone de [ filas cada una de [ puntos.

Ejemplo: Cuarto nimero cuadrado de 4 filas cada una con 4 puntos.

Filas 1 :> ““

Filas 2 :> ““

Filas 3 :> ““

Filas 4 :> \““
|

4 puntos
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12 =1 22 =4
P=l+14+1.4]
[l — veces

En este punto no es de interés mostrar como se generan los nimeros cuadrados dado que
su representacion geomeétrica brinda la forma recursiva de los mismos. El tratamiento de los

nameros cuadrados para este trabajo sera bajo la propiedad que ellos tienen con respecto a los
nameros triangulares y es la siguiente:

‘c , . . »»
La suma de numeros triangulares sucesivos es un cuadrado”.

forfit=2 @

La propiedad anterior ya era conocida por Theon de Smyrna y Nicomachus (Nicomachus

@000
@000
@O O
@OO0

Numeros triangulares sucesivos (Aqui 6 y 10) adicionados juntos forman un nimero

cuadrado (Aqui 16)
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Despejando f5 1 en (2) se tiene que:
-1 _ I
C1=p -
y reemplazando en (1) que es f5 = fL 1 +1

se obtiene:

fo=(-f3)+1

2fL =1 +1
l(l+1
p="00

Con la ecuacion 3 se ha llegado a una férmula de recursividad para los nimeros

triangulares.

Los argumentos en el calculo combinatorio se pueden clasificar en dos categorias: Los
argumentos recursivos (indirectos, que se construyen tal como lo hacian los pitagoricos y que
bien ilustra Edwards) y los argumentos combinatorios, que se construyen en forma directa,
mediante una férmula argumentada. Se puede decir que un argumento combinatorio es aquél
que utiliza bien sea el principio de la suma, bien sea el principio de la multiplicacion o bien

sea otros argumentos combinatorios.

Por ejemplo un argumento combinatorio indirecto para encontrar la suma de los primeros
. . ./ . Lax 1+n
n enteros, es primero encontrar el promedio de su progresion aritmética, que es - dado que

siempre se debe sumar el primero y dltimo nimero de la progresion y dividirlo entre 2; y

luego multiplicar ese promedio por el numero de elementos n, lo que deja como resultado la
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férmula (3). Estos argumentos indirectos constituyen el nucleo del trabajo de los matematicos

como Fermat, Pascal y Bernoulli.

Otro argumento combinatorio se logra cuando se responde a la pregunta sobre la sucesion
de enteros 1,2,3,..,n,n+ 1; tenemos dos casillas; en las cuales colocamos dos digitos
diferentes de la sucesion. En la primera casilla siempre colocamos el menor. ¢(De cuantas
maneras lo podemos hacer? Hay dos maneras de responder (tipico de un argumento
combinatorio); primera manera: si en la primera casilla colocamos 1, en la segunda podemos
colocar 2,03 0..o0n+ 1 (es decir n numeros de la sucesion), si en la primera casilla
colocamos 2, entonces en la segunda casilla podemos colocar 3,0 4 o0 ...o n — 1 ndmeros de
la sucesion (es decir n — 1 numeros de la sucesion) y asi sucesivamente; entonces para llenar
esas dos casillas lo podemos hacer de n + (n — 1) + --- + 2 + 1; la segunda manera de verlo
es: saco de una urna (que contiene la sucesion) dos nimeros sin remplazo, coloco el menor en
la primera casilla. Entonces el nimero de formas que en que se puede hacer eso es CI*1,

entonces se deduce quen+ (n—1) +---+2 + 1 = C3*?

Un tanto similar a los nimeros triangulares, se procedera para llegar a una ecuacion de los
nameros tetraeédricos. Es decir, se inici6é con una sucesion donde todos sus elementos eran el
namero 1. Se sumaron dichos elementos y su resultado genero los nimeros naturales que al
ser sumandos generan los numeros triangulares y finalmente al afadir los nimeros

triangulares se obtendran los numeros tetraédricos. A continuacion se describe el proceso.

NuUmeros Tetraédricos.

Los numeros tetraédricos son nimeros naturales que representan en su forma geométrica
un tetraedro. Los numeros tetraédricos se generan al afiadir los ndmeros triangulares
consecutivamente de tal suerte que el nimero tetraédrico n tiene en su base un punto mas que

el nimero tetraédrico n — 1.
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fi=1 fi=4 fi=10 fif=20 .. ff=?
fi=1 ff=1+3 ff=4+6 f4=10+4+10..f =2
fi=1 fi=fi+3 f£=f+6 fi=f+10..ff =2
fi=1 ff=f+f f=K+f =R+ =
fi=1 f=F7"+f =7 =" =

l _ gl-1 l
f3=Ff3"+f2 4)
Nicomachus dio los numeros tetraédricos (‘“Piramidales triangulares” como oposicion a

piramides con bases cuadradas u otras bases) como:
“1, 4, 10, 20, 35, 56, &4,...”
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formados por la regla anterior de los nimeros triangulares:
“1,3,6,10,15,21,28,...”7

que estos mismos se formaron de los enteros
“1,2,3,4,5,6,7,...7

quienes son, por supuesto, formados por la aplicacion de la regla misma a la secuencia:
“,1,1,1, 1,1, 1,... 7

Pero ni Nicomachus ni Theon dieron estos nimeros en forma tabular:

l

1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 1 1 1 1 1
k1 1 2 3 4 5 6 7
2 1 3 6 10 15 21 28
3

1 4 10 20 35 56 84

Figura 7. Parte del tridngulo figura: los numeros figurados en 0, 1, 2 y 3 dimensiones.

Ni tampoco aplicaron la regla de formacién a los nimeros tetraédricos para producir otra

fila, que tendra correspondencia al procedimiento mas alla de 3 dimensiones.

Frente a lo escrito en el parrafo anterior se puede pensar que tal vez en ese momento de la
historia se conservaba una fuerte conexion con respecto al referente geométrico y a lo mejor
fue eso lo que no permitid que estos autores subieran de dimension dado que ese resultado

careceria de ontologia con respecto a dichos objetos y su figura.

Pensando los nimeros figurados con herramientas del hoy sin tener en cuenta el referente

geométrico, se podria perfectamente obtener que:
I _ fl-1 l
fa=fs +f3 (5)

fs=fs'+fi (6)

Y si se busca la generalizacion de manera recurrente, se consigue:
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fi=fi'+fica (D

Resumiendo un poco los resultados obtenidos con base en las formulas recurrentes o

inductivas se puede escribir lo siguiente:

Numeros triangulares:

U+ 1)

fi=ftHfi=ftei=—— 3

NUmeros Tetraédricos:

Fa=f+ @

NUmeros Dimensién 4:

I _ gl-1 l
fa=Ffs +f3 (5)
NUmeros Dimensién 5:

fs=f51+ 14 (6)

Numeros figurados 6 nimeros Dimensién k:

fi=fir' + fier (D

donde fi=ft=f=11=23,4,.;k=1,23,..

l
fi= fix ®

fie = Fier + fiea + fiea + o+ ficy + fiea
\ Y |

— -1 !
fr= k + fl-1

42

Sumar  todos  los
numeros figurados de
cierta dimension, da
como resultado el
namero figurado en la

siguiente dimension.




La historia es un ir y volver en el tiempo pues se hace pertinente esta revision para

conectar los posibles hechos frente a determinado tema.
Respecto a la combinatoria, que es el interés de este trabajo, se tiene muestra de un papiro

que existe de la Antigua Egipto (500 A.C) que evidencia las siguientes formulas para la suma

de los primeros numeros triangulares y tetraédricos.
Suma de Numeros
1(1+1)
naturales 2
Suma de Numeros I(1+1) (1+2)
Triangulares 2 3

Guillings escribe que:

Suma de NUmeros ‘ I(1+1) (1+2) (1+3)
Tetraédricos 2 3 4

La generalizacion de los numeros figurados a 4 o mas dimensiones en occidente esta a

cargo de Niccol6 Tartaglia en 1523 mientras enumeraba el lanzamiento de dados, aunque su
tabla fue publicada en 1556.

Es pertinente aclarar aqui que el triangulo aritmético conocido como el triangulo de
Pascal, es practicamente de Tartaglia dado que fue él quien extendio la tabla a mas
dimensiones pero se apoyo en trabajos y hallazgos de otros pensadores, y aseguro que podria
ir hasta el infinito. No obstante, Pascal es quien se da cuenta de muchas propiedades que tiene
el triangulo aritmético y por ello recibe muchas veces el nombre del tridngulo de Pascal; pero

toda esta discusion sera planteada en capitulos posteriores.

Frente a lo anterior, (Casalderrey, 2000, pag. 158) comenta:

“Tartaglia habla de este triangulo en su General tratto di numeri et misure (Venecia 1556

— 1560). Hay que sefialar de todas formas dos cosas: primero, que la fama por la difusion de

este triangulo la comparte también con Blaise Pascal (1623 — 1662, de hecho, en muchos
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manuales aparece denominado como el Triangulo de Pascal y, segundo, tampoco en este
caso fue Tartaglia su primer descubiertos ya que aparece en trabajos anteriores de otros

autores”

El andlisis crucial del lanzamiento de dados de uno o0 méas al mismo tiempo resuelto con
completa generalidad al realizar nimeros de lanzamientos desordenados de n dados (incluso
10.000, dice el autor) y la extension de la tabla de numeros figurados a méas de tres
dimensiones fue hecho por Tartaglia “en el primer dia de Cuaresma, 1523, en Verona” ESto
se encuentra descrito en la segunda parte de su General trattato di numeri, et misure®
publicado en 1556.

Prima eglie Maniteito NE VA 101 GI(0 PUO VATAT N & MUWI PEr EUET Gi © RZZEC,0UEr A1 6 DaIE,Neliequa
lifono & ordini di numeri cioe 1.2.3.4.5.& §.comein figura vedi.

Ma per trouar in quanti modi puo variar il getto di duoi d:n!rmuj che raccogliendo rutte le vnita, che
fono da 1 per finoin 6.nella fopranotata progrelfion continua , che fanno 21. & cofi in 2+ modo
trouai poter variar il gerto di duoidati.

Tredaripoi ponno variarllor gerto nella fumma di quefti 6 termini diprogreflione 1.5.6.10.1 5,31,
laqual fumma fara 56.

Li 4 dati ponno variar il lor gerto nella fumma di quefti altri 6 termini di progreflione 1.4.10. 10,27,
s6.Jaqual flumma faravaé.

Li s dati ponno variar il lor getto nella fumma diqueftialtri 6 termini di progreffionc 1. 5.1 5.3 5.70.
116,Jaqual fumma fara 2 52,

Li é dati ponno variar il lor getro nella fumma diquefti altri 6 termini di progreflioni 16,11, 56,116,
u:.llqua“i.m‘lmiﬁri 461,

U’MW“MWﬂhrgﬂﬂﬂmﬂmﬂdﬂwﬂi itﬂmﬁﬂd!pmgﬂ.ﬁlm 1.7.30.04.210,461,

fumma [ara 7 91.

Li s dari ponno variar il lor getto nella fumma di quefti ¢ termini di progreflione . 8, 3¢, 130, 3 30.
r92.Jaqual fumma fara 1 2 97.

Ma 2 volerti mo dichiarare minutamente in fcrittura Porigine di wnili fopra { & cermini dipro-
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Figura 8. Parte de la pdgina de General trattato de Tartaglia de 1556 dando el numero de maneras
que n dados pueden caer
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12para ampliacion de este hecho remitirse a (Tartaglia, 1556), Parte 11, folio 17r
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Los estudios de las caidas de dados se inician con las maneras en que pueden caer 3 de
ellos. En el texto de (Spirto, 1535) titulado Libro della ventura, se encuentra la siguiente
figura para 56 lanzamientos de 3 dados:

111 116 336 553 651 541
222 221 441 554 652 542
333 223 442 556 653 543
444 224 443 661 654 531
555 225 . . 641 532
666 226 . . 642 521
112 331 445 662 643 431
113 332 446 663 631 432
114 334 551 664 632 421
115 335 552 665 621 321

Figura 9. La enumeracion de 56 lanzamientos de 3 dados dada
en el Libro della Ventura®™

Fue un golpe de genialidad en Tartaglia que le permitié mirar el problema de una manera

mucho mas provechosa, sefialando como se sigue:

“Un dado puede caer en 6 maneras, donde las 6 caras inscritas son 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Para
encontrar de cuantas maneras pueden caer dos dados indistinguibles, se suma la sucesion
anterior y se obtiene 21 maneras. Tres dados pueden caer en el niUmero de maneras dadas
dando la suma de 6 términos de la sucesion 1, 3, 6, 10, 15, 21, que es 56; cuatro dados
sumando 1, 4, 10, 20, 35, 56 para dar 126”. Y asi procede Tartaglia hasta ocuparse de 8
dados, donde se detiene para dar su regla general, ilustrada por una tabla (ver figura 7). “Cada
namero de la sucesién es formado por la anterior sucesion, mientras que la primera sucesion
es formada por 1, 1,1, 1, 1, 1, asi que en efecto la suma de esos seis términos da el nimero de
lanzamientos de un solo dado. El ultimo término de cada sucesion es la suma de la sucesion

anterior, como se puede ver en la figura”.

3 Los puntos indican los errores que se quitaron de la tabla original.
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Aunque Tartaglia no ofrece ninguna explicacion de su planteamiento, se vuelve
relativamente sencillo si se organizan los nimeros de la figura 10 clasificandolos en una

enumeracion en la cual los digitos del 1 al 6 son introducidos sucesivamente.

11 211 31l 411 511 611

221 321 421 521 621
222 322 422 522 622

331 431 531 631
332 432 532 632
333 433 533 633

441 541 641
442 542 642
443 543 643
444 544 644

551 651
552 652
553 653
554 654
555 655
661
662
663
664
663
666

1 3 6 10 15 21
56 ways in all

Figura 10. La enumeracion de 56 lanzamientos de 3 dados
arreglados para exhibir el presunto razonamiento de Tartaglia

Al parecer Tartaglia procedié de la manera anterior, es decir, se considera como una
posible manera de razonar.

Tartaglia no comento sobre el hecho de que las cuatro primeras filas de la figura (9) daban
los nimeros figurados; él debia saber eso porque su regla de formacién es exactamente la
misma que la de Nicomachus, y el describe los nimeros triangulares al comienzo de Libro 1
de la segunda parte de General trattato. Su habito de no dar referencias cruzadas incluso
extendiendo y omitiendo algin comentario sobre el hecho que los nimeros contenidos en el

triangulo binomial (figura 12) dado en su Libro 2 son exactamente los indicados en el Libro 1
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en conexion con la enumeracion del lanzamiento de dados. Es imposible creer que no fuera
consciente de la identidad. Junto con el trabajo de Apianus™* titulado Arithmetic de 1527,
Tartaglia y Apianus son considerados los autores principales de este triangulo binomial y su
regla de adicién de nuevo, habiendo tenido ya una version del tridngulo aritmético en un

contexto combinatorio.

Niccolo Fontana
(Tartaglia)

™

N
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/
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/5
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L4 X JL- }6;. X\“ cu.
W N Y r 4
looqéo} 210 e 210 s-/'o\(rrt’
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Figura 11. El triangulo binomial del General trattato de Tartaglia (1556)

Ypara ampliacion de este hecho remitirse a (Smith, 1925, pag. 509)
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Asi procedid Nicolo Tartaglia, participe de la solucion de la ecuacion cubica, contribuye
una de las piedras angulares del analisis combinatorio, y también contribuye en la conexion
extendida del triangulo figurado por aplicacion continda de las reglas clasicas para generar

numeros figurados.

A su contemporaneo Gerolamo Cardano se le debe no solo el origen del célculo de
probabilidades, pero, desde 1570, un impreso del nimero de combinaciones de n diferentes

cosas tomadas r a la vez'®. En esencia Cardano invita a suscribirse con la regla de Narayana:

cp = £ (9)

aungue sin alguna demostracion.

La ecuacion (11) que se encuentra posteriormente, esta dada en el Ganita de Kaumudi de
Narayana. El Ganita kaumudi es un comentario sobre el Lilavati de Bhaskara®®, que contenfa
la formula combinatoria (como se mirara mas adelante) y Narayana not6 la equivalencia entre
los nimeros figurados y la formula para los nimeros combinatorios de diferentes cosas

tomadas muchas al tiempo.

Cardano adiciona ademas la manera para obtener el nimero combinatorio C* del anterior

n
r—1

n n—r+1 n
Cr:f r—1 (10)

Esto le permite generar el nimero sucesivo de combinaciones de n cosas tomadas

1,2,3,4,...alavez por aplicacion repetida de (10); o en otras palabras €l da la regla Hindu:

Cn_n(n—l)(n—Z)...(n—r+1)

11
" 1-2-3..-r aDn

>para ampliacion de este hecho remitirse a (Cardano, 1570)
16 para ampliacion de este hecho remitirse a (Srinivasiengar, 1967, pag. 94)
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Jerénimo Cardano
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Figura 12. El triangulo combinatorio de Cardano en Opus novum de 1570

En efecto, en 1150 Cardano usa la regla (11) para enumerar todas las posibles maneras en

que n = 20 cosas pueden ser combinadas (acortando su célculo usando C* = CJ1_,)

Lo interesante que cuenta de Cardano no es solo que en adelante esta regla estaba
disponible en una obra estandar, pero que al dar (10) al mismo tiempo que sefiala que los
nimeros combinatorios son simplemente los nimeros figurados (9), él da (15), que es la
relacion que se describe de los numeros figurados, la cual se evidenciara mas adelante con la
Trigonometria Britannica de (Briggs, 1633) y entonces (16) también.

Cardano también aprecié que la suma de los nimeros combinatorios para un n dado

" Gr=2"-1 (12)
2,

T:

(excluyendo el primero) era
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De otro lado, en 1544 en Alemania, Stifel da una forma del triangulo figurado extendido
en conexion con la extraccion de raices. La extraccion de raices cuadradas correspondia al
método clasico de la identidad Euclidiana (a + b)? = a? + 2ab + b?> en la forma
(a + b)? = a? + (2a + b)b. Para las raices clbicas el método correspondiente se basa en
(a + b)3 = a3+ (3a? + 3ab + b?)b y fue conocido en oriente antes de aparecer en Italia en
los trabajos de Fibonnacci'’ en 1202. Stifel aplica el método de raices a grados arbitrarios,
para lo cual €l necesitaba encontrar los nimeros binomiales del grado correspondiente. Stifel

desarrolla su propio triangulo figurado y a partir de éste obtiene los nimeros binomiales.

Der Ander thepl

v |
—

X, .

1 )

P-__,,_

4 L]

5 o 1o

6 | s 10

s o2 | a5 | gf

8 18 §6 70

— — D ey ————__T

9 16 | 84 126 126

1o 4¢ [ 120 | 210 152

I e ‘vrb | 330 401 E 461

12| 66 | 210 | 495 | 791 | giq

I i 7.8- ,__'.-Bﬁ :-_‘lf__} ' 8*; l’;IO' 1716

4 (9! ‘ 164 | 1001 1002 | 3003 | 1432
h—_———'--——— - - — | TENN——— L — —_——| - - — -
Is | 105 | 455 | 136§ joo3 | soof5 | 6417 | 643
e T T T
J16 | 120 s60 | 1820 | 4368 | S008 | 11440 12870

o fanaber cin flaffiger Lefer/difer tafel brauch leichtlich fe
Ben aus den gefenten fagunaen der puncten/ Stem auch wie fich
Di¢ salen der tafcl anus anander finden / wer fich aber felbs nmicht
fan drauf verrichten/mag ym folliche sevgen laficn/ wic ich denn

gnugfam dauon gefchiben bab in maner Latimfchen Arithmes
.

Figura 13. Version de Stifel del triangulo figurado (1545).

El tridngulo es resultado de tomar en la primera columna, los nimeros naturales, en la

segunda los nUmeros triangulares, en la tercera los numeros tetraédricos; encontrados

YPara ampliacion de este hecho remitirse a (Smith, 1925, pag. 148)
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aplicando la ecuacion (7) y asi sucesivamente. La particularidad radica en la escalonada del
triangulo la cual se genera tomando cada columna y dos lugares méas debajo de cada una de
ellas, en el tercer lugar o fila, el numero correspondiente sera el mismo en la siguiente
columna, es decir, la columna siguiente se encabezaré por el nimero correspondiente al tercer
lugar en la columna anterior. Ej: En la columna 1, el tercer lugar le corresponde el nimero 3

que es el mismo que encabeza la columna 2.

Por su método de construccion, se puede decir que Stifel ha apreciado la siguiente
igualdad:
fir =l (13)
Entonces, usando su tabla encuentra los nimeros binomiales que €l necesitaba para la
extraccion de raices, Stifel extiende el triangulo por la simetria involucrada a través de su

método de construccion.

Si la identidad de los nimeros binomiales y los nimeros figurados segun la ecuacion:

(Tl) — Tn—r+1 (14)

r
se puede decir que ha tenido un hallazgo en occidente, seguramente fue gracias a Stifel.

De otro lado, (Oughtred, 1631) sefiala explicitamente la identidad de los ndmeros
figurados y los numeros binomiales en su Clavis Mathematicae. Oughtred se gradud de
Cambridge en 1596 y se convirti6 en un influyente profesor privado de matematicas,
incluyendo a John Wallis entre sus pupilos'® mientras Newton posefa una copia de la tercera
edicion de Clavis Mathematicae (Oughtred, 1652). Los anteriores enlaces son importantes en

la convergencia de las ideas y sus contextos.

En el afio de la publicacién del libro de Oughtred, 1631, Henry Briggs, muere dejando en
manuscrito su Trigonometria Britannica, que fue publicada por su amigo Henry Gellibrand
dos afios después™. El manuscrito de Briggs contiene una introduccion donde un capitulo de
ésta es sobre el tridngulo figurado que Briggs llama el “Abacus ITATXPHXTOZ” o

“calculadora de muchos usos” Referencia a los nimeros como nimeros figurados, Briggs

'8 para ampliar informacion dirigirse a (Cajori, 1916)
19 para ampliar informacion dirigirse a (Briggs, 1633)
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sefiala sus usos en la expansion binomial y en calculos trigonométricos y da la regla de la
adicion
fi=fit+ fice (D
pero a continuacion hace un importante paso al sefialar (en palabras) que:
kfl =1tk = 2,3,4,... (15)
La aplicacién repetida de la ecuacion (7) permitié a Briggs encontrar numeros en el

triangulo aritmético sin tener la necesidad de llenarlo todo. Dicha aplicacion es equivalente a:

L M+ DA+2) (U +k—1)
k™ ktk—-D(k-2)..1

donde, f{** =1, aunque Briggs procede de lado usando una combinacion de la regla

(16)

aditiva (7) y multiplicativa (15); sustituyendo por fil_, en (16) entonces se tiene que:

L+ DU+2) U+ k—2)
k=1 (k—1D(k—-2)..1

Luego, sustituyendo (17) en (16) se puede ver que:

(17)

l+k—-1
f,é=(+T)f,é_1 (18)

Briggs, habiendo sido profesor de geometria en Greham College, London, desde 1596 a
1619 (a partir de ahi, fue profesor en Oxford), pudo haber tenido familiaridad con los
grandes escritores italianos del renacimiento Cardano y Tartaglia y podria haber adquirido su
inicial conocimiento del tridngulo aritmético desde entonces, pero aungque Cardano dio la

ecuacion (15) en palabras en 1570, quién lo hizo en un contexto combinatorio fue Briggs.

El manuscrito De Numeris Triangularibus de Thomas Harriot, descrito en parte por
(Lohne, 1965)%°, es un texto inédito escrito probablemente en 1611 o un poco antes. En él se
demuestra un conocimiento de (16) asi como de la regla adicion de formacion de los
numeros figurados, reemplazando en (16) valores de k hasta 7. Entonces reordenando su
tabla de numeros figurados en la tabla de nimeros “binomiales”, él not6 que las sucesivas
filas sumaban 1, 2,4, 8,16, ... y que el numeroen la (n + 1) — ésima filay (r + 1) — ésima

columna es

2 para ampliar el conocimiento sobre Thomas Harriot también puede consultarse (Lohne, 1979).
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nn—-1)n-2)..(n—r+1)

1-2-3..-r (19) = (11)
Luego,

1 n nn—-1) nn-1)n-2)..(n—r+1)
SN -2 " 1-2-3..-1

1 =1

1 1 =2

1 2 | =4

1 4 6 4 |1 =16

1 5 10 10 5 1=32

1 6 15 20 15 6 | =64

Figura 14. Segunda disposicion de Harriot del triangulo aritmético.

La transformacion de (16) a (19) que acompafia el cambio de forma de la tabla fue un

importante elemento para formular el teorema general® del binomio de Newton medio siglo

después.

TRATADO DEL TRIANGULO ARITMETICO

En este apartado se apreciard el bello y estructurado trabajo del Pascal respecto a su
tratado del tridngulo aritmético que es el corazén y la motivacién de este trabajo de grado.
Aqui se exhibiran las diecinueve consecuencias del tratado siguiendo el libro Obras
Matematicas de (Alvarez, Martinez, & Torres, 1995) y dado que es un trabajo encaminado a
la educacion mas que a la ciencia pura como tal, se propone una visualizacion de manera
grafica de las anteriores consecuencias sin utilizar las letras como lo hace originalmente
Pascal sino utilizando los nimeros como generalmente ha sido divulgado y conocido el
triangulo aritmético muchas veces Ilamado triangulo de Pascal puesto que fue él quien logro
conectar las diferentes propiedades o relaciones que existian entre los numeros figurados
denotados por f;} donde su significado es el | — ésimo nimero en la k — ésima dimension

y se calcula sumando los primeros [ numeros con sus anteriores que se encuentran en la

2L E| estudio de la formulacién del teorema se sale de los propositos de este trabajo. Luego, el parrafo es de
caracter divulgativo.
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k — 1 ésima dimension, los nimeros combinatorios denotados por C* donde su significado
son las combinaciones de n cosas diferentes tomadas r a la vez y los nimeros binomiales
denotados por (’r‘) y su significado son los coeficientes de la expansion de (a + b)™, es decir,

los coeficientes que acompafian al término a”"b™™". Ademaés, la funcion de los colores en
todos los triangulos es ilustrar visual e intuitivamente por medio de casos particulares lo que
quiere decir cada proposicion o consecuencia. La intension de esto es recordar mas

rapidamente las consecuencias teniendo un referente visual geométrico.

“No doubt Pascal knew Mersenne’s books; Pascal’s contributions are thus essentially his
proofs and the clear demonstration of the relations between the figurate, binomial, and

combinatorial numbers” (Hald, 1990, pag. 54)

También, siguiendo con el objetivo general de este trabajo, se describiran las diecinueve
consecuencias y el problema que propone Pascal utilizando notacion moderna que sera

tomada tanto de Pascal’s Arithmetical Triangle de (Edwars, 1987).

"Prefiero equivocarme creyendo en un Dios que no
existe, que equivocarme no creyendo en un Dios que
existe. Porque si después no hay nada, evidentemente
nunca lo sabré, cuando me hunda en la nada eterna;
pero si hay algo, si hay Alguien, tendré que dar cuenta
de mi actitud de rechazo." Blaise Pascal (1623-1662)
Cientifico, filosofo y escritor francés.

La cita anterior muestra la profunda religiosidad de Pascal, mas aun, en uno de sus
célebres  pensamientos, “La apuesta”, plantea un remoto inicio en el concepto
contemporaneo de “la teoria de la decision” segun lo anota el fildsofo e historiador (Hacking,

1975), en su libro “Emergencia de la probabilidad”

Blaise Pascal nacid el 19 de junio de 1623, en Clermont — Ferrand. Su padre, Etienne, era
un prospero magistrado con el titulo de consejero real y con recursos suficientes para llevar
una vida comoda en el sitio que eligiera. Etienne y Antoinette Begin, su esposa, tuvieron

también dos hijas, Gilberte (n. 1620) y Jacqueline (n. 1625). En noviembre de 1631 su Padre
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se trasladd a Paris con el propdsito de asegurar una educacion mejor para sus hijos. En 1635
Etienne fue uno de los fundadores de la Academia Marin Mersenne, el mejor intercambio de
informacion matematica en Europa para aquel tiempo. A su academia informal, él introdujo a
su hijo a la edad de catorce (14) afios y Blaise inmediatamente puso su nueva fuente de
conocimiento a un buen uso, produciendo (a los dieciséis (16) afios) su famoso Ensayo para

las cénicas basado en los trabajos de Desargues, otro miembro fundador de la academia®.

Pascal probablemente escribio su libro en noviembre de 1654. El estimulo de su interés
fue la combinatoria para €l lograr la solucion al juego del problema de los puntos, el cual
habia sido tratado por Pacioli, Tartaglia y Cardano. Brevemente, el problema consiste en la

divisién de las apuestas entre dos jugadores cuando el juego se dej6 sin terminar.

La informacion que se contempla a continuacion con base en el tratado del triangulo
aritmético, sus cambios, ediciones, estructuras y demas; fue obtenida del libro Pascal’s
Arithmetical Triangle de (Edwars, 1987).

El Traité du triangle arithmétique, aved quelques autres petits traitez sur la mesme
matiére, publicado en 1665, se compone de cuatro extensiones. Las hojas impresas se
encontraron entre los articulos de Pascal después de su muerte; una pagina titulada,
Avertissement, y una lista de contenidos se afiadieron, junto con una figura de un triangulo

dibujada de un borrador de Pascal, y en conjunto entonces se encuaderno y se vendio.

La primera extension se compone de 11 péaginas y se titula Traitté du triangle
arihmétique; despues la definicion del tridngulo, contiene 19 corolarios y un problema. La
segunda extensién es de 8 paginas, con el corto titulo Divers usages du triangle arithmétique,
y tiene dos partes: Usage du triangle arithmétique pour les ordres numérique, y Usage du
triangle arithmétique pour les combinaisons. La tercera extension es de 16 paginas y también
consiste en dos partes: Usage du triangle arithmétique pour déterminer les partys qu on doit
faire entre deux joueurs qui jouent en plusieurs parties y Usage du triangle arithmétique
pour trouver les puissances des Binomes et Apotomes. La cuarta extensién comienza con el
Traitté des ordres numeriques, que esta en francés, con 11 proposiciones y esta seguida por 6

partes en latin, tiene 48 paginas.

%2 para el lector interesado en profundizar sobre estos primero trabajos mateméticos y geométricos se le
sugiere consultar a (Alvarez, Martinez, & Torres, 1995)
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Surge la pregunta de ¢cuanto de este material adecuadamente podria considerarse como
que comprende el propio Traité du triangle arithmétique? La paginacion, la tipografia de la
seccion de encabezamientos y los contenidos en si mismos, todos apuntan ligeramente a
diferentes conclusiones, pero parece razonable considerar que el titulo de la segunda
extension, Divers usages du triangle arithmétique, que esta en una portada separada como
abarcando las dos secciones de la tercera extension, aunque la paginacion se inicia de nuevo

dejando un libro de 36 péginas (una en blanco) en dos partes, cuya descripcion podria ser:

Un tratado sobre el triangulo aritmético
por B. Pascal.
Parte | Un tratado sobre el triangulo aritmético®®.
Parte 11 Usos del tridngulo aritmético
(1) En la teoria de los numeros figurados
(2) En la teoria de combinaciones.
(3) En la divisién de la participacion de los juegos de azar

(4) En encontrar las expresiones de potencias binomiales.

La parte | y la parte 11, seccion 1y 2, al menos debe haber sido completada antes del 29 de
Agosto de 1654 porque en esa fecha Fermat escribié a Pascal refiriéndose al Traités du
Triangle arithmétique et de son application, pero la referencia no necesariamente incluye la
Parte 11, seccion 3 y 4. Estas son probablemente a mas tardar del 29 de julio, pero la seccion
3 va mas allad que las cartas de Pascal del 29 de julio en la aplicacion de la teoria de las

combinaciones al problema de los puntos.

Es pertinente decir aqui que en la época de Pascal no se conocian los subindices. La
lectura de los textos de Pascal resulta extrafia (casi inusitada) para un estudiante de esta

época.

Pascal inicia su tratado dando la definicion de Triangulo aritmético apoyandose en dos

lineas perpendiculares que seran divididas en partes iguales.

% | a descripcion de este trabajo de grado, siguiendo el objetivo general, ser4 centrada en esa parte del
tratado sobre el triangulo aritmético.

56



“Llamo triangulo aritmético a una figura cuya construccion es tal. Trazo desde un punto
cualquiera G, dos lineas perpendiculares una a la otra, GV, G{, en cada una de las cuales

tomo partes iguales y continuas.....

Esas partes iguales seran enumeradas y a aquellos numeros los Ilamara exponentes. Al unir
correspondientemente (1 — 1, 2 — 2, 3 — 3, ...) esas divisiones de cada linea con una nueva
linea, se creard la base de cada tridngulo aritmético y determinadas uniones le
corresponderian igual nimero de triangulos y de bases. Por ejemplo al unir (4 — 4) se obtiene
cuatro triangulos con cuatro bases (1, 2, 3, 4). Seguidamente Pascal traza por cada punto de
division lineas paralelas a los lados y eso genera formacion de pequefios cuadrados a los
cuales €l designard como células. Luego define las células de un mismo rango paralelo
como aquellas células que van de izquierda a derecha y que estan entre dos paralelas. De
forma similar o analoga define las células de un mismo rango perpendicular como aquellas

células que van de arriba abajo y se encuentran entre dos paralelas.

Es pertinente decir aqui que las paralelas para definir células de un mismo rango paralelo
y células de un mismo rango perpendicular deben ser consecutivas con respecto a los
exponentes. Aunque el libro no lo aclare, se puede crear una dificultad didactica®* dado que
por ejemplo la paralela que pasa por el punto de division 1 es paralela a aquella que pasa por
el punto 3 pero también a la que pasa por el punto 6 ya sea horizontal o verticalmente. No
obstante, el libro da un ejemplo nombrando cuales serian esas células pero eso hace que
siempre se deba tomar el referente grafico del tridngulo y se perderia un poco la formalidad
matematica. Luego, para hablar de células de un mismo rango paralelo o perpendicular
correspondientemente, se debe aclarar que las paralelas que pasan por los puntos de division
son consecutivas con respeto a los exponentes. Ejemplo: las paralelas horizontales que pasan
por los puntos de divisién 2 y 3 crean células de un mismo rango paralelo, mientras que si se
piensa en las paralelas verticales que pasan por los mimos puntos de division entonces se

crean células de un mismo rango perpendicular.

Ahora Pascal definira las células reciprocas las cuales seran aquellas que se encuentran en
una misma base igualmente distanciadas de sus extremidades, porque el exponente del rango

paralelo de una es el mismo que el exponente de rango perpendicular de la otra. Pascal da un

% Se entender4 en este trabajo la dificultad didactica como formas erréneas de interpretacion. .
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ejemplo con su estilo de letras y lo explica detalladamente. Seguidamente, el autor alude a
ciertas propiedades “que son de facil demostracion” entre los exponentes reciprocos y las
bases, da alguno ejemplo y finalmente explica el método para encontrar los nimero que se

ponen en cada célula.

EL METODO ES EL SIGUIENTE:

El nimero de la primera célula que estd en el angulo derecho es arbitrario, pero
habiéndose colocado éste, todos los otros estdn forzados y por esta razon se llama el

generador del tridngulo. Y cada uno de los otros esté especificado por esta Unica regla:

El nimero de cada célula es igual al de la célula que le precede en su rango perpendicular
més aquel de la célula que la precede en su rango paralelo. Asi la célula (3,4)%, es decir el
namero de la célula de la célula (3,4), es igual al de la célula (3,3) més el de la célula (2,4),

y asi para las demas.

Es prudente sefialar aqui que la célula (3,4) le corresponde el nimero 10, a la célula (3,3)
le corresponde el numero 6 y a la célula (2,4) le corresponde el nimero 4. Luego, lo

anteriormente dicho por Pascal se puede expresar de la siguiente forma:
(B34)=0B3)+24)-10=6+14
Finalmente Pascal termina las explicaciones de su tratado diciendo:
“De donde se obtiene muchas consecuencias. He aqui las principales donde

considero los triangulos cuyo generador es la unidad; pero lo que se dira conviene a

todos los demas.” (Alvarez, Martinez, & Torres, 1995)

% Aqui se introdujo la notacién de coordenadas cartesianas con la analogia de que la abscisa es el exponente
del rango perpendicular y la ordenada el exponente del rango paralelo. Esto con el objetivo de evitar usar las
letras. Asi, (a, b) indica a = Exponente de rango perpendicular y b = Exponente de rango paralelo
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Graficamente:

Generador Base Célula Exponente Reciprocas

| [ | |
W

R
7
e

>7.< 1 Triangulo Aritmético
/m/

-
a

R

Nl

[FE]

SN

/
){

Exponente

/

4]

e ]
T

X
/
4

Metodo

samnotpus diad soB ey

10

Figura 15. llustracion de los elementos definidos en el Triangulo Aritmético

La funcidon de los colores en la figura 7 es estrictamente visual para la descripcién de los

elementos.

Antes de pasar a enunciar las diecinueve consecuencias junto con el problema que propone
Pascal, se realizard una explicacion de la notacion que va ser utilizada. Como se dijo
anteriormente, la notacion es tomada del libro Pascal’s Arithmetical Triangle de (Edwars,
1987) y es la misma que se usO para los numeros figurados. En efecto, la definicion del

triangulo esta en términos de la formula de adicion:

fi=fhttfieo (D
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La notacion £ tiene la una desventaja puesto que f;: hace referencia al [ — ésimo niimero
figurado en la k — ésima dimension (Ver Fig. 6) que se convierte en la [ — ésima columna
y la k + 1 — ésima fila en el Tridangulo de Pascal, pero parece mejor no introducir otra; esto

es, sin embargo, conveniente para recordar y utilizar (’;) = CM = £~ también.

Obsérvese que la conformacion del mismo triangulo aritmético, con su ecuacion recursiva,
podria interpretarse en un ambiente escolar de la siguiente manera: Una maestra tiene n nifios
y nifias; se pregunta ¢;cuantos grupos de k nifios y nifias podria armar? Se le ocurre la
siguiente solucion: saca a Juan de la clase y arma todos los grupos de k elementos (sin Juan),
luego arma todos los posibles grupos (sin Juan) de k — 1 alumnos y a cada uno de estos

grupos le afiade a Juan; resultado:

=G0+

Juan Sin Juan

Pascal permite que el nimero de la esquina f3, que él llama el generador del triangulo,
sea cualquier nimero entero y no solo 1%, pero esta generalizacion no de interés y se

entenderd que f3 = 1.

Consecuencia primera:
En todo Tridngulo aritmético todas las células del primer rango paralelo y el primer

rango perpendicular son iguales a la generatriz.

% Esta aclaracion de la arbitrariedad del generador ser4 efectiva para todas aquellas consecuencias que
intervienen con el concepto de unidad que es el mismo generador. En efecto, las consecuencias son: cuarta,
octava y novena.
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Graficamente:
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Figura 16. llustracion consecuencia primera.

La funcién de los colores es mostrar que tanto las células de la fila 0 como la columna 1

pintados de azul claro son iguales a la célula que contiene la generatriz que se encuentra

pintada de color azul oscuro

Matematicamente:

fl=fl=fl=11=234,..;k=1.23,

Consecuencias segunda:

En todo Triangulo aritmético cada célula es igual a la suma de todas aquellas del rango

paralelo precedente comprendidas desde su rango perpendicular hasta el primero inclusive.
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Graficamente:
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Figura 17. llustracidn consecuencia segunda.

La funcién de los colores es mostrar que la célula de color rojo es igual a la suma de las

células de color naranja del tercer rango paralelo.

Matematicamente:

fkl = Zl:fki—l

Consecuencia tercera:
En todo Triangulo aritmético cada célula iguala la suma de todas las células del rango
perpendicular precedente, comprendidas desde su rango paralelo hasta el primero inclusive.
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Graficamente:
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La funcién de los colores es mostrar que la célula de color rojo es igual a la suma de las

Figura 18. llustracion consecuencia tercera

células de color naranja del tercer rango perpendicular.

Matematicamente:

Dado el caracter de este trabajo, se recuerda su animo pedagdgico, se podrian citar

algunos argumentos combinatorios que se desprenden de las proposiciones de Pascal.

A la consecuencia tercera y cuarta se les puede encontrar un argumento combinatorio de

tipo escolar: Suponga que una maestra que tiene 6 alumnos; le dice a Juan que elabore una

k
fkl — Zf}l—l
Jj=0
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lista de todos los grupos de tres estudiantes que pueden conformarse en su pequefio curso.
Juan, habil en matematicas, escribe primero todos los grupos de tres estudiantes que se
pueden armar con el estudiante de mayor estatura del curso, desde el mas alto al mas bajo;
luego escribe los grupos que se pueden armar con el segundo mas alto, luego con el tercero
mas alto, y luego escribe los nombres de los tres estudiantes mas bajos del curso. En

resumen, Juan escribe: Se observa que este es un argumento similar al que usa Pascal.

Consecuencia cuarta:

En todo Triangulo aritmético, cada célula disminuida por la unidad es igual a la suma de
todas aquellas que estan comprendidas entre su rango paralelo y su rango perpendicular
exclusivamente.

Graficamente;
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La funcion de los colores es mostrar que las células de color naranjas operadas bajo la

Figura 19. llustracion consecuencia cuarta.

resta, es decir, 35— 1; da como resultado la suma de todas las células de color verde
incluyendo la generatriz. Asi, 35—-1=34=10+6+3+1+4+3+2+1+1+1+
1+ 1.
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Matematicamente:
-1 k-1

=) ) i+

1
i=1j=0

~

Consecuencia quinta:
En todo Tridngulo aritmético cada célula es igual a su reciproca.

Graficamente:
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Figura 20. llustracion consecuencia quinta.

La funcion de los colores es mostrar que las células de color rojo, naranja, verde claro,

verde oscuro y rojo oscuro son iguales aludiendo graficamente a la igualdad de reciprocas.

Matematicamente:

I _ ck+1 2 (M
fx = 1—1»0(r)

Il
~—
S
N

n—r

Consecuencia sexta:
En todo Triangulo aritmético un rango paralelo y uno perpendicular que tienen un mismo

exponente estdn compuestos de células totalmente iguales unas a otras.
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Graficamente:
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Figura 21. llustracidn consecuencia sexta.

La funcion de los colores es mostrar que las células de color amarillo son simétricas con
respecto a exponentes iguales en rangos paralelos y perpendiculares pintados aqui de color

naranja.

Matematicamente:

(fhr=123.}={fj=012.)

Consecuencia séptima:
En todo Triangulo aritmético la suma de las células de cada base es el doble de aquella
de la base precedente.
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Graficamente:

Figura 22. llustracion consecuencia séptima.

La funcion de los colores es mostrar que la suma de las células de color azul claro de la
base 8 da como resultado dos veces la suma de las células de la base inmediatamente anterior,

es decir, la base 7. Analogamente se cumple para la base 4 con la base 3.

Matematicamente:

AUEIARN

Cada nimero en la base (n — 1), argumenta Pascal, es representado dos veces en la base n

por virtud de la definicion fundamental.

Consecuencia octava:
En todo Triangulo aritmético la suma de células de cada base es un numero de la
progresion doble que empieza en la unidad y cuyo exponente es el mismo que aquel de la

base menos 1.

67



Graficamente:
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Figura 23. llustracidn consecuencia octava.

La funcion de los colores es mostrar que la suma de las células de color azul claro de la
base 8 da como resultado 2871 =27 =128 y que la suma de las células de la base
inmediatamente anterior, es decir, la base 7 da como resultado 277! = 2° = 64,

Anélogamente se cumple para la base 4 con la base 3.

Matematicamente:

n

()=

r

Consecuencia novena:
En todo Triangulo aritmético cada base disminuida por la unidad es igual a la suma de

todas las precedentes.
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Graficamente:
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Figura 24. Ilustracion consecuencia novena.

La funcién de los colores es mostrar que la suma de las células de color azul oscuro de la

base 7 operadas bajo la resta con la unidad, es decir, 64 — 1; da como resultado la suma de

todas las células de color azul claro incluyendo la generatriz.

La siguiente tabla se acoge de acuerdo a los colores presentados en el triangulo anterior.

Base

Suma de células

Total menos la generatriz=
Total de todas las precedentes

1

1+1=2

1+2+1=4

1+3+3+1=8

1+4+6+4+1=16

1+5+10+10+5+1=32

NOoOjunAhWIN|(F

1+6+15+20+15+6+1=64

64 —-1=63=32+16+8+4+2+1

Matematicamente:

n
r=0

(+)=

2n =27t 4 2n72 2078 4
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Consecuencia décima:

En todo Triangulo aritmético la suma de tantas células continuas como se quiera en la

base, empezando por un extremo, es igual a tantas células de la base precedente més el

mismo numero excepto una.

Graficamente:
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Figura 25. llustracion consecuencia décima.

La funcion de los colores es mostrar que la suma de las 4 células de color azul oscuro de la

base 7; da como resultado la suma de todas las células de color azul claro incluyendo la

célula cielo (4,3) = 10 mas la suma de las restantes células de color azul claro de la base 6

que en efecto son (1,6) = 1, (2,5) = 5y (3,4) = 10. Analogamente se cumple para la base 4

con la base 3 correspondientes a los colores rojo oscuro, naranja y rojo claro.

La siguiente tabla se acoge de acuerdo a los colores presentados en el triangulo anterior.

Base Suma de células Total = Total de la misma
cantidad de células precedentes
mas el mismo niumero menos
una célula.

4 1+3+3+1=8 y 1+3+3=7 8+7=15
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5 1+4+6+4 15

6 1+5+10+10 =26 y 1+5+10=16 26+16=42
7 1+6+15+20 42
Matematicamente:
s s s—1
n n—1 n—1
2.0=20.)+20.)
r r T
r=0 r=0 =0

Pascal define células de la dividente a aquellas que la linea que divide al angulo recto por

la mitad atraviesa diagonalmente, como las células (1,1); (2,2); (3,3), etc.

Consecuencia décima primera:
Cada célula de la dividente es el doble de aquella que la precede en su rango paralelo o
perpendicular.

Graficamente;
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Figura 26. llustracion consecuencia decimaprimera.

La funcién de los colores es mostrar que la célula de la dividente de color negro (2,2) =

2 es el doble de las células de color azul que se encuentran ubicadas en el rango
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perpendicular (1,1) = 1 y en el rango paralelo (1,2) = 1 Andlogamente se cumple para las
demas células roja, verde y morada oscuro ubicadas en la dividente con sus correspondientes

colores naranja, verde claro y morado claro.

La siguiente tabla se acoge de acuerdo a los colores presentados en el triangulo anterior.

Célula de la dividente Célula Rango Paralelo Célula Rango Perpendicular
2=2(1) 1 1

4=2(2) 2 2

6=2(3) 3 3

20=2(10) 10 10

70=2(35) 35 35

Matematicamente:

ktl g ek _ o ekt (27?) =2 (21?__11) =2 (Znn— 1)

Hasta este momento, las consecuencias hacian alusion a las igualdades que se encuentran
en el triangulo. Pascal hace una advertencia que las siguientes consecuencias seran basadas
en las proporciones donde la consecuencia que sigue sera el fundamento, es decir, existe una

recursividad.

Advertencia:
“Todas estas consecuencias son sobre el tema de las igualdades que se encuentran en el
Triangulo Aritmético. Ahora se van a ver las proporciones de las que la proposicion

siguiente es el fundamento.” (Alvarez, Martinez, & Torres, 1995)

Consecuencia décima segunda:
En todo Tridngulo aritmético si se toman dos células contiguas sobre una misma base, la
superior es a la inferior como la multitud de células desde la superior hasta lo alto de la

base es a la multitud de aquellas desde la inferior hasta abajo inclusive.
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Graficamente:
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La funcion de los colores es mostrar que la célula azul oscuro (3,3) = 6 es a la célula

Figura 27. llustracion consecuencia decimasegunda.

verde oscuro (2,4) = 4 como la cantidad de células desde la azul oscuro hasta las azules
claro, es decir, 3 células es a la cantidad de células desde la verde oscuro hasta la verde claro,
a saber dos celulas; todas éstas ubicadas en la base 5 formando la totalidad de la base.
Analogamente se cumple para la base 6 entre la célula roja con la célula café y la cantidad de
células de color rosado y color naranja respectivamente, todas éstas formando la totalidad de

la base.

En términos de proposicion:

Célula Superior _ Multitud de células desde la superior hasta lo alto de la base

Célula Inferior  Multitud de células desde la inferior hasta lo bajo de la base
6 3

4 2
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35

Matematicamente:

Sea n la base entonces

‘ 10 (5). () (2 ) ()G ) () () me
1 \ Y /
r coeficientes (n—r + 1) coeficientes

Pascal declara esto, en leguaje de proposicion:

(" )=@-r+1:r

T r—1

()=
En notacion de los nimeros figurados:
rfrn—r+1 =(n-r+ 1)frn—_1r+2
oreemplazandor =kyn—-r+1=1,

kfe = Uil
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Consecuencia décima tercera:

En todo Tridngulo aritmético, para dos células continuas en un mismo rango
perpendicular, la inferior es a la superior como el exponente de la base de esta superior al
exponente de su rango paralelo.

Graficamente:
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Figura 28. llustracion consecuencia decimatercera.

La funcion de los colores es mostrar que la célula roja (3,4) = 10 es a la célula amarilla
(3,3) = 6 como el exponente de base 5 donde ésta contiene a la célula amarilla, es decir, 5
es al exponente de rango paralelo de la célula amarilla, es decir, 3. Un poco la funcion de los
colores es mostrar que rojo es a amarillo como rojo es a amarillo. Analogamente se cumple

para la célula azul oscuray la azul clara respectivamente.

En términos de proposicion:

Célula Inferior  Exponente de esa base superior

Célula Superior  Exponente de su rango paralelo
10 5

6 3
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Matematicamente:

Consecuencia decima cuarta:

En todo Triangulo aritmético, para células continuas en un mismo rango paralelo, la mas
grande es la precedente como el exponente de la base de esta precedente al exponente de su
rango perpendicular.

Graficamente;
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Figura 29. llustracion consecuencia decimacuarta.

Esta consecuencia es similar a la anterior, solo que ahora no se piensa en las células

continuas de rango perpendicular sino en las células continuas de rango paralelo.
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La funcién de los colores es mostrar que la célula azul (4,4) = 20 es a la célula morada
(3,4) = 10 como el exponente de base 6 donde ésta contiene a la célula morada, es decir, 6
es al exponente de rango perpendicular de la célula morada, es decir, 3. Un poco la funcion
de los colores es mostrar que azul es a morado como azul es a morado. Analogamente se

cumple para la célula amarillo y la célula verde respectivamente.
En términos de proposicion:

Célulamas grande _ Exponente de esa base Precedente
Célula Precedente = Exponente de surango Perpendicular

20 _
10 3
6 _ 4
3 2
Matematicamente:
Notacion (Edwars, 1987) :
l+k—-1
l _ -1
fk - l -1 k

Consecuencia décima quinta:
En todo Triangulo aritmético, la suma de las células de un rango paralelo cualesquiera es

a la ultima de este rango como el exponente del triangulo es al exponente del rango.
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Graficamente:
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Figura 30. llustracidn consecuencia decimaquinta.

La funcion de los colores es mostrar que la suma de las células naranjas, que se encuentran
en un mismo rango paralelo (aqui 4), hasta la célula amarilla (4,4) = 20, considerada como
la Gltima, es a esta misma célula amarilla como el exponente naranja del tridngulo o la base 7,
que es la que contiene a la célula amarilla (4,4) = 20, es al exponente amarillo del rango

paralelo tomado.

En términos de proposicion:

Suma de Células de un rango paralelo Exponente del triangulo
Ultima Célula de ese rango ~ Exponente de su rango Paralelo
1+4+10+20 7 Ent 35 7
20 T PTOmEES90 T
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Matematicamente:

Consecuencia décima sexta:
En todo Tridngulo aritmético un rango paralelo cualquiera es al rango inferior como el
exponente del rango inferior a la multitud de sus células.

Graficamente:
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La funcion de los colores es mostrar que la suma de las células verdes, que se encuentran

Figura 31. llustracion consecuencia decimasexta.

en un mismo rango paralelo, en este caso 4, es a la suma de las dos células amarillas que se
encuentran en su rango inferior, para este caso 5, como el exponente de rango inferior?’, aqui
5, es a la totalidad de células tomadas en el rango inferior, a saber 2 células (esto se indica

con la flecha naranja que se puede visualizar en la figura 23).

% Se llega solamente hasta la célula (2,5) = 5 en el rango inferior, dado que para este ejemplo el triangulo
aritmético que se considera es aquel que se forma con la base 6.
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En términos de proposicion:

Cualquier rango paralelo  Exponente del rango inferior

Elrango inferior B Mutlitud de sus células
1+4+10 5 E . 15 5
T+5 7 fnefecto =3

Matematicamente:

! -1
L k2O
ka = z——12 fre+1
=1 =1

l

Consecuencia décima séptima:
En todo Tridngulo aritmético, cualquier célula que sea sumada a todas aquellas de su

rango perpendicular, es a la misma célula sumada a todas aquellas de su rango paralelo
como las multitudes de células tomadas en cada rango.

Graficamente:
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Figura 32. llustracion consecuencia decimaséptima.
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La funcién de los colores es mostrar que la célula café (2,3) = 3 sumada a las células de
color naranja de su rango perpendicular es a la mima célula café (2,3) =3 sumada a la
célula de color rojo que se encuentra en su rango paralelo como la totalidad de células
tomadas a partir de la célula seleccionada (2,3) = 3, es decir 3 células (esto se indica con la
flecha amarilla que se puede visualizar en la figura 23) es a la totalidad de células tomadas
en el rango paralelo, a saber 2 células (esto se indica con la flecha roja que se puede

visualizar en la figura 23).

En términos de proposicion:

Cualquier célula sumada a surango perpendicular _ Multitud de células en rango perpendicular
La misma célula sumada a surango paralelo ~ Mutlitud de sus células en rango paralelo

(o)

3+2+1
3+1

k l
, k+1 ;

DI = )N

j=0 i=1

_3E . 3
=3 nefecto =3

N

Matematicamente:

Consecuencia déecima octava:
En todo Triangulo aritmético, dos rangos paralelos, igualmente distantes de las

extremidades, son entre si como la multitud de sus células.
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Graficamente:
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La funcién de los colores es mostrar que al tomar dos rangos paralelos de un tridngulo

Figura 33. llustracion consecuencia decimaoctava.

aritmético distanciados simétricamente con respecto a los extremos de la base, aqui el rango
paralelo 2, que contiene las células de color azul claro, estd distanciando una célula, saber
(7,1) = 1, del extremo de la base 7 y rango paralelo 6, que contiene las células de color azul
oscuro, esta distanciando una célula®®, a saber (1,7) = 1, del extremo de la base 7; entonces
se cumple la siguiente propiedad: las suma de las células del rango paralelo 6 es a la suma
de las células del rango paralelo 2 como la totalidad de células tomadas en el rango paralelo
6, es decir 2 celulas (esto se indica con la flecha azul oscuro que se puede visualizar en la
figura 23) es a la totalidad de células tomadas en el rango paralelo 2, en efecto 6 células (esto

se indica con la flecha azul claro que se puede visualizar en la figura 23).

En términos de proposicion:

Rango paralelo distanciado a su extremidad Multitud de células de rango del numerador

Rango paralelo igualmente distanciado a su extremidad ~ Mutlitud de células del rango del denominador

% Aqui es una célula puede ser 2, 3,... células siempre y cuando cumpla la propiedad.
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1+6 2 z . 7 1. 2
1+2+3+4+5+6 6 nefecto N

21 3 6

Matematicamente:

k+1

l

. l

i _ k
DR =i
i=1 i=1

Consecuencia Ultima:

En todo Tridngulo aritmético dos células continuas que estan en la dividente, la inferior
es la superior tomada cuatro veces, como el exponente de la base de esta superior a un
nimero mayor que la unidad.

Graficamente:
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Figura 34. llustracion consecuencia decimadltima.

La funcion de los colores es mostrar que al tomar células continuas de la dividente, se
obtiene la siguiente propiedad: La célula amarilla (4,4) = 20, aqui la inferior, es a cuatro

veces la célula verde continua (3,3) = 6, aqui la superior, es decir, 4 X 6 = 24 como el
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exponente de base 5, donde esta contenida la célula verde, es decir, 5 es a este mismo mas la
unidad, es decir, 5+1.

En términos de proporcion:

20 _ 5 205
26) 51 [mefecto 3 =5
Matematicamente:
2k—1
kk+1 — 4 2k fkk—l

Hasta este punto, se han evidenciado las diecinueve consecuencias del triangulo
aritmético. Al final del tratado se encuentra enunciado un problema que plantea Pascal y se
lee asi:

PROBLEMA
Dados los exponentes de los rangos perpendiculares y paralelos de una célula, encontrar
el nimero de la célula sin utilizar el Triangulo aritmético.

Graficamente:
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Figura 35. llustracién problema.
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La funcion de los colores es mostrar que al conocer el exponente de rango paralelo y el
exponente de rango perpendicular de una célula, se desea saber el nimero que le corresponde
a esa célula. Por ejemplo, para los exponentes de rango paralelo y perpendicular de color rojo
se desea saber qué numero debe ir en la célula (4,5). Analogamente se comporta para los
rangos perpendiculares y paralelos de colores naranja y morado. El signo de interrogacion en
las células representa esa pregunta que se desea contestar. En efecto, (4,5) =; ? para el color

rojo, (6,2) =; ? para el color naranjay (8,1) =; ? para el color morado.

Matematicamente:

Dado [ y k + 1, encontrar f;!

SOLUCION:
Por consecuencia 12,
kfy = 1fitd
Asi que
k
it = Tfkl

y

k+1 ,

que, aplicando recursividad, da:

, k+DK+2)(k+3) .. (k+1-1)
e (I-DU-2)(1-3)..1

Si Pascal hubiera procedido recursivamente al otro lado de la base él habria encontrado el

(20)

resultado equivalente, directamente por simetria, que (Edwars, 1987) obtienen formalmente
aplicando la consecuencia quinta y asi reemplazando k + 1 por L y [ — 1 por k sobre la parte
derecha de (20) se obtiene:

LA+ DA+2) U+ k-1)
k= k(k—1)(k—2)..1

Es pertinente aclarar aqui que la igualdad que se da en (20) y (21) con respecto al ultimo

(21) = (16)

término, es decir, (k +1—1) = (I + k — 1) es porque:

Sik+1=1lyl—1=kentonces k=1—1yl=k+ 1. Reemplazando en el ultimo
términok =1 —1en (9) seobtiene k + k = 2k Pero 2k =2(l—-1)=2l-2=1+1-1—
1=01-14+4U-1)=1-1+4+k=1+k—1.Asi, se obtiene la igualdad en (10)
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Como se puede ver, con el problema que propone Pascal al final de su tratado y a través de
su solucidn es una recursividad sin necesidad de utilizar el triangulo aritmético para hallar el
namero correspondiente a la célula pedida, esto muestra la gran compilaciéon o deduccién de
todo su trabajo, es decir, su fundamental induccion sobre cada consecuencia permite una
abstraccion de uso del tridngulo y un resultado matematicamente hermoso sin lugar a dudas

dado que en su tiempo no existia la notacion utilizada anteriormente.

La intension de escribir las consecuencias en notacién matematica es la de explorar todo el
constructo tedrico e inductivo que realiza Pascal en su tratado llegando a la férmula general

de nimero figurados a través del problema planteado al final de este.

Para terminar el analisis del trabajo de Pascal se evidenciara a continuacion la igualdad
que el autor hizo frente a los numeros combinatorios con los numeros figurados y a través de

ésta se obtendra la formula general de las combinaciones:

En la seccion 2 anteriormente descrita, Pascal aplica el triangulo aritmético a la teoria de

combinaciones. El siguiente lema hace parte de dicha seccién:

Lema: el nimero de combinaciones de (n + 1) cosas tomadas (r + 1) todas al tiempo es
igual a la suma del nimero de combinaciones de n cosas tomadas r a la vez y el nimero de

combinaciones de n cosas tomadas r + 1 tomadas a la vez, o

CR =+ Ry (22)

Por considerar algo en particular sobre (n + 1) cosas: C;* da el nimero de combinaciones
que se contienen, mientras que C*,; da el numero que se excluyen, los dos nimeros juntos
dan el total. Pascal no da una demostracion formal por induccion pero usa el argumento
anterior con n = 3 y r = 1, indicando esta generalidad. Luego, se puede decir que para el
calculo combinatorio dicha generalizacidn se considera relevante y valida para el contexto de
la época. El entonces aplica el Lema en la demostracion que esos niimeros combinatorios son

los numeros en el triangulo aritmético.

Cr =T (23)=(9)
Después, para el problema Il de su tratado usa el resultado anterior (11) y acopla esto con:
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L k+ DUk +2)(k+3) . (k+1-1)
ke (-DI-2)(1=3)..1 ’

el principal resultado de la Parte I, para dar, colocando k =r y l=n—r+1 como

(24)

siempre,
B r+1D)r+2)(r+3)..n
T (n-rnh-r-Dn-r-2)..1

La anterior férmula, por supuesto, es la regla Hindd en la version G,

cr (25)

Se le recuerda al lector que la regla Hindu es:

_n(n—l)(n—Z)(n—S) wn—r+1)
- 1:2:3 ¢ ceeny

cr (26) = (11)

Pascal termina su tratado con un comentario escribiendo que él ha decido finalizarlo con
ese resultado (“no sin pensar, porque tengo muchos resultados adicionales”), él afiade que su
amigo M. de Gaigniéres le comunicd una transformacion de su regla y le solicité encontrar la

demostracién. Dicha transformacion corresponde a la siguiente:

cn - nn—-1)n-2)(n—-3)..(n—r+1)
T 1:2:3 ¢ ceenry
“Reflexioné sobre el problema, pero, alarmado en su dificultad, pensé apropiado dejar la

(26)

demostracion de ésta a su autor; sin embargo, gracias al triangulo aritmético, una manera fécil
se abri6” Pascal entonces observa, por supuesto, que por simetria del triangulo, (16) podria
haber sido utilizada con (23) para obtener (26), en lugar de (24) que fue la que él usé y lo
llevd a (25). En otras palabras, Pascal reorganizé la equivalencia de las dos formas dadas

anteriormente, es decir, C* = CJ}_,

Para observar el trabajo de Leibniz se seguira tomando el libro (Edwars, 1987), base de
este trabajo, como fuente principal y como fuente secundaria se tendran en cuenta algunas
hechos que plantea el documento Leibniz y los multiples “usos” de su arte combinatoria.
Aspectos matematicos de (Charles, 2013) el cual es confiable puesto que en él se ha realizado
un estudio exhaustivo al libro original Dissertatio de Arte Combinatoria de (Leibniz, 1666).

En el anterior documento se presentan algunos elementos que son de interés para este trabajo.

% No se observé el libro Dissertatio de Arte Combinatoria de Leibniz dada la complejidad del idioma puesto
que es latin y éste no es manejado por quien realiza este trabajo.
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Al parecer en el libro de Leibniz se encuentran algunas matematicas pero con respecto al
tema de interés de este trabajo, si se presentan combinaciones, variaciones y permutaciones.
Son doce problemas que se encuentran en el libro y en su analisis no se encuentran formulas,

solo un triangulo aritmético para calcular las particiones de un conjunto.

“También calculara combinaciones y variaciones y en ellas se interesara enseguida por la
posibilidad de repeticion de algunos de los elementos, lo cual por supuesto complica la
situacion.” (Charles, 2013, péag. 187)

Leibniz a través de sus ideas del todo y las partes, enuncia la diferencia entre

combinaciones y variaciones.

Tambieén, Leibniz desarrolla un teorema sobre la suma de términos consecutivos de una
serie de diferencias, el cual es interesante de observar dada la sencillez y belleza que encierra
frente a una aritmética entre nimeros cuadrados y numeros impares. Por ello se dejara

evidenciado a continuacion:

Sea la siguiente sucesion: a,,a,,a,,...,a, Se define las primeras diferencias de la
siguiente forma:
di=a;,—ai_1,i=123,..,n
Entonces,
di+d;+ds+-+dy=(ay—ap) +(az —ay) ++ (ap — ap1) = an — ay,
O la suma de diferencias consecutivas es igual a la diferencia entre el primer y ultimo
término de la sucesion original. Entonces, dada las diferencias de los nUmeros cuadrados
0,1,49,16,...,n> conn =0,1,2,3 ...
son nUmeros impares consecutivos
1,3,5,7,9,....,2n—1conn = 1,2,3, ...
Entonces se sigue que la suma de los primeros n nimeros impares es n?
Lo anterior se puede deducir aplicando el teorema reemplazando los niUmeros como sigue:
143+5++2n—-1=1-0)+U-D++n*-n-1)2)=n%2-0=n2

Para complementar lo anterior se destacan los siguientes tres aspectos del trabajo de
Leibniz:
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1. La demostracion directa combinatoria de la relacion de adicion en el Triangulo
Aritmético €' = C* + C1%,,, aparecid bajo su nombre solo un afio después de que
apareciera bajo el nombre de Pascal.

2. Una tabla que explica como las diez combinaciones de cinco cosas tomadas tres a la
vez (C3 = 10) puede ser derivada de las combinaciones de dos, tres y cuatro cosas

tomadas dos a la vez (CZ + C3 + C;=1+3+6=10)
3. La observacion (sin demostracion) que si n es primo entonces divide a (Z) para todo

r entre 1y n—1, un resultado observado para n =7 por Rabbi ben Ezra
aproximadamente en 1140%°.

Sinesprimo,yr <n,ynyr!no tienen factores comunes entonces:

(:):n.(n—1)(n—23'...(n—r+1)’ l<r<m-1)

donde la segunda parte del producto debe ser un entero.

Leibniz continua el trabajo sobre problemas combinatorios toda su vida (Knobloch, 1973,
pags. 59-90)*" En algiin momento antes de agosto de 1673 él escribié una nota De numeris

combinatoriis®?, en la cual la observacion mas interesante es la relacion:

fi=1-flo+2-fl3+3-fl2+-+1-fL, 1=21k=>2 (27)

(en notacién moderna, f; siendo [ — esimo nmero figurado en la dimension k como en
la figura 6). Entonces los nimeros triangulares son sucesivamente 1-1 =1, 1-1+4+2-1 =
3,1-1+2-1+3-1=6,y los nUmeros tetraédricos son nimeros sucesivamente 1-1 =
1, 1-24+2-1=4,1-34+2-2+3-1=10, etc. Leibniz observa la relacion para los
numeros tetraedricos por medio de un diagrama de puntos similar en forma al de la figura 6:
note como facilmente esto se puede ver con el numero tetraédrico 35=1-54+2-4+3-
3+4-2+5-1. Enefecto (27) es naturalmente mas pensada como algo que surge de una

doble aplicacion de:

l
=) fia @@=

% (Rabinovitch, 1973, pags. 145 - 7), (Smith, 1925, pag. 525)
#! |os manuscritos de Leibniz se han publicado por (Knobloch, 1976)
% (Knobloch, 1976, pags. 10-15), (Knobloch, 1973, pags. 60-3)
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Un total de (s + 1) aplicaciones de (28) conduce a la expansion de un nimero figurado
£t en términos del producto interno de los primeros [ nimeros en cada una de las dos filas

del triangulo figurado, el orden de los nimeros en la segunda fila se invierte, a saber:

fkl = fs1 ) fkl—s—l +fsz ) kl:s,l—l + fs3 : kl:s,z—1 + -+ fsl 'fkl—s—l'
[>1, s=0, k=s+1

Leibniz no parece haber conocido esta expansion completa.

Segun (Maistrov, 1974): los trabajos posteriores de Leibniz incluyen “consecuencias para
el nimero de resultados (sin repeticion) con 1, 2, 3, etc., dados que pueden ser expresados de

la siguiente manera

1 dado (5)=6
2 dados G +HE =G =21

3 dados R+ R +GE = () =56

y asi sucesivamente hasta 6 dados” que es la solucion correcta al problema de Tartaglia.

De la misma forma como se abordé las fuentes del trabajo de Leibniz, se realizara para el
trabajo Ars Conjectandi de Jacob Bernoulli con la gran ayuda nuevamente del libro base de

este trabajo Pascal’s arithmetical triangle de (Edwars, 1987) .

La parte I de Ars Conjectandi es un comentario al libro De ratiociniis in aleae ludo de
Huygens que habia aparecido en 1657. Primero Bernoulli da con anotaciones las
proposiciones de | — IX de Huygens acerca del problema de puntos, después en la
proposicion VII el adiciona una tabla para la division entre dos jugadores cuya derivacion
estd dada en la Parte Il, mientras que la tabla para tres jugadores dada despues de la
proposicion 1X es propiamente de Huygens. En las proposiciones X — XIV el lanzamiento de
dados es considerado, después de sus anotaciones sobre la proposicién XII Bernoulli dedica
una seccion a desarrollar la distribucion binomial para posibilidades generales, encontrando

la expresion para obtener al menos m sucesos en n ensayos.

La parte 1l de Ars Conjectandi es The Doctrine of Permutations and Combinations (La
doctrina de las permutaciones y combinaciones) y muestra que Bernoulli no estaba

familiarizado con el Tratado de Pascal. Aunque él se refiere a la ediciéon de 1679 de las
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correspondencias de Fermat, solo menciona a Van Schooten, Leibniz, Wallis y Prested como
sus antecesores la teoria combinatoria, y después cuando se habla de los numeros figurados,

él adiciona los nombres de Faulhaber, Remmelin y Mercator, pero nunca Pascal.

En el capitulo | de la Parte Il reposan las preocupaciones sobre permutaciones y da las
! . . .
usuales reglas n! y ——; el capitulo 11 es sobre las reglas combinatorias 2" — 1y 2" —n — 1.
alb!c!

El capitulo 111 de Bernoulli es sobre combinaciones de diferentes cosas tomadas 1, 2, 3, ..., al
tiempo y sobre los nimeros figurados. Siguiendo los patrones de enumeracién y con base en

el siguiente arreglo, deduce la regla 2™ — 1:

S Q

ab
ac bc abc

d ad bd cd abd acd becd abcd

a

Como se puede ver hay un primer par (ab) en la segunda fila, dos en la tercera (ac) y
(bc), tres en la cuarta (ad), (bd), (cd), y asi sucesivamente, donde el par en cada pila es
formado por la adicion de la letra inicial de la fila de la letra sola de la fila precedente.
Similarmente, las tripletas son formadas por adicion de la letra inicial de la fila de los pares

de la precedente fila y asi sucesivamente para 6rdenes mayores de combinaciones.

El arreglo puede ser visto agrupadamente asi:

a

b ab

¢ (ac bc) abc

d (ad bd cd) (abd acd bcd) abcd

(4 pares) (6 tripletas) (4 cuadruplos) abcde (29)

D

Es ahora bastante claro que los nimeros de solitarias (primera columna) forman la serie
(1,1,1,1...), los nimeros de parejas (segunda columna) forman la serie (1,2,3,4...) por la

suma de la serie de solitarios, los nimeros de la tripleta (tercera columna) forman la serie
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(1,3,6,10 ...) por la suma de las series de dobles, las series sucesivas son, por supuesto, los

numeros figurados como Bernoulli notd cuando el construye su tabla de combinacion.

Tabula -

Combinationums, [ew Numerorum Figuratorum.
Exponentes Combinarionum.

|L|H. |HL|IV.| V. | VL VIL | VIIL| IX. | X. | XT.| XIL

1ll1] ol o] o] o of ol o] olololo
; 2J[1] 1| ol ol of of o o] o]0o] ol ©
= 31l 2] 1] ol o of of o of o] of ©
3 4313031 1l o of ol o] of ol of
g sdltl 41 61 41 I of o] o| o] o] o]
“g. 6./'11 sl1o] 1ol sl 1l ol o] of o] o]

=I1] 6li5] 201 151 61 1l ol o] o] ol
Rllxl 7lasl 350 261 261 71 ¥l ol o] o

9.1 11 81281 s6| 70l 561 281 81 1l o| of
xo.!lxl 91361 84/1261126] 841 36] 9| 1| ol
11, el 1o|4f|xzolzxo!z(z 210! 120] 45] 10] 1 ¥
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Figura 36. El tridngulo combinatorio de James Bernoulli en Ars Conjectandi de 1713

Note que la tabla tal y como esta no da C*, en la n — ésima filay la r — ésima columna:
ese lugar, como puede verse en (29), da el nimero de combinaciones de orden r
(“exponentes” es la palabra usada por Bernoulli, que la tomé de Ars Combinatoria de
Leibniz junto con la forma del triangulo aritmético) que se pueden formar de n cosas tomadas
y que incluye lo altimo. A fin de encontrar C* se debe formar la suma como indica Bernoulli

y por lo tanto mirar en la fila (n + 1) y columna (r + 1). La esencia del método de Bernoulli
es:

n—-1

ch = Z Ci_,,conC} = 1paratodon. (30)

i=r-1

Bernoulli fue consiente inmediatamente, por supuesto, que él habia tratado con nimeros
figurados, (30) es justo (8), o la consecuencia segunda de Pascal. El escribe esto sobre el
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triangulo aritmético: “Esta tabla tiene propiedades verdaderamente excepcionales y
admirables porque ademas de ocultar dentro de si los misterios de las combinaciones, es
conocida por todos los expertos en las partes mas altas de las matematicas y también alberga
los mas importantes secretos de todo el resto de la asignatura™®® El entonces lista veinte
“hermosas propiedades” del tridangulo, mas bien como Pascal las habia hecho, y concluye con

la demostracion de la regla de multiplicacién de formacion

_n(n-— Dn-2)(n—-3)..(n—7r+1)
- 1:2:3 ey
que originalmente pensd. Esto es interesante, que justo como Pascal habia fracasado en

Cr

encontrar la explicacion combinatoria para la regla, se supone que Bernoulli le sucedié algo
similar, porque ciertamente él habria dado un conocimiento de esto, en lugar de su larga

prueba directa.

Inmediatamente después de la prueba de la regla multiplicativa de Bernoulli, en un
escolio®, la usa para la suma de las potencia de enteros. Fermat se contentd implicando, en
1636, que la suma de algunas potencias podria ser encontrada usando una regla dada por él,

pero él explicitamente solo dio la suma de las potencias cuartas.

4. CAPITULO IV

En este capitulo se pretende contextualizar al lector sobre cédmo es entendida la
combinatoria en términos modernos, dando una definicion groso modo de la misma y
mostrando sus elementos de estudio como lo son las variaciones, las combinaciones y las
permutaciones. La intension de este capitulo es responder al cuarto objetivo especifico de este

trabajo.

COMBINATORIA
No existe una definicion corta o de diccionario frente a ¢Qué es la combinatoria? sino mas
bien acercamientos a este “concepto” con respecto a su estudio o sus aplicaciones. Haciendo

esta aclaracion, en este trabajo la combinatoria sera entendida segun (Ribnikov, 1988),

“La Combinatoria, o Analisis Combinatorio como historicamente se le conoce, estudia

los conjuntos discretos y las configuraciones que pueden obtenerse a partir de sus elementos

% (Bernoulli, 1713, pag. 88)
% (Bernoulli, 1713, pags. 95 - 8)
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mediante ciertas transformaciones que originan cambios en la estructura o la composicion
de los mismos. La estructura de estos conjuntos puede ser muy compleja dependiendo de las

relaciones existentes entre sus elementos.”

El libro de (Ross, 1998) hace una presentacion de la combinatoria o el analisis
combinatorio a través de un problema de probabilidad sobre el funcionamiento de un sistema
de antenas® y afirma que muchos de estos problemas son resolubles por medio del conteo de

las diferentes maneras en que ocurre un evento.

“De lo anterior vemos que seria util tener un método eficaz para contar el nimero de
formas en que pueden ocurrir cosas. De hecho, muchos problemas en la teoria de la
probabilidad se pueden resolver simplemente contando el nimero de diferentes maneras en
que puede ocurrir un determinado evento. La teoria matemética de conteo se conoce

formalmente como Analisis combinatorio” (Ross, 1998, pags. 1-2)

La combinatoria pertenece a la matematica en un area llamada las matematicas discretas
donde éstas se encargan de estudiar los conjuntos discretos, es decir, finitos o infinitos
numerables. Por su parte, la combinatoria estudia la enumeracion, construccion y existencia

de propiedades de configuraciones que satisfacen ciertas condiciones establecidas.

Es relevante decir aqui que para poder caracterizar los nUmeros combinatorios se debe
estudiar las estructuras discretas que seran entendidas en este trabajo como las
combinaciones, permutaciones y variaciones. Para lograr abordar dicho estudio se debe hacer
bajo unas reglas basicas del conteo; una de ellas es la llamada regla de producto que sera
definida a continuacion segun la presentaciéon que realiza (Godino, Batanero, & Cafiizares,
1996):

® La intension de esta cita no es mostrar como tal el problema de probabilidad sino la definicién de
combinatoria que le atribuye el autor del libro. Para lector interesado, consultar la introduccién del libro de
(Ross, 1998).
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“Al aplicar la regla de Laplace®, se presenta a menudo el problema de calcular el
numero de elementos de un cierto subconjunto del espacio muestral. Podemos utilizar, en
este caso, el calculo combinatorio. Seguiremos la exposicion de los libros de (Feller, 1973) y
(Engel, 1975).”

Regla del producto
Si disponemos de dos conjuntos de m y n elementos, a,,ay, ..., a, Y by, by, ..., by, €S
posible formar m x n parejas diferentes de la forma (a;, b;), en las que el primer elemento

pertenece al primer conjunto y el segundo elemento al segundo conjunto.

Se pueden formar n; X n, X ... X n, grupos diferentes tomando un elemento de cada uno

de los conjuntos A4, B, ..., X, si éstos constan de ny, n,, ..., ng elementos, respectivamente.

En el analisis combinatorio, interesa deducir el nimero de muestras diferentes que pueden
formarse a partir de un conjunto dado. Podemos distinguir entre muestreo con y sin
reemplazamiento, segun que cada elemento de la poblaciéon pueda formar o no parte en la

muestra mas de una vez.

Por otro lado, es preciso distinguir entre muestras ordenadas y no ordenadas. Una muestra
se llama ordenada, cuando el orden en que han sido extraidos sus elementos es fundamental,
y es, por tanto, tenido en cuenta. En este caso, dos muestras formadas por los mismos
elementos, pero variando en el orden, son consideras distintas. Cuando el orden no influye, de
modo que dos muestras son diferentes solo si difieren en algun elemento, las muestras se

Ilaman no ordenadas.

De acuerdo con la clasificacion anterior, a partir de un conjunto o poblacion de n
elementos, podemos formar cuatro tipos de muestras o grupos de tamafio r. En el estudio
combinatorio clasico estos grupos reciben el nombre de variaciones con o sin repeticion y

combinaciones con o sin repeticion.

% | a regla se refiere a que cuando se realiza un experimento aleatorio y el espacio muestral tiene todos los
sucesos elementales equiprobables entonces la probabilidad de un suceso S es:

Numero de casos favorables
P(S) =

Numero de casos posibles del experimento
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Variacion sin repeticion de n elementos tomadosrar

Son las diferentes muestras ordenadas sin reemplazamiento de tamafio r que pueden

extraerse de la poblacion de tamafio n. Para formar las variaciones de n elementos de

orden 1 hay n posibilidades. Para formar las de orden 2, aplicando la regla del

producto, y puesto que no podemos tomar el elemento ya elegido, hay n(n—1)

posibilidades. En general, si denotamos por V,, el nimero de variaciones sin

repeticion de n elementos tomados r a r se verifica:

(1) Vorp=n(n—1)(n—-2)..(n—-r+1)

La férmula (1) también puede presentarse como sigue:

n x (-1 x n—=2) X..Xx (n—-r+1)=

Primera Segunda Tercera r- ésima

Posicién Posicién Posicién Posicion

n-r)(n-r-1)..3)(2)(1) _ n!
M- (n-r-1..3)2) (1) ~ (n-r)!

mMn-1mn-2)..(n—r+1)x

Un caso especial de las variaciones sin repeticion es cuando n = r. En dicho caso,

obtenemos todas las maneras posibles de colocar (permutaciones) n elementos,

siendo la expresion (1) de la forma:

Von=n(n—-1)(n—-2)..3-2-1

Al nimero V,,, se le llama factorial de n y se representa por n! Por convenio se

admite que 0! = 1

Variacion (disposicion) con repeticion de n elementos tomadosrar

Son las distintas muestras ordenadas de tamafio r que pueden extraerse a partir de una

poblacion de n elementos, cuando el muestreo se efectia con reemplazamiento. Si

llamamos VR, ,, al nimero de variaciones con repeticion de n elementos tomados r a

r, aplicando la regla del producto se deduce:

VR, =n"
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Combinaciones sin repeticion de n elementos tomados r ar

Son las diferentes muestras no ordenadas sin reemplazamiento de r elementos, que
pueden formarse a partir de n individuos dados. Denotaremos por C,, ,- 0 (’r‘) al nimero
de combinaciones de n elementos tomados r a r. Para calcular su valor, basta tener en
cuenta que cada muestra no ordenada sin reemplazamiento de tamafio r puede dar
lugar a r! muestras ordenadas con reemplazamiento distintas permutando sus

elementos. Por tanto:

(Z) ="V

y de aqui se deduce:

(n)=n(n—1)(n—2)...(n—r+1)_ n!

r r! T rl(n—=1)!

Los ntimeros (%) reciben el nombre de niimeros combinatorios y tienen, entre otras,

las propiedades siguientes:

2(N)=(,")
()5 )=(11)

1. Por definicion se tiene que:

Demostracion:

n! n! n!

n !
(0) ~ ol (n'— 0)! 1(n|)! - Elz
(Tl) ni n! n!

1

Tnln—n)! ) nl

n
Luego,

(=1=()

2. Por definicion se tiene que:

n n! n!
= = or prop.conmutativa en los enteros
(r) ri(n—r)l (n—r)r! por prop

De otro lado, por definicion:
n! n! n!

n !
(n—r):(n—r)!(n—(n—r))!:(n—r)!(n—n+r)!_(n—r)!r!

Asf, por transitividad de las entre (") y (" ), se obtiene:
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3. Por definicion se tiene que:
(n) _ n!
r/ ri(n—r)!

( n )_ n!
r+1 _(r+1)!(n—(r+1))!

Al sumar () y (,7,) se obtiene:

n n n! n!
(r)+(r+1) =r!(n—r)!+(r+1)!(n—(r+1))!

(n)+( n )_n!(r+1)!(n—(r+1))!+n!r!(n—r)!
r - r!(n—r)!(r+1)!(n—(r+1))!

r+1
n n _n!(r+1)r!(n—r—1)!+n!r!(n—r)(n—r—1)!
()+(r+1)_ rrm—-r!r+D!'n-—r—-1)!

n ny nrln—r-DIr+1)+n-71)]
(r)+( )_ rtn—r)!r+Drin—r—-1)!

r+1
n N nlri(n—r—1![n+1]
(r>+(r+1>_r!(n—r)!(r+1)r!(n—r—1)!

'n+ 1]
(Z) + (r :L- 1) - (n —nr)r!l(r + 1)r!

n n (n+1)!
(r)+(r+1)= n—-n!r+1)

De otro lado, por definicion:

r

n+1 (n+ 1)! (n+1)!
(r+1) T (+ D - +D) C+DIm+l-r— D!
B (n+1)! _ (n+ 1)!
r+D!'(n—1r) (-—7r)({r+1)!
Ast, por transitividad de las entre () + (_,) y (71]), se obtiene:

n n n+1
D+GiD)=(y)
T r+1 r+1
Esta Gltima propiedad se utiliza para calcular los nameros combinatorios
recurrentemente, formando el llamado tridngulo de Tartaglia, dos de cuyos lados son

iguales a uno, y el resto de los numeros se calcula como suma de los dos situados

inmediatamente encima de él (Fig. 5)
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1 & 15 20 15 & 1
17 21 35 35 21 7 1
1 & 28 56 70 56 28 8§ 1

Figura 37.Tridngulo de Tartaglia.

Combinaciones con repeticiones
Por ultimo, si suponemos que en una muestra no ordenada se permite el reemplazo de
elementos, obtenemos las combinaciones con repeticion. Puede mostrarse que el

numero de combinaciones con repeticién de m elementos tomados n a n es:

CRn,r = Ln4r-1r
La siguiente tabla resume las principales formulas para contar. Es importante aclarar que n

representara una coleccién de objetos distintos. Las férmulas cuentan el nimero de formas

para seleccionar, u ordenar, con o sin repeticiones, r de esos n objetos.

El ordenes | Se permiten Tipo de ) Posicion
. - Férmula enel
significativo | repeticiones resultado texto
L n!
Si No Permutacion p(n,r) = ,0<r<n 94
(n—r)!
Si Si Disposicion n";nr=>0 95
c _ n! o
No No Combinacion (n7) = rt(n—r)l (r) 95
0<r<n
. Combinacion n+r—1
No Si con repeticion ( r )'n'r =0 %

RECOMENDACIONES DE ENSENANZA

En este apartado se plasmaran algunas pautas para la ensefianza de las combinaciones.
Mas que una guia estructurada, se quiere vislumbrar algunos indicios de cobmo ensefiar estos
conceptos. En efecto, se sugiere las siguientes ilustraciones o entradas para la ensefianza de

las combinaciones con base en las observaciones realizadas a lo largo de este trabajo de

grado:
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1. Contextualizar ejemplos de la vida real donde se aplique la combinatoria. Ej:
Juegos de chance, loterias, baloto, cartas de poker, lanzamiento de monedas,
lanzamiento de dados, filas en el banco, filas en el colegio, competencia de
carreras, etc. Esto se hace con el propdsito de mostrar que el conteo hace parte no
solo de las necesidades basicas del hombre sino que también forma parte de la
recreacion o placer que se puede generar con los juegos de chance o probabilidad
que aungue no se habld en este trabajo de como fue naciendo el estudio del azar,
las correspondencias entre Pascal y Fermat son evidencias de planteamientos que
surgieron en reuniones de gozo entre el circulo de matematicos franceses de la
época, es decir, que esas indagaciones no responden precisamente 0

necesariamente a problemas fenomenolégicos.

2. Utilizar la aritmética y geometria de los numeros figurados, como se manejo en el
capitulo Il seccion Numeros figurados de este trabajo, con el propdsito de
encontrar la férmula recurrente de la sumatoria de los nameros naturales,
triangulares, tetraédricos y asi sucesivamente generalizar llegado al hermoso

resultado con la sumatoria de los nimeros figurados en cualquier dimension.

3. Manipular los numeros figurados para hacer una introduccion a la sucesion de
numeros naturales, triangulares y tetraédricos con el fin de realizar una tabla como
la de la figura 6 de este trabajo y a partir de ella explicarles a los estudiantes como
la suma de los nimeros naturales, son los numeros triangulares y que la suma de
los triangulares son los tetraédricos y asi darles herramientas para que ellos traten
de expresar la suma de los nimeros tetraédricos y con ello extender el triangulo

hasta obtener el triangulo de Pascal.

4. Presentar las consecuencias del tratado del triangulo aritmético con las
visualizaciones a partir de las graficas que se plantearon en el capitulo Il seccién
Triangulo aritmético. Proponer a los estudiantes buscar patrones a partir de los
colores que se ven pintados e intentar que ellos puedan a partir de casos

particulares y sus exploraciones, llegar a la generalizacion de la propiedad.
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5. Con el acompafamiento guia del profesor formular matematicamente las
consecuencias que se presentaron con la metodologia del punto 3 de esta
propuesta. Es pertinente aclarar que la formulacion matematica es tediosa y por
ello es fundamental que el docente juegue un papel de mediador entre la actividad

planteada y el trabajo de los estudiantes para alcanzar este propdsito.

CONCLUSIONES

1. Los inicios de la combinatoria se remontan a tiempos legendarios empezando en
China con los cuadrados maégicos, pasando luego por la escuela pitagorica con
respecto al estudio de los numeros figurados. Algunos indicios a las reglas
combinatorias estan a cargo de los hindues pero los judios son quienes sistematizan
el conocimiento de la época. Dos siglos después los trabajos de Tartaglia permiten
la generalizacion del triangulo aritmético a méas de tres dimensiones. Ademas los
trabajos de Cardano permiten evidenciar los coeficientes de (a + b)™ aunque es
realmente Briggs quien encuentra una conexion entre los nameros figurados y los
nimeros combinatorios. Finalmente Fermat y Pascal dan un estatus relevante al
analisis combinatorio a través de sus soluciones a problemas que se plantearon en

aquellos tiempos.

2. La consecuencia decima segunda vista en términos modernos deja entrever el

pensamiento combinatorio de Pascal y también lo que hoy en dia se define como
(’r‘) Al parecer Pascal tenia en su mente una de las reglas fundamentales del

conteo.

3. En el tratado del triangulo aritmético se logré articular inductivamente las
consecuencias de manera que al solucionar el problema final que plantea Pascal se
consigue llegar a la generalizacion de los numeros figurados. Es relevante sefialar
que para obtener dicha generalizacion se hace necesario recurrir a la consecuencia

quinta y por simetria alcanzar el resultado.

4. Pascal es quien logra conectar a los numeros figurados, los nimeros combinatorios
y los nimeros binomiales. Es por ello y por su tratado del tridngulo aritmético que

comunmente se suele llamar al triangulo el triangulo de Pascal.

101



5.

6.

A través de la idea del triangulo aritmético con sus celdas pintadas para cada
consecuencia, se puede plantear una reestructuracion de la ensefianza de la
combinatoria que estimule a los estudiantes a tratar de llegar, por medio de
observaciones, a los resultados que Pascal logré. Referente a esta conclusion se
hace una invitacion al lector de este trabajo que tenga intencion de aplicarlo en su
clase a incluir en el plan de &rea la ensefianza del triangulo aritmético desde las
consecuencias de Pascal y sus relaciones encontradas. Podria imaginar un
laboratorio donde los estudiantes coloreen las consecuencias y vislumbren lo que
éstas encierran. Lo anterior podria generar un ambiente mas divertido y creativo en

el aula.

A pesar de que los enunciados de problemas combinatorios suelen ser sencillos y
atractivos, sus soluciones son, en muchos casos, complejas y dificiles de obtener lo

cual evidencia y hace advertencia de la seriedad y dificultad del “mero” conteo.

Podria ser interesante e importante introducir estas ideas combinatorias en los
ambientes escolares colombianos donde estan ausentes. Posiblemente en el pais
existan innumerables establecimientos escolares en donde los estudiantes
egresados no conocen la diferencia entre una combinacion y una permutacién. La
incorporacion de la combinatoria en el pensum escolar, con seguridad contribuye a

mejorar la calidad de la educacion matematica.

El articular los nimeros figurados en las clases permite entrever la integracion de
patrones numéricos que se desprenden de disposiciones geométricas a través de
una aritmética. Asi, el estudiante puede irse familiarizando con las
generalizaciones e ir adquiriendo ciertos indicios de abstraccion frente a

determinados objetos matematicos y las propiedades que en ellos se cumplen.

La realizacion de este trabajo dejo como resultado un poster titulado “Algunos
aspectos cronologicos de la combinatoria” que fue expuesto en el Primer
encuentro de educacion estocastica desarrollado los dias 10, 11 y 12 de septiembre
de 2014 y que tuvo lugar en la universidad Nacional de Bogota. Dicho poster se

encuentra anexado a este trabajo. También se puede encontrar en las memorias del
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evento el desarrollo de la propuesta. EI link es el siguiente:
http://encoedest.org/MemoriaslECEE2014.pdf
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Entre sus apones e&tin las,LE
total de puntos ne
nimeros triangulares, los cu espo

la formula "("*1)

.y se generaban al
los mismos consecunva.meme de tal suerte ’
( 5 que dibujan un triangulo.

(@
Siglo XVI — Estudio del Tridngulo Siglo XVI A!Isbos de la combinatoria
aritmético. como rama de las matematicas.
Tartaglia (1499 — 1557) extendi6 la tabla de Los trabajos de Fermat y Pascal dan
los numeros figurados a mas de tres reconocimiento al analisis combinatorio
dimensiones. Cardano (1501 — 1576), deduce como un nuevo campo de la matematica
los coeficientes de (a + b)" y le da solucién digno de un estudio formal y se deja de ver
a la ecuacion cubica. Briggs (1561 — 1631): como el dominio de un conjunto de técnicas
Conexion de los nimeros figurados y los o practicas en la solucién de una tipologia de
CI nimeros combinatorios. <I problemas.

d Their Applications

. Hoboken, NJ: Wiley.
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