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RESUMEN

Nuestra investigacidn surge por la necesidad de reconocer que la comprensién de la elipse, no solo debe articularse a
una ecuacion algebraica con dos variables y a su representacion en el sistema de coordenadas cartesiano.
Investigaciones referidas a las secciones cdnicas, reconocen otros planteamientos que movilizan representaciones y
construcciones geométricas, que con sus propias complejidades giran alrededor del proceso de ensefianza y
aprendizaje de la elipse. Este enfoque puede ser considerado no solo como un proceso paralelo al procedimiento
tradicional sino también como un nexo al enfoque analitico actual. Nuestro trabajo estuvo dirigido a estudiantes de
una universidad privada de Lima, de 16 a 18 afios de edad. Empleamos aspectos de la Ingenieria Didactica de Artigue,
y el Enfoque Instrumental de Rabardel, ya que las acciones de los estudiantes permitieron identificar posibles
esquemas de utilizacion que construyeron o movilizaron para apropiarse de las propiedades de la elipse,
puntualmente las del lado recto.

ABSTRACT

Our research is based on the necessity of recognize that we can not only understand the notion of an ellipse, through
the articulation to an algebraic equation with two variables and the Cartesian coordinate system. Researches
recognize others approach like the representations and geometric constructions, with their own complexities around
the process of teaching and learning of the ellipse. This report can be considered not only as a process parallel to the
traditional analytical procedure but also they can be useful as a link to the current analytical approach. Our research
was performed by undergraduate students from a private university of Lima, which age were between 16 and 18
years. We use aspects of the didactic engineering of Artigue and, the instrumental approach of Rabardel, and we
analyze the actions of the students and the schemes that they constructed or moved to appropriate themselves of
the properties of the ellipse, specifically the ones of the straight side.
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M Introduccion
Este articulo corresponde a una de las diez a actividades descritas en nuestro trabajo de investigacion,

gue incluyeron construcciones geométricas, las cuales permitieron identificar posibles esquemas de
utilizacion que los alumnos movilizaron para enriquecerse con las propiedades de la elipse,
especificamente aquellas referidas a su lado recto. Durante dicho proceso, los alumnos construyeron
otros esquemas orientados hacia algunos objetos de la actividad. Nuestra propuesta, de acuerdo al
proceso histdrico, esta respaldada por la existencia de multiples concepciones vinculadas a las cdnicas.
Mencionamos como primeros intentos, la representacion de una pardbola obtenida a través de dos
medias proporcionales, con la intencion de construir la arista de un cubo cuyo volumen es el doble de
otro cubo dado, o la descripcion de su lugar geométrico descrito respecto a un sélido, posteriormente
respecto a un plano y vinculado ademas con areas de figuras plana como cuadrados, rectangulo y
triangulos.

Mostramos algunos antecedentes que respaldan nuestra investigacion. En el trabajo de Fernandez
(2011) la autora manifiesta que es importante promover el aprendizaje de las cénicas haciendo uso de
un ambiente de geometria dinamica. Para ello, reivindica la importancia de establecer una
complementariedad entre el enfoque sintético y el analitico en el estudio de las cdnicas. Sefiala que el
significado mas difundido es el de los procesos algebraicos, asi que considera la necesidad de conectar
tanto el enfoque sintético como analitico por medio de las construcciones geométricas. De igual forma la
investigacion de Santa (2011) quien estudia a la elipse como lugar geométrico a través de un objeto
concreto, especificamente la geometria del doblado del papel y obtiene a través de dichas
construcciones la condicién geométrica de la elipse. Otros trabajos, como el de Salazar (2009) vy
Chumpitaz (2013), nos muestran investigaciones utilizando ambientes de geometria dindmica,
acompafnando como marco tedrico, el Enfoque Instrumental, basado en la ergonomia cognitiva, que nos
brinda la posibilidad de analizar las acciones de los sujetos, permitiéndonos identificar los posibles
esquemas de utilizacion que construyen y movilizan mientras interactian con nuestro objeto
matematico.

Destacamos a Trouche (2004) por las investigaciones realizadas con calculadoras graficas y simbdlicas,
enmarcadas en el enfoque instrumental que articula las relaciones entre el uso de la herramienta y el
desarrollo de los conceptos. Precisamente, alguno de los programas de ambiente en geometria dindmica
(AGD), especificamente el software Geogebra, sirvieron como fuente de apoyo a la ensefianza y
aprendizaje de la geometria, en este caso la elipse.

En relacidon a la metodologia usada en nuestra investigacién, empleamos la Ingenieria Didactica de
Artigue (1995), esta nos permitié la experimentacién y la confrontacién de nuestros supuestos,
elaborados en la fase previa de la metodologia, con la informacién que recogimos durante la
experimentacion.

H Aspectos del Enfoque Instrumental

Con el fin de analizar en este articulo, la instrumentacién del lado recto de la elipse por parte de los
alumnos, hemos considerado presentar el Enfoque Instrumental de Rabardel (2011). A continuacion
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describimos los términos que haremos uso en el presente articulo, y que consideramos pertinentes para
analizar cdmo los alumnos se instrumentaron con la nociéon de lado recto de la elipse.

De acuerdo al autor, sefiala que en toda situacion de actividad en la que se utilicen artefactos o
instrumentos, existe siempre una triada de elementos: el sujeto, el instrumento y el objeto, los cuales
estdn relacionados de manera explicita o implicita, El sujeto es el wusuario, alumno; operario,
trabajador, agente, individuo, grupo de individuos o estudiantes que desarrollan una determinada accién
en un instrumento. El instrumento puede ser una herramienta, maquina, una propiedad como la del
lado recto que sirve como mediador o intermediario entre el sujeto y el objeto. El objeto, es todo
aquello donde va dirigida la accidon con ayuda del instrumento.

El autor sefala que inicialmente el artefacto, material o simbdlico, no guarda un valor instrumental con
el objeto al que se dirige. Sin embargo, indica que el artefacto es elaborado con alguna intencionalidad,
siendo esta la razdn de su existencia. Es decir, el artefacto pasa por un proceso de instrumentacion por
parte del sujeto para transformar a los objetos a los cuales se dirige y concreta una solucidon a un
problema o a una clase de problemas sociales. Cuando nos referimos al artefacto como medio material,
pensamos en un artefacto en concreto, y cuando lo mencionamos como medio simbdlico, podemos
pensar por ejemplo, en la representacion grafica de una elipse o en las caracteristicas de sus
propiedades como la que identifica el trazo de su lado recto.

Rabardel (1995), sefiala que el artefacto pasa al estado de instrumento, cuando el sujeto le asigna los
esquemas de utilizacion correspondientes. Dichos esquemas de utilizacién inciden, por una parte, en los
artefactos pues el artefacto es manipulado, convertido en medio y por otra parte, los artefactos son
orientados en los objetos sobre los cuales estos artefactos permiten actuar. Por lo tanto el instrumento
no existe en si, es el resultado de asociar el artefacto a la accién del sujeto, dirigida por sus esquemas
qgue elabora, el artefacto es designado como instrumento, cuando estd inscrito en su uso, en una
relacion instrumental entre dos entidades que son el sujeto y el objeto sobre el cual actua.

Los esquemas a los cuales alude el autor, comprenden dos dimensiones, la primera, referida a las
acciones que se focalizan en las caracteristicas, propiedades y actividades especificas del artefacto,
llamadas esquemas de uso (EU) y la segunda, que son las acciones orientadas hacia el objeto de la
actividad, hacia la tarea principal del sujeto, lamadas esquemas de accidn instrumentada (EAI). Adems3s,
un mismo esquema puede, dependiendo de la situacién, ser un esquema de uso y en otra circunstancia
un esquema de accion instrumentada. Por ejemplo, el trazo del lado recto de una elipse podria ser un
EU, si se desea hallar la longitud de dicha cuerda, en términos de sus parametros; pero podria tratarse
también de un EAI, si un alumno inicia el estudio de la elipse y debe movilizar otros esquemas previos
gue coordinados unos a otros, se asimilan y acomodan para constituir el esquema lado recto. El
investigador considera ademads, una tercera dimensién que denomina esquemas de actividad colectiva
instrumentada (EACI) y que corresponde a la utilizacidon de un instrumento en un contexto de actividades
compartidas con otros usuarios, ya que como individuos somos seres que sociabilizamos
constantemente, incluso los creadores del artefacto forman parte del surgimiento de los esquemas.
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En relacion a la dependencia entre artefacto y esquema, el investigador considera que un mismo
esquema puede aplicarse a una multiplicidad de artefactos de la misma clase, por ejemplo, en el trazado
del lado recto de una elipse, se movilizan esquemas de utilizacion que pueden ser trasladados al trazo
del lado recto de una hipérbola. De manera reciproca, un artefacto es susceptible de ser insertado en
otros esquemas de utilizacidon en la que otros significados y funciones le seran atribuidos. El lado recto de
la elipse puede ser insertado en otros esquemas de utilizacion, por ejemplo adaptado para la
construccion de pilotes en arquitectura.

Finalmente, el autor define la Génesis Instrumental como la elaboraciéon instrumental, es decir el
proceso de construccion de un artefacto a un instrumento. Este proceso se realiza por medio de la
instrumentalizacién y la instrumentacion. El primero es un proceso referido al surgimiento, evolucion y
atribucién de las propiedades del artefacto. Por ejemplo, la instrumentalizacién del lado recto se
consigue cuando el alumno atribuye de manera gradual, ciertas componentes como el hecho de ser
perpendicular al eje mayor, que pasa por uno de los focos, los cuales deben ser determinados
graficamente. El segundo caso, es un proceso que abarca el surgimiento y la evolucién de los esquemas
de utilizacién y de accidon instrumentada, debido a la acomodacién, coordinacion, asimilacion de
artefactos nuevos a esquemas ya constituidos. En ese sentido, mostramos en esta actividad, cdmo en el
proceso de instrumentacion del lado recto de la elipse, hay indicios de reconocimiento de sus
propiedades, y que dicho esquema puede ser coordinada con otros esquemas para determinar su
longitud correspondiente. Ambos procesos, segun indica el investigador, contribuyen de manera
solidaria al surgimiento y a la evolucién del instrumento.

B Analisis de la experiencia desarrollada

La experiencia que presentamos en este articulo, trata de la instrumentacién del lado recto de la elipse.
Es importante sefialar que nuestra investigacion en general se desarrolld en tres encuentros, cada uno
de noventa minutos. La experiencia que mostramos, corresponde a la actividad quinta del segundo
encuentro y estd dividida en cinco items. En ese sentido, destacamos que los alumnos movilizaron en
las primeras cuatro actividades, algunos esquemas de uso como el trazo de la cuerda de una
circunferencia o parabola, y construyeron otros, como el esquema la condicién geométrica de una
elipse, la relacién de sus parametros y el trazo de algunos de sus elementos como eje mayor, eje menor
y los focos.
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I Figura 1. Elipse
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I Figura 2. Cuerdas de una Elipse
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En el primer item, tiene como objetivo que los alumnos muestren la definicion de cuerda que traen
consigo de acuerdo a la prueba de diagndstico. Para ello se les muestra una elipse y un deslizador, como
se observa en la figura 1. Los alumnos arrastran el deslizador y unas cuerdas aparecen simultaneamente.
Dado que estan instrumentados con el trazo de la cuerda en una circunferencia o de una parabola, no
tuvieron inconvenientes en indicar que el segmento que une dos puntos distintos de una elipse
corresponde a la definicién de cuerda. Como se muestra en la figura 2, los alumnos hicieron uso de la
herramienta “Elige y mueve” sobre el deslizador de la vista grafica y determinaron las cuerdas de la
elipse.

En el segundo item, los alumnos deben trazar la cuerda que corresponde al eje menor y describir su
procedimiento. Como se tenia previsto en el andlisis a priori, los estudiantes localizaron los extremos de
los ejes haciendo uso de las herramientas del Geogebra, y luego trazaron el segmento que une dichos
extremos. Afirmamos que ambos equipos A y B, estan instrumentados respecto a la definicién del eje
menor de la elipse pues el primero de los equipos redacté que el eje menor de una elipse, es un
segmento perpendicular al eje focal y que pasa por el centro de la elipse, mientras que el segundo equipo
indicé que el eje menor correspondia a una mediatriz ya que es una recta perpendicular por el punto
medio del eje mayor. De igual forma, para describir los enunciados anteriores que corresponden al eje
menor, movilizaron sus esquemas de utilizacion entre los miembros de los equipos, asignadas a los

esquemas de accién colectiva instrumentada.
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En el tercer item se les indica que la cuerda que es perpendicular al eje focal y contiene a uno de los
focos de una elipse, se llama lado recto. El alumno debe nombrar en su misma representacién gréfica, al
menos a una de las cuerdas que cumplan con dicha condicién y describir su procedimiento. En las figuras
3y 4, mostramos las diferentes construcciones que realizan los equipos A y B, para indicar si alguna de
las cuerdas mostradas corresponde a las caracteristicas del lado recto.

En el andlisis a priori pensamos que los alumnos no tendrian inconvenientes en reconocer que las
cuerdas mostradas no corresponden a los lados rectos de la elipse ya que los alumnos estan
instrumentados con su condicion geométrica de la elipse y con la propiedad de la mediatriz. Sin embargo
el equipo A, hace uso de la relacién entre los parametros g> =b” +¢?, lo cual demuestra que
probablemente se hallen instrumentados también en dicha propiedad intrinseca.

De acuerdo a ello, en la figura 3, el equipo A, moviliza el EAl g? = b + ¢’y comprueba la relacién entre
los parametros, ya que determina las distancias del centro al extremo del eje mayor, menor y a uno de
los puntos que suponen como el foco. En ese sentido, es importante sefialar que la relacién entre los
parametros de la elipse: ¢® = b> + ¢*fue constituida por los alumnos en actividades anteriores, cuando
los EU: la condiciéon geométrica de la elipse y el teorema de Pitdgoras en un triangulo rectangulo, se
coordinaron unos a otros. En este item, la relacion entre los parametros, evolucioné como posible EU
pues permitié verificar que las cuerdas que cortan al eje mayor de la elipse no corresponden al lado
recto de la elipse.

En la figura 4, el equipo B movilizé como EU la condicién geométrica de la elipse que indica que dado un
punto de la elipse, la suma de sus distancias a otros dos puntos fijos es una constante, y reconocié que el
extremo del eje menor debe equidistar de los focos, porque tiene instrumentada (EU) la propiedad de la
mediatriz que aplicé en la definicién del eje menor.
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Los alumnos determinan que si la longitud del eje mayor mide diez, entonces de acuerdo al analisis que
presentaron en el parrafo anterior, la medida del segmento que une el extremo del base del triangulo
isdsceles corresponden a los focos de la elipse, por donde se trazarian los lados rectos, los cuales no
coinciden con las cuerdas que la representacion grafica sefiala.

Ambos equipos consideraron que las cuerdas no coinciden con las caracteristicas de lado recto. Ademas,
movilizaron como posibles esquemas de utilizacion, la nocién de cuerda de una elipse, trazo de sus ejes,
vértices, focos, condicion geométrica de la elipse, la relacién entre los parametros y el uso de algunas
herramientas del Geogebra como recta perpendicular, recta paralela, segmento, puntos de interseccion,
distancia entre dos puntos.

En el cuarto item, se les pide localizar los puntos que representan los focos de la elipse respecto a la
figura anterior. De acuerdo a nuestro andlisis a priori, ambos equipos localizaron dichos puntos sobre el
eje mayor, trazando una circunferencia de radio igual a la longitud del semieje mayor.

Tanto la condicién geométrica de la elipse como la mediatriz siguen instrumentados pues reconocen

gue el extremo del eje menor equidista de los focos, como se observa en la construccidn representada
por la figura 5.

I Figura 5. Trazo del lado Recto de ambos equipos
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Figura 5. Trazo del lado Recto ambos equipos

Finalmente, en el item 5, se les pide que compruebe que la longitud del lado recto de una elipse es
2b°

a
la curva vy el vértice restante ubicado en un extremo del lado recto.

. Se les sugiere, el trazo de un triangulo en el interior de la elipse, cuyos vértices sean los focos de
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En nuestro analisis a priori, creimos que los alumnos movilizarian la condicién geométrica de la elipse e
indicarian que la suma de las distancias de dicho cateto y la hipotenusa es el parametro 2a. Ademas,
pensamos que habra dificultad para indicar que la longitud de la hipotenusa del tridngulo rectangulo
trazado es 2a — y, aunque finalmente sefialarian que la distancia entre los focos del triangulo
corresponde al pardmetro 2¢, movilizando la nocién del teorema de Pitagoras que indica que la suma
de los cuadrados de los catetos es la longitud de la hipotenusa. Posteriormente esperamos que
determinen la longitud del lado recto de la elipse en términos de los parametros de la elipse.

De acuerdo nuestro andlisis posteriori, sélo el equipo B pudo llegar a determinar la longitud del lado
recto en relacién a sus parametros. Observamos que hay indicios para sefialar que el lado recto se halla
en proceso de instrumentacién, y ha evolucionado como EU, ya que es movilizado junto a otros EU,
entre ellos: la relacién entre los parametros, la ecuacidon Pitagdrica, resolucién de ecuaciones vy la
representaciéon grafica del triangulo rectangulo, los cuales se movilizan de manera especifica, es decir
con una meta determinada, orientados basicamente a la manipulacién de la elipse, que el Enfoque
Instrumental menciona como tareas segundas, ya que las acciones no estan dirigidas al objeto de la
actividad, sino a la manipulacidon del artefacto.

En la figura 6 y 7, se muestra como el equipo B logré determinar la longitud del lado recto de la elipse,
movilizando los esquemas planteados en el parrafo anterior.

I Figura 6. Representacion - B
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I Figura 7. Lado recto en términos de los parametros - B
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En este proceso hay una conversion del artefacto lado recto a instrumento, es decir el proceso de la
génesis instrumental del lado recto, dicha cuerda tiene un valor instrumental para el sujeto ya que logra
orientarla hacia el objeto de la actividad, hacia las primeras tareas, es decir hay una apropiacion del
artefacto lado recto, para realizar una tarea especifica, determinar su longitud.

M Consideraciones finales

La confrontacion de los andlisis a priori y a posteriori de la actividad disefiada, muestra que existen
indicios de apropiacién, reconocimiento y aplicacién de la nocién de lado recto a través del proceso de la
génesis instrumental y que el Geogebra contribuyé no solo como mediador en la secuencia de la
actividad, sino también como una herramienta integradora en la ensefianza y aprendizaje de este
concepto.

Existen indicios que en dicha actividad, los alumnos determinaron una nueva propiedad para validar la
posicion de los focos de la elipse, es decir construyeron y movilizaron un nuevo esquema de accion
instrumentada que indica que la distancia de uno de los extremos del eje menor de la elipse a uno de los
focos es igual a la longitud del semieje mayor, la cual construyeron movilizando sus EU mediatriz y
condicion geométrica de la elipse.

Asimismo, observamos que esta actividad permitié a los alumnos la interaccion en el proceso de
construccion, la observacion de sus resultados y la validacién de sus conjeturas cuando hicieron uso del
Geogebra y que a pesar que dichas acciones fueron conservadas de manera permanente durante la
secuencia de aprendizaje, deben ser observadas nuevamente en actividades posteriores para comprobar
dicho nivel de instrumentacion.

Reconocimiento. La presente investigacion se realizé con el apoyo financiero del fondo para el desarrollo

de lineas de investigacion, en la linea de investigacidon: Tecnologias y medios de expresidn en ensefianza
de las matematicas, de la Escuela de Postgrado de la Pontificia Universidad Catdlica del Peru.
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