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UNA PROPUESTA PARA ABORDAR
EL TEOREMA DE PITAGORASEN CLASE

PATRICIA PERRY

En este articulo se expone una propuesta de ensefianza para presentar
e teorema de Pitagoras a alumnos de educacién media. También se
refieren algunos detalles del analisis que fundamenté la propuesta.
Esta incluye trabajo de | os estudiantes en torno a la desigualdad trian-
gular, a larelacion pitagérica y a expresiones algebraicas.

INTRODUCCION

De la amplia gama de actividades que son propias de un docente, una que
disfruto especialmente es el disefio de tareas de ensefianza pues la percibo
como una oportunidad importante para la creatividad en la bisqueda de
alternativas, para la aplicaciéon del conocimiento profesional construido a
través de la experiencia laboral y para € gjercicio de la autonomia en la
toma de decisiones, tres circunstancias que para mi pueden compensar
algunos sinsabores que el docente enfrenta en su quehacer diario.

La propuesta de ensefianza que se presenta en este articul o es resultado
de lareflexiont gue hice paracumplir con unatarea que formulé en un pro-
grama de desarrollo profesiona para docentes de mateméticas del que he
sido profesora. Bajo el supuesto de que es posible y conveniente que el pro-
fesor se ponga en € lugar de sus estudiantes para poder juzgar aspectos de
latareaqueleshaplanteado (e.g., o quelatarea puede poner enjuegoy sig-
nificar paralos alumnos) quise vivir, por [lo menos parcialmente, una expe-
rienciasimilar alade misaumnosdel programa. Digo parcialmente porque
aunque lo hubiera querido no habria podido vivirla de maneracompleta. La
tarea? incluia no sdlo un andlisis que condujera al disefio de una propuesta
de ensefianza de un contenido matematico y la propuesta misma, sino tam-
bién ponerlaen précticay observar algo especifico con respecto asu imple-
mentacion; actividad que yo no podia hacer pues en dicho momento no tenia
ami cargo cursos de matematicas.

1. Las varias versiones por las que pasd la propuesta hasta llegar a la que agui se presenta
fueron mejoradas con los valiosos comentarios de diferentes colegas; quiero agradecer
particularmente a Hernando Alfonso, a LuisaAndrade y a Pedro Gémez.

2. El cuestionario de la tarea es una version adaptada del cuestionario presentado en Herbst
(1998, pp. 175-177).
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Me decidi atrabajar el teorema de Pitégoras por su relevanciadentro de
las mateméti cas escol ares, por su riqueza de conexiones con otros conceptos
y otros temas, y porque asociado a la relacion pitagérica, hay un error que
los estudiantes suelen cometer con algunafrecuenciay meinteresaba buscar
una alternativa para abordarlo.

A pesar de que en muchas ocasiones habia trabagjado en el disefio de si-
tuaciones de ensefianza para €l saldn de clase, esta vez € proceso que vivi
se caracteriz6 por una reflexion sistematica y productiva que atribuyo en
buena medida a la forma como me aproximé a problema. Durante todo €l
proceso tuve en mente unas pocas preguntas que me impulsaban a indagar
y concretar qué eralo que en esencia pretendia que los estudiantes vieran,
notaran, y también me llevaban a pensar como evaluar con cierta confianza
el logro de mis propositos. Comencé por hacer un analisis en el que consi-
deré con cierto detalle el temamatemético de interésy aspectos de ensefian-
zay aprendizaje del tema. Cuando habia avanzado un poco en el analisis vi
lanecesidad de comenzar a concretarlo en el disefio mismoy asi o hice. Al
ir buscando aternativas de tareas y preguntas encaminadas a lograr lo que
me habia propuesto, fui haciendo algunos cambios en el andlisis—i.e., am-
pliacionesy modificaciones. De esamanera, parallegar alapropuestade en-
sefianza que aqui se presentavivi un proceso dinamico que fluyé del andlisis
apriori delasituacion a disefio curricular y de éste, nuevamente al andlisis,
proceso que tuvo tres iteraciones; en la Ultima hice una lectura global para
detectar una vez mas incoherencias, inconsistenciasy fallas.

Soy consciente de que € andlisis que he hecho se podriamejorar: por un
lado, se podrian haber contemplado aspectos de la fenomenologiay la his-
toriadel contenido matemético implicado; por otro lado, con una experien-
cia mas vivida con respecto a la ensefianza y aprendizgje del tema
especifico, podria haber hecho consideraciones més puntualesy profundas.
Sé también que la propuesta seriamés claray precisas hubieraexplicitado
mi posicion en relacion con la ensefianzay el aprendizaje con miras ajusti-
ficar, por giemplo, laseleccion de las preguntas y tareas propuestas.

Laintencion del articulo es mostrar la complejidad que tiene el disefio
de tareas de ensefianza y presentar algunos de los elementos que se deben
tener en cuenta en esta labor. Para esto se exponen detalles del andlisis que
fundament6 la propuestay la propuesta misma.

ASPECTOS DEL ANALISISINICIAL

Como parte del andlisisdel contenido matemético, se comenzo por identifi-
car los conceptos centrales en el enunciado del teorema, es decir, los con-
ceptos sobre los cuales se construye € significado de éste. Al hacerlo se
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evidencié que, segiin como se enuncie, hay implicados unos u otros con-
ceptos. Es posible enunciarlo en términos de éreas, de medidas de &rea o de
cuadrados de medidas de longitud®. Esto llevé a hacer una revision de las
distintas formas en que se puede presentar €l teorema, y por tanto, a traba-
jar en e andlisis de instruccion. De la gran diversidad de pruebas que se
conocen del teorema de Pitagoras se consideraron seis presentadas en
Alfonso (1997, pp. 222-224; 281-285) y para cada una de ellas se identifi-
caron los conceptos y procedimientos implicados. Posteriormente, como
parte del andlisis cognitivo, se identificaron errores que los estudiantes
cometen relacionados con el teoremay el buscar posibles causas o explica
ciones condujo areconocer temas que puede ser relevante trabajar en forma
asociada con € teorema.

Como resultado de este andlisis conjunto se reconocieron cinco temas
relacionados estrechamente con el enunciado del teoremay con las pruebas
consideradas, a saber: triangulos rectangulos, triangulos, cuadril ateros con-
vexos, segmentos de rectay expresiones algebraicas. El esquema de la Fi-
gura N° 1 resume en gran medida la exploracion del contenido matematico
realizada a partir y como consecuencia de dicho andlisis.

Cabe anotar que paratrabajar en laindagacion del contenido matemético
asi como parailustrarlo, se uso la herramienta de |os esquemas conceptua
les. Emplear tal herramienta constituye una oportunidad de penetrar en el
contenido matematico através de la identificacion, seleccidon, organizacién
y relacién de conceptos; su utilizacion en el disefio de actividades de ense-
flanza posibilita unavision global y estructurada del contenido matematico,
base importante para tomar decisiones instruccionales.

L as decisiones tomadas a partir del andlisis tuvieron en cuenta tanto as-
pectos del contenido matemético como consideraciones didécticas y de
aprendizaje. Se opt6 por enunciar €l teoremaen términos de medidasde area
y no en términos de cuadrados de medidas de longitud porgue es posibl e vi-
sualizar |o primero pero no lo segundo, y ademas, la prueba para el teorema
en el segundo caso requi ere buena cantidad de elaboracion o que puede di-
ficultar las cosasinnecesariamente. Dado que el teorema se establece en tér-

3. S el teorema se piensa en términos de areas se puede enunciar asi: €l area del cuadrado de
lado congruente con la hipotenusa de un tridngulo rectangulo esigual que la suma de las
areas de |los cuadrados de lados congruentes con |os catetos de dicho triangulo. En térmi-
nos de medidas de dreas se puede enunciar asi: la medida del érea del cuadrado de lado
congruente con la hipotenusa de un tridngulo recténgulo esigual que la suma de las medi-
das de las éreas de los cuadrados de lados congruentes con |os catetos de dicho triangulo.
Si se piensa en términos de los nimeros que miden las longitudes de los lados del trian-
gulo, se puede enunciar asi: € cuadrado (como potencia) de lamedida de lalongitud de la
hipotenusa de un triangulo recténgulo es igual que la suma de los cuadrados de las medi-
das de |as longitudes de | os catetos de dicho tridngulo.
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Figura N° 1. Esquema conceptual relativo al enunciado y a algunas

pruebas del teorema de Pitagoras
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minos de medidas de areas de cuadrados cuyos lados son respectivamente
congruentes con los lados del triangulo rectangulo —y por tanto, se puede
hacer coincidir un lado de cada cuadrado con € correspondiente lado del
triangul o— podria parecer que, desde un punto de vista didéactico, unaprue-
ba apropiada en este caso fuera una en la que la representaci6n grafica con-
tribuyeralo mas posible avisualizar €l enunciado del teorema. Pese aver la
ventaja anotada anteriormente, en dos de las pruebas encontradas se desistio
deellas por considerar que las construcciones auxiliaresy los prerrequisitos
parallevarlas a cabo son innecesariamente dificiles parael simple proposito
de que los estudiantes vean que €l resultado es cierto y vale paratodos los
triangul os rectangul os. Se eligid entonces una prueba que aunque se apoya
en una representacion gréfica en la que no se evidencia directamente el
enunciado del teorema, compromete pocos requisitosy facilitaver laigual-
dad alaque serefiere el teorema—aungue sin relacionarla con € triangulo.
Ladecisién anterior puso de manifiesto la necesidad de construir un puente
gue acercara, que relacionaradirectamente, € enunciado del teoremay lare-
presentacion gréfica en la que se basa su prueba (ver Figura N° 2). Todas
esas decisiones fueron motivadas especialmente por € interés de que los es-
tudiantes entiendan una prueba del teoremay puedan participar activamente
en laconstruccion de ella

Con ladecision de como enunciar el teoremay qué pruebautilizar podria
haberse terminado el andlisis para la propuesta. Sin embargo, no fue asi, y
se continud con el andlisis cognitivo.

Al pensar en errores tipicos de | os estudiantes cuando aplican €l resulta-
do del teorema, como estrategia para identificar elementos o aspectos del
contenido que por su naturaleza son dificiles y por tanto ameritan un trata-
miento especial, se encontr6 que es sobresdiente € eror

Epz +b° = CZE -~ (a+b=c) dondea, by c representan respectivamente las
medidas de laslongitudes de los catetos y lade la hipotenusa de un triangulo
recténgulo o en otros casos en los que no hay relacion directa a cuestiones
geométricas. Dicho error no esinherente al teoremade Pitagoras pues un es-
tudiante que manej e apropiadamente las expresiones algebraicas podria no
cometer el error mencionado sin necesidad de comprender el significado
geométrico del teorema. Sin embargo, se tiene la hip6tesis de que no reco-
nocer agquella deduccion como errénea reflgja un manejo mecanico, no sig-
nificativo, tanto del resultado del teorema como de su relacion con otros
hechos mateméticos. Que un estudiante acepte como correcto, por gemplo,
que 532 +4% = c% - (3+4 =c) induceapensar, en €l contexto delostrian-
gulos rectangulos, que no ve que los nimeros 3, 4y 7 serian las medidas de
los lados de un triangulo 'y, en todo caso, no imagina el objeto a que se es-
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taria refiriendo indirectamente; es decir, no da significado geométrico, en
términos deloslados del tridngulo, alaexpresion que serefierealarelacion
pitagérica. Y, en el contexto de la prueba del teorema, induce a pensar que
no establece la correspondiente relacion entre las areas de los cuadrados y
laslongitudes de los lados de dichos cuadrados; no haimaginado unarepre-
sentacion grafica de tal situacion. Lareflexion anterior condujo a ver lane-
cesidad y pertinencia de enmarcar el contenido del teorema de Pitagoras
entre dos conceptos fundamental es que pueden servir como mecanismo para
dar significado al resultado que enuncia el teoremay controlar laocurrencia
del error al aplicar e enunciado. Dichos conceptos son, de una parte, lades-
igualdad triangular y €l rango de variacion delamedidade lalongitud de un
lado de un triangulo cuando se han fijado |as medidas de | os otros dos | ados;
y, de otra parte, algunas caracteristicas de |as expresiones algebraicas—i..e.,
unaexpresion puede representar tanto un proceso como un resultado; €l ope-
rador raiz cuadrada parala adicion no eslineal.

PROPUESTA Y ALGUNOS ASPECTOS
DEL ANALISIS POSTERIOR

Para complementar €l andlisis cognitivo, desde la perspectiva del aprendi-
zgje del tema, y el delainstruccion, desde la perspectivadelo que el profe-
sor quiere lograr, se respondieron dos preguntas, que estuvieron presentes
como guia para el trabagjo del disefio.

1) Con lastareas de ensefianza que se van a disefiar, ¢qué se quiere que los
estudiantes vean, qué se espera que €ellos noten con respecto a los tres
conceptos identificados anteriormente?

2) ¢Coémo se puede averiguar con cierta confianzasi se lograron los propé-
Sitos establ ecidos?

Es conveniente hacer dos comentarios a respecto de las preguntas anterio-
resy lo que puede significar para un profesor responder aellas. Con alguna
frecuencia, como un lugar comin, los profesores tenemos que responder a
lapregunta“ ¢cudl es su objetivo paraestaclase?’ VY, larespuesta que damos
suele ser otro lugar comin del estilo “... que los alumnos aprendan/adquie-
ran/construyan el concepto de...” y “... que los alumnos desarrollen su capa-
cidad para...”. Son lugares comunes porgue son preguntas y respuestas
hechas sin ahondar en 1o que ellasimplican en términos del aprendizajey la
ensefianza. ¢Tiene sentido pensar que en una hora de clase, con una o dos
actividades que se realicen durante ella, los alumnos aprenden/adquieren/
construyen un concepto matematico o desarrollan la capacidad para...? Pro-
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bablementeno. Y, lo que es peor, pensar en esostérminos contribuyeaeludir
unareflexion de parte del profesor acerca de aspectos esenciales del apren-
dizaje y la ensefianza de |los contenidos mateméticos particulares. Pensar
acerca de elementos especificos o caracteristicas puntuales de un concepto
que € profesor quiere destacar o discutir de manera especial ante o0 con sus
estudiantes a través de involucrarlos en una determinada actividad es una
pregunta fundamental que exige del profesor una respuesta mas genuina,
gue ademas |e puede servir como guia paramirar la coherenciaentre lo que
pretende en cada clase y 1o que propone paralograrlo.

La segunda pregunta aborda un aspecto de importancia vital para €l
aprendizajey laensefianza: lainferenciaque el profesor tiene que hacer per-
manentemente para establecer en qué medida sus estudiantes estan dando
sentido y significado e integrando apropiadamente |os mensgjes e ideas que
através de las diferentes actividades e interacciones el profesor tenialain-
tencion de poner en juego o destacar. Un indicador utilizado con muchafre-
cuencia cuando latarea propuesta es €l desarrollo de unaguiade trabajo, es
“lacercania’ delas respuestas de los alumnos a unas respuestas deseables o
consideradas correctas. A pesar de que efectivamente ese puede ser un indi-
cador, no es claro que sea el Unico ni e mejor, aunque si e mas obvio. No
es tan evidente que | as preguntas con sus correspondientes respuestas atra-
vés de las cuales se fue construyendo un mensgje, una idea que era nueva
para los alumnos, constituyan el mejor indicador para constatar la calidad
del proceso vivido en la clase y de sus resultados en |os estudiantes. Asi
pues, pararesponder |asegunda preguntaformulada se buscaron diversasal-
ternativas que pueden contribuir a dar informacion acerca del sentido que
dio el alumno alaactividad.

A continuaci6n, paracada uno de los dos conceptos el egidos—desigual -
dad triangular y expresiones algebraicas— y paralarelacion pitagérica en
si misma, se da unarespuesta particular alas dos preguntas formuladasy se
presentan las tareas de ensefianza que se disefiaron utilizando el andlisis he-
cho através de las respuestas.

Desigualdad triangular

Con relacion ala desigualdad triangular se pretende trabajar con los estu-
diantes tres ideas principales. Se quiere que |os estudiantes:

1) Seden cuentade quetal concepto establece una ciertarelacion entre las
medidas de las longitudes de los lados de cualquier triangulo, en parti-
cular, de un tridngulo recténgulo y que se entra en contradiccion con
dicha relacion cuando se deduce a+b = ¢ a partir del hecho de que
a’+b” = ¢, end contexto delos triangul os rectangul os.
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2) Vean que la medida de la longitud de cualquier lado de un triangulo,
dadas las medidas de | os otros dos lados, tiene un cierto rango de varia-
ciény establezcan cud es dicho rango.

3) Adopten la desigualdad triangular y la informacion con respecto a
rango de variacién como una referencia comin parael cursoy lessirva
como criterio de autoridad para establecer si la medida encontrada para
uno de los lados de un tridngulo puede ser correcta o definitivamente no
puede serlo.

Primera tarea: trabajo en grupos pequefios

Para responder a las siguientes preguntas trabajen en grupos de tres alumnos. Se
quiere que discutan entre los miembros del grupo las preguntas formuladas paralle-
gar a dar una respuesta que sea el consenso del grupo. Si no lo logran escriban las
diferentes respuestas. Tengan presente que siempre es necesario justificar sus res-
puestas.

1) Un mensgjero debeir con frecuencia del punto A a punto C. El punto B no esta
en larectaque une A con C. A veces el mensajero hace el recorrido pasando por
B (vadirecto deA aB y luego vadirecto de B aC) y otras veces vadirecto de A
a C. Comparen las longitudes del recorrido que hace en cada caso; para hacerlo
consideren diversas posiciones del punto B. ¢(Qué pueden decir?

2) Con base en las situaciones consideradas en el item anterior, ¢ven aguna pro-
piedad que crean que se debe cumplir en lostriangulos? Si es asi, endincienla.

3) Si dos lados de un triangulo miden respectivamente 3 y 4 centimetros. ¢Cudles
son algunas posibles medidas del otro lado? llustren sus respuestas con gem-
plos.

4) Dibujen los triangulos cuyos lados miden: (a) 3, 4 y 5.8 centimetros; (b) 3,4y
1.8 centimetros; (c) 3, 4y 5 centimetros; (d) 3, 4 y 12 centimetros.

5) ¢Cdémo seriala representacion gréfica de un tridngulo cuyos lados midieran 3, 4
y 7 centimetros? Expliquen su respuesta.

6) ¢COmo serialarepresentacion gréfica de un tridngulo cuyos lados midieran 3, 4
y 1 centimetros? Expliquen su respuesta.

7) A continuacion se dan las medidas de dos lados de tres tridngul os: (a) 3y 4 cen-
timetros, (b) 5y 9 centimetros, (c) 7.5y 2.5 centimetros. Para cada caso deter-
minen ¢cuanto puede medir el tercer lado? ¢Es Unica larespuesta? ¢Hay valores
que no puede tomar lamedida del otro lado? Expliquen su respuesta.

Después del trabajo en grupos pequefios se hara una puesta en coman para
establecer a qué resultados Ilegaron los diversos grupos y comenzar a for-
mular conjeturas acerca del rango de variacion de la medida de lalongitud
del tercer lado de un tridngulo.
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Segunda tarea: trabajo en € grupo grande

Con esta tarea se pretende que € alumno pueda ver como varia la medida
de uno de los lados de un tridngulo cuando las medidas de los otros dos
lados son valores fijos. El trabgjo esindividual. El profesor formula la pri-
mera pregunta, datiempo para que los alumnos la respondan en sus cuader-
nos y antes de seguir con la segunda pregunta se hace una discusién para
conocer |las respuestas de los alumnos, aclarar dudas e ir construyendo el
discurso en torno al tema. De manera similar se continla para abordar la
siguiente serie de preguntas. (Se requiere regla—para unir puntos colinea
lesy no para medir— y compéas —para comparar longitudes o trazar arcos
de circunferencia.)

1) Divida en tres columnas la hoja en la que va a trabajar. En la segunda columna
dibuje tal como se muestra dos segmentos de recta (preferible que sean de dife-
rente longitud y que la diferencia sea notoria). Dese cuenta de la forma como
estan colocados tales segmentos. En la tercera columna dibuje, tal como se
muestra, dos segmentos de recta congruentes con los que trazé anteriormente.
Dése cuenta de la forma como estan colocados tal es segmentos.

Primera columna Segunda columna Tercera columna

2) En la primera columna vamos a trazar una gran cantidad de tridngulos dos de
cuyos lados sean congruentes con los segmentos trazados en la segunda y ter-
cera columna. Para ello, dibuje un segmento de recta congruente con el més
largo que trazo en la segunda columnay —por comodidad— tracelo en posicién
horizontal. Con e compés haga centro en el extremo izquierdo del segmento y
trace una circunferencia de radio congruente con e segmento més corto que
trazd en la segunda columna. Con esa construccion auxiliar, usted puede dibujar
muchisimos tridngul os que tengan dos de sus lados congruentes con |os segmen-
tos trazados en la segunda columna. Dibuje ocho de ellos.

3) ¢Puede decir algo con respecto alalongitud del tercer lado de los triangulos en
términos de las longitudes de los otros dos lados (los de longitud congruente con
los segmentos trazados)? ¢Qué puede decir?

4) Enlo que sigue, vamos acomparar lalongitud del tercer lado de cada uno de los
ocho triangulos con la suma de las longitudes de los otros dos lados y con la
diferencia de las longitudes de los mismos. Para ello, en la segunda y tercera
columna, debajo de los segmentos que dibujo a inicio, trace segmentos con-
gruentes con €l tercer lado de los diferentes triangulos construidos. En cada
caso, trace los segmentos de manera que le sea facil comparar sus longitudes
con la del segmento que resulta de unir los dos trazados a principio o de recor-
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tar del mas largo un pedazo congruente con €l mas corto. En ambos casos haga
la comparacién y exprese lo que encuentra.

Hemos estado trabajando con varios tridngul os que tienen dos de sus lados respecti-
vamente congruentes, pero €l tercer lado no. Llamemos ay b las medidas de los la
dos congruentes de los diversos triangulos y ¢ lamedida del tercer lado.

5) Entre los tridngulos que tienen dos lados de medidas a y b, ¢existe alguno cuyo
tercer lado mida a + b? ¢Por qué? ¢Existe algun tridngulo cuyo tercer lado mida
mas que a + b? ¢Por qué?

6) Entre los tridngulos que tienen dos lados de medidas a y b, ¢existe alguno cuyo
tercer lado mida a - b? Por qué? ¢Existe algin tridangulo cuyo tercer lado mida
menos que a - b? ¢Por qué?

7) Escribaun texto en el que exprese €l resultado obtenido con esta actividad.

Como actividad final que permitadar cuentade qué selogré en los estudian-
tes puede propiciarse un espacio donde ellos puedan expresar con sus pala
bras el resultado a que se ha llegado después de haber realizado todo €l
proceso. Para ver si utilizan € resultado establecido con respecto a rango
devariacion, como criterio paraconstruir tridngul os, se podriaformular, por
gjemplo, lasiguiente pregunta:

Dé las medidas de tres segmentos con los cuales no sea posible construir un
triangulo y explique por qué estd seguro de que no se puede construir dicha
figura

Relacion pitagérica
Con respecto alarelacién pitagérica se quiere que a través de la actividad

los estudiantes puedan centrar su atencién en dos asuntos relevantes del
correspondiente contenido matemdti co.

1) Vean quelarelacion pitagorica se cumple en todos | os triangul os rectén-
gulosy sdlo en ellos™.

2) Vean o noten que la relacion que establece el enunciado del teorema es
entre las medidas de |as &reas de | os cuadrados de |ados respectivamente
congruentes alos lados del triangulo recténgulo, pero que de dicharela
cion se puede deducir la correspondiente relacion entre las medidas de
longitud de los lados del triangulo.

4. Enrealidad e teoremade Pitégoras solo establece uno de los sentidos de dicharelacion: la
que enuncia que si un tridngulo es rectangulo, entonces se cumple la relacion pitagérica
No obstante, en esta propuesta se pretende que el estudiante vislumbre la equivalencia.
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Primera tarea: trabajo en grupos peguefios

Para responder a las siguientes preguntas trabajardn en grupos de tres alumnos.
Deberan escribir 1a respuesta ala pentltima pregunta en un pliego de cartulina para
hacer en |a clase una exposicion sobre |os diferentes casos tratados.

Lasletrasay b delafigurasiguiente representan las medidas de longitud de los
segmentos marcados; pueden tomar cualquier valor positivo, pero € mismo para
cada letra en ambas figuras.

1) Describan detalladamente, por separado, |as dos figuras que se muestran a conti-
nuacion. ¢Qué relacion hay entre las dos figuras? Atendiendo a la descomposi-
cién de cada region, ¢ven que se cumplan igualdades entre éreas de las dos
figuras? ¢Qué igualdades? Marquen con € mismo color las areas iguales en las
dosfiguras.

Primera descomposicion Segunda descomposicion
—b— b
p———a——] ——a——

b

a
a
b b a
a b

Dos descomposiciones del area de un cuadrado deladoa + b

2) Darioy Berthaafirman que “... parece que € cuadrado de lado a de lafigura de
laizquierda tiene area igual a cuadrildero que en la figura de la derecha esta
rodeado por los cuatro triangulos’. ¢Consideran ustedes que dicha afirmacion
sea verdadera? ¢Por qué?

3) Enlasegundadescomposicion, el cuadrilatero que estarodeado por cuatro trian-
gulos es un cuadrado. Expliquen por qué se puede asegurar que sus lados son
congruentes y que sus angulos son rectos.

Llamemos c la medida del cuadrado que esta rodeado por cuatro triangulos rectan-
gulos en la segunda descomposicion, es decir, [lamemos, ¢ la medida de la hipote-
nusa de dichos triangul os.

4) Expresen lamedida del &readel cuadrado de lado a + b, utilizando las dos des-
composiciones que se presentan en €l primer punto de esta tarea.
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5) ¢Qué relacidon hay entre las dos expresiones anteriores? ¢Por qué? Escriban
dicharelacion.

6) Escriban una expresion en la que utilizando la informacion de las dos descom-
posiciones, digan aqué esigual lamedidadel &rea del cuadrado cuyo lado mide
C.

7) Revisen larespuestaalapregunta 2. ¢Lajustificacion dada es adecuada?

8) Con valores especificos para a y b, comprueben para dos casos diferentes la
relacién que se encontrd en la pregunta sexta. Hagan la correspondiente repre-
sentacién gréafica

9) Expresen por escrito €l resultado a que se llegd con esta actividad.

Ladiscusion posterior a trabajo en grupo partira de la respuesta que dieron
los alumnos a las dos Ultimas preguntas, y se buscardn oportunidades para
revisar indirectamente las respuestas aotras preguntasy especialmente alas
justificaciones que debian dar.

Segunda tarea: trabajo en el grupo grande

Para establecer la relacion pitagérica, € profesor hard una explicacion
basada en el resultado a que sellegd con la actividad anterior. Dicha expli-
cacion se centraraen que es posible leer el resultado obtenido, a’+b? = c2,
refiriéndose a un tridngulo rectédngulo ya que a, b y ¢ en la segunda des-
composicion con la que se trabajé representan respectivamente las medidas
de las longitudes de los dos catetos y la hipotenusa de un triangulo rectan-
gulo (ver FiguraN° 2). Lo mas natural y coherente con lo hecho hasta ahora
es enunciar el teorema de Pitagoras en términos de medidas de areas de los
cuadrados construidos sobre los lados del tridngulo rectangulo.

b

a b b a _|b

Figura N° 2. Representacion grafica para una demostracion
del teorema de Pitégoras

Tercera tarea: trabajo en grupos pequefios y puesta en comin
Para redlizar esta tarea, los estudiantes dispondran de cierto tiempo para
discutir y responder cada pregunta. Antes de continuar €l trabgjo con la
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siguiente pregunta se hara una puesta en comun pararevisar respuestas e ir
aclarando dudas.

1

2)

3

4)

5)

6)

Se sabe que los cuadrados construidos sobre |os catetos de un triangulo rectan-
gulo (el lado de cada cuadrado coincide con uno de los catetos) tienen areaigual
a 36y 64 centimetros cuadrados. ¢Cud eslamedidadel éreadel cuadrado cons-
truido sobre la hipotenusa?

Si se conoce la medida del area de un cuadrado es posible deducir la medida de
lalongitud del lado del cuadrado. ¢Es verdadera dicha afirmacién? Expliquen su
respuesta.

Utilice lainformacion de los dos items anteriores para construir con precision €l
tridngulo descrito en € item 1.

Sobre uno de los catetos de un tridngulo rectangulo y coincidente con dicho
cateto se puede construir un cuadrado cuya area mide 144 centimetros cuadra-
dos; el otro cateto del triangulo mide 5 centimetros. Dibujen tal triangulo y
expliquen su respuesta. ¢Cuanto mide la hipotenusa?

La hipotenusa y un cateto de un triangulo rectdngulo miden 6 y 4 centimetros
respectivamente. ¢Cuanto mide el drea del cuadrado (de lado congruente con €l
otro cateto) que se puede construir sobre el otro cateto del tridngulo? ¢Cuanto
mide lalongitud de dicho cateto?

Consideren la informacién dada en la siguiente gréafica para calcular la medida
delalongitud del segmento cuyos extremosson Py Q.

A

I

,_h__
o
ook
o

Cuarta tarea: trabajo para pensar por fuera de clase

)

2)

3

Las medidas de los lados de un triangulo son 8, 10.2, y 6 centimetros. Un estu-
diante de octavo grado afirma que tal triangulo es rectangulo. ¢Tiene razén el
estudiante? ¢Por qué?

La relacion pitagorica se cumple para todos los tridngulos rectangulos. ¢Se
cumplira algo similar para triangulos que no sean rectangulos? Es decir, si €l
tridngulo ABC no es rectangulo y sus Izadosé midezn a, by c siendo c la medida
del lado més largo, ¢se cumple que a” +b” = ¢~ ? Para responder a esta pre-
gunta explore la situacion tomando medidas y haciendo célculos.

Con base en las cuatro actividades anteriores, redacte un parrafo acerca del teo-
rema de Pitégoras.
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Paraexaminar si |os estudiantes entendieron cudles son las condi ciones bajo
las que se cumplelarelacidn pitagérica, se puede observar si en el escrito en
el que hablen del teorema serefieren atridngul os rectangul os. Por otraparte,
se puede observar si para aplicar la relacion tienen en cuenta qué clase de
tridngulo es & que se tiene. También se puede observar si se dan cuenta de
que €l hecho de que la relacion se cumpla para todos los triangulos rectan-
gulos hace que no sea posible tener un triangulo recténgulo en € que lare-
lacion no secumpla; paraello, se observaralarespuestaque den alaprimera
pregunta de la cuarta tarea.

Como actividad final que permita constatar cud es, paralos estudiantes,
larelacion que establece el teorema de Pitagorasy cual eslarelacion que se
puede deducir de éste, se puede observar € manejo de las representaciones
verbales y gréficas que utilicen y las justificaciones que construyan, en las
respuestas que den alas preguntas de laterceratarea.

Expresiones algebraicasimplicadas
Con respecto alas expresiones algebraicas se ha considerado relevante tra-
bajar con los estudiantes en tres asuntos. Se quiere que:

1) Noten, en € contexto de los tridngulos rectangulos, €l error que se

comete cuando se deduce que a+b = ¢ apartir de a’+b? = ¢ y vean
gue es un error que entra en contradiccion con lo que enuncia la des-
igualdad triangular.

2) Se den cuenta de que las expresiones algebraicas denotan tanto un pro-
ceso como €l resultado de dicho proceso.

3) Se den cuenta de que el operador raiz cuadrada para la adicion no es
lineal.

Primera tarea: trabajo individual

Inicialmente los estudiantes trabajardn en forma individual. Después se
reunirén en grupos de a tres para discutir sus respuestas y llegar a unares-
puesta del grupo.

1) Trescasas(C, Dy E) estan ubicadas formando angulo recto, con D en el vértice
dedicho angulo. Ladistanciaentre Cy D esde 3 km. y ladistanciaentreD y E
esde 4 km. Alberto dice que ladistanciaentre Cy E esde 7 km. porque:

(a) Como las casas estan ubicadas formando angulo recto, se puede construir un
triangulo rectangulo que tenga como vérticesa C, D y E y se puede aplicar €l
teorema de Pitégoras.

(b) Al aplicar el teorema de Pitagoras se cumple que:

32+ 42 = (distanciaentre C y E)2
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2)

3

4)

5)

6)

(c) Delo anterior se deduce que:
3+ 4= (distanciaentreCy E)
(d) Por tanto, ladistanciaentre Cy E es 7 kildmetros.

¢Usted qué opina del razonamiento y de los célculos realizados por Alberto?
Explique su respuesta tanto como pueda.

Segun los resultados establecidos en clases anteriores, si dos de los lados de un
tridngulo miden 3y 4 unidades de longitud, ¢cdmo seriatal tridngulo si su tercer
lado midiera 7 unidades de longitud? ¢Puede entonces ser correcta la afirmacion
deAlberto con respecto aladistanciaentre Cy E? Explique.

El razonamiento de Alberto, que lo conduce a afirmar que P+ 42= (distancia
entreCy E)2, es correcto pues lo que ha hecho es aplicar correctamente el teo-
rema de Pitagoras en un caso en el que se puede aplicar, pues €l triangulo es rec-
tangulo. Segin tal afirmacién, ¢cudl es el valor del cuadrado de la distancia
entreCy E?Y, por tanto, ¢cudl esel valor deladistanciaentreCy E?

Expliquele a Alberto en donde estuvo su error, por qué es error y como se
corrige.

Desde la geometria, las expresiones algebraicas a? y a (a es positivo) se pueden
interpretar respectivamente como la medida del area de un cuadrado cuyo lado
mide precisamente a. En términos geométricos, explique qué se esta afirmando
cuando se hace la siguiente deduccion

EB2+42:)(2E - (3+4=x).
Muestre gréficamente que el cuadrado de lado 7 es de mayor tamafio que e cua-
drado cuya &rea (x%) esigual alasuma de las areas de |os dos cuadrados dados.

La hipotenusay uno de los catetos de un triangul o rectangulo miden respectiva-
mente 2p y 3q unidades de longitud, siendo p y g nimeros positivos.

a Asigne valores especificos ap y a q para construir tres de tales triangulos.
Represéntel os gréficamente.

b. Paracada uno de lostrestriangulos, Ilame ¢ lamedida del otro cateto y cal-
culela. Exponga detalladay organizadamente los cal cul os.

¢. Enuncie todos | os pasos seguidos para calcular lamedida del cateto.

7) Al asignar valores especificosapy aq, las medidas de |a hipotenusay de uno de

los catetos del triangulo rectangulo que asi se define, son valores numéricos y
por tanto conocidos. Con dichos valores es posible calcular la medida del otro
cateto aplicando e enunciado del teorema de Pitagoras y deduciendo €l valor de
laincognita. Pero, ¢qué sucede si no se han asignado valores especificosap ni a
g, y por tanto las medidas de |a hipotenusay de uno de |os catetos no son valores
numéricos sino expresiones algebraicas? ¢Es diferente € proceso para estable-
cer laexpresion que representalamedidadel otro cateto? ¢En qué se diferencia?
Escriba la expresién que representa la medida del otro cateto.
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8) Para los triangulos rectédngulos que se describen a continuacion, determine la
medida que falta:

a. Uno de los catetos mide 5 unidades y |a hipotenusa mide 13a unidades.
b. Uno de los catetos mide 4x unidades'y el otro mide 5z unidades.

9) Las medidas de los lados de un triangulo rectangulo cumplen que x2+y?=72.
Explique por qué z # x + y. Escriba la expresion correcta para z y explique su
respuesta.

Al final de estatarea se hara una puesta en comuan; se discutiran sobre todo
las justificaciones correspondientes.

Segunda tarea: trabajo parala casa

1) Escriba un texto en el que resuma las ideas principales que se discutieron en la
secuencia de tareas para desarrollar el tema del teorema de Pitégoras. Haga las
aclaraciones que considere importantes y dé los gjemplos que considere que
pueden ayudar a aclarar 1o que esta diciendo.

REFLEXION FINAL

Para concluir este articulo haré una reflexién breve en torno ala propuesta
de ensefianza y a algunos aspectos de la experiencia vivida a elaborar
dicha propuesta.

Qué tan adecuada puede resultar una propuesta de ensefianza para un
tema especifico cuando al implementarse en el salon de clase depende yano
solo delacalidad de la propuesta misma sino de factores contextuales tales
como caracteristicas propias del grupo de alumnos (e.g., € conocimiento
previo quetienen, laformaquetienen detrabajar enlaclase de mateméticas,
el lenguaje que mangjan, etc.), caracteristicas propias del profesor (e.g., €
conocimiento gue tiene de sus aumnos y del tema, la capacidad que tiene
de prever lasrespuestas de | os estudiantes, la capacidad quetiene de percibir
einterpretar las sefial es que dan los alumnos en relacidn con lo que estan en-
tendiendo, €tc.), y caracteristicas de lainteraccion que se genere en €l salon
de clase entre el profesor y los alumnosy entre los alumnos en torno al co-
nocimiento matemético especifico que se esta tratando.

L as consideraci ones anteriores sugieren que no tendriasentido pretender
seguir a pie de laletra la propuesta de ensefianza que aqui se presenta —
dado el caso que un profesor la encontrara atractiva o interesante. En dicho
caso, deberiahaber un andlisis cuidadoso que permitiera hacer las modifica-
ciones necesarias seglin €l contexto en el que se fuera a implementar. Tal
andlisis deberiaincluir entre otras cosas la exploracion del conocimiento —
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conceptua y procedimental— que es prerrequisito para poder involucrarse
satisfactoriamente en el desarrollo de las diferentes tareas.

Como quedé dicho a inicio, emprendi el trabajo que aqui se presenta
paratener elementos de juicio con respecto alo que puede significar paraun
profesor |legar a elaborar una propuesta de ensefianza de un tema especifico
sobre la base de un andlisis que contemple el conocimiento matemético in-
volucrado, su ensefianzay aprendizaje. Como resultado de esta experiencia
vivida puedo decir que se trata de unatarea ardua principal mente porquein-
volucrarse seriamente en su realizaci én exige unas condicionesy unos com-
portamientos que no son los que uno como docente acostumbra tener.

En primer lugar se requiere encontrarle sentido alareaizacion delata-
rea. Lo habitual es preparar las clases sobre lamarcha del curso, basandose
principalmente en la intuicion, conocimiento y razonamiento pedag6gico
del profesor, con muy poco tiempo disponible parallevar acabo un andlisis
detallado, para planear las tareas que se propondran alos alumnosy parare-
visarlas antes de implementarlas. Por tanto, para el profesor que a eso esta
acostumbrado no necesariamente le es obvialaimportanciay los beneficios
gue puede tener invertir tanto esfuerzo y tiempo al disefio de una clase par-
ticular. En segundo lugar la realizacién de latarea—el disefio de una pro-
puesta de ensefianza fundamentada en un andlisis— demanda de parte del
profesor una serie de capacidades que no necesariamente tiene desarrolladas
tanto como es menester, como son por e emplo la capacidad para hacer pre-
visiones, la capacidad para considerar diversas aternativas y elegir entre
ellas con base en razones didacticas, la capacidad paramonitorear su propio
pensamiento y asi tener un alto grado de consciencia con respecto alas mu-
chas decisiones que tomay alo que lasfundamentay |la capacidad para asu-
mir una posicidn critica frente a sus propias propuestas.

Para terminar, quiero destacar dos hechos que me fueron evidentes du-
rante el proceso de construccién de la propuesta de ensefianza. En realidad,
hacer €l andlisis que fundamenta la propuesta de ensefianza y elaborar la
propuesta no conforman un proceso lineal en e sentido de que una de las
actividades tenga lugar después de la otra. El proceso, més bien, es ciclico
y cada una de las dos actividades alimenta 'y es alimentada por la otra. Por
otra parte, elaborar una propuesta de ensefianza —aun sin contar con lain-
formacion que arroja su implementacién en un determinado contexto—
puede ser un proceso que sale enriquecido grandemente en lamedidaen que
se someta a la critica tanto de colegas como de quien la formul6. En este
caso particular hice tres versiones anteriores ala que agui presento y puedo
asegurar que hay diferencias sustancialesentrelaprimeray latltimaversion
gracias a un esfuerzo sistemético de revision y reflexion en e que algunos
colegas tuvieron mucho que ver. No obstante reconozco que esta tltimaver-
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sion de lapropuesta se puede mejorar; por giemplo, lastareas que se presen-
tan en la subseccion titulada Expresiones algebraicas implicadas no tienen
el grado de explicitacion que seria deseable en relacion con el propdsito de
lograr que los estudiantes “se den cuenta de que €l operador raiz cuadrada
paralaadicion no eslinea”.

Aunque €l trabajo descrito hasido arduo no puede considerarse termina-
do o perfecto. Siempre sera posible encontrar nuevos aspectos que conside-
rar o cambiar, suprimir o mejorar. Sin embargo, esto esinherente al proceso
de busqueda que debe estar presente en una actividad de disefio curricular.
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