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RESUMEN: En este trabajo se describen y analizan los procesos cognitivos de los estudiantes de cuarto grado de
primaria en la resolucion de tareas con numeros enteros, previa instruccion. Es la primera parte de una investigacion
cuyo objetivo es plantear la posibilidad de la inclusion de algunos temas de nimeros enteros ausentes en los programas
de matematicas de educacion primaria, mediante el estudio de cdémo los estudiantes comprenden situaciones
relacionadas con los enteros negativos a través de la implementacion de una ruta didactica. Algunos resultados indican
que los alumnos intentan dar sentido a los numeros enteros, basandose en su conocimiento de los nimeros naturales.

ABSTRACT: This paper describes and analyzes the cognitive processes of students in fourth grade in solving tasks with
integers, subject any instructions. This is the first part of a research aimed to raise the possibility of including some issues
of missing integers in mathematics programs of primary education by studying how students include situations involving
negative integers. Some results of this study indicate that students try to make sense of integers, based on their
knowledge of natural numbers.
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INTRODUCCION
Las diversas investigaciones realizadas para explicar las dificultades encontradas por estudiantes
de secundaria en la conceptualizacion y operatividad de los numeros negativos indican que este
problema sigue vigente. Algunos de estos trabajos, de corte epistemoldgico, indican la importancia
de considerar lecciones de la historia en relacién a la evolucion de los numeros en tanto concepto
matematico legitimo.

Los avances logrados en el razonamiento con numeros enteros por parte de nifios pequefios de
entre 6 y10 anos de edad (Bishop, Lamb, Philipp, Whitacre, Schappelle & Lewis, 2014 vy
Bofferding, 2014), asi como algunos resultados favorables alcanzados en los estudios del algebra
temprana (early algebra) en temas como el razonamiento proporcional y los procesos de
generalizacion (Butto y Rojano, 2004) condujeron a plantearnos en esta investigacion los siguientes
objetivos:

1. Analizar los procesos cognitivos de los nifios (de cuarto grado de primaria, 9-10 afios) acerca
de los numeros enteros antes de llevar a cabo un periodo de instruccion.

2. Conocer los obstaculos y las vias de acceso a la comprensién de los numeros enteros después
de ensefianza.

3. Plantear las posibilidades de la insercion del tema de los numeros enteros en el programa de
matematicas de educacion primaria.

En este trabajo damos cuenta del primer objetivo, describiendo y analizando los procesos
cognitivos de los nifios de cuarto grado de primaria, antes de alguna instruccion en el tema de los
numeros negativos. El analisis de las producciones de los alumnos considera la cuestion historica-
epistemologica en la aceptacién de los negativos.

ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Entre las investigaciones que ponen de manifiesto las dificultades enfrentadas por estudiantes de
educacién secundaria al resolver tareas con numeros negativos destacan las de Gallardo y Mejia
(2015), Gallardo (2002) y Vlassis (2001). Gallardo (2002) realiza un estudio histérico-
epistemoldgico para estudiar la extension del dominio numérico de los naturales enteros por parte
de los estudiantes de 12-13 afios de edad. El estudio histérico pone de manifiesto cuatro niveles de
aceptacion de los numeros negativos antes de considerarlos legitimamente como enteros:
sustraendo, numero relativo, numero aislado y numero formal.

El estudio de Gallardo (2002) fue complementado por Gallardo y Mejia (2015) al enfocar el
problema desde la nocién de obstaculo epistemoldgico (Brousseau, 1983). En este estudio se
encontré que las dificultades de los estudiantes al enfrentar problemas con nimeros negativos son
de origen epistemoldgico, dadas las caracteristicas de estos conflictos tales como su persistencia y
las semejanzas con los que presentaron los matematicos histéricos en la conceptualizacion de los
negativos. Por su parte, Vlassis (2001) disefié un experimento de ensefianza en la resolucién de
ecuaciones lineales. La autora sefiala que la presencia de los numeros negativos en las
ecuaciones representa un corte con el conocimiento aritmético el cual no puede superarse por los
alumnos, sino a través de un razonamiento formal en los aspectos semanticos y sintacticos. Los
alumnos de este experimento pudieron superar los obstaculos surgidos por la presencia de las dos
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ocurrencias de la incognita en las ecuaciones lineales, a través del modelo de la balanza, pero no
lo hicieron cuando las ecuaciones contenian numeros negativos.

Estudios recientes como los de Bofferding (2014) y Bishop et al (2014) también exhiben los
obstaculos encontrados por nifios de educacion primaria (edades entre 6-10 afios). Sin embargo en
estas investigaciones se pone de manifiesto el uso de pensamiento creativo de los alumnos para
superar esas dificultades. Bofferding (2014) se propone estudiar si existe un cambio y en qué
consiste, en los modelos mentales de valor y orden, y magnitudes dirigidas en los numeros enteros,
por parte de los estudiantes de primaria después de una instruccién. En esta experiencia didactica
se formaron tres grupos, en el primero se hizo énfasis en la naturaleza unaria del “signo menos”, en
el segundo, en su naturaleza “binaria” y, en el tercero se trata de una instruccién combinada. Los
modelos mentales de la mayoria de los estudiantes en los diferentes grupos pasaron del inicial al
sintético, e incluso, en algunos, al modelo formal, esto significa un avance en la comprension de los
negativos.

Por su parte, Bishop et al (2014) realizan un estudio de corte histérico-epistemolégico en relacion al
rechazo de los niumeros negativos y la forma en que estos fueron aceptados, por parte de los
matematicos del pasado. El estudio histérico conjuntamente con el analisis de las estrategias
utilizadas por los nifios de primaria, al resolver problemas numéricos con numeros enteros, puso de
manifiesto semejanzas entre estos y los matematicos de antafio, en la forma de conceptualizar
dichos numeros. En particular, encontraron tres obstaculos: el nimero como magnitud (los
numeros representaban cantidades de objetos), operaciones sin sentido (no se puede quitar mas
de lo que se tiene o no se puede quitar algo de la nada) y situaciones contra-intuitivas (la adicion
no puede disminuir la cantidad, la sustraccién no puede aumentarla), y tres formas de pensamiento
creativo funcionando como apoyo para superarlos: ideas basadas en el orden, pensamiento
l6gico/formal y la nocién de magnitud. Segun estos autores, la idea de magnitud funcioné a la vez
como un obstaculo y como una idea creativa; al entenderse el numero como cantidad de objetos,
se dificulté comprender el negativo por parte algunos alumnos, sin embargo, a otros les ayudd a
resolver algunas operaciones numericas.

FUNDAMENTO TEORICO

Nos basamos en la perspectiva tedrica de los Modelos Tedricos Locales (MTL) (Filloy, 1999).
Segun este autor los fendmenos de la matematica educativa deben observarse desde cuatro
componentes interrelacionados: la competencia, los procesos cognitivos, la ensefianza y la
comunicacion. De acuerdo a Puig (2006) el caracter de modelo de los MTL, viene del hecho de que
no pretende ser una teoria, sino un modelo tedrico util para describir, explicar y predecir esos
fendmenos, pero no niega que estos puedan describirse, explicarse y predecirse de otra manera.
Es local porque se elabora un modelo para estudiar los fendmenos que se producen en los
procesos de ensefanza/aprendizaje de unos contenidos matematicos determinados a alumnos
especificos, y se pretende que sélo sea adecuado para estos.

Se explica la necesidad de interrelacionar los cuatro componentes mencionados anteriormente
porque se pretende observar procesos de pensamiento (componente cognitivo) conjuntamente con
el intercambio de mensajes (componente comunicativo) entre sujetos de diversos grados de
competencia (componente formal) en el uso de Sistemas Matematicos de Signos (SMS) empleados

- 210 -



Clame ===} Acta Latinoamericana de

CAPITULO 1/ANALISIS DEL DISCURSO MATEMATICO ESCOLAR

Matematica Educativa

para crear los textos matematicos (componente de ensefianza) pertinentes para el proceso
didactico (Filloy, 1999). En este estudio describiremos los procesos cognitivos de los alumnos al
enfrentar situaciones con enteros, por lo cual debe precisarse el componente cognitivo.
Definiremos los procesos cognitivos como “aquellas estructuras mentales del sujeto... que dan
preferencia a distintos mecanismos de proceder, diferentes maneras de codificar y descodificar
mensajes matematicos...diferentes estrategias para resolver problemas” (Filloy, 1999, p. 5).

La nocién de SMS para el estudio de los textos producidos por los alumnos no distingue entre los
signos estrictamente matematicos y otros tales como el lenguaje vernaculo. Lo crucial para los
procesos de significacion es considerar el sistema de signos tomados como un todo, lo que es de
naturaleza matematica es el sistema y no los signos individualmente, porque es el sistema el
responsable del significado de los textos. (Filloy, Puig, & Rojano, 2008). Los textos no deben
identificarse con los textos escritos, “sino como el resultado de la lectura/transformaciéon de un
espacio textual cuya finalidad no es extraer un significado inherente al texto, sino producir sentido”
(Talens y Company, 1984, p. 32).

El espacio textual, por su parte, puede considerarse como un sistema que impone una restriccion
semantica sobre la persona que lo lee. Las ideas de texto y espacio textual se relacionan con las
de significado y sentido. Debe distinguirse entre el campo semantico del objeto matematico, esto
es, el “significado”, donde cada palabra sera la misma para todas las personas de un grupo social
en una época histérica especifica y el campo semantico personal del sujeto que produce “sentidos”
que se convertiran en significados via una interpretacion afortunada del estudiante, respecto a la
situacion problematica planteada (Filloy et al, 2008).

EL METODO
Esta investigacion es de tipo cualitativo. Se trata de una investigacién preocupada por la precisién
de los datos, sistematica, conducida por procedimientos rigurosos, aunque no estandarizados, para
producir estudios validos del mundo real (Taylor y Bogdan, 1990). La confianza en la investigacién
cualitativa se logra cuando métodos diferentes de recogida de datos producen en esencia los
mismos resultados, utilizando métodos de contraste se reduce considerablemente las posibilidades
de que los hallazgos sean un simple artifice del método (Cohen y Manion, 1990).

En esta investigacion utilizamos dos métodos: el cuestionario y la entrevista en profundidad. Esta
se considera flexible y dindmica, mas que estructurada y estandarizada y se define como aquellos
encuentros cara a cara entre el entrevistador y el sujeto dirigidos a la comprension de la
perspectiva que tiene éste respecto de la situacién. En este tipo de entrevista el mismo
entrevistador se convierte en el instrumento de la investigacion y el protocolo de entrevista es sélo
una guia flexible (Taylor y Bogdan, 1990).

Para analizar las producciones de los nifios de 4° grado de primaria, consideramos los “sentidos de
uso” del numero negativo (Gallardo, 2002):

a) Numero sustractivo: la nocién de cantidad se subordina a la de magnitud, por ejemplo, en la
sustraccion a— b, donde ay b € N, y siempre a > b.
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b) Numero relativo; surge la idea de cantidades opuestas en el dominio discreto y de simetria
en el dominio continuo.

c) Numero aislado: se trata de la aceptacion del negativo como el resultado de una ecuaciéon o
la solucién de un problema.

d) Nudmero formal: es la nocion formal del numero negativo, nuestros enteros de hoy.

EL ESTUDIO EMPIRICO

Los sujetos de estudio pertenecen a un grupo de cuarto grado de primaria de una escuela publica
de México, D.F. compuesto por 16 nifios de entre 8-9 afios de edad. Se aplicé un cuestionario para
conocer sus ideas acerca de los numeros negativos, previa instruccion. El cuestionario consta de
35 items pertenecientes a dos temas en general: valor y orden y operaciones con numeros enteros.
Estos temas se desglosan en varios subtemas: limite del dominio numérico, secuencias numéricas,
recta numeérica, comparacion de numeros, problemas de enunciado verbal y operaciones de
adicion y sustraccion de enteros.

El analisis de las producciones de los alumnos en el cuestionario permitié seleccionar un alumno
para la entrevista video-grabada, con duracion aproximada de 50-60 minutos. El estudiante elegido
es de un nivel bajo de desempefio académico. Esto se debe a que la ruta didactica disefiada para
llevar a cabo nuestro periodo de instruccion debia partir de los conocimientos que poseen los
alumnos de menor rendimiento para asegurar asi la inclusion de todos.

RESULTADOS DE LA PRIMERA FASE
A continuacién presentamos en tablas algunos items representativos de cada uno de los temas con
numeros enteros, asi como las estrategias mas utilizadas.

Valor y orden de niimeros enteros

Nos interesa conocer el limite del dominio numérico de los alumnos y esperabamos encontrarnos el
cero como limite. Como puede observarse en la tabla 1, hayamos con sorpresa que para varios
alumnos el cero no es un numero, por lo que su dominio numeérico termina en el 1 como puede
observarse en la tabla 1.
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Tabla 1.

El limite del dominio numérico de los estudiantes

1. Escribe el nimero mas chico que EIO
conozcas: . El1

2. Empezando en 5, cuenta hacia Cinco, cuatro, tres, dos, uno, cero.
atras hasta donde sea posible.

3. En cada inciso escribe los nimeros Para el inciso a) escriben en el espacio

que siguen. faltante 0 6 1.
a)12,9,6,3, . Para los otros incisos:
b)10,8,6,4,  , , -Llenar los espacios faltantes con ceros.

c)s5,432,_ ,_ -Dejar los espacios en blanco

-Escribir una cantidad ascendente de ceros
(Escriben uno, dos, tres... ceros).

Como se muestra en la tabla 2, respecto a los temas de orden y comparacién nos encontramos
que la mayoria de los alumnos ignoran el signo unario de los nimeros, comparando los enteros
como si fueran naturales. Asimismo, todos los estudiantes desconocen el orden de los enteros en
la recta numérica, pero también es sorprendentes que ninguno de ellos coloca el cero en dicha
recta. La respuestas correctas dadas al inciso d) puede deberse a que los nimeros son iguales “en
todo” y no al conocimiento del orden. Descubrimos respuestas correctas para todos los incisos de
comparacion, por parte de un alumno.

Tabla 2.

Orden y comparacion en los enteros

Estrategias y/o respuestas mas
frecuentes

1. Para cada inciso subraya el numero Ignorar el signo unario: es mayor el que
que sea mas grande. Pon un signo = si tiene mayor valor absoluto; son iguales si

las cantidades son iguales. tienen el mismo valor absoluto.

a)3 -7 Responder correctamente al comparar
b)-5 -15 dos numeros negativos iguales.

c)8 -8

d-4 -4

1. Escribe los nimeros que faltan en la Colocar correctamente los nimeros a la
siguiente recta numérica. derecha del 1.

No colocar el cero a la izquierda del 1.

Reflejar los naturales a la izquierda del 1.

Dejar vacias las marcas.

Repetir los nUmeros en forma

1 decreciente.

oo
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Operaciones con numeros enteros

La primera operacion de la tabla 3 resultd ser la mas compleja para todos los estudiantes. Escribir
una raya en el cuadrito vacio puede indicar que para ellos no existe el nimero pedido; escribir 1 o
0, se debe tal vez a la idea de que estos son los numeros -segun su dominio numérico-, con los
que menos se aumenta la cantidad. Estas respuestas, asi como la de convertir la adicién en
sustraccion muestran que para ellos esta operacion es absurda. En cuanto a las otras adicciones,
el hecho mas destacado es la conversién de adicidon en sustraccion de naturales, posiblemente
debido a la presencia del “signo menos” (Numero sustractivo). En cuanto a las sustracciones es
notorio el obstaculo: “quitar mas de lo que se tiene” o “quitar algo de nada”.

Tabla 3.

Operaciones a través de expresiones numéricas

Estrategias y/o respuestas mas frecuentes

Escribe en el cuadrito vacio el nimero que falta para que la operacion sea correcta.

-Trazar una raya (-) sobre el cuadrito.

6 + |:| =4 -Dar como respuesta 0 o 1.
-Trasformar la adicion en sustraccion.
11+-6= |:| -lgnorar los signos unarios y resolver como adicion de naturales.
-Restar los valores absolutos y escribir positivo o negativo el resultado.
5+ 2=
o= -Resolucion basada en una lectura de derecha a izquierda.
0-2= -Resolucion basada en la idea de “quitar todo lo que se puede”.
3-4-= -Solucién correcta para la primera sustraccion.

Pretendiamos saber qué sucede cuando las operaciones se plantean a través de preguntas. Las
estrategias mostradas en la tabla 4 confirman los procesos cognitivos exhibidos por los estudiantes
al resolver operaciones numéricas. Sin embargo, en estos items hubo dos respuestas correctas
(una por cada pregunta) motivadas tal vez por el lenguaje verbal, arribando asi al negativo como
numero aislado.

Tabla 4.

Operaciones a través de preguntas abiertas
“ Estrategias y/o respuestas mas frecuentes

¢Cual es el numero que -Convertir la adicidn en sustraccién (5 — 3 = 2).
sumado a 5 resulta 27? -Restar ambos ntimeros.

-Dar 0 como respuesta.

-Sumar ambos numeros.

¢, Cuanto es 0 menos 5? -Lectura de derecha a izquierda.

-Actuar segun la idea “no se puede quitar mas de lo
que se tiene”.
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Planteamos problemas de enunciado verbal en contexto. Se muestran en la tabla 5 los
correspondientes a los contextos “temperatura” y “nivel del mar”. Estos items fueron los que mas
dejaron sin resolver los estudiantes y también en los que ignoraron la instruccion, no planteando
operacion alguna para resolverlos. Sin embargo, un alumno usa negativos en su respuesta
(numero aislado).

Tabla 5.

Resolucion de problemas de enunciado verbal

Estrategias y/o respuestas
mas frecuentes

Resuelve cada uno de los siguientes problemas.
Escribe las operaciones que les dan solucion.

1-En una ciudad la temperatura se encontraba a 9 -Respuestas correctas utilizando
grados por la tarde, para la noche baj6 17 grados. ;A  numeros naturales.

5 ?
qué temperatura se encontraba en la noche? -Respuestas correctas e

2-En una pelicula de guerra, un submarino estaba a incorrectas el ambito contextual.
30 metros bajo el nivel del mar y luego bajé 23
metros. A qué profundidad estaba finalmente el
submarino?

-No hay uso de negativos en las
respuestas (excepto una).

COMENTARIOS FINALES

Los resultados del analisis de los procesos cognitivos de los nifios de cuarto grado de primaria
mostraron un desconocimiento total de este campo numérico, otorgando sentido a las tareas
basandose en sus conocimientos de las propiedades de los naturales. Encontramos un estudiante
competente en la resolucién de diferentes situaciones usando numeros enteros. Los alumnos
exhiben dos de los tres “sentidos de uso” del negativo, encontrados por Gallardo (2002) con
alumnos de educacion secundaria: el numero sustractivo y el numero aislado, aunque éste en muy
pocas ocasiones. Es destacable el hecho de que haya surgido incluso el “numero aislado”, pero en
ninguna ocasion, el “numero relativo”; el desconocimiento de este “sentido de uso” no les permitié
resolver algunas tareas como la de recta numérica, de hecho la idea de opuestos, como se indica
en la literatura fue uno de los pasos hacia la aceptacién de los negativos.

Un hecho importante es que los problemas de enunciado verbal, comunmente utilizados para
introducir los numeros enteros, son completamente desconocidos para ellos, de tal forma que los
contextos inmersos en dichos problemas no sélo no los conducen al uso de signos binarios, sino
que pasan inadvertidos, resolviéndolos en el campo de los naturales. También debemos mencionar
que en la parte operativa se mostraron los siguientes obstaculos historicos: ideas contra-intuitivas
(la suma no puede disminuir la cantidad) y operaciones absurdas (no se puede quitar mas de lo
que se tiene o no se puede quitar algo de nada).
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