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RESUMEN ANALITICO EN EDUCACION

1. Informacién General

Tipo de documento Tesis de Grado de Maestria de Investigacion.

Acceso al documento Universidad Pedagogica Nacional. Biblioteca Central

Una tesis de cero: Concepciones de los estudiantes de prima y
Titulo del documento seconda elementare del colegio italiano Leonardo da Vinci acerca
del cero cardinal y posicional.

Autor(es) Rodriguez Ramos, Diego; Cock Bautista, Eduardo
Director Soler Alvarez, Maria Nubia

Publicacion Bogota, Universidad Pedagdgica Nacional
Unidad patrocinante Universidad Universidad Pedagogica Nacional

Concepciones, Cero cardinal, Cero posicional, Valor Posicional, conteo,

Palabras Claves .
componer, cardinal.

2.Descripcion

Tesis de maestria que propone la caracterizacion de las concepciones de nifios de primerio y
segundo de primaria de la Istituzione Leonardo da Vinci acerca de cero. Se muestra como este
objeto ha sido elemento de discusion en el aula de clase, a través de las actividades realizadas en la
institucion, pasando de una problemética docente a un problema de investigacion. Los trabajos
realizados en torno al cero diferencian entre tres objetos matematicos a saber: el cero como
namero cardinal, el cero posicional en la escritura de numerales en un sistema de numeracion y el
cero como primer elemento de la secuencia numérica de los nimeros naturales (cero ordinal), sin
embargo, el interés de este documento es el de se profundiza en el estudio de los dos primeros.
Los resultados obtenidos muestran, de manera general, que algunas concepciones que tienen los
estudiantes del cero cardinal influyen en aquellas concepciones del cero posicional.




3. Fuentes

Las siguientes fuentes bibliograficas son consideradas parte esencial del marco tedrico y de
referencia del trabajo de grado aqui presentado, ya que brindan informacion fundamental
alrededor del objeto matemético cero, asi como también dan elementos necesarios para la
construccién de algunos de los instrumentos de recoleccion de datos usados en la metodologia de
analisis.

Angeli, A., & Leone, T. (2012). lo, tu e Pilu. Firenze: Giunti scuola.

Anthony, G., Whashaw, M. (2004). Zero: A "none" number?. En: Teaching Children
Mathematics, v.11 n.1 p.38 - 50. Agosto.

Bassedas, M., & Sellares, R. (1982). La construccion individual del sistema de numeracion
convencional. Revista infancia y aprendizaje, 75-88.

Chamorro, M. d., Belmonte, J., Ruiz, M., & Rubio, F. (2005). Didactica de las matematicas.
Madrid: Pearson Pentice Hall.

D"amore, B. (2007). Zero, da ostacolo epistemologico ad ostacolo didattico. La matematica e la
sua didattica , 425-454.

D"Amore, B., & Fandifio, M. (2009). Zero. Aspetti concettuali e didattici. Italia: Erickson.

Godino, J., & Batanero, C. (2003). Sistemas numéricos y su didactica para maestros. proyecto
EDUMAT. Granada.

Gutierres, A. (1991). Las investigaciones en didactica de las matematicas. In A. Gutierres, Las
investigaciones en didactica de las matematicas. Madrid: Sintesis.

Luque, C., Jimenez, H., & Ange, J. (2009). Actividades de matematicas para el desarrollo de
procesos l6gicos. Representar estructuras algebraicas y numéricas. Bogota: UPN.

MEN. (1999). Lineamientos curriculares de matematicas. Bogota: MEN.

Orozco, M., & Bedoya, E. (1991). El nifio y el sistema de numeracion decimal. Comunicacion,
Lenguaje y Educacion , 55 - 62.

Orozco, M. (1994). Los nifios y sus dificultades en el sistema e numeracion base diez.
Comunicacion, Lenguaje y Educacion , 34 - 56.

Rico, L., & Castro, E. (2004). Numeros y operaciones. Fundamentos para una aritmética escolar.
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Malaga: Dykison.

Terigi, F., Wolman, S. (2007). Sistemas de numeracion: consideraciones acerca de su
ensefianza.Revista iberoamericana de educacion, 59 - 83.

Torres, J., & Mora, L. (2004). Concepciones de estudiantes de licenciatura sobre nimeros reales.
Bogota: UPN.

4. Contenidos

Este trabajo de grado esta compuesto por 5 capitulos cuyo contenido se describen a continuacion:

Problema de investigacion: El objetivo de este capitulo es el de justificar el problema de
investigacion y su pertinencia, realizando para ello una descripcion de las actividades realizadas y
una ubicacion del trabajo en el contexto curricular de la institucion, esto con la finalidad de
mostrar el origen del problema de investigacion como resultado de una problematica docente. De
igual forma, se trata de mostrar que este documento aporta a la investigacion didactica del cero, ya
que, complementa y ofrece informacion en relacion a las concepciones individuales propias. Por
altimo, se plantea la problematica alrededor del cero y se establece el objetivo general del trabajo
de grado, que consiste en identificar y categorizar las concepciones de algunos estudiantes de

primero y segundo grado acerca del cero.

Marco teorico: En este capitulo se destaca el significado del cero cardinal desde la teoria de
conjuntos, considerado como el cardinal del conjunto vacio, de igual forma se describe las
caracteristicas de un sistema posicional y el papel que juega el cero en estos, encontrando
elementos necesarios para el analisis de los resultados como lo son los procesos de componer y

descomponer. El estudio realizado en este capitulo aporta objetos fundamentales para la




construccion de los instrumentos y para el posterior analisis de la informacion.

Metodologia: En este capitulo se describe la metodologia seguida para la elaboracion del trabajo
de grado, la cual incluye, entre otras cosas, la poblacién y los instrumentos de recoleccion de
datos que se aplicaron para obtener la informacion, asi como también se presenta una descripcion
de cada una de las etapas (cero cardinal y posicional) establecidas para la realizacion del analisis

de la informacién recolectada por medios escritos o videograbaciones.

Anélisis de resultados: En este capitulo se presenta el andlisis de las respuestas obtenidas durante
la aplicacion de cada técnica de recoleccion, teniendo en cuenta la tipologia de respuestas
previstas en el cero cardinal y en el cero posicional. Las argumentaciones dadas por los
estudiantes en referencia con la naturaleza de cada uno de los ceros que se encuentran en las
actividades propuestas se analizaron bajo las categorias de andlisis con la finalidad de poder
concluir que tipo de concepcion tiene los estudiantes y si esta cumple de manera completa con las

caracteristicas necesarias y suficientes de un cero cardinal o un cero posicional.

Conclusiones: En este capitulo se destacan los resultados obtenidos del analisis de los
resultados, en referencia con las concepciones del cero que los estudiantes de primero y segundo

tienen del objeto.

Bibliografia: Se presenta el listado de manera especifica de los documentos consultados como

apoyo de referencia del trabajo de grado.

5. Metodologia

Las caracteristicas de la investigacion aqui realizada para abordar las concepciones del cero, se
ubican en el disefio de una metodologia propia, en la cual se destacan dos momentos: i) la
construccién y filtracion de los instrumentos bajo el sustento tedrico y ii) la metodologia de
analisis usada para identificar y caracterizar las concepciones de los nifios a través de los

instrumentos aplicados. Se presenta una descripcion de cada uno de estos momentos, encontrando
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en dicha descripcion la poblacion, las técnicas de recoleccion de la informacion e instrumentos y

la metodologia de analisis usada para el estudio realizado al rededor del objeto matematico cero.

6. Conclusiones

A partir del analisis de los datos recolectados a través de los dos instrumentos implementados es

posible concluir que:
Referente al cero cardinal se tiene:

Durante el desarrollo de esta investigacion se ha establecido que un nifio alcanza una concepcion
completa de cero en su aspecto cardinal: (i) si determina que cero es el numero cardinal
correspondiente a cualquier coleccion vacia; y si de manera inversa establece que, (ii) si se ha

utilizado a cero como el cardinal de una cierta coleccion a esta no pertenece elemento alguno.

Como demuestran investigaciones anteriores y se reafirma en esta, existe un conocimiento social
de los nifios de la representacion 0, del cero cardinal. Asi, desde temprana edad los nifios son
capaces de interpretar, usar y asociar a cero con la accion de no hacer nada, o con hechos como
el no tener nada o el no tener ninguno. Sin embargo, es importante tener en cuenta que
expresiones sociales tales como nada o ninguno, y que hacen referencia a cero desde un contexto
social, son carentes de significado si no existe claridad en la definicion por compresion de la

coleccidn que se afirma es vacio.

En otros términos, se afirma que, cuando se trata de reconocer a cero como el representante de la
clase de equivalencia de algin conjunto equipotente a vacio (ii), el camino se encuentra ya
recorrido, siempre y cuando el nifio establezca una clara definicién por compresién del conjunto

vacio al cual hace referencia.

Por otro lado, se sostiene que el énfasis en lograr que un nifio tenga una concepcion completa del
cero cardinal debe centrarse en el proceso de entender que O es el representante de la clase de
equivalencia de toda coleccion vacia. Pero para el desarrollo de este proceso es importante tener

en cuenta que, determinar el cardinal de una coleccion vacia:
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Depende en gran parte de la claridad que se tenga acerca de la definicion por compresion

de esta y del contexto a la que pertenezca.

En efecto, cuando un nifio debe determinar el cardinal de una coleccién cuyos elementos
observa esta infiriendo, por la extension, la manera en que este se encuentra definido.
Notese que no es posible proceder de igual manera cuando se trata de la cardinalizacion
una coleccion vacia, donde la Unica via en la definicion de la coleccién es la compresion de

los elementos que la conforman.

Esta influenciada por indices perceptivos, especificamente por indices visuales.

La informacion recolectada y analizada muestra que algunos nifios estan gobernados por la
vision. Estos nifios, no reconocen la existencia de una coleccién vacia ante la usencia de
elemento alguno que la defina por extension, lo cual los lleva a considerar que no hay

alguna coleccion de la cual se deba determinar su cardinal.

Implica una transicion: asociar un numero a vocablos comunes socialmente establecidos.

En el contexto de lo cotidiano basta con utilizar palabras del vocabulario comdn como
nada o ninguno para referirse al cardinal de una coleccion vacia. Asi, hay nifios que son
capaces de reconocer la existencia de una coleccion ante la ausencia de sus elementos; sin
embargo, no hacen uso explicito del nimero cero para referirse a su cardinal y a cambio

utilizaran palabras socialmente equivalentes como nada o ninguno.

De estos nifios se esperaria que logren relacionar que, el hecho de que “no tener ninguna
pera” es equivalente al de tener “cero peras”; asociando de esta manera que ¢l tener nada

de algo o ninguno de un algo significa tener cero de ese algo.

Los resultados obtenidos muestran ademas que, efectivamente hay un grupo de nifios que logran
superar los obstaculos visuales y las asociaciones con vocablos comunes, para lograr determinar

la funcion que tiene el cero cardinal como el nimero natural que describe la cantidad total de
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elementos de una coleccion vacia bien definida de objetos discretos.

Por ultimo, se tiene que algunos nifios muestran estar en la interseccion de lo visual, lo social y lo
matematicamente establecido para determinar el cardinal de colecciones vacias. Asi, estos nifios
ante la tarea de cardinalizacion de una coleccion vacia de objetos discretos bien definidos, algunas
veces omitirdn la cardinacion ante la ausencia visual de sus elementos, otras veces utilizaran
palabras socialmente equivalentes como nada o ninguno y en otras ocasiones hardn uso del
namero cero. La eleccién en el proceder de estos nifios estard mediada por la especificidad del

contexto y forma en la que la tarea se les se propuesta.

Hasta este momento se han presentado las conclusiones practicas acerca de las concepciones de
los nifios objeto de estudio en cuanto a los instrumentos implementados, los datos recolectados y
el anélisis desarrollado. Sin embargo, para finalizar este apartado de las conclusiones, se considera
relevante presentar dos conclusiones méas, emergentes de una reflexion sistemética de dos de los

elementos que sustentan tedricamente la investigacién desarrollada:

- Aunque, mateméaticamente, todas las colecciones vacias sean cardinables con el nimero 0
y el principio de abstraccion de Gelman y Gallistel sostenga que, “contar una coleccion
supone interesarse solo por el aspecto cuantitativo de la misma, dejando de lado las
caracteristicas fisicas de los objetos contados”(Ver apartado 2.1.2.1.2); se considera que la
introduccién de un contexto especifico de utilizacién del nimero y el de hecho explicitar
por compresion la coleccion cuyo cardinal se desea escribir, (es decir, interesarse por el
aspecto cualitativo del coleccidn), son elementos conceptualmente necesarios para los
nifios en la tarea de comprender y hacer uso del cero como el cardinal de una coleccién

vacia.

Finalmente se llama la atencidn sobre la aparente diferencia entre los resultados de investigaciones
como las de D’ Amore (2007) y Sheffield y Cruikshank (2001). Los resultados de la investigacion
aqui desarrolla muestra que, los resultados de estas investigaciones no son contradictorias sino
que son distintos, en cuanto cada uno de estos autores se enfoca en un proceso distinto del uso e
interpretacion del cero como cardinal. Mientras que D’ Amore se interesa en investigar la manera

en que los nifios definen colecciones vacias cuyo cardinal dado es O (entre otro aspectos),
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Sheffield y Cruikshank (2001) centran su atencion en la manera en que los nifios efectian la tarea
de cardinalizacion con cero de colecciones vacias ya definidas. Este resultado cambiara
seguramente, las perspectivas en las consideraciones didacticas a tener en cuenta en estudios
posteriores, que tengan como objeto de estudio al cero cardinal; Sumando una diferenciacién
tedrica importante, que evitard confusiones innecesarias al interpretar los resultados de las

investigaciones en el campo.
Referente al cero posicional se tiene:

- El cero en un sistema posicional tiene dos caracteristicas: Es el resultado de un ndmero de
agrupaciones suficientes y corresponde al cardinal de un conjunto vacio complemento en una
posicidn dada, caracteristicas que para algunos estudiantes no son naturales, ya que consideran
que el cero es la simple representacion de un conjunto vacio, lo que conlleva a no identificar

diferencia alguna entre los ceros en cada una de las posiciones dadas en un numeral.

- A través de las situaciones se observd, que los estudiantes que no comprenden la importancia de
los procesos de composicion y descomposicion para la justificacion del cero en un sistema
posicional encuentran dificultad para entender que el cero representa el cardinal de un conjunto
complemento y de la misma forma reconocer que el cero posicional es un numero que puede

representar algo y nada al mismo tiempo.

- El ser mas natural para los estudiantes el proceso de representar lo determinado por un cardinal
dado, con lleva a no reconocer que la existencia del cero en cada uno de los érdenes es producto
de la agrupacion de unidades inferiores, es decir, presentan dificultad para justificar a partir del
principio del valor relativo, caracteristica propia de los sistemas de numeracion posicionales, la

existencia de cada uno de los ceros.

- Las situaciones aplicadas, muestran una tendencia de los estudiantes a representar simplemente

el cardinal observado, proceso propio de las actividades de cardinacion.
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- La aceptacion de comprender al cero como “nada” 0 “ninguno”, propicia en los estudiantes

dificultades en reconocer diferencias de este elemento en actividades de numerales en un sistema

posicional, es decir, para el estudiante sera dificil encontrar una diferencia entre el cero de las

decenas y el cero de las unidades, ya que, simplemente representan lo mismo “nada”.

Elaborado por:

Rodriguez Ramos, Diego; Cock Bautista, Eduardo

Revisado por:

Soler Alvarez, Maria Nubia

Fecha de elaboracion del
Resumen:
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0. INTRODUCCION

En este documento se presenta un estudio alrededor del objeto matematico cero,
considerado, en las ultimas dos décadas, un objeto de investigacion importante en la parte
didactica de la matematica, ya que, hace parte fundamental en la adquisicion de otros
conceptos matematicos como lo son la medida, las ecuaciones, los algoritmos de las
operaciones, entre otros y en donde toma un papel protagénico. Teniendo en cuenta lo
anterior, el trabajo tiene como objetivo el identificar y caracterizar las concepciones de cero
que tienen los estudiantes de prima y seconda de la institucion educativa Leonardo Da
Vinci, reconociendo la dificultad que algunos de los estudiantes presenta en el identificar la

naturaleza del cero en un sistema posicional.

Es de rescatar, que las investigaciones realizadas en torno a este objeto han ofrecido un
amplio campo de informacion, entre las cuales sobresale la identificacion de tres objetos
matematicos a saber: el cero como ndmero cardinal, el cero como posicional en la escritura
de numerales y el cero como primer elemento de la secuencia numérica de los numeros
naturales (cero ordinal), sin embargo, sera de nuestro interés profundizar en los dos

primeros.

Por las anteriores razones, se realizara en un primer momento, la descripcién de algunas
investigaciones cuyo objeto de estudio ha sido el cero en niveles escolares, destacando de
esta manera la pertinencia del estudio de las concepciones del cero y ubicando ésta trabajo
en el campo investigativo de la didactica como elemento aportador al aspecto de la
ensefianza y el aprendizaje. Por otro lado, se determinaran las componentes importantes
para el analisis de los resultados y la construccion de los instrumentos de recoleccion de
informacion, a partir del estudio de documentos base descritos en el marco teérico aqui
presentado, y de esta manera presentar un marco metodolégico acorde a la intencion del

trabajo investigativo.

Por ultimo, se presentard el analisis de los resultados obtenidos durante el proceso de
recoleccion de informacion y de igual forma el conjunto de conclusiones obtenidas

alrededor de las concepciones de los nifios de prima y seconda elementare.
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CAPITULO 1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

El Colegio italiano Leonardo da Vinci es una institucion educativa que desde hace méas de
cincuenta afos ha construido una oferta educativa para la comunidad de inmigrantes
italianos y familias colombianas, interesadas en educar a sus hijos en el marco de un
modelo de educacion binacional, en lengua italiana, que responde a las exigencias

academicas de ambos paises y es avalada por sus ministerios de educacion.

Como resultado de la interculturalidad con la que se concibe el colegio, éste cuenta con una
planta docente compuesta por profesionales de ambas nacionalidades; los cuales comparten
y construyen continuamente experiencias y practicas educativas que atiendan a las

necesidades culturales, sociales y curriculares tanto de Colombia como de Italia.

En particular, desde hace mas de veinte afios, los docentes de matematicas de la institucion
adoptaron la metodologia italiana de los cubos de Dienes, como una estrategia didactica
que permite desarrollar en los estudiantes la compresion del sistema de numeracién decimal
y la construccion de los algoritmos tradicionales de la adicion, la sustraccion, la
multiplicacién y la division a partir de la manipulacion. En el caso del sistema de
numeracion decimal, este material permite representar de manera concreta a una cierta
cantidad de numerales, de hasta cuatro cifras, en distintas bases numéricas como lo son: la

base dos, tres, cuatro, cinco, seis y diez.
La premisa de trabajo es clara:
Construir en los estudiantes el conocimiento acerca de los sistemas posicionales de

numeracion en distintas bases y presentar al sistema de numeracion decimal, como un

caso particular de estas.
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De esta manera, durante gran parte del segundo grado de primaria, los nifios desarrollan
actividades que pretenden desarrollar su evolucion en la compresiéon en la forma en que
funcionan los sistemas de numeracién posicionales, realizando actividades de agrupacion

en las distintas bases de numeracién mencionadas.

El problema de investigacion que esta tesis plantea, nace precisamente de la identificacion
recurrente de algunas de las dificultades que enfrentan los nifios al interpretar la funcién y
uso del cero cardinal y el cero posicional, en la escritura de numerales en distintas bases, a

partir de las actividades de agrupacion previas a la manipulacion de los bloques de Dienes.

En consecuencia a lo anterior, este primer capitulo describe en detalle el tipo de actividades
de agrupacion que desarrollan los estudiantes y el conjunto de dificultades recurrentes que a
estas pueden ser asociadas, desde una perspectiva docente. A continuacién, se presenta una
interpretacion de dichas dificultades, a la luz de los resultados de investigaciones anteriores,
para demostrar que la problematica docente abordada, alrededor de cero, es compleja y
puede considerarse como un legitimo problema de investigacién, con un lugar especifico en
el campo de la Didactica. Finalmente, se presenta el objetivo general y aquellos especificos,
que se persiguen ante la labor de identificar y caracterizar las concepciones de los nifios de
primero y segundo de primaria del colegio italiano Leonardo da Vinci, acerca del cero

posicional y el cero cardinal.

1.1 Un Problema de Investigacion

Se comienza por describir el tipo de actividades que desarrollan los estudiantes de los
grados prima y seconda elementare (primero y segundo de primaria, respectivamente), del
colegio italiano Leonardo da Vinci, para contextualizar de una manera clara la problematica

docente que dio origen al problema de investigacion que se plantea en este trabajo.

Los doce integrantes del grupo de matematicas del colegio, en su seccion primaria, acogen

y comparten los planteamientos teéricos presentes en los Lineamientos curriculares en
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Matematicas (1994, p. 26):, reconociendo la importancia de apoyar el desarrollo del

pensamiento numérico de los estudiantes desde los tres ejes basicos que alli se plantean

e Comprension de los nimeros y la numeracion.
e Comprension de concepto de las operaciones.

e Calculos con nimeros y aplicaciones de nimeros y operaciones.

La manera concreta en que se pretende desarrollar el pensamiento numérico de los
estudiantes a través de estos tres ejes, puede ser vista a través de los programas de
matematicas, los cuales a partir de contenidos, objetivos especificos e indicadores de

competencia permiten detallar el tipo de actividades que se desarrollan.

1.1.1 Descripcion general del tipo de actividades desarrolladas con los
estudiantes de prima elementare

Del programa de matematicas para el primer grado, se destacan a continuacion aquellos
contenidos, objetivos e indicadores que guardan relacion con el aprendizaje del uso y
significado de los nimeros naturales desde su aspecto cardinal, ordinal y la compresion

inicial del sistema de numeracion decimal.
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Tabla 1.

Contenidos, objetivos especificos e indicadores de competencia relacionados con el

desarrollo del pensamiento numeérico de los estudiantes del grado prima elementare.

Contenido

Obijetivos especificos

Indicadores de competencia

NUmeros naturales hasta el
20

Usar los nimeros naturales
en su aspecto cardinal hasta
20.

Usar los nimeros naturales
en su aspecto ordinal hasta
10.

Reconocer el nimero como
simbolo que representa una
cantidad.

Reconocer el nimero como
simbolo que representa una
posicion en un orden dado.

Relaciones de equivalencia
y orden entre cantidades

Establecer relaciones de
equivalencia entre dos 0 mas
cantidades.

Establece relaciones de
equivalencia entre dos 0 mas
cantidades.

Introduccion al valor
posicional

Aproximase a conocimiento
del valor posicional de las
cifras.

Realizar agrupaciones de
primer orden.

Verbalizar el resultado
obtenido al  desarrollar
distintas agrupaciones.

Identificar el nudmero de
unidades y grupos que
resultan de las agrupaciones.

Identificar 'y  desarrollar
agrupaciones en distintas
bases numeéricas: dos, tres,
cuatro, cinco, seis, siete,
ocho, nueve y diez.

Adicion y sustraccion de
nimeros naturales hasta 20

Comprender la  funcién
aditiva.
Comprender la  funcién

aditiva y la sustraccion
relacion inversa.

Desarrollar adiciones entre
el 20 y las representa de
distintas maneras.

Desarrollar sustracciones
entre el 20 y las representa
de distintas maneras.

Histogramas para la
representacion grafica de
datos

Representa y lee situaciones
concretas con gréficos a
barras.

Representa encuestas
simples con bloques de
construccion y los registra
graficamente.

Construye diagramas de
barras de una encuesta dada.

Se describirdn a continuacion las generalidades en el tipo de actividades propuestas y

desarrolladas por los estudiantes de prima elementare, que se supone contribuyen en el

~23 ~




desarrollo de su pensamiento numeérico, teniendo en cuenta los objetivos especificos y los
indicadores de competencia presentados en la tabla 1, y, los tres ejes basicos de desarrollo

enunciados anteriormente.

En referencia a la compresion de los numeros, se desarrollan practicas educativas
encaminadas a la apropiacién del concepto de nimero, por parte de los estudiantes®. Se
destaca por el momento, las generalidades en el tipo de actividades enmarcadas en el uso y

significado de los nimeros desde el contexto cardinal y el contexto el ordinal.
Desde su aspecto cardinal, se proponen dos tipos de actividades:
i) aquellas en las que, se debe contar y determinar la cantidad total de elementos

de una coleccion bien definida de objetos discretos; o bien,

i) aquellas en las que, se debe representar la cantidad de elementos

correspondientes a una coleccion cuyo cardinal esta dado. (Figura 1)

5

Figura 1. Actividades cardinales del tipo i) y ii). Tomado del libro de texto lo, tu e
PilG (2011, p. 15)

! De manera general, los lineamientos curriculares (1994, p. 26) afirman que, comprender los niimeros
implica, en parte, determinar la(s) manera(s) en que los estudiantes logran construir y dar significado al
concepto de numero. Al respecto, el trabajo inicial de Karen Fuson (1991, citado por Chamorro 2006),
ampliado posteriormente por Rico (1987) y retomado en los lineamientos, coinciden en afirmar que, en la
practica social y escolar los nifilos construyen el concepto de nimero a través de una sintesis entre los
contextos, usos y significados que puedan tener los nimeros. Esta idea serd desarrollada y ampliada
posteriormente en el marco tedrico de este trabajo en el capitulo 2.
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Adicionalmente, se considera como una tarea de tipo i), la construccion de tablas de conteo

y de diagramas de barras, como método de organizacion y representacion de los datos

recolectados de una encuesta; ya que estos, hacen uso de los nimeros en su aspecto

cardinal, para determinar la cantidad total de sujetos que expresan su preferencia ante solo

una de las posibles opciones de respuesta de una indagacion.

Desde su aspecto ordinal, se distinguen nuevamente dos tipos de actividades a desarrollar:

i)

aquellas en las cuales, el nimero hace referencia a un elemento dentro de una
coleccidn ordenada, describiendo la posicion relativa de ese elemento dentro de

la serie (Fuson, 1991, citado por Chamorro, 2006, p. 169); o bien,

aquellas en las que, a través del nimero se identifica la posicion relativa de un

elemento en una coleccion ordenada para asignarle un cierto atributo particular.

Ahora bien, el tipo de actividades propuestas, enmarcadas en la comprension de concepto

de las operaciones y los calculos con nimeros y aplicaciones de nimeros y operaciones, se

fundamentan en tres aspectos:

i)

i)

La aproximacion del estudiante al significado de las operaciones aritméticas de
adicion, como la accion de unir o agregar los elementos de ciertas colecciones;
y de la sustraccién, como la accion de quitar elementos de una coleccién

determinada.

El calculo de adiciones y sustracciones, basado en la manipulacién de material
concreto o algunos registros de representacion, como: las regletas de Cuiseinare,
los bloques de lego, el abaco, los saltos en la recta numérica, o, el uso de

diagramas de Venn.

La resolucidn de situaciones problematicas aritméticas.

La compresion de la numeracion, se basa en actividades de composicion y descomposicion

de agrupaciones de primer orden con material concreto y en distintas bases numéricas.

Explicitar las actividades que pertenecen a este eje, son de gran importancia para el
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desarrollo de este trabajo, por eso se le dedicara especial atencion y tratamiento en el

apartado siguiente.

Es importante resaltar que, en cuanto al nimero cero se refiere, los ejes generales de
desarrollo del pensamiento numérico y los programas planteados por el colegio, determinan
por lo menos cuatro usos de este nimero, ya presentes desde el primer grado de educacion

primaria:

e Cero como un namero cardinal

e Cero como un namero ordinal

e Cero como una cifra en la escritura de numerales en un sistema de numeracion
posicional

e Cero como elemento neutro de la adicion

1.1.2 Descripcion general de la actividad desarrollada con los estudiantes de
seconda elementare

Del programa de matematicas para el segundo grado, se destacan a continuacion aquellos
contenidos, objetivos e indicadores que guardan relacion con el aprendizaje del uso y
significado de los nimeros en la numeracion en distintas bases numeéricas, y en particular

del sistema de numeracion decimal.
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Tabla 2

Contenidos, objetivos especifico e indicadores de competencia relacionados con el

pensamiento numérico de los estudiantes del grado seconda elementare

Contenidos Objetivos especificos Indicadores de competencia
e Conocer los nimeros naturales
hasta el cien y su aspecto e Realiza célculos orales entre el
cardinal. cien.
NUmeros naturales
e Realizar adiciones y sustracciones e Realiza operaciones de adicion
hasta 100
entre el cien. y sustraccion en columna.
e Reconoce que los nimeros en
e Agrupar en bases diferentes y . ]
) base diez tienen nombres
representar los agrupamientos con .
. convencionales(centena y
simbolos numéricos.
decena)
e Descomponer y componer los i
e Descompone los nimeros en
nameros en base diez (centena, .
) centenas, decenas y unidades.
decena y unidad) )
e Forma  agrupamientos  de
e Realizar cambios y agrupaciones ]
. primer, segundo y tercer orden
Valor posicional en diversos ordenes (primero, .
en diversas bases.
segundo y tercer orden) con el )
) e Construye con el Multibase
material estructurado.
numeros en base 10.
) e Representar simples encuestas . )
Histograma para la e Recoge, organiza e interpreta
B usando las tablas de conteo y las
representacion ] datos usando el histograma.
. graficas de barra.
gréfica de datos

La Tabla 2., muestra la continuidad entre los contenidos de prima elementare y seconda
elementare, en relacién con el aspecto cardinal del nimero, basada en la representacion de
datos a través de la construccion de tablas de conteo y diagrama de barras como se mostro

en el apartado 1.1.1.

Ahora bien, en relacion con la compresion de la numeracion y con el contenido especifico
del valor posicional, es de reconocer que las actividades que se plantean y desarrollan con

el material manipulable, se ven enmarcadas en un principio, en contextos de bases
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diferentes a la decimal; ya que, como lo afirma Orozco (1991), el progreso de los nifios en
la comprension del sistema base diez se puede enriquecer con actividades en otras bases,
profundizando de esta manera, en las caracteristicas de un sistema posicional e

identificando de manera mas facil y significativa las propiedades de un sistema decimal.

A continuacién, se realiza una descripcion de la actividad que se desarrolla en el aula para
aproximar al estudiante a la compresion del valor posicional de las cifras en un numeral, a
través de uso de material manipulable no estructurado y el conjunto de reglas y acuerdos
establecidos por el profesor para el desarrollo de la clase.

Como actividad precedente al uso de los cubos de Dienes, se plantea a los estudiantes una
situacion en la cual deben realizan agrupaciones de una cantidad determinada de frutas en
otros objetos como lo son bolsas, cajas y carretillas. Inicialmente, la dinamica en la tarea de
agrupacion se establece a partir de las reglas presentes en Tabla 3, las cuales varian
dependiendo de la base en que se desee trabajar. Las reglas de agrupacion instauradas, dan
relevancia al proceso de inclusion (Orozco 1991), en donde es importante que el estudiante
reconozca la relacién parte-todo entre las unidades de cada orden; para el caso presentado

el hecho que, las peras se agrupan en bolsas, las bolsas en cajas y las cajas en carretillas.
Tabla 3

Reglas de agrupacion de peras, bolsas, cajas carretillas en base 3

Cada... se agrupan en una
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A continuacion, se les presenta una tabla de registro, en la cual se muestra el orden en la
inclusion de los elementos utilizados para realizar las agrupaciones, que viene ordenada por
tamarfo, de pequefio a grande y de izquierda a derecha; y la que cada columna viene

diferenciada por una letra que identifica los elementos que le pertenecen. (Figura 2)

cC| s B|P

Figura 2. Tabla de registro para realizar las agrupaciones de peras, en bolsas, en cajas y

carretillas

El proceso de registro y la dinamica en la cual se desarrolla la actividad vienen descritos en
la tabla 4:
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Tabla 4

Proceso de registro y dindmica de la actividad de agrupacion

Dinamica

Registro

Agrupar 9 peras

_ _ C| 8 B
Se establece una cantidad determinada de
peras las cuales el estudiante dibuja en la
columna acordada.
Se realiza tantas agrupaciones de peras
C| 8

como sea posible, teniendo en cuenta la
primera de las reglas (ver tabla 3). Cabe
aclarar que los estudiantes representan los
grupos formados, encerrando cada grupo y
haciendo una linea hacia la siguiente
columna, para indicar el agrupamiento de

las peras en las bolsas.

r1rl”

Se continua, de ser posible, con la
agrupacién de bolsas en cajas, como lo
indica la segunda de las reglas.

Se escribe la cantidad de peras, bolsas, cajas
y carretillas que quedan en cada columna
después de realizar las agrupaciones

suficientes y necesarias.
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La forma aqui descrita para llevar a cabo el registro de la agrupacién de una cierta cantidad
de elementos es anéloga a la que se desarrolla con los cubos de Dienes. Sin embargo, no se
profundiza en este aspecto, ya que no es un elemento relevante en el desarrollo de este

trabajo.

1.1.3 De un Problema Docente a un Problema de Investigacion

Gutiérrez (1991, p. 153) distingue entre dos grandes grupos que componen lo que podria

considerarse investigaciones en el campo de la Didactica de las Matematicas:

e En el primer grupo, se encuentran los trabajos de elaboracion de teorias de
ensefianza y aprendizaje de las Matematicas. Estas investigaciones abordan las
distintas componentes matematicas, psicolégicas y pedagdgicas que intervienen
en los procesos de compresion y aprendizaje de las Matematicas: Procesos y
capacidades de razonamiento, estrategias de ensefianza, niveles de compresion,

entre otras.

e Mientras que, en el segundo grupo se ubican, los trabajos de aquellos profesores
que deciden complementar o sustituir el contenido del libro de texto y elaboran
bloques de actividades o planes de ensefianza complementaria, con los que
intentan mejorar la eficacia de su ensefianza y la profundidad del aprendizaje de

sus alumnos.

Con base en lo anterior, se afirma que, en el campo de la Didactica de las Matematicas se
distingue entre las investigaciones cuyos objetos emergen de problematicas teoricas al
interior del mismo campo; y aquellas investigaciones, en donde los objetos de estudio
surgen de la identificacion de problematicas especificas del ejercicio practico de la

docencia.

Refiriéndose a las investigaciones del segundo grupo, Gutiérrez (1991, p. 153 - 154) aclara
que, no todo objeto de una problematica docente constituye un objeto de investigacion en
Didactica; ya que, en ocasiones los esfuerzos por mejorar la eficacia de las préacticas

educativas, carece de algunas componentes importantes de la actividad investigativa como:
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i) Una planificacion cuidadosa que tenga en cuenta los conocimientos sobre el

tema y no solo la experiencia personal acumulada por el profesor;

i) la inclusion del trabajo que se va a realizar dentro de un marco conceptual que

permite analizarlo y relacionarlo con otras investigaciones sobre el mismo tema;

iii) un amplio conocimiento (matemaético y didactico) del tema de estudio, para

identificar los origenes de las dificultades de aprendizaje;

iv) una verificacion objetiva de los logros alcanzados, mas alla de la intuicion

personal o los resultados de los examenes.

El presente trabajo pertenece al segundo grupo de investigaciones; es decir, corresponde a
una actividad investigativa, cuyo objeto de estudio nace de la identificacion de dificultades
recurrentes en los estudiantes de seconda elementare, al interpretar los usos y significados
de cero, en su aspecto cardinal y posicional, durante la escritura de numerales en distintas

bases de numeracion a partir de actividades de agrupacion.

Se asegura entonces que el trabajo aqui presentado, constituye en si mismo el registro
escrito de una actividad investigativa valida; ya que, detalla y explicita cada una de las

componentes anteriormente enunciadas:

- Se identifica a través de una problematica docente un problema de investigacion

alrededor de cero y se reporta investigaciones relacionadas.

- Se desarrolla un marco tedrico, que permite determinar y profundizar en los
aspectos didacticos y matematicos de cero, como nimero cardinal y como cifra en

la escritura de numerales en un sistema posicional.

- Se establece una metodologia para el andlisis de los datos recolectados, a partir de
los instrumentos construidos e implementados; y se utiliza el constructo didactico
de las concepciones, para identificar y caracterizar los distintos usos e

interpretaciones que los estudiantes de prima y seconda elementare hacen del cero.
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- Finalmente, como conclusion y sintesis de la actividad investigativa desarrollada, se
identifican y caracterizan las concepciones de los estudiantes de prima y seconda

elementare acerca del cero cardinal y el cero posicional.

1.1.4 Descripcion de la problematica

En el anterior apartado 1.1.2, se detall6 la actividad de agrupacion (de peras en bolsas, en
cajas y en carretillas), presentada a los estudiantes de seconda elementare, que antecede al
trabajo manipulativo con los cubos de Dienes. Se ejemplifica a continuacion las
dificultades observadas en los nifios, al interpretar los usos y significados de cero, cardinal

y posicional, en el desarrollo de dicha actividad.

Se ha asignado la tarea a los estudiantes de agrupar once peras en base tres; esperando que
después de realizar los dibujos correspondientes a las agrupaciones realizadas, escriban el

numeral 01023, en la parte inferior de la tabla (Figura 3.).

c| s | B
0 1 0

Figura 3. El registro escrito a la tarea de agrupar 11 peras en base 3.

Inicialmente, el docente nota que algunos estudiantes escriben el numeral 01311, ya que en
la tabla se observa que, después de realizadas la agrupaciones respectivas, hay 0 carretillas,
1 caja, 3 bolsas y 11 peras (Figura 4a). Otros estudiantes escriben el numeral 0113,
haciendo referencia a que en la tabla hay O carretillas, 1 caja, 1 grupo de tres bolsas y 3 tres

grupos de tres peras (Figura 4b).
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Figura 4a. Asignacion de cardinales al total de los elementos observados en cada columna.
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Figura 4b. Asignacion de cardinales al total de grupos observados en cada columna.

Ante estos casos, el docente guia el trabajo de los estudiantes con el objetivo de hacerles

notar que:

- Al agrupar las once peras en tres grupos el nimero a escribir es el dos; ya que, es
posible formar tres grupos cada uno con tres peras, quedando solamente dos peras

sin poderse agrupar.

- De manera analoga, el docente explica la existencia del cero en la columna de las
bolsas; ya que, con las tres bolsas (producto de la agrupacion de las peras), es
posible obtener un solo grupo de cajas y como resultado de este proceso no queda

bolsa alguna por agrupar.

- Para el numero de cajas, el docente sigue reiterando la explicacién a través de las
agrupaciones, de manera que el uno de la columna de las cajas, corresponde a la
caja (producto de la agrupacion de las bolsas y las peras) que es cantidad no

suficiente para realizar una agrupacion.
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- Deigual forma, la explicacion del cero en la columna de las carretillas, se basa en la
inexistencia de una cantidad suficiente de cajas para ser agrupadas, es decir, el

numero cero de las carretillas no es producto de alguna agrupacion.

A traveés de este tipo de explicaciones y aclaraciones el docente pretende que la mayoria de
los estudiantes, fijen la atencion en los elementos que se deben contar en cada una de las
columnas de las tablas al finalizar todas las agrupaciones posibles?; y asi de esta manera,
logren escribir en forma correcta el numeral correspondiente a la cantidad de peras dadas

en la base solicitada.

Sin embargo, la eleccion del docente de este cantidad de peras no es arbitraria; es mas,
dicha cantidad ha sido escogida a propésito con el fin que, en el numeral escrito como
producto del cambio de base (de la diez a la tres), sean escritos explicitamente el cero
posicional correspondiente a la columna de las bolsas y el cero cardinal correspondiente a
la columna de las cajas; para discutir con los nifios la naturaleza de los ceros escritos y

Ilegar a diferenciarlos.

Al respecto, el docente espera que los estudiantes logren determinar qué; aquel cero escrito
en la segunda columna, representa la ausencia de bolsas como producto de la agrupacién de
todas ellas en una caja; lo cual implica que, estas no han desaparecido sino que se
encuentran ya en otro lugar. Y en el caso contrario que, el cero de la cuarta columna,
representa la ausencia de alguna carretilla, dado que no hay la cantidad suficiente de cajas

para ser agrupadas en ella.

Derivado del razonamiento anterior, el nifio deberia concluir que, si bien los dos ceros
escritos indican una ausencia, de bolsas o de carretillas, estos son distintos; ya que uno de
ellos representa la agrupacion total de bolsas un una caja; mientras que el otro representa,

la no agrupacion en carretillas, por no haber la suficiente cantidad de cajas.

Si bien, la idea teorica de aproximar a los estudiantes a diferenciar los usos y significados

del cero posicional y cardinal, basado en el hecho de comparar su funcién con respecto a la

2 . . . . .

Esta cuestion exige a los estudiantes: determinar la cantidad de elementos restantes en cada una de las
columnas en donde haya sido realizada alguna agrupacién; y a continuacion, determinar la cantidad de
elementos presentes en cada una de las columnas en donde no.
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posibilidad, de que estos signifiquen (o no) la accion de agrupar; la realidad en la practica

entre docentes y estudiantes es distinta.

A pesar de que los nifios desarrollan las habilidades y destrezas para representar las

agrupaciones que se les requieren de forma exitosa, son por lo menos dos, de las

dificultades que reiteradamente se observan:

a)

b)

Un primer grupo de estudiantes, escriben correctamente el numeral que representa
la cantidad de peras dadas en la base requerida y justifican, a través de los dibujos
realizados, que hay ceros que surgen (0 no) de la accion de agrupar; sin embargo,
contindan interpretando cada una de las cifras escritas en la tabla de una forma
cardinal. Asi, en el caso presentado, si se cuestiona acerca de la cantidad total de
peras, se asegura que son dos; como si el hecho de haber agrupado nueve peras, en
tres bolsas las hiciera desaparecer. De manera analoga se afirma que, hay una caja

que contienen tres bolsas, pero que el total de bolsas es cero.

Si estos nifios tuvieran que agrupar veintisiete peras, asegurarian que tienen una
carretilla, cero cajas, cero bolsas y cero peras 1000, haciendo referencia a que,
para tener una carretilla es necesario tener tres cajas, con tres bolsas cada una con

tres peras; pero que la cantidad total de peras, bolsas y cajas son cero.

Hay un segundo grupo de estudiantes que al no tener elementos en algunas de las
columnas de la tabla, expresan no tener nada o ninguno de ese algo y consideran
innecesaria la escritura de cero. Estos nifios escriben el numeral: __1_ 2 (3); donde

el simbolo “ " corresponde a los espacios vacios dejados.

Ante las dificultades presentadas y su continua recurrencia, el grupo de docentes

considerd que una posible solucion seria, centrar la atencion de los nifios Unicamente

sobre el cero posicional. Para esto, el docente deberia realizar una reflexion con los

nifios que los llevara a concluir que, el cero de las columnas de las peras (el posicional)

deberia ser escrito, en cuanto representaba la ausencia de las peras por su agrupacion en

una caja; mientras que, el cero de la columnas de las carretillas (el cardinal) no deberia

ser escrito, en cuanto no se tiene la cantidad suficiente de cajas para realizar alguna
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agrupacion. Esto consecuente con la idea que en los numerales en base diez, “los ceros
escritos a la izquierda del numeral no tienen valor alguno”; por ejemplo, nadie escribe

el nimero cincuenta y cuatro como 00054.

Esta consideracion, en el contexto de la situacion presentada, parece solo entorpecer o

complejizar la compresidn que hacen los estudiantes de cero:

c) Asi, algunos nifios escriben el numeral 01__23);

d) y otros, se niegan a borrar el cero de las carretillas en cuanto consideran que es aun
necesario para expresa el hecho que, no hay la cantidad de cajas suficientes para ser

agrupadas en una carretilla.

1.1.5 Analisis de la problematica a través de algunas investigaciones en Didactica de las
Matematicas

Hasta el momento se han descrito de manera general, las cuatro dificultades méas recuentes
en los estudiantes al interpretar y dar uso y significado al cero posicional y al cardinal, a

partir de las actividades de agrupamiento que se realizan en clase.

Dada la especificidad de las actividades planteadas, no se reportan investigaciones que
aborden la misma problemaética; sin embargo, a continuacion se presenta una interpretacion
de las dificultades referidas, a partir de los resultados de dos investigaciones acerca del cero

cardinal.

D’Amore (2007) y D’Amore y Fandifo (2009), hacen una presentacion de las concepciones
espontaneas de cero que tienen los nifios italianos en edad pre-escolar. En su estudio, estos
autores afirman que, ya desde la infancia los nifios dan significado y uso al cero como

numero cardinal, ordinal y posicional, resaltando que (p.86):

- No todos los nifios entrevistados saben escribir las cifra de 1 a 9, pero casi todos
saben escribir cero, o por lo menos demuestra saber que cero se representa por

medio del simbolo O.
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- La mayor parte de los nifios sabe asociar a eso el significado de cero al nada,

comprendiéndolo algunas veces como la ausencia de accion o de objeto.

- Casi todos los nifios consideran que cero es un numero.

Una revision de las entrevistas hechas y que soportan las conclusiones apenas presentadas;
muestra que los nifios asocian espontaneamente a cero su significado cardinal, como nada o
ningun, cuando se les propone reconocer que, si el cardinal de una coleccion de objetos
discretos es cero, seguramente esta debe ser vacia. Por ejemplo, si se le solicitara a alguien
entregar cero lapices, esta persona no haria nada, o, responderia que no debe entregar nada

0 ningun.

Estos resultados de investigacion, mas las actividades desarrolladas por los estudiantes en
prima elementare para dar significado cardinal y ordinal a los nimeros hasta veinte,

explicaria la primera de las dificultades observadas en los nifios.

En efecto, podria decirse que, cuando se le pide a un nifio interpretar los ceros presentes en
el numeral 01023 y dispone de un registro escrito, como el de la tabla que elaboro (Figura
4.), este procede guiado por su intuicion, que ademas ha sido reforzada a través de las
actividades que ha desarrollado en la escuela, para interpretar cada una de las cifras que
componen el numeral como cardinales, particularmente en el caso de cero como: el nimero

que se utilizada para representar que no hay nada de algo.

Ahora bien, aunque los resultados de D’ Amore y Fandifio podrian explicar el origen de las
dificultades de los nifios de primer grupo, no permiten afirmar algo acerca de las
dificultades de segundo grupo; es mas pareceria contradecirlos. Si se acepta la tesis que los
nifios hacen un uso intuitivo del cero, que conocen su representacion y que Su uso Yy
significado es reforzado por la escuela, ¢por qué hay estudiantes que omiten su escritura,
aun cuando reconocen en la tabla que después de realizadas (0 no) ciertas agrupaciones

algunas colecciones quedan vacias?

En contraposicion a los argumentos y resultados de D’ Amore y Fandifio, los resultados de

investigadores como Sheffield y Cruikshand (2001, citados por Anthony y Walshaw, 2004)
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entre otros; afirman que, no es natural ni espontaneo que los nifios en edad preescolar o
durante los primeros curso de la primaria comprendan el hecho que, el cardinal
correspondiente a toda coleccion vacia sea precisamente cero. Al respecto afirman que,
aunque los nifos quizas comprendan ¢l hecho de que “no tener ninguna manzana”, “no
tener ninguna oveja” o “que no hay ningan elefante” es en esencia lo mismo, la idea de que
a todos estos conjuntos corresponda un mismo cardinal es por si misma abstracta, aunque
que siga la idea natural de que dos (0 més) colecciones vacias distintas de objetos deben

tener el mismo cardinal. En palabras textuales de los autores:

“Reconocer que “no hay” elefantes en un cuarto es mds sencillo que reconocer que hay
“cero elefantes”, es decir, “no tener algo” es un concepto mas sencillo que el concepto de

“tener cero”

Siendo asi, podria decirse que, cuando se le pide a un nifio escribir el numeral que resulta al
agrupar las once peras en base tres, este reconoce que como producto de haber realizado
toda las agrupaciones posible, dos de las columnas hayan quedado vacias; es decir, que no
hay nada o ninguna bolsa o carretilla; mas sin embargo no establece que, el nimero
cardinal que expresa matematicamente esta ausencia de elementos en una coleccién de

objetos concretos es el precisamente el cero.

Finalmente, desarrollar un discurso con los nifios que los induzca a considerar importante la
escritura del cero posicional y el borrar aquellos que no los sean, puede influir
negativamente en el uso e interpretacién que hagan del cero como elemento neutro de la

adicion (en N).

Al respecto Anthony y Walshaw (2004, p. 23) reportan que el énfasis dado a los estudiantes
a considerar que cero es nada, dificulta su uso y compresion como elemento neutro de la
adicion. A una poblaciéon de cincuenta estudiantes de grado cuarto les fue propuesta la

siguiente situacion:

“cHay un numero que se pueda agregar o quitar a 7 de tal suerte que el

resultado siga siendo el mismo?”

Algunos de los resultados de este estudio muestran que:
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Cuando se identifica correctamente a cero como elemento neutro, las explicaciones de los
estudiantes reflejan la dificultad partica real del tratar de describir fisicamente la accion de
agregar o quitar “nada”, por ejemplo: “Bueno, si se tiene 7 y se quiere agrega nada
permanece como el mismo namero y lo mismo cuando se quita. Si usted tiene 7 y le quita

nada, sigue siendo el mismo nimero.”
Algunas explicaciones implican la nocion de que cero “no es un nimero

- Bueno, se escribe 7 y se pone abajo menos y ahi se pone el cero. No hay nada
no hay un namero.
- Cero es nada. Por lo tanto, no cuenta como nada. No se puede poner ningun

otro nUmero con él.

La interpretacion de las dificultades los estudiantes, abordada desde las tres investigaciones
presentadas, demuestra la complejidad en el uso e interpretacion de cero en la actividad
propuesta; ademas de ilustrar otra que podria emerger, como en el caso de cero como
elemento neutro, como fruto de la toma de decisiones proco premeditadas que pretenden
mejorar la practica de la ensefianza y que carecen de algin fundamento tedrico que la

sustente.

1.2 Una Investigacion de Concepciones Individuales
Ruiz y Flores (1994 y 1998, respectivamente; citado por Mora y Torres, 2004, p. 50)
afirman que, las concepciones se pueden determinar como una organizacion y clasificacion

del conocimiento didactico y matematico alrededor de un objeto, y determinan una

caracterizacion como se muestra en la figura 5.
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Figura 5.Clasificacion de las concepciones de un concepto matematico.

Las concepciones individuales o cognitivas hacen referencia al conocimiento interno del
sujeto. Asi, un sujeto posee un conjunto de concepciones acerca de un objeto, ya sea de una
manera inicial (o espontanea), o, de una manera propia (o inducida) dada su pertenencia y
participacién en procesos de ensefianza y aprendizaje. Por otro lado, las concepciones
propias (o0 inducidas), que pueden ser de dos tipos: controladas y no controladas,
diferenciadas porque unas son intencionalmente provocadas por la ensefianza mientras que
las otras no; como por ejemplo, el deseo personal de comprender un objeto de

conocimiento no escolar. (Figura 5)

Por su parte, las concepciones epistemolégicas se relacionan con los tipos de conocimientos
de “una comunidad” que existen en un determinado periodo historico o en los textos,
programas, curriculos escolares para algin nivel. Estas concepciones se refieren a
problemas dentro de la propia disciplina, relacionados con otras disciplinas y a la manera

en que se accede al saber. (Figura 5)

Ahora bien, reconociendo la finalidad de éste trabajo en relacion con la identificacion y
caracterizacion de concepciones controladas y no controladas del cero, emergentes, ya sea
antes o después de la actividad docente de ensefianza y aprendizaje descrita en el apartado
1.1.2, podemos afirmar que la investigacion aqui planteada, aporta y complementa a la

tipologia de una investigacion en el campo de las concepciones individuales propias, y de
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esta manera justificar la importancia de este trabajo en el campo de la didactica en torno a

las concepciones de un objeto matemaético.

1.3 Justificacion y Planteamiento Del Problema

Después de realizar la descripcion de una problematica presente en el aula de clase,
originada por una actividad especifica en el contexto de la institucion italiana y destacando
que algunos estudiantes presentan dificultades en el identificar la naturaleza del cero en un
sistema posicional, y abordando esta problemética a traves de los tres documentos guia
(apartado 1.1.5), es de subrayar la importancia de estudiar las concepciones del cero en
prima y seconda elementare, con la finalidad de identificarlas y caracterizarlas antes y
durante el proceso de construccién del valor posicional, cuyo proceso se lleva a cabo, segln
el curriculo de la institucion, en los niveles de prima y seconda reconociendo la
continuidad que se tiene en los dos programas, y de esta manera poder identificar la

influencia de estas caracterizaciones del objeto cero en la comprension del cero posicional.

Por otro lado, se desea que este documento sea herramienta para la mejora de la ensefianza,
evitando concepciones no adecuadas del cero, que podrian conllevar a posibles dificultades
en el desarrollo de otros conceptos matematicos; ademdas, como investigacion
enriquecedora del pensamiento numérico, pues, se considera que el estudio de las
concepciones de los estudiantes sobre el cero, puede permitir a los profesores de
Matematicas generar actividades de clase a edad temprana, con las cuales los estudiantes

construyan un pensamiento numeérico significativo.

Por Gltimo, se rescata la pertinencia e importancia de este trabajo en el ambito
investigativo, ya que, aporta y complementa en aspectos relacionados con las concepciones
individuales propias, descritas en el apartado de antecedentes de investigacion, donde se

reconoce al objeto matematico cero como elemento de interés investigativo.
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1.4 Objetivos

Después de reconocer la complejidad del objeto matematico cero en la didactica y de su
papel e influencia en la ensefianza y aprendizaje de otros conceptos matematicos, cabe
resaltar la pertinencia de la realizacion de un estudio de las concepciones de este objeto en
estudiantes de primero y segundo de primaria. Por esta razon se planteard un objetivo
general que se logra a través de la consecucion de un conjunto de objetivos especificos

que se describen a continuacion:

1.4.1 General

o Identificar y caracterizar las concepciones de los estudiantes de primero y segundo
grado de la institucion educativa Leonardo Da Vinci, acerca del significado y uso
del cero posicional y del cero cardinal, que emergen de la tarea de escribir
numerales es distintas bases numéricas, a partir de las actividades escritas de

agrupacioén que desarrollan.

1.4.2 Especificos

e Plantear un problema de investigacion a través de una problematica docente,
alrededor de las dificultades recurrentes en los estudiantes, al interpretar y dar uso a

los ceros posicionales y cardinales, en la escritura de numerales en distintas bases.

e Desarrollar un marco de referencia que permita determinar los aspectos tedricos,

didacticos y matematicos de cero, desde su aspecto cardinal y posicional, para la
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construccion pertinente de los instrumentos de recoleccion de datos y la
formulacién de categorias de anélisis.

Establecer una metodologia para el andlisis de los datos recolectados, que tenga en
cuenta el marco tedrico desarrollado y la informacion obtenida de la aplicacion los

instrumentos.

Determinar las concepciones de los estudiantes, acerca del cero cardinal y el cero
posicional, a partir de la clasificacion de las respuestas obtenidas en los
instrumentos de recoleccidn y su respectiva agrupacion en las categorias de anélisis

planteadas.

~ 44 ~



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Durante la presentacion de los programas de matematicas para los grados prima y seconda
elementare de colegio Leonardo da Vinci, se han destacado los cuatro usos y significados
que tiene cero desde el primer grado de primaria: cero nimero cardinal, cero como nimero
ordinal, cero como cifra en la escritura de numerales en un sistema posicional de

numeracion y el cero como elemento neutro.

Dado los objetivos de este trabajo, se dedica el presente capitulo a realiza una presentacion
del objeto matematico cero, desde su aspecto cardinal y como cifra en un sistema
posicional de numeracion®, tanto desde las Mateméticas como la Didactica, con la finalidad
de determinar las caracteristicas, elementos y procesos en pro del andlisis de los resultados

y la construccion de los instrumentos de recoleccion de datos.

2.1 Cero Como Numero Cardinal Del Conjunto @

2.1.1 Aspectos matematicos

El nimero cero como el numero cardinal del conjunto vacio (&), que actualmente se nota
como 0, se considera como el representante de la clase de equivalencia de todos los
conjuntos equipotentes al conjunto vacio. Asumir al cero de esta manera requiere del
entendimiento tedrico de conceptos matematicos tales como: la equipotencia entre
conjuntos y las relaciones de equivalencia, conceptos que se relacionan intrinsecamente con
otros como: funcion como relacion, la biyectividad y el conjunto vacio. La articulacion de
estos conceptos para construir una definicion de cero desde el concepto de cardinalidad en

la teoria de conjuntos sera el objetivo de este apartado.

* Los aspectos tedricos y didacticos acerca del cero desde su aspecto ordinal, se encuentran en la tesis
doctoral: Fernandez, C. (2004). Andlisis diddctico de la secuencia numérica. Malaga: Dykinson S.L. Mientras
que, los aspecto matematicos relacionados con cero, como elemento neutro en el conjunto de los nUmeros
naturales, desde una perspectiva axiomatica, pueden encontrarse en: Luque, C., Jiménez, H., Angel, J.
(2009). Actividades matemadticas para el desarrollo de procesos I6gicos: Representar estructuras algebraicas
finitas y enumerables. Capitulo 4. Bogota: Universidad Pedagdgica Nacional.
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Se comienza entonces construyendo una funcion f de @ en @, mostrando que dicha
funcion es justamente el conjunto @. Notese que se habla del conjunto @ en dos sentidos, el
primero, como conjunto sin elemento alguno, y el segundo, como una relacion funcional en
@ x @. Para facilitar la compresion de las demostraciones la funcion @ se notard en

adelante como f.
Pero, ¢es posible construir una funcion f cuyo dominio y rango sea el conjunto vacio?
Mostrar que T es una relacion de @ en @ consiste en verificar que

=0 cOx0

resultado que deriva inmediatamente del hecho que @ es un subconjunto de cualquier

conjunto, en particular, del conjunto @ x @.
Se continta probando que la relacion @, es una funcion. Para ello se debe verificar que:

i) Para todo x en @, existe y en @ tal que f(x)=y, y que
i) si(x,y)e Ty (x,2) ef entoncesy=z.

La condicion i) establece que para cualquier elemento x del conjunto @ existe un elemento
y de @ tal que la imagen de x por la relacion f esy. De la contradiccion de esta condicion
resulta que, existe un elemento del dominio x que no tiene una imagen y por f. Sin

embargo, esta situacion no es posible dado que el dominio de f es @, conjunto al cual no

pertenece elemento alguno. Por tanto la condicion i) queda demostrada.

Ahora bien, la condicion ii) afirma que, si un elemento x del dominio de f se relaciona con
un elemento y, y a su vez x se relaciona con un elemento z entonces y = z. La hipotesis de
la condicion establece que tanto (X, y) como (x, z) son elementos de la relacion f esto es

que

xy)efc@x@yque(x,2)fc@*x@
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de donde se tiene de nuevo que x € @, situacion imposible para el conjunto vacio. Por lo

tanto y = z. Quedando asi verificada la condicion ii).

Por lo tanto f = @ es una relacion funcional de @ en @.

Antes de continuar, se hace necesario reflexionar y explicitar el tipo de argumentos que se
han utilizado para la validacion de la existencia de f como funcién, ya que éstos se

utilizaran nuevamente en demostraciones posteriores. Estos han sido dos tipos:

i) el primero, referido a la existencia del conjunto vacio, como conjunto sin elemento

alguno.

i) El segundo de caracter l6gico, ya que toda proposicion matematica expresada de
manera condicional, con un antecedente falso, sin importar su consecuente, resultara

siempre como una proposicion veraz.

Este segundo argumento fue necesario en la prueba de la condicidn ii), ya que se mostrd
que la conjuncion establecida en la hipotesis, (x, y) € T y (x, z) e f, es falsa; mas sin

embargo, la forma condicional en la fue expresada la valida como una proposicion

verdadera.

Por medio de los argumentos expuestos y teniendo en cuenta que la equipotencia entre
conjuntos es una relacion de equivalencia con la cual es posible definir el cardinal de un
conjunto, se muestra a continuacion una construccion que permite definir el cardinal del

conjunto vacio como caso particular.

Para ello se muestra que f: @ - @ es una funcion biyectiva, es decir, que el conjunto vacio
es equipotente a si mismo y que a su vez dicha equipotencia cumple las propiedades

establecidas para ser una relacion de equivalencia.

La existencia f como funcion ya fue probada. Ahora para mostrar que T es una biyeccion

debe probarse que ésta es una funcion inyectiva y sobreyectiva, esto es:
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e fesunafuncion uno a uno o inyectiva, si f(x) = f (y) implica que x =y.

o T es una funcion sobreyectiva o epiyectiva, si para caday € @ (del rango), existe x

e @ (del dominio) tal que f (x)=y.

En efecto, en términos de proposiciones condicionales, que T sea una funcion inyectiva
significa que, dadas las parejas (x, w), (y, z) € Ty w =z entonces x = y. Al igual que en

pruebas anteriores no es posible (x, w), (y, z) € T ya que esto significa que
xw)efc@x@Byque(y,2)fc@xd

de donde x, y € @, lo cual no es posible, haciendo de la conjuncion de la hipotesis una
proposicion falsa. Sin embargo, ya que la proposicién a demostrar es una proposicion

condicional cuyo antecedente es falso, toda tesis que se concluya a partir de su hipétesis

resulta verdadera; por lo tanto f: @ —» @ es una funcion inyectiva.

Para mostrar que f es una funcion sobreyectiva basta tener en cuenta que, no hay un
elemento y que pertenezca al dominio de la funcion ni un elemento x perteneciente al

dominio, que implique que f (x)=y. Por lo tanto f es sobreyectiva.

Por lo tanto f es una funcion biyectiva del conjunto vacio en si mismo. Ademas, por la
definicion de equipotencia entre conjuntos, de la prueba anterior se deriva inmediatamente

que el conjunto vacio es equipotente a si mismo (@ ~ @).

A continuacién se muestra que, en particular, la equipotencia de vacio en si mismo respeta

las condiciones de ser una relacion de equivalencia.

La propiedad reflexiva fue ya probada al demostrar la biyectividad de f. Para las

propiedades simétrica y transitiva se tiene que verificar que:

e Simetria: Si @ es equipotente a otro conjunto B entonces el conjunto B sera

equipotente a @.
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e Transitividad: Si @ es equipotente a otro conjunto B y B es equipotente a otro C

entonces @ serd equipotente al conjunto C.

Las pruebas de estas dos propiedades pueden ser reducidas a la propiedad reflexiva

evidenciando el hecho de que es necesario que B=C = @.

En efecto, si @ es equipotente con B, quiere decir que existe una funcion g biyectiva de @
sobre B. Si se supone que B # @, se tendria que existe b € B. Para dicho b de B debe existir
un elemento a, tal que a € @, ya que g es en particular sobreyectiva, lo cual no es posible.

LuegoB=@yg=".

Ahora, para que exista una equipotencia entre @ y B fue necesario que B = @, pero la

hipdtesis de la transitividad exige ademas que B sea equipotente con C, esto implica que la

funcion biyectiva de B sobre C sea f (0 g) nuevamente y el conjunto C = @ (¢ por qué?).

En resumen se tiene que: existe una funcion biyectiva f: @ — @ de tal suerte que @~ @ que
permite definir la clase de clase equivalencia de todos los conjuntos equipotentes al

conjunto vacio.

Las clases de equivalencia obtenidas a partir de la relacién de equipotencia entre conjuntos
es lo que se conoce como un numero cardinal. EI nimero cardinal de un conjunto A,
notado como Card(A), suele asociarse comunmente con el nimero de elementos que le
pertenecen (sea este finito o infinito); tanto asi que en ocasiones se omite de la notacion
propia de las clases y en su lugar dicho numero suele ser representado con un ndmero

natural.

En el caso particular del conjunto vacio, Card (&), se defiende como Card(d) =0 vy se le

llama usualmente “cero”.
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2.1.2 Aspectos didacticos

Para presentar los aspectos didacticos del cero desde su aspecto cardinal se comienza
retomando los tres ejes basicos sobre los cuales, se piensa radica el desarrollo del

pensamiento numérico de un estudiante, estos son:

e Comprension de los nimeros y la numeracion.

e Comprension de concepto de las operaciones.

e Calculos con nimeros y aplicaciones de nimeros y operaciones.

Pero, ¢qué significa comprender los nUmeros?, y en particular, ¢qué significa comprender a
cero? Los lineamientos afirman que, comprender los nimeros implica, en parte, determinar
la(s) manera(s) en que los estudiantes logran construir y dar significado al concepto de

namero (p. 27).

Al respecto, el trabajo inicial de Fuson (1991, citado por Chamorro, 2005. p. 189 - 170),
ampliado posteriormente por Rico (1992) y retomado por en los lineamientos curriculares
en Matematicas (1994), coinciden en afirmar que, en la practica social y escolar los nifios
construyen el concepto de numero a través de una sintesis entre los contextos, usos y

significados que puedan tener los numeros.

Por lo tanto, comprender a cero tedricamente implica, por una parte, darle uso en una
variedad de contextos especificos en los que este puede llegar a tener un significado como
numero cardinal, numero ordina o cifra en un sistema posicional de numeracion. Para que a
través de la sintesis entre los usos, los contextos y los significados de cero se logre construir

el concepto del nimero cero.
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2.1.2.1 Contextos generales de utilizacion de los numeros

La literatura en Didactica de las Matematicas reporta siete contextos de utilizacion de los
ndmeros, estos son progresivamente utilizados y comprendidos por los nifios y los cuales se

resumen a continuacion®:
2.1.2.1.1 Primer contexto: la secuencia verbal

En el contexto de secuencia se emplean los nimeros como una serie ordenada de palabras
(uno, dos, tres, cuatro, ...) sin hacer referencia a ningun ente u objeto en particular. Se suele
emplear las secuencias numéricas con propdésitos distintos, como el recitar y aprender a
memoria la serie numérica, como se muestra en una de las “canciones para aprender los

nimeros” de Adriana Balter;
“(...) primero el uno,
parece un tallarin, es flaco y largo y le pica la nariz;
después el dos, tiene mucha tos;
y luego el tres que gordito es, son redonditas las vueltitas del tres;
y aqui el cuatro, baila con un gato;
v al final el cinco viene dando brincos (...) ”

es claro que las nameros/palabras utilizadas aqui funcionan como una secuencia verbal

que, Unicamente, han sido escogidas para rimar.

* El resumen que se presenta de los siete contextos numéricos es una sintesis de las ideas presentes en los
libros de Chamorroy Rico (2007) y los Lineamientos Curriculares en Matematicas (1994), lo cuales fueron
referenciados con anterioridad.

> BALTER, A: Canciones para aprender los numeros.
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A su vez, en este contexto, la serie numérica es memorizada y recita simplemente por el
placer de aprenderla®. Se suele emplear la secuencia numérica con distintos propésitos
como pueden ser los de cronometrar el tiempo (por ejemplo, pronunciando los nimeros
hasta 20 en el juego de las escondidas) o atraer la atencion de los demés, como suele hacer
los profesores para sefialar el inicio de la clase. Es una actividad equivalente a recitar los

dias de la semana, los meses del afio o las estaciones.
2.1.2.1.2 Segundo contexto: el conteo (o recuento)

En el contexto del conteo o el recuento los nimeros son utilizados para contar, total o
parcialmente, los elementos de una coleccion de objetos discretos. Sin embargo, hacer
frente a esta tarea requiere, por parte de un individuo, una serie de competencias
especificas. Dichas competencias se conocen como los principios de conteo de Gelman y

Gallistel y son los cinco principios siguientes:

2.1.2.1.2.1 Principio de correspondencia término a término

Supdngase se desea contar los elementos de la coleccion de puntos de la Figura 5,

Figura 5. Una coleccion discreta de 5 puntos.

A cada elemento de la coleccion que se va a contar debe corresponderse, de manera

univoca, con una, Yy s6lo una, de las palabras/nimero de la serie numérica.

® Al respecto, los resultados de las investigaciones de Gréco, Meljac, Perret y El Bouazzaoui han demostrado
que el aprendizaje de la serie numérica escrita se produce con posterioridad a la serie oral; y ademas que, el
aprendizaje de la serie numérica oral es anterior a la conservacion de la cantidad. El lector interesado en
ampliar la informacion acerca de la manera en que se estructura la cadena numérica de manera verbal y
escrita y su relacién con la conservacion de la cantidad, puede remitirse a: CHAMORRO, M. (2005). Diddctica
de las matemadticas. Capitulo 5: La construccion del niumero natural. Madrid: Pearson. Prentice-Hall.
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Este principio necesita, de manera implicita, que el estudiante sepa hacer una correcta tarea
de enumeracién’ que le permita no dejar elementos sin contar, o contar otros varias veces.
Teoricamente es posible contar con una lista cualquiera de palabras a la habitual, siempre
que no se repitan y estén ordenadas; de hecho, cada lengua utiliza una lista diferente de
palabras, que como se refirid en el contexto de la secuencia, es memorizada y aprendida

antes de manera sociocultural y sin significacion matematica alguna.
2.1.2.1.2.2 Principio de orden estable

La secuencia verbal de palabras/nimero que se escoja para contar debe ser recitada siempre

de la misma forma, siguiendo un orden estable.

Asi, si se contaran los elementos de la coleccion de la Figura 5, con la secuencia numérica
habitual se obtendria cinco, pero si la secuencia utilizada fuera, por ejemplo: uno, dos, tres,
cinco, cuatro, el resultado seria cuatro. La secuencia numérica usada debe ser siempre la
misma y debe ser recita en el mismo orden; pues, aungue en principio la secuencia podria

ser cualquiera, por necesidades de comunicacion todos utilizamos la misma.

Este principio tiene por objetivo etiquetar una coleccion de manera que pueda ser
diferenciada de otras, razon por la cual las palabras/nimero de la secuencia numérica deben

ser necesariamente distintas, sin que una misma palabra pueda ser reutilizada.
2.1.2.1.2.3 Principio de abstraccion

Contar una coleccién supone interesarse solo por el aspecto cuantitativo de la misma,
dejando de lado las caracteristicas fisicas de los objetos contados. Por esta razén, las
colecciones A 'y B de la Figura 6, tienen el mismo cardinal, y ello independiente de que a la
coleccion A pertenezcan puntos y a la coleccion B cuadrilateros, y sin importar si tiene

diferente tamafio o forma.

7 se refiere aqui como enumeraciones, como lo establece Gelman, al conjunto de acciones materiales que
hay que realizar para que una coleccién sea susceptible al conteo: separar los elementos contados de los
que quedan por contar, ir marcando los elementos ya contados, tocar los elementos y pronunciar la
palabra/nimero que le corresponde en la serie numérica, situar los elementos en una disposicién espacial
que permita la identificacion de cada elemento, etc.
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Coleccion A Coleccion B

c e e e O0O000

Figura 6. Dos colecciones discretas e equipolentes; la coleccion A de puntos y la

coleccion B de cuadrilateros.

2.1.2.1.2.4 Principio de no pertinencia del orden

El nimero obtenido al contar una coleccion no depende del orden en que se enumeren sus
elementos. Los elementos de una coleccion pueden ser contados en el orden que se desee,
puede empezarse por donde se desee, el orden no es pertinente, siempre se obtendra el

mismo resultado.

Cuando se enfrentar la tarea de contar y son respetados los cuatro principios enumerados
hasta ahora: correspondencia término a término, orden estable, abstraccion y no pertinencia
de orden, se dice que el sujeto realiza un conteo numerado. Para reconocer que un nifio
hace un conteo, se requiere aln otro principio, que segun, Gréco y Chamorro, sea quizas el
mas importante desde el punto de vista de la compresion y significacion de lo que supone el

hecho de contar, el principio de cardinacion.
2.1.2.1.3 Tercer contexto: cardinal

Un contexto cardinal es aquel en el que un numero natural describe la cantidad total de

elementos de una coleccion bien definido de objetos discretos.
2.1.2.1.3.1 El principio de cardinalidad o cardinalizacién

Que un nifio logre responder a la pregunta “¢cuantos hay? ”, no sélo implica el realizar un
conteo numerado de los elementos que componen la coleccion, sino el reconocimiento del
hecho que, el numero enunciado en ultimo lugar no representa Unicamente al elemento

correspondiente, sino también al total de la coleccion.
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Un comportamiento comun en los nifios para responder a la pregunta “¢,cuantos hay? ” es la
de utilizar el ultimo ndmero pronunciado para referirse a la totalidad de elementos de una
coleccion, sin embargo dicho comportamiento, como sefiala Gréco, no implica la
compresion del principio de cardinalidad. Sus estudios han mostrado que, los nifios que
aplican la regla del dltimo numero pronunciado contestan cinco si se les pregunta cuantas
bolas hay, y cuando se les piden que muestren los cinco, sefialan la bola blanca (Figura 7.).
Por lo tanto al cardinar la coleccién, cinco no sélo es la palabra/nimero que en la
enumeracion corresponde a la bola blanca, cinco representa a la totalidad de la coleccion, es

el cardinal de la misma.

Tres Uno Cinco Dos Cuatro

Figura 7. El principio de cardinacion y la regla del dltimo ndmero pronunciado.

Segun Fuson esta regla precede a la compresion del principio cardinal, y podria tener su
origen en la imitacion de la actividad sociocultural de contar.

La adquisicion del principio de cardinalidad supone dar significacion cardinal a los
simbolos numéricos, y se produce entre los 4 y los 5 afios, dependiendo del nivel de

estructuracion de la secuencia verbal numérica en que se encuentre el nifio®.
2.1.2.1.4 Cuarto contexto: la medida

En los contextos de medida, los numeros describen la cantidad de unidades de alguna
magnitud continua, como longitud, superficie, volumen, capacidad, peso tiempo, etc. Segun

Rico (p. 26), los numeros como cardinales y como medidas son semejantes en el hecho que

® Una presentacion completa acerca los niveles de estructuracion de la secuencia verbal numérica y sus fases
de aprendizaje puede encontrarse en: CHAMORRO, M (2006). Diddctica de las matemdticas. Capitulo 5: La
construccion del nimero natural. Madrid: Pearson. Prentice-Hall.
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los dos describen una cantidad de unidades de algun tipo. En el caso de las colecciones de
entidades discretas el cardinal no es otra cosa que su medida, pero, para las cantidades
continuas, el nimero hace referencia al namero de cantidades-unidad que “caben” en una
cantidad dada, esto con el fin de responder a la pregunta ¢cuantas unidades hay? Esta
concepcion del nimero es para algunos autores como Vergnaud® de gran importancia,

considerandola como una de las ideas fundadoras del concepto de nimero.

2.1.2.1.5 Quinto contexto: ordinal

En el contexto ordinal el nimero hace referencia a la posicion relativa de un elemento en
una coleccién discreta y totalmente ordenada en la que se ha tomado uno de los elementos
como inicial. De manera analoga a la cardinalizacion, determinar la posicion ordinal esta
supeditado al procedimiento de contar o enumerar; asi, se debe iniciar en el elemento
inicial especificado por la ordenacion y seguir el orden hasta alcanzar el objeto al que se

hace referencia.
2.1.2.1.6 Sexto contexto: codigo o simbdlico

En los contextos de codigo, los niumeros se utilizan para distinguir clases de elementos. Son
etiquetas que identifican cada una de las clases. EI numero es utilizado para simbolizar o
denotar algo: las rutas del transporte publico, el nimero del documento de identidad (o

estudiantil), el dorsal de un jugador, un nimero de teléfono, etc.
2.1.2.1.7 Séptimo contexto: el niimero como tecla

En un contexto de tecla el nimero estd asociado a un boton diferenciado, que hay que
accionar fisicamente para su utilizacion. Algunos dispositivos electronicos disponen de
teclados en los cuales se representan los digitos de 0 a 9, y a partir de estos es posible
componer los demés. Esto lleva implicito que cuando se pulsa una tecla el namero
correspondiente puede tener un valor absoluto o relativo. Absoluto, cuando es el Unico, o el

ultimo que se pulsa; relativo, en el restante de los casos.

° Ver la teoria de los campos conceptuales de Gérard Vergnaud en: D’AMORE,B. (2009). Zero: Aspetti
concettuali e didattici. p 66-68. Gardolo: Ediciones Erickson.
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Suele haber dos tipos de teclados numéricos: uno lineal, como los que aparecen en la parte
superior de las maquinas de escribir; otro en forma de matriz o rectdngulo, como en el caso
de las calculadores o los teléfonos celulares; o algunos teclados de computador que
incluyen ambos tipos de teclado. En el caso especifico de las computadoras el teclado
numérico lineal suele tener asignada una funcién de accion especifica (aumentar el
disminuir el brillo de la pantalla, dar inicio a una presentacion, cambiar lo caracteres
seleccionadas de minlscula a mayusculas, etc.) o como tecla para escritura de algunos
caracteres especiales. El otro tipo suele desempefiar diversas funciones, como efectuar
calculos en el caso de las calculadoras, realizar funciones de edicion en algunos programas

de edicion de texto, o0 marcar nimeros telefonicos.

2.1.2.2 Utilidad y uso de cero en los distintos contextos numéricos

Ahora bien, se ha afirmado que en el contexto social y escolar un nifio construye el
concepto de numero a través de una sintesis entre los contextos, usos y significados que

puedan tener los nimeros; siendo asi cero no seria la excepcion.

Es posible entonces diferenciar entre los uso de cero en contextos sociales: como simbolo,
como tecla y como elemento de una secuencia verbal de palabras/numero; y contextos

matematicos, como el ordinal, el conteo (y la cardinalidad) y la medida.

Cero es un nimero presente los contextos sociales de utilizacion de los nimeros. Elementos
como, documentos de identidad, nimeros telefénicos, rutas de trasporte pablico, las placas
de los automoviles, los codigos de barras o los cddigos bibliograficos demuestra su uso
como simbolo o cddigos. Esta presente en los teclados de algunos aparatos electrénicos de
uso habitual como, los teclados de computador o de teléfonos celulares, los controles de los
televisores o de  teléfonos habituales, balanzas, cronometros, termometros o0 en

calculadoras. Incluso existe una cancion titulada “la cancion de cero” que intenta explicar
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su naturaleza cardinal y posicional, como cifra que incrementa diez veces el valor de un

cierto nimero dado®®.

En cuanto a los contextos matematicos de uso y significacion de los nameros, cero se
muestra como un ndimero particular. En el contexto de la medida, al calcular peso, areas o
volimenes cero puede ser interpretado como una ausencia; sin embargo, esto no siempre es

cierto, sobre todo cuando se trabaja con magnitudes continuas como la temperatura.

En cuanto a cero en el contexto ordinal, D‘Amore (1999) resalta que el énfasis en la
compresion de su uso Yy significado radica en el reconocimiento de este como primer

elemento de la una serie ordena de los nimeros, como por ejemplo en N (p. 21 - 22)

Ahora bien, en los contextos de conteo y cardinalizacion el uso y significado de cero esta
ligado a la capacidad de comprender a cero como el nimero que representa la cantidad total
de elementos en una coleccion vacia. Sin embargo, a la luz de los principios de conteo
presentados esto no parece ser muy claro. Si bien, existen una diferencia entre realizar un
conteo numerado de los elementos discretos pertenecientes a una coleccion y reconocer el
ualtimo nimero pronunciado como su cardinal; ¢como se realiza este proceso de conteo ante
una coleccion ausente de elementos?, es mas, (coOmo se caracterizan los elementos
pertenecientes a la coleccion que va ser contada si esta es vacia? Estos dos altimos
cuestionamientos son relevantes para identificar y caracterizar las concepciones de los
estudiantes en este estudio y seran retomados y abordados en el apartado 3.2.1. Por el
momento, solo se afirma que, gran parte del éxito de un estudiante al determinar que el
cardinal de una coleccidn vacia es cero, depende de la claridad con que esta sea defina por

compresion.

2.2 La Aparicion del Cero en los Sistemas de Numeracion posicional

En este apartado se realiza una descripcion general de las caracteristicas, componentes y

procesos que se enmarcan alrededor del concepto de sistema posicional, asi como también

10 .. .
: La cancidn del cero. Audio en:

http://www.youtube.com/watch?v=7knNK85yRbc
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de los aciertos para la economia de la escritura de cantidades y uso de simbolos. De igual
forma se describe de manera explicita la importancia del cero en la escritura de cantidades
y el ser parte fundamental para la representacién de ausencia de unidades en un orden

determinado.

2.2.1 La utilizacion de agrupamientos

El agrupar objetos y representar con simbolos estos grupos ayudd a superar la mera
notacion por correspondencia uno a uno, es decir, aparecio la primera forma econémica de
escritura ya que no era necesario enumerar uno a uno los objetos de un grupo, sino
reducirlo al uso de un solo simbolo o nombre, respondiendo a las necesidades de algunas
sociedades de representar numeros grandes y ser mas facilmente identificados. Un ejemplo
es el sistema de numeracion romano, donde 5 unidades se representaban por el simbolo V,
diez unidades por el simbolo X y otros que se presentan en la figura 8. Se logra asi
economizar la escritura de grandes numeros, ya que para representar cantidades como el
mil ciento treinta y cinco ya no era necesario usar una cantidad desmedida de simbolos,

sino al contrario se utilizarian tan solo seis “MCXXXV”.

Figura 8. Numeracion romana
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Sin embargo, estos sistemas no eran del todo confiables ya que se presentaban
irregularidades en las agrupaciones, es decir, no siempre se agrupaba la misma cantidad de
objetos, lo que hacia dificil recordar y comprender cada agrupacion.

2.2.2 Sistemas de bases

Terigi & Wolman (2007) definen los sistemas de bases como “sistemas de agrupamientos
regulares, donde el nimero de elementos que se agrupan es igual al nimero de simbolos
utilizados en la escritura”. Son regulares porque realizan agrupamientos de la misma
cantidad, lo que a su vez se define como base. Un ejemplo claro de este tipo de sistemas de
bases es el sistema greco, el cual usaba los simbolos que se presentan en la figura 9. El
sistema greco era un sistema de base decimal, ya que se realizaban agrupaciones de diez
elementos y se obtenian cambios a otro simbolo, por ejemplo, diez unidades se
representaban con el simbolo A y grupos de diez A correspondian al simbolo H y asi

sucesivamente.

RS R S S

5 10 50 100 500 1000 5000 10000

XXX TTHHAAA T

3000 + 500 +200 + 30  +5+2 = 3737

Figura 9. Simbolos del sistema de numeracién greco.

Otro ejemplo de sistema de numeracion de base, es el sumerio, el cual Kaplan (2006) lo

describe como un sistema decimal y sexagesimal al mismo tiempo, ya que diez unidades
agrupadas se representaban por el simbolo < | seis de estos simbolos se representaban por

Y ,enla figura 10 se muestran algunos de los simbolos que se utilizaban en el sumerio

con su respectivo equivalente del sistema decimal
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Figura 10. Sistema sumerio

Sin embargo en este sistema, como lo dice Kaplan, la simbologia llevaba a ambigliedades,

ya que en este caso el nimero uno que tenia el simbolo T era semejante al nimero 60 que

se representaba con el simbolo Y. , o en el peor de los casos, la representacion 77 puede
ser el numero 2 o 61, lo que lleva a pensar que la necesidad de usar pocos simbolos

conlleva al problema de la ambigledad en la escritura de cantidades.

Otra caracteristica asociada a estos sistemas de base, lo describe Orozco (1991, p.12)
afirmando que en éstos, las unidades se denominan de orden cero, porque no hay un
numero de unidades cuyo valor sea igual al de la base, es decir no se puede obtener un
grupo de b elementos y lo escriben como b, donde b es la base. Se llaman unidades de
orden uno a aquellas que se puede obtener de un grupo de unidades de orden uno
equivalente a la base, es decir, se puede conformar un grupo de b unidades de orden uno, a
éstas se les representa con b'. Se llaman unidades de orden dos a aquellas que se pueden
conformar con un grupo de b unidades de orden dos, es decir una unidad que vale b veces b
y se escribe como b? y asi sucesivamente y de esta forma se puede decir que cualquier
cantidad se puede expresar como suma de cierta cantidad de potencias. Por ejemplo, el
sistema sumerio (ver figura 10) es un sistema de base 60 y sesenta veces sesenta fue el

nimero mas grande concebido por la cultura sumeria.
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Los sumerios usaban las potencias de las bases para representar las cantidades (ver figura
1), en este ejemplo se utiliza las potencias 60% 60 y 60° acompafiados con las unidades de
cada una de las posiciones.

Figura 11. Composicién del nimero 116503 en sumerio

2.2.3 Valor Posicional y Sistemas Posicionales

Los sistemas que cumplen con la caracteristica posicional no se ven en la obligacién de

expresar sus cantidades en potencias como por ejemplo 5x10° + 3%10% + 0x10" + 2x10° si

no al contrario, su representacion numeérica corresponderia a 5302, reduciéndolo en dos

pasos como lo declara Orozco (1991, p.15):

“Solamente se escriben las cifras que especifican el nimero de unidades que lo
componen. Las cifras se escriben, una a continuacion de la otra, de izquierda a

derecha, en relacion decreciente con respecto al orden de las unidades.”

Asi, el valor posicional se ha considerado una de las mas importantes innovaciones, ya que
ayudd a superar dos obstaculos en la escritura de ndmeros: i) la ambigiedad que se
encontraba en el uso de simbolos y ii) la eliminacion de las potencias de las bases. Con
esta caracteristica, el valor de la cifra depende de la posicion que ocupa de derecha a
izquierda en el numeral escrito, es decir, las unidades de cada orden, las cuales en base
diez se les denominan unidades, decenas, centenas y unidades de mil. La figura 12 es un

ejemplo de la escritura con la caracteristica de valor posicional.
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Figura 12. Valores de las unidades del sistema

En estos tipos de sistemas, declara Orozco (1994), el cero entra hacer un papel importante
en la representacion de la ausencia de las unidades de cada orden, por ejemplo en la
cantidad 5065, el cero representa la ausencia de unidades en el orden de las centenas, lo

cual se enfatizard mas adelante.

Es a partir de lo anterior, que se inicia a fundamentar un sistema de numeracion decimal
posicional, y cuyo simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 son coeficientes que determinan un
orden especifico después de realizar las agrupaciones suficientes y donde el simbolo “0”
juega un papel importante en la ausencia de elementos en una determinada posicién, y de
esta manera, todo nimero natural tiene una representacién unica, dando lugar a la economia
y fiabilidad de la comparacion de cantidades y a los algoritmos de las operaciones
aritméticas.

Godino y Batanero (2003) afirman que el cero es un simbolo de gran importancia, ya que
también ayuda a simplificar las cantidades y representa la no existencia de unidades como

se puede observar explicitamente cuando se enumeran las reglas del sistema decimal:

a) Elegido un numero b como base del sistema de numeracion, se utilizan b simbolos,
Ilamados cifras o guarismos que representan el cero y los primeros nimeros
naturales. Por ejemplo, consideremos la base 6 y los simbolos (0,1, 2, 3,4y 5) o la

base 2 con las cifras (0, 1).

b) Cada b unidades simples forman una unidad de segundo orden! se escriben a la

izquierda de las unidades de primer orden. Siguiendo con el ejemplo de la base 6 se

11 . .y . . . .
En un sistema de numeracion de base, al grupo de unidades se le llama unidad de orden superior, es decir
la unidad de segundo orden son los grupos que se hacen con las unidades basicas.
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tendria que cada vez que encontramos 6 unidades de primer orden estas se
convierten en una de segundo orden y asi sucesivamente. (Principio del valor

relativo)

¢) Cuando no hay unidades de orden (carencia de unidades) se expresa mediante un 0

en la posicién correspondiente.

Esta tercera regla del sistema de numeracion posicional muestra la importancia del cero en
la representacion de los numeros, cuya tarea es ser el simbolo que representa la ausencia de
unidades. Sin embargo, la regla dos muestra que no todos los ceros de una cantidad tienen
la misma naturaleza, es decir para obtener el cero de las unidades se realizaron las
agrupaciones suficientes de unidades, caso contrario en un cero de las decenas, ya que se
realizaron los agrupamientos suficientes de decenas no de unidades, valores que solo se
pueden hacer visibles e entendibles si el estudiante tiene la capacidad de componer y

descomponer las unidades para justificar su existencia.

2.2.4 Procesos de componer y descomponer

Steefe (1990, citado por Orozco & Bedoya, 1991) sefiala que los nifios utilizan procesos de
composicion 'y descomposicion para darle sentido a un numero, entendiendo la
composicion como relacién de equivalencia para la obtencion de unidades de &rdenes
superiores, en un sistema posicional, a partir de la agrupacion de unidades de los érdenes
inmediatamente precedentes, es decir, si Se tienen diez unidades es lo mismo que tener una
decena o si se tienen diez decenas es lo mismo que tener una centena. De forma inversa se
encuentra la descomposicion en la cual el nifio tiene la capacidad de expresar cada una de
las cifras de un nimero en ordenes inferiores como por ejemplo el 234 que corresponde a
200 + 30 + 4, lo que hace referencia a una descomposicion aditiva que es natural en los
estudiantes de la poblacion seleccionada.

Es de esta manera que los procesos de composicion y descomposicion son fundamentales
para reconocer que un estudiante tiene una comprension del valor posicion de las cifras, es

decir, son elementos necesarios para que se pueda cumplir el principio del valor relativo, y
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de igual forma Orozco y Bedoya (1991) afirman que las operaciones de componer y
descomponer permite que el estudiante tenga una distincion significativa del doble valor de
las cifras: el valor correspondiente del nimero de las unidades y el valor relativo al orden o

valor posicion, en un sistema de numeracion posicional.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

Las caracteristicas de la investigacion aqui realizada para abordar las concepciones del
cero, se ubican en el disefio de una metodologia propia, en la cual se destacan dos
momentos: i) la construccion vy filtracién de los instrumentos bajo los sustento tedrico
presentados y ii) la metodologia de andlisis usada para identificar y caracterizar las
concepciones de los nifios a través de los instrumentos aplicados. En lo que sigue, se
presenta una descripcion de cada uno de estos momentos, encontrando en dicha
descripcidn la poblacion, las técnicas de recoleccion de la informacion e instrumentos y la
metodologia de analisis usada para el estudio realizado al rededor del cero cardinal y el

cero posicional.

3.1 CONSTRUCCION DE LOS INSTRUMENTOS

La construccion y pertinencia de las situaciones aqui planteadas, se desarrolla a través de

una serie de consideraciones, como lo son:

- La determinacion de los instrumentos adecuados para la intencion del trabajo de
investigacion, a través de los sustentos tedricos descritos con anterioridad (ver
capitulo 2), basados en los elementos, caracteristicas y procesos que involucran
los objetos a indagar, cero cardinal y cero en un sistema posicional

- La pertinencia de una serie de situaciones acorde al contexto curricular y

metodologia de la institucion.

- Una categorizacion de las situaciones, a través de las intenciones de cada una de
ellas en torno a los objetos a indagar, en cero cardinal y cero en un sistema

posicional.
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- La determinacion de un conjunto de tipologia de respuestas esperadas por la
poblacion a las situaciones planteadas.

- La construccion de guias de entrevistas basados en la tipologia de respuesta
esperada, con la finalidad de ser instrumentos enriquecedores y aclaradores en el

analisis de los resultados.

3.1.1 Técnicas e Instrumentos de Recoleccion

Los instrumentos y técnicas, que se describen a continuacion, se clasificaron en dos grupos
(ver tabla 6), con el objetivo de indagar y ser fuente de informacion valiosa y concreta que

apoye la tematica de interés en la investigacion.
Tabla 6

Categorizacion de las situaciones segiin su intencion.

Concepcidn que se estudia Situaciones

Concepcion del cero como cardinal de un | Situaciones 1y 2

conjunto.

Concepcion del cero en un sistema | Situacion 3
posicional a partir de actividades de

agrupamiento.

La construccidn de las situaciones 1y 2 se realizé a partir de la informacion ofrecida por el
marco metodoldgico, en las cuales se destaca de manera importante a la asociacion
inmediata que hacen los estudiantes del simbolo “0” al conjunto vacio; sin embargo, se
muestra que la situacion contraria, asociar al conjunto vacio el simbolo “0”, no es del todo
natural para los estudiantes. Por las razones anteriores, la intension del instrumento de cero
cardinal, se concentrd en detallar la manera en que los estudiantes determinan (0 no) a cero

como el cardinal de una coleccion vacia definida claramente por compresion.

De manera anéloga, a partir del estudio del marco tedrico y basados en los documentos de

referencia de la tesis en especial en (Orozco & Bedoya, 1991), documento en el cual se
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describe los dos valores de una cifra en un sistema posicional (valor relativo a las unidades
y valor posicion), se realizo la construccién de la situacion 3, cuyo objetivo es indagar si
los estudiantes comprenden la doble naturaleza del cero en un sistema posicional, en este
caso en base 3, diferenciando el orden de cada uno de los ceros a partir de las columnas
(peras, bolsas, cajas, carretillas) elementos que se trabajan como actividad introductoria al

valor posicional en la institucion seleccionada para la investigacion.

3.1.1.1 Descripcion de las situaciones del cero cardinal

A continuacion se presentan y describen las actividades propuestas como instrumentos de
recoleccion correspondientes a las situaciones 1 y 2 que hacen referencia al cero cardinal,
asi como el conjunto de las posibles respuestas que podrian dar los estudiantes a las mismas

durante su desarrollo.

La situacion 1, fue desarrollada por la poblacién completa y a partir de la clasificacion de
las repuestas de los estudiantes en tres sub-categorias definidas y en una cuarta sub-
categoria emergente, determinadas a partir del tipo de respuesta que se evidenciaba, se
realizd una seleccion al azar de doce estudiantes (tres estudiantes por cada sub-categoria)

para la posterior aplicacion de la situacién 2.
Situacion 1: NUumero o cantidad

Teniendo en cuenta los antecedentes tedricos (didacticos y matematicos) presentados con
anterioridad, se disefidé un primer instrumento de recoleccion de datos: la situacion 1. Esta
situacion, denominada “Numero o cantidad”, fue dividida en dos partes en las cuales se les
proponia a los estudiantes: determinar el cardinal de cuatro conjuntos dados, donde uno de
ellos es vacio (parte A); y a continuacion, dibujar los elementos correspondientes a cuatro
conjuntos con un cierto cardinal propuesto, donde uno de los cardinales es precisamente 0
(parte B). (Ver tabla 7.)
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Tabla 7

Situacion 1 para la recoleccion de la informacion del cero cardinal

Situacion 1
Numero o cantidad.
A. Observa y escribe cuantos objetos hay en cada conjunto.
OO0
a@ & L
523
B. Dibuja tantos objetos como el numero indica
]
| — e ————
e — S
o]
N —

De la parte A, se establecieron tres tipos de posibles respuestas en el momento en que los

estudiantes tuvieran que determinar el cardinal del conjunto vacio:
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i) Respuesta tipo I: la omision de la escritura del nimero 0 en la etiqueta. Al no
haber algin elemento en el conjunto vacio, no se debe escribir nada (o algun

namero) en la etiqueta del diagrama que lo representa.

i) Respuesta tipo I1: la escritura del namero 0 en la etiqueta. A un conjunto sin

elemento alguno le corresponde el cardinal 0.

iii) Respuesta tipo I11: la definicion y respectiva cardinacion de un conjunto no
vacio, dibujando algunos elementos en el diagrama. No existe algin conjunto

ausente de elementos.

Con respecto a la parte B, los resultados presentados por investigaciones anteriores
(D’Amore, 2007), establecen que la gran mayoria de los estudiantes no dibujaran algun

elemento en el diagrama cuya etiqueta es “0”.

No obstante, los intentos de andlisis de los datos recolectados a través de la situacién 1,
pusieron en evidencia una total ausencia de un contexto especifico de la utilizacion del

nGimero; mostrando falencias para obtener resultados sustentables™.

Situacion 2: ¢ Cuantos hay?

La actividad denominada ““¢ Cuéntos hay?” fue disefiada como instrumento complementario
de recoleccion a la situacion 1, en ella los estudiantes deberian enfrentar la tarea de
determinar el cardinal de tres colecciones distintas de objetos. Esta situacion, fue dividida

en dos momentos:

2 por el momento no se presentaran los argumentos que sustentaron la necesidad de construir un segundo
instrumento de recoleccion de datos y se acota este apartado a la descripcion de la situacién 2; ya que estos,
serdn presentados y desarrollados de manera completa en el apartado 3.4.1 (Metodologia de andlisis cero
cardinal).

~70 ~



Momento 1: Fase manipulativa

Se conformaron tres colecciones de objetos afines al contexto escolar de los estudiantes:
lapices, borradores y tijeras. Despues de que el sujeto ha identificado los objetos que
definen (por compresion) cada una de las colecciones, se les explica que la actividad
consiste en determinar la cantidad total de elementos que pertenecen a cada de estas en

cinco intentos, cambiando en cada intento la cantidad total de lapices, borradores vy tijeras.

Durante el primer intento el investigador presenta al estudiante
seis lapices, cinco borradores y un par de tijeras

en seguida, pidié al sujeto determinar el cardinal de cada uno de los conjuntos presentados,
requiriéndole adicional y necesariamente, ser especifico en nombrar, por compresion, la
coleccidn a la que se hacia referencia. En consecuencia, no bastaba con responder “6, 5, 17,
sino que era necesario explicitar los elementos pertenecientes a cada coleccion, asi: “6

lapices, 5 borradores y 1 par de tijeras”.

Durante el segundo intento, el investigador procede a modificar la cantidad de elementos en

cada uno de los conjunto, mientras el estudiante lo observa, disponiendo:
cuatro lapices, cuatro borradores y un par de tijeras,

para luego solicitarle, nuevamente, determinar el cardinal de manera completa’® de las
colecciones dispuestas, a traves de la pregunta “;cudntos hay?” Esto con el fin de

determinar si la tarea solicitada era lo suficientemente clara.

Procediendo de manera analoga, durante el tercer, cuarto y quinto intento el entrevistador

presenta:
cinco lapices, cero borradores y tres pares de tijeras, (“¢,cuantos hay?”)

dos lapices, cero borradores y cero pares de tijeras, (“¢cuantos hay?”)

13 . aLs . .
Se hace referencia a describir de manera oral la naturaleza de cada una de las colecciones, es decir, el
estudiante dice 3 borradores y no tan solo tres.
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y finalmente, cero lapices, tres borradores y dos pares de tijeras (“¢,cuantos hay?”);

Los objetos involucrados son dispuestos siempre sobre una mesa en el mismo orden: de
derecha a izquierda (desde la posicién del investigador) y agrupados, comenzando por los
l4pices, a continuacion los borradores y finalizando con las tijeras; esto con el fin de hacer
notar la ausencia de elementos de cierta coleccion en la presentacion de alguna de las

colecciones vacias.

Momento 2: Fase de registro

Concluido el primer momento, el entrevistador procedera a entregar al estudiante cinco
tablas de registro, como la que se presenta en la tabla 8. A diferencia de la fase
manipulativa, esta vez los estudiantes tendran que hacer un registro grafico de la cantidad

de objetos que observan y escribir su cardinal correspondiente.
Tabla 8

Tabla de registro de la observacion de los intentos

Objeto Dibujo ¢ Cuéntos hay?

Dibujo ¢ Cuantos hay?

Dibujo ¢ Cuantos hay?

La columna “objeto” define por compresion, a través de un dibujo, el conjunto cuyo
cardinal debe ser determinado. La columna “dibujo” pide al sujeto determinar el cardinal
implicitamente del conjunto definido por el objeto, dibujando tantos elementos como los

qgue observa, ademas de permitir al investigador verificar que efectivamente se esta

~T72 ~



efectuando la cardinalizacion de la coleccion requerida. Finalmente, la columna “¢cuantos
hay?” permite hacer explicito, ya sea por la escritura de numero o una palabra, el cardinal

correspondiente al conjunto definido por el objeto.

La cantidad de elementos pertenecientes a cada uno de los tres conjuntos seria la misma

que fue presentada con anterioridad:

6 lapices, 5 borradores y 1 par de tijeras,
cuatro lapices, cuatro borradores y un par de tijeras,
cinco lapices, cero borradores y tres pares de tijeras,
dos lapices, cero borradores y cero pares de tijeras,
y finalmente, cero lapices, tres borradores y dos pares de tijeras
Con un namero igual de ocasiones y con el mismo proceder del investigador.
Se consideran tres tipos de repuestas en la fase manipulativa de la situacion 2:

) Respuesta tipo I: omision cualitativa y cuantitativa de las colecciones vacias.
Ante la ausencia de lapices, borradores o tijeras estos dejan de ser reconocidos

como una coleccion y por lo tanto no se determina su cardinal correspondiente.

i) Respuesta tipo I1: reconocimiento cualitativo de las colecciones vacias sin su
cardinalizacion respectiva. La ausencia de lapices, borradores o tijeras no
implica la inexistencia de la coleccion; sin embargo, no se asocia a estas

colecciones vacias el cardinal cero.
iii) Respuesta tipo I11: reconocimiento cualitativo y cuantitativo de las colecciones

vacias. El estudiante reconoce la existencia de la coleccidon pese a que esta es

vacia y la cardina con el nimero 0.

~ 73 ~



Notese entonces que, las respuestas de tipo | y Il, de la parte A de la situacién 1, se
corresponden (respectivamente) con las respuestas de tipo | y 11l de la fase manipulativa de
la situacion 2. No sucede lo mismo con la respuesta de tipo I11 de la parte A de la situacion
1 y la respuesta de tipo Il de la situacion 2. Esto se debe a que se trata de actividades
distintas, en donde en una prima la escritura, mientras que la otra es de caracter oral. Esta

cuestion es relevante y se retoma en la metodologia de anélisis (Ver apartando 3.4.1)

Con respecto a la fase escrita, se consideran como posibles respuestas las de tipo | y 111 de
la fase manipulativa; dada la suposicion de que la inclusion de un contexto especifico de la
utilizacion del numero y la especificidad en la definicién por compresién de la coleccion
cuyo cardinal debe ser determinado, disminuye la tendencia al uso de palabras socialmente

asociadas al cero cardinal como lo son nada o ninguno.

3.1.1.2 Descripcion de la situacion y entrevista del cero en un sistema
posicional

Para la recoleccion de la informacion de la concepcion del cero en un sistema posicional se
realiza una actividad en un contexto base 3 (ver tabla 9), y que, cuya pertinencia se declara
manera general en el apartado 1.1.2, teniendo en cuenta que el progreso de los nifios en la
comprension del sistema base diez se puede enriquecer con actividades en otras bases,
profundizando de esta manera, en las caracteristicas de un sistema posicional e

identificando de manera mas facil y significativa las propiedades de un sistema decimal.
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Tabla9

Situacion 3 para la recoleccidn de informacion. Cero en un sistema posicional.

Situacion 3
Mario tiene una finca en la que cultiva peras. Para recolectarlas Mario las agrupa

asi:

CADA ... LAS AGRUPA EN UNA

305 |
=3

Mario ha recolectado algunas peras y ha escrito:

O|1[{0]|O0

Observa la tabla y completa con los dibujos que consideres necesarios.

Para esta situacion se espera tener cuatro posibles respuestas que se describen a

continuacion:

a) Respuesta tipo I (Solucion por descomposicién de la unidad de orden superior):

El estudiante completa la tabla dada, mostrando de manera detallada y discriminada
todas las agrupaciones necesarias para generar la cifra de segundo orden (el uno de

la columna “cajas”).
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b)

Carretillas

o
Figura 13. Solucion por descomposicion de la unidad de orden superior.

Ante una solucion como la presentada en la figura 13, puede inferirse que el
estudiante conoce Yy aplica las reglas de agrupacion para la generacion de numerales
en base 3, y que, realiza una descomposicion de la unidad de segundo orden

explicitando todos las agrupaciones necesarios (de bolsas y peras) para la existencia
de dicha unidad.

Respuesta tipo 1. (Solucion por agrupamiento total): Se espera que el estudiante

complete la tabla dada mostrando todos los agrupamientos necesarios para generar
la cifra del segundo orden a través de un Unico dibujo en la columna “cajas”
(Figura 14).

carretillas Bolsas Peras

o0 1 o o

Figura 14. Solucion por agrupamiento total.

Tanto la solucion por agrupamiento total como la solucion por descomposicion de

la unidad de orden superior, mostrarian el conocimiento y aplicacién de las reglas

de agrupacion por parte del estudiante. Sin embargo, existe aqui por lo menos una

diferencia: mientras que en la primera solucién, el estudiante realiza una
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d)

descomposicion explicita y ordenada de las bolsas y peras para justificar la
existencia de la unidad de segundo orden; en segunda solucién, por agrupamiento
total, la caja contiene y explicita todas las unidades de orden inferior necesarias para
la composicion de la unidad de segundo orden en un todo compacto representado en
el dibujo de la columna “cajas” y en el que las columnas “bolsas” y “peras” se
encuentran vacias (figura 14). Entonces, dada la naturaleza del dibujo, la entrevista
giraré en torno a caracterizar la manera en que los estudiantes interpretan la usencia
de dibujo alguno en las columnas “bolsas” y “peras” y en el detallar si en dicha
interpretacion emerge una concepcién de cero como cardinal o cero como

posicional.

Respuesta tipo I11. (Solucién por agrupacion no evidente): El estudiante completa

la tabla mostrando, aparentemente que, los nimeros escritos en la tabla representan
cardinales, y por ende los simbolos “0100” significan dibujar tantos elementos

como el simbolo de cada columna indica. (figura 15)

carretillas Bolsas Peras

o 1 o o

Figura 15. Solucion por agrupamiento no evidente.

Se ha utilizado en el parrafo anterior la expresion “aparentemente qué”, ya que, el
no dibujar alguna pera o bolsa dentro de la caja no implica que el estudiante
reconozca que ésta sea producto del agrupamiento exacto de nueve peras en tres
bolsas y de tres bolsas en una caja. Asi, la diferencia entre una solucion por
reagrupamiento total y una solucion por agrupamiento no evidente radica en cuan

explicitos son las agrupaciones necesarias que dan origen a la caja.

Respuesta tipo 1V.(Solucion por agrupacion no consecuente): Aqui el estudiante

completa la tabla dada, mostrando algunos de los agrupamientos necesarios para

generar la cifra de segundo orden (el uno de la columna “cajas”).
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Carretillas

Bolsas

Peras

L))

1

L)

Figura 16. Solucion por agrupamiento no consecuente.

Ante una solucién como la presentada en la figura 16, puede inferirse que el estudiante
utiliza el dibujo como una manera para recordar las reglas de agrupacion de la base.
Aunque en este tipo parcial de solucion las agrupaciones dibujadas no corresponden a la
cantidad total de peras necesarias para generar la caja, se evidencia por lo menos un

esfuerzo del estudiante por hacer explicita la naturaleza de los dos ceros posicionales como

ausencia de peras y bolsas como producto de algin(as) agrupaciones exactas.

Una vez aplicada la actividad anteriormente descrita se procede a la seleccion de una
muestra de la poblacién para la aplicacion de la guia de entrevista (ver tabla 10) cuya

dindmica de desarrollo esta orientada en base a respuestas obtenidas durante el momento

de registro.
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Tabla 10

Guia de entrevista situacion 3

GUIA DE ENTREVISTA

En el desarrollo de esta situacion se pueden presentar tres posibles soluciones:

Solucidn por descomposiciéon de la unidad de orden superior
carretillas cajas bolsas peras

o 1 o o
Fig. 1. Solucion por descomposicion de la unidad de orden superior

Preguntas

i. ¢Me podrias explicar el dibujo que hiciste?

ii. ¢Por qué has dibujado nueve peras si el nimero escrito [en la columna “peras”] es 0?
iii. ¢Por qué has dibujado tres bolsas si el nimero escrito [en la columna “bolsas™] es 0?
iv. Entonces, ¢qué significa el cero de la columna de las carretillas?

v. ¢Qué diferencia encuentras entre el cero de la columna “carretillas” y el cero de la columna “bolsas” [0 la
columna “peras’]?

Solucién por agrupamiento total
Carretillas

bolsas peras

(0] 1 (0] (0
Fig. 2. Solucion por agrupacion total.

Preguntas
i ¢Me podrias explicar el dibujo que hiciste?
ii. ¢Por qué no has dibujado algo en la columna “peras”?
iii. Entonces, ¢como es posible tener una caja si no hay peras ni bolsas?
iv. ¢ Qué significa el cero de la columna de las carretillas?

V. ¢ Qué diferencia encuentras entre el cero de la columna “carretillas” y el cero de la columna “bolsas”
[0 la columna “peras”]?
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Solucidon por agrupaciones no consecuente
carretillas cajas bolsas

(0] 1
Fig. 3. Solucion por agrupaciones no consecuente.

Preguntas
i ¢Me podrias explicar el dibujo que hiciste?
ii. ¢Por qué has dibujado tres peras si el nimero escrito [en la columna “peras”] es 0?
iii. ¢Por qué has dibujado tres bolsas si el nimero escrito [en la columna “bolsas”] es 0?
iv. Entonces, ¢qué significa el cero de la columna de las carretillas?
V. ¢ Qué diferencia encuentras entre el cero de la columna “carretillas” y el cero de la columna “bolsas”
[0 la columna “peras”]?

3.1.2 Poblacion y Muestra

La poblacion seleccionada para la realizacion de la investigacion corresponde a los
estudiantes de primero y segundo grado con edades entre 6 y 8 afios de la institucion
educativa Leonardo Da Vinci. Teniendo en cuenta los contenidos tratados en cada uno de
estos niveles (ver capitulo 1), se toma la decision de aplicar a la poblacion de prima, los
instrumentos en relacion al cero cardinal y de manera paralela, al grupo de estudiantes de

seconda, aquellos instrumentos con respecto al cero posicional.

Ahora bien, por las caracteristicas de los instrumentos construidos y por la complejidad de
andlisis de la informacién que brinda cada uno de ellos, se realiza una seleccion de 114
estudiantes de la seccion prima y una muestra de 25 estudiantes de la seccion seconda,
teniendo en cuenta que, el instrumento construido para el cero posicional brinda una carga

mas dispendiosa de informacion para el posterior andlisis de la misma.

Se aclara, de igual manera, que en momentos posteriores a la aplicacion del primer
instrumento, en cada una de los dos casos (cero cardinal y posicional), se realizé la

seleccion de una segunda muestra de acuerdo a las respuestas dadas por los estudiantes, a la
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cual se aplicara las guias de entrevista (en el caso del cero posicional), segun el caso que

corresponda.

3.1.3 Cualificacion del Instrumento

Cada uno de los instrumentos descritos con anterioridad fue el resultado de un proceso de

filtracion, en el cual se determina de manera general las siguientes etapas:

- Un estudio detallado del marco metodoldgico y del curriculo de la institucion, con
el fin de encontrar componentes, procesos Yy elementos necesarios para la
determinacion de las caracteristicas de los dos ceros (cardinal y posicional), en cada

uno de los niveles.

- Construcciones de instrumentos y una posterior prueba piloto con un grupo de
estudiantes, con la finalidad de observar la pertinencia del instrumento en el campo

de estudio y la poblacion seleccionada.

- La cualificacién de los instrumentos finales por parte de un experto en el campo de
la tematica, cuyos trabajos se han dirigido al cero y sus concepciones en nifios de

edad preescolar y el estudio didactico del cero en el aula de clase.

A partir de lo anterior, se buscé encontrar un conjunto de situaciones acordes a las
intenciones que se quieren observar, e intentar dar respuesta a los interrogantes planteados
en la investigacion, es decir un conjunto de situaciones fiables que ofrezcan informacién

adecuada para lograr el objetivo de esta actividad investigativa.
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3.2 METODOLOGIA DE ANALISIS

Con en el fin de construir una base solida que permita sustentar y cualificar las
concepciones caracterizadas de los estudiantes acerca del cero cardinal y del cero
posicional, se presenta a continuacion una descripcion general del método utilizado para el
andlisis de los datos recolectados a través de las situaciones descritas con anterioridad (\Ver
apartado 3.1.1.).

Determinar, a partir de los elementos teoricos (didacticos y matemaéticos) de los

instrumentos disefiados, categorias generales basadas en los procesos involucrados

en la interpretacion y uso del cero cardinal y el cero posicional.

- Establecer un conjunto de categorias teodricas de analisis, basadas en los tipos de

respuestas que se esperaban de los estudiantes.

- Definir sub-categorias emergentes de andlisis para aquellas respuestas que no
pudieran ser clasificadas dentro de las categorias establecidas con anterioridad.

- ldentificar y categorizar las respuestas dadas de los estudiantes a partir de las

categorias y sub- categorias encontradas.

En términos generales, la aplicacion de los instrumentos y el analisis de los datos
recolectados se realizé en dos momentos: el primero, que se denomina de registro, en el
cual se recolect6 y analizd la informacion escrita; y el segundo, que se denomina de
entrevistas, las cuales se realizaron de acuerdo a las respuestas dadas por los estudiantes en

los registros escritos.

A continuacion, se realiza una descripcion detallada del método de analisis usado en la
caracterizacion de los dos objetos matematicos involucrados en este trabajo (cero cardinal

y cero posicional).
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3.2.1 Metodologia de analisis cero cardinal

Para la caracterizacion de las concepciones de los estudiantes en cuanto al cero cardinal se
refiere, se partio inicialmente del andlisis de las respuestas obtenidas de la situacion 1.Esta
situacion fue desarrollada por una muestra de 114 estudiantes pertenecientes a las cinco

secciones de prima elementare del colegio italiano.

El planteamiento tedrico de la primera situacion se fundamento en la identificacion de por
lo menos dos tipos de tareas distintas e inversas, involucradas al determinar el cardinal de
una coleccion. Tareas con las cuales se definieron dos procesos generales en la

interpretacion y uso del cero cardinal:

i) La cardinalizacion de lo representado: son aquellas tareas que requieren de la

determinacion de la cantidad total de elementos pertenecientes a una coleccion

(vacia o no) dada.

i) Representar lo _determinado por un cardinal dado: son aquellas tareas que

requieren representar los elementos correspondientes a una coleccion (vacia o

no) cuyo cardinal se propone.

Por tanto, siendo consecuentes con los procesos generales establecidos, durante el
desarrollo de la situacion 1, los estudiantes tendrian que desarrollar una actividad que, por
una parte (la A) les pediria determinar el cardinal de una coleccion vacia de elementos
representado en un diagrama de Venn (la cardinalizacion de lo representado); y por otra
parte (la B), dibujar los elementos correspondientes en un diagrama vacio que posee una
etiqueta con el cardinal O (representar lo determinado por una cardinal dado).

Aplicada y desarrollada la situacion 1 por la muestra seleccionada, se encontrd que, gran
parte de las respuestas de los estudiantes se correspondian con el tipo de respuestas
esperadas durante el disefio de la actividad al efectuar la cardinalizacion de lo representado;

sin embargo, se encontrd un pequefio porcentaje de sujetos (3 nifios) cuyas respuestas no
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era posible clasificar dentro de los tipos de respuestas definidas. Por tal motivo, se definid

un nuevo tipo de respuesta que se denomind respuesta 1V.

La respuesta de tipo IV, corresponde a aquellos estudiantes que han inventado elementos
para el diagrama vacio de la parte A, pero que por algun motivo han cambiado su respuesta

y han optado por borrar.

En cuanto a la tarea de representar lo determinado por un cardinal dado se refiere, y como
estaba previsto, un gran porcentaje de estudiantes (93,27%) reconoce la representacion “0”
y asocian esta representacion a la accion de no dibujar algun elemento en el diagrama que

representa el conjunto vacio de la parte B.

Sin embargo, pese a que los datos de la parte B se corroboraban positivamente, no sucedia
lo mismo en la tarea de cardinalizacién de lo representado, donde los datos mostraban una
alta tendencia de los nifios (67.5 %) a inventar elementos para el diagrama para después
determinar su cardinal. Este fendmeno dificulté una identificacion y caracterizacion de
concepciones validas y sustentables de los nifios acerca del cero cardinal y volcé la
atencion de los investigadores sobre el instrumento implementado para la recoleccién de los

datos.

Un estudio detallado de la situacién 1 puso en evidencia la ausencia total de un contexto de
uso significativo del namero cero. Cierto es que, una tarea habitual para los nifios, al crear,
hacer o definir conjuntos es: dada una coleccion finita de objetos (que conforman un
universo), seleccionar algunos (o todos) de estos con base en una cierta caracteristica que
permite agruparlos y diferenciarlos de los deméas objetos que la componen. Dicha
caracteristica es, por lo general, cualitativa y corresponde a la definicion por compresion

del conjunto. Esta tarea precede incluso a la cardinalizacion.

De esta manera, es posible relacionar a cada conjunto dos caracteristicas: una cualitativa,
correspondiente a su definicion por compresion; y otra cuantitativa correspondiente a su
cardinal. Por lo tanto, en cuanto al diagrama vacio de la parte A se refiere, se tiene que,
reconocer que no “hay nada” o que “no hay ninguno” en la coleccion y asociarlo con el

cardinal 0, no es suficiente ni equivalente a reconocer que “no hay nada de un algo” en el
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mismo. Es por esto que el contexto juega un papel importante en la compresion del cero

cardinal.

Teniendo en cuenta los aciertos y desaciertos del primer instrumento y la validez parcial
que podrian tener los resultados basados en este, se elabord un segundo instrumento de

recoleccion, la situacion 2, que:

- estuviera enmarcado en por lo menos uno de los contexto de la utilizacion de los

ndmeros,

- se enmarcara en los procesos de interpretacion de cero cardinal definidos,

-y que, permitiera complementar el grupo de categorias de analisis al interior de los

procesos de interpretacion propuestos.

La necesidad de disefiar un nuevo instrumento consecuente con las tres premisas
planteadas, llevd a determinar que el contexto propicio era una combinacion entre el

contexto de conteo y el contexto cardinal; vista su estrecha relacion.

Con respecto a los procesos de interpretacion de cero, se decidi6 profundizar en el proceso
de cardinalizacion de lo representado, ya que se aceptan los resultados de la investigacién
desarrollada por D’Amore (2009), la cual es concluyente al afirmar que, “ya desde edad
pre-escolar una gran mayoria de nifios conoce la representacion “0” de cero y sabe

asociarlo a “nada’ o “ninguno”, o como la ausencia de accion o de objetos” (p. 86).

Para complementar el grupo de respuestas esperadas de la situacion 2, se retomaron el tipo
de respuestas | y Il del instrumento anterior y se elimind la posibilidad de obtener las
respuestas de tipo 11y IV (la invencion de elementos para la coleccion vacia) a través de la
inclusion de un contexto especifico de uso y significacion de cero cardinal y una definicion
clara, por extension y compresion, de los conjuntos vacios cuyo cardinal deberia ser
determinado. Ademas de contemplar nuevamente la posibilidad de obtener respuestas

emergentes.
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Finalmente, se decidio trabajar con una muestra mas pequefia de doce estudiantes,
realizando una seleccion al azar de tres estudiantes de cada uno de los tipos de respuestas
de la situacion 1.

Implementada la situacion 2, se encontr6 que, gran parte de las respuestas de los estudiantes
se correspondian con el tipo de respuestas presupuestadas en el disefio del instrumento;
pero nuevamente, hubo un grupo de tres estudiantes que combinaban simultdneamente los
tres tipos de respuesta en el desarrollo de la actividad, este tipo de proceder se denominé y

clasifico como respuesta de tipo 1V.

Aplicados los instrumentos, definidos los procesos y clasificadas las respuestas de los
estudiantes se procedié a definir categorias y sub — categorias de analisis para agrupar y
describir la actuacion de los estudiantes en el desarrollo de las actividades, comenzando por
la fase manipulativa de la situacion 2. A continuacion, se compararon las fases
manipulativas y de registro para determinar la influencia que tuvo la inclusion del contexto
especifico y la clara definicién de las colecciones vacias al efectuar la cardinalizacién de lo
representado. Y finalmente, se realizé un estudio comparativo entre las actuaciones de los
estudiantes durante el desarrollo de la parte A del primer instrumento y la fase registro del

segundo.

Como resultado del proceso de andlisis descrito en el parrafo anterior se logro identificar y
caracterizar cuatro concepciones en los estudiantes con respecto al cero cardinal: la
concepcién por omisién visual, la concepcion por compresion sin cardinalizacion, la

concepcidn completa y concepcion mixta. Las cuales se presentan a continuacion:

» Concepcién por omision visual: Son aquellos estudiantes que no reconocen la

existencia de colecciones vacias y por ende no determinan su cardinal.

» Concepcion por comprension sin cardinalizacion: Son aquellos estudiantes que,
reconocen por compresion la existencia de colecciones vacias, pero asocia su
cardinal, no con cero, sino con expresiones del lenguaje habitual equivalentes como

nada o ninguno.
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» Concepcion completa: Son aquellos estudiantes que, determinan el cardinal de
cualquier coleccion vacia con el numero cero, e inversamente, interpretan al namero

cero como el cardinal de toda coleccion vacia.

» Concepcién mixta: Son aquellos estudiantes que son esporadicos al cardinar
colecciones vacias. Asi, en algunas ocasiones utilizan el cardinal cero, en otras
términos sociales como nada o ninguno, u, omiten la existencia de la coleccion tanto

cualitativa como cuantitativamente.

La manera detalla en la que se definen estas cuatro concepciones, a partir de las soluciones
dadas por los estudiantes a los instrumentos de recoleccion construidos, se especificaran

durante el andlisis de los datos.

3.2.2 Metodologia de analisis cero posicional

Para la caracterizacion de las concepciones de los estudiantes en cuanto al cero posicional
se refiere, se determinaron y se identificaron dos momentos, el momento de registro y el

momento de entrevista. Los cuales se describen a continuacion:

3.2.2.1 Momento de registro.

En relacién con el andlisis de la informacion del cero posicional fue necesario categorizar
los datos recolectados bajo los tipos de respuestas presupuestadas y descritas en apartado
3.1.1, con la finalidad de observar la argumentacion grafica de cada uno de los estudiantes e
identificar posibles respuestas que no pudieran ser clasificadas. De igual forma, el registro
escrito mostro una tendencia de los estudiantes en usar (0 no) los procesos de composicion
y descomposicién, con la finalidad de justificar la existencia de cada uno de los ceros
presentes en la tabla de agrupaciones, lo que conlleva a observar la importancia de estos

procesos en la explicacion de las cifras de un nimero dado.

Al observar las respuestas obtenidas en el momento de registro y teniendo como referente

para el analisis aquellos estudiantes que de manera grafica realizaban (o no) los procesos de
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componer y descomponer para la justificacion de la existencia del cero, se lograron
caracterizar tres concepciones del cero posicional: la concepcion global, la concepcion

parcial y la concepcién nula. Las cuales se presentan a continuacion:

» Concepcién global del cero posicional: el estudiante reconoce y argumenta a
través de agrupaciones (composicion) la existencia de cada uno de los ceros vy
considera que estos representan el cardinal del conjunto complemento de los

elementos de un orden dado (unidades, decenas, centenas).

» Concepcidn parcial del cero posicional: entendiendo esta como, la capacidad que
el estudiante tiene tan solo de comprender al cero como el cardinal de cada
posicion, es decir, no se ve en la necesidad de realizar agrupaciones para realizar su
argumentacion en referencia a la existencia de los ceros en las diversas posiciones y
simplemente realiza un proceso de “representar lo determinado por un cardinal
dado” sin hacer énfasis en el cardinal del conjunto complemento, pero que de

alguna forma identifican la naturaleza u objetos en cada una de las posiciones.

» Concepcidn nula del cero posicional: el nifio simplemente realiza un el proceso de
representar el cardinal, pero sin embargo no respetar las posiciones y de la misma
manera no encuentran diferencia alguna entre la naturaleza de los conjuntos en cada
una de las posiciones, es decir, considera que sin importar la posicion del cero, éste

representa siempre el mismo conjunto vacio.

De esta manera la actividad de registro permitio establecer categorias de analisis basadas en
los procesos de composicion y descomposicion, que posteriormente se complementaron en

el momento de la entrevista como se describe a continuacion.

14 . . . . ,
Se considera como conjunto complemento al conjunto de las unidades que sobran en cada orden después
de realizar las agrupaciones necesarias y suficientes.
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3.2.2.2 Momento de entrevistas.

Después de establecer las categorias de analisis y reconociendo que el momento de registro
no ofrece la informacidn necesaria para realizar la categorizacion de las respuestas, se ve la

necesidad de realizar entrevistas individuales.

Para tal finalidad, se realiz6 una seleccion al azar de dos estudiantes por cada tipo de
respuesta a los cuales se les realizo la guia de entrevista (ver tabla 9), con la intencién de
indagar si el estudiante comprendia el valor posicion del cero en el sistema posicional a

través de preguntas que lo interrogaban en referencia a este valor.

Las transcripciones de los videos realizados dieron informacion adicional, mostrando que
los estudiantes que logran explicar el valor de posicion del cero, se ven en la necesidad de
realizar los procesos de composicion y descomposicion a través de las reglas que se
establecieron en la situacion. Dichas transcripciones, ademas de ofrecer este tipo de
informacion, ofrecieron elementos suficientes para la realizacién de las conclusiones del
analisis, como también ser elementos de apoyo para las justificaciones y argumentaciones

a cada una de las afirmaciones que se realizan en la parte de analisis del trabajo.

Cabe resaltar que cada uno de los registros escritos se categorizd y se analiz6 de acuerdo al
tipo de respuesta prevista, dando una idea de las posibles concepciones (global, parcial o

nula) que se tenia del cero.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se presenta el andlisis de la informacion obtenida en las dos etapas de la
investigacion (cero cardinal y cero posicional). Cabe aclarar que, durante la etapa del cero
cardinal se desglosa en dos momentos (situacion 1 y situacion 2) de acuerdo a las
actividades descritas en el capitulo 3, donde las respuestas de los estudiantes se analizan
bajo las categorias y sub-categorias anteriormente nombradas. De manera analoga, se
realiza el analisis de la etapa del cero posicional, la cual se determina en dos momentos,
uno de registro y otro de entrevista, los cuales dieron informacion importante en relacion
con la caracterizacién del cero en un sistema posicional. De esta manera a continuacion se
presenta el proceso de andlisis de los datos recolectados a partir de los instrumentos

desarrollados.

4.1 Analisis de resultados. Situaciones de Cero Cardinal

Se presentan a continuacion el analisis de los datos recolectados que permitid la
identificacion y caracterizacion de las cuatro concepciones de los estudiantes en cuanto al
cero cardinal se refiere. Con respecto a la situacion 1, se define y analiza la informacion
recolectada definiendo dos categorias generales de andlisis basadas en el tipo de tarea
propuesta a los estudiantes y el tipo de respuestas esperadas y emergentes obtenidas. Hecho
esto, con la informacion de la situacion 2, se profundiza en una de las categorias generales
establecidas y al interior de esta se definen cuatro sub-categorias de analisis. Finalmente, se
presenta un estudio comparativo entre las actuaciones de los estudiantes durante el

desarrollo del primer instrumento (parte A) y el segundo.

Como primer elemento del analisis de datos se establece que, existen por lo menos dos
tipos de tareas distintas e inversas, involucradas en la cardinalizacion de colecciones.
Tareas con la cuales se definen a continuacion, dos categorias generales de analisis en la
interpretacion y uso del cero cardinal:
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i) Cardinalizacion de lo representado: esta categoria sera aplicada a

tareas que requieran de la cardinalizacion de una coleccidn, es decir,
tareas en las cuales los estudiantes deban determinar la cantidad

total de elementos pertenecientes a un conjunto dado.

i) Representar lo determinado por un cardinal dado: esta categoria

sera aplicada a tareas que requieran representar los elementos

correspondientes a un conjunto cuyo cardinal haya sido propuesto.

4.1.1 Analisis de la Situacion 1. Parte A

La parte A de la situacion 1, requeria la cardinalizacion de cuatro colecciones, donde una
de ellas era vacia; es decir, la tarea dada correspondia a la cardinalizacion de lo
representado. Las respuestas de los estudiantes fueron clasificadas en cuatro tipos (tres

esperadas y una emergente) a saber:

Respuesta tipo I: la omision de la escritura del nimero 0 en la etiqueta del

conjunto.
Respuesta tipo I1: la escritura del nimero 0 en la etiqueta de conjunto.

Respuesta tipo I11: la definicion y respectiva cardinalizacién de un conjunto no

vacio, dibujando algunos elementos en el diagrama.

Respuesta tipo 1V: la invencion de elementos para el diagrama, pero el posterior

cambio de respuesta a una de tipo I o .

Desarrollada la actividad por 114 estudiantes de las cinco secciones de prima elementare, se

tiene que:
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Tabla 11

Numero de sujetos y tipo de respuesta dada a la parte A de la situacion 1.

Respuestas

VS, CUrSos TIPO | TIPO 11 TIPO I TIPO IV
1°A 0 1 24 0
1°B 0 4 18 0
1°C 4 3 14 2(T. 1)
1°D 2 2 17 1(T. 1)
1°FE 7 11 4 0

Tabla 12

Porcentaje de sujetos y tipo de respuesta dada a la parte A de la situacion 1.

Respuestas
TIPO I TIPO 11 TIPO I TIPO IV
VS. Cursos
1°A 0% 4% 96% 0%
1°B 0% 18.2% 81.2% 0%
1°C 17.4% 13% 60.8% 8.7% (T.I)
1°D 9.1% 9.1% 77.2% 4.5 % (T. 11)
1°E 31.8% 50% 18.2% 0%
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50,0%
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Figura 17. Resultados globales del curso 1°, parte A de la situacion 1.
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De la informacidn presente en las tablas 11y 12, y la figura 17 se observa que:

- Las repuestas emergentes de tipo 1V, solo estan presentes en dos de los cursos y el
nimero de estudiantes que proceden de esta manera es bajo: 3 estudiantes,

correspondientes al 2,6 % del total de la muestra.

En la columna correspondiente a las respuestas de tipo IV, se aclara el
comportamiento de estos nifios; asi por ejemplo, “2 (T. I)” corresponde a dos
estudiantes del curso 1° C que han borrado los dibujos que han hecho y
adicionalmente han dejado la etiqueta del conjunto vacia; mientras que, “/ (7. II)”
corresponde a un estudiante del curso 1° D que ha borrado y ha escrito en la etiqueta

el nimero 0.

- A excepcion del grupo de 1° E, los datos muestran que, hay una alta tendencia de
los estudiantes a inventar elementos para el diagrama que representa la coleccion
vacia, esto es: el 96% de 1° A, el 81.2% de 1° B., el 60.8% de 1° C., y el 77.2% de
1°D.

Dicha tendencia podria explicarse teniendo en cuenta que, el diagrama vacio es la
ultima coleccion que se debe efectuar una cardinalizacion, por ende esta podria
interpretarse como un espacio para la invencion de una coleccion no vacia. Sin
embargo, no se tienen las evidencias suficientes para sustentar lo anteriormente

afirmado™®.

> Una manera usual de organizar el trabajo durante las clases de matematicas consiste en la presentacion
de un contenido especifico, el ejercicio prdctico desarrollado alrededor del contenido presentado y por
ultimo la invencion de ejercicios y ejemplos relacionados. Es usual en este tipo de organizacién que la
presentacion y el ejercicio prdctico sea desarrollada por el docente; mientras que, la invencidon este a cargo
de los estudiantes. Es posible entonces, que la tendencia a inventar elementos en el diagrama que
representa la coleccién vacia este influencia por esta forma de organizacion de la clase. En tal caso seria
necesario establecer si los estudiantes responden de esta manera influenciados por una clausula en el
contrato didactico establecido.
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- Mas de los cuatro quintos de la muestra, el 81,6% de los estudiantes, con la cual fue

implementado el instrumento proceden de una manera distinta a la de escribir 0 en

la etiqueta en el diagrama que representaba la coleccion vacia.

4.1.2 Analisis de la Situacion 1. Parte B

La parte B de la situacion 1, requeria por parte de los estudiantes dibujar los elementos
correspondientes a cuatro conjuntos con un cierto cardinal propuesto, donde uno de ellos

era precisamente el numero 0.

Tal y como estaba previsto y como lo respalda las respuestas dadas por una muestra de 111
estudiantes, un gran porcentaje de estudiantes, el 93,27%, reconoce la representacion 0 y
asocian esta representacion a la accion de no dibujar algun elemento en el diagrama que

representa el conjunto vacio, como muestra la informacion registrada en las tablas 13 y 14.

Tabla 13

NuUmero y porcentaje de estudiantes, por clase, que no dibujan algo en el conjunto

vacio etiquetado “0” de la parte B.

RESPUESTAS VS. . PORCENTAJE DE
NUMERO DE SUJETOS
CURSOS SUJETOS

1°A 25 96.15%
1°B 22 91.6%
1°C 22 95.6%
1°D 20 91%

1°E 22 91.6%
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Tabla 14

NuUmero y porcentaje de estudiantes de primero de primaria que no dibujan algo en el

conjunto de la parte B.

RESPUESTAS VS. . PORCENTAJE DE
NUMERO DE SUJETOS
CURSOS SUJETOS
1° 111 93.27%

La diferencia de tres estudiantes con respecto a la muestra de la parte A y la parte B de la

misma, corresponde a aquellos nifios que no completaron la actividad®.

Si bien los datos disponibles muestran que, cuando la representacién dada de cero es el
digito 0, los estudiantes no presentan mayor dificultad en determinar lo representado por
un cardinal dado, este resultado es de caracter parcial, dado que no hay una evidencia clara
de que este nimero esté siendo interpretado como el cardinal de por lo menos un conjunto

vacio.

La revision de algunas de las soluciones dadas, muestra que, el 93.27% de los estudiantes

que completaron los tres conjuntos no vacios los definian por extension, dibujando tantos
elementos como el cardinal les indicaba. No6tese que no es posible actuar de esta manera
cuando se trata de representar una coleccion cuyo cardinal es cero. Por lo tanto, cuando se
pretende representar un conjunto vacio, no es suficiente el no dibujar algo en el diagrama,
sino que ademas es necesario explicitar como se le ha definido, y la Gnica via para hacerlo

es por compresion.

Teniendo en cuenta lo anterior y aunque se aclar6 que en el desarrollo de esta investigacion
no se profundiza en tareas que requieran representar colecciones vacias; se aceptan y
respaldan los resultados de la investigacion de D’Amore y Fandifio (2009), se diferencia
entre dos posibles actuaciones de los estudiantes ante este tipo de tarea, que podrian ser

utilizados en investigaciones posteriores como sub-categorias de analisis:

16 . . . , P . . ,
Se considerd que un estudiante no habia completado la actividad cuando no dibujaba algin elemento en
ninguna de las tres colecciones no vacias.
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1° sub-categoria

“nada” 0 “ninguno”: son aquellos estudiantes que asocian la
palabra cero o su representacion como cifra 0, con las palabras
como nada o ninguno sin explicitar por compresion la coleccion

cuyo cardinal se esta determinando.
2° sub-categoria

“nada de algo”: son aquellos estudiantes que asocian la palabra
cero 0 su representacion como cifra 0, con las palabras nada o
ninguno explicitando por compresion la coleccion cuyo cardinal se

esta determinando.

Sosteniendo entonces que, la diferencia entre las dos sub-categorias planteadas esta
determinada por la especificidad en la definicion por compresion dada por el sujeto del

conjunto cuyo cardinal es 0.

La implementacion de la situacion 1 y el analisis los datos aqui presentados permiten
afirmar entonces que, si bien los estudiantes conocen y reconocen la representacion 0 y
asocian a esta la accion de no dibujar algin elemento en el diagrama, no sucede lo mismo
cuando la tarea requerida es inversa, es decir, cuando se les propone asignar el cardinal cero

a un conjunto vacio dado.

4.1.3 Analisis de la Situacion 2

Como se aclaré con anterioridad, vista la alta tendencia de los estudiantes a inventar
elementos para el diagrama vacio durante el desarrollo de la parte A de la situacion 1, se
disefi6 una nueva situacién que eliminara esta posibilidad, para de esta manera identificar y
caracterizar la concepcidn de cero que tienen los estudiantes al solicitarles determinar el

cardinal de un conjunto vacio de elementos de una naturaleza definida. Es por esto que, la
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situacion 2, asi como su analisis, pertenecen a la categoria de la cardinalizaciéon de lo

representado.

Para establecer un grupo de sub-categorias solidas de analisis, se retomaron el tipo de
respuestas | y Il del instrumento anterior, se incluyé un nuevo tipo y del trabajo de

estudiantes emergio otro tipo adicional.

Finalmente, se decidié reducir la muestra a doce estudiantes®’, realizando una seleccién
aleatoria de tres estudiantes de cada uno de los primeros tres tipos de respuestas y los tres

estudiantes del tipo de respuesta IV de la situacién 1.

4.1.3.1 Analisis de la fase manipulativa (Momento 1).

Derivado de las posibles respuestas presupuestadas por los investigadores; y por otra parte,
las respuestas emergentes del trabajo de los estudiantes en el desarrollo de la fase

manipulativa de la situacion 2, se definen a continuacion cuatro sub-categorias de andlisis:
1° sub-categoria

Omision: Esta categoria es aplicada a aquellos estudiantes que, ante
un conjunto vacio de elementos lo omiten completamente, tanto

cuantitativa como cualitativamente.
2° sub-categoria

Comprension sin cardinalizacion: Esta categoria es aplicada a
aquellos estudiantes que, ante un conjunto vacio de elementos
reconocen su existencia por comprension pero no asocian Ssu

cardinal con cero.

17 . . . .z . . .
Es importante resaltar que, los doce estudiantes que desarrollaron la situacion 2, no dibujaron algin
elementos en la coleccién vacia, de la parte B, la situacion 1.
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3° sub-categoria:

Cardinalizacion completa: Esta categoria es aplicada a aquellos
estudiantes que, ante un conjunto vacio de elementos reconocen su

existencia por comprension y a este asocian el cardinal 0.

4° sub-categoria:

Actuacion mixta: Esta categoria es aplicada a aquellos estudiantes
que, ante un conjunto vacio de elementos procede en ocasiones por

omision, por compresion o por cardinacién completa.

Se presentan a continuacion segmentos de la dindmica desarrollada entre el
investigador (entrevistador) y los estudiantes de la segunda muestra para ejemplificar
las categorias expuestas; se centra la atencion en las ocasiones cuando fueron

presentadas las colecciones vacias de lapices, borradores o tijeras'®.
4.1.3.1.1 Omision (cualitativa y cuantitativa)

En esta categoria fueron clasificados cinco estudiantes (Es, Es, Es, E7 ¥y E12). Se

reporta a continuacion la conversacion del investigador con cuatro de ellos:
Primer estudiante: Este realizé el conteo por observacion.

[Investigador]: ¢ Cuantos hay? (tercera ocasién)

[Estudiante 3]: hay [pausa para observar y contar] tres tijeras y cinco lapices.
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (cuarta ocasion)

[E3]: dos lapices.

[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (quinta ocasion)

[E3]: hay dos tijeras y tres borradores.

18 .. . . , . . .
Adicional a las transcripciones aqui presentadas se dispone de los videos de cada uno de los estudiantes
desarrollando la situacion.

~ 98 ~



Segundo estudiante:
[1]: ¢Cuantos hay? (tercera ocasion)

[E4]: [Sefialando con la mano el espacio donde se agrupan los lapices y afirma] cinco
lapices, [desplaza la mano hacia las tijeras y afirma] tres tijeras [permanece en

silencio y retira la mano].
[1]: ok. ¢Y ahora [cuéntos hay]? (cuarta ocasion)

[E4]: [desplaza la mano hacia los l&pices y afirma] dos lapices [permanece en silencio

y retira la mano].

Mientras el entrevistador procede a reorganizar los conjuntos para el tltimo intento el
estudiante se apresura, consciente de su tarea, y afirma antes de que se pregunte,

apuntando nuevamente con su mano hacia los conjunto que observa
[E4]: dos tijeras y tres borradores.

Finalmente, retira nuevamente para indicar que ha finalizado.
Tercer estudiante:

Durante las dos primeras ocasiones el estudiante ha tocado con el dedo indice los elementos

de cada uno de los conjuntos para enumerarlos y asi poder determinar su cardinal.

[1]: ¢Cuantos hay? (tercera ocasion: en esta ocasion el investigador a dispuesto seis

lapices y una par de tijeras)

[Es]: [tocando los elementos que observa afirma, respectivamente] seis lapices y unas

tijeras.

[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (cuarta ocasion)

[Es]: [sin tocar los elementos afirma] dos lapices.

[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (quinta ocasion: en esta ocasion el investigador a

dispuesto tres lapices y tres tijeras)
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[Es]: [nuevamente tocando los elementos dice] tres lapices y tres tijeras.
Dada esta Ultima respuesta el investigador retira todo de la mesa y se escucha afirmar

[Es]: ahora nada [deslizando la mano sobre la mesa de izquierda a derecha].

Cuarto estudiante:

Durante las dos primeras ocasiones el estudiante ha realizado el conteo de los elementos
por observacion y cada vez que quiere referirse a una coleccion en particular sefiala con la

mano la posicion que ocupa esta sobre la mesa.
[1]: ¢Cuantos hay? (tercera ocasion)

[E-]: cinco lapices y tres tijeras.

[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (cuarta ocasion)
[E-]: dos lapices.

Mientras el entrevistador procede a reorganizar los conjuntos para el Gltimo intento y

la mesa estd vacia murmura

[1]: entonces ...

A lo cual el estudiante se apresura a afirmar

[E7]: inadal

La organizacién de los elemento por parte del investigador prosigue
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (quinta ocasion)

[E-]: tres borradores y dos tijeras.

4.1.3.1.2 Compresion sin cardinalizacién

En esta categoria fue clasificado un estudiante (E,). Este ha realizado el conteo durante las

dos primeras ocasiones por observacion.
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[1]: ¢Dime ahora cuantos hay? (tercera ocasion)

[E2]: hay [pausa para observar y contar] cinco lapices, [pausa para observar el

espacio vacio de los borradores] borradores [pausa] ninguno y las tijeras son tres.
[1]: ¢y ahora [cuéntos hay]? (cuarta ocasion)

[E2]: los lapices son dos, [nuevamente observa los espacios vacios dejados por los

elementos retirados], los borradores ninguno y las tijeras ninguno.
[1]: ¢y ahora [cuéntos hay]? (quinta ocasion)

[E2]: ahora las tijeras son tres, [pausa] los borradores son tres. jAh, no! Las tijeras son

dos; y de los lapices ninguno.
4.1.3.1.3 Cardinalizacion completa

En esta categoria fueron clasificados tres estudiantes. Al igual que el estudiante E4, los tres
estudiantes clasificados en esta categoria (Es, Eg y E11) sefialan con la mano (o con el dedo
indice) los espacios donde estan, o deberian estar, agrupados y organizados los elementos
de cada una de las colecciones para posteriormente determinar su cardinal. Se presenta aqui
solamente una de las conversaciones sostenidas, ya que el desarrollo por parte de los tres

estudiantes fue similar:
[1]: ok, tercer vez ¢cuantos hay?

[Eg]: [sefialando cada uno de los lapices sucesivamente dice] uno, dos, tres, cuatro y

cinco [mueve su dedo indice hacia el espacio vacio de los borradores], cero.
[1]: ¢cinco, cero?

[Eg]: iah, no! Cinco lapices [desplazando el dedo indice para sefialarlos como un
todo] y cero borradores [sefialando el espacio vacio que les corresponde sobre la

mesa] y tres tijeras.

[1]: ok, cuarta vez.
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[Es]: dos lapices, cero borradores y cero tijeras [sefialando nuevamente los espacios

vacios dejados por los borradores y las tijeras]
[1]: quinta vez
[Eg]: eh, cero lapices, tres borradoresy tres tijeras.

En el video de este estudiante se observa claramente la manera en que utiliza sus manos
tanto para enumerar y contar los elementos correspondientes a cada una de las tres
colecciones, como para indicar también que el Gltimo numero que pronuncia corresponde al
cardinal del conjunto. Una evidencia analoga a lo anteriormente afirmado, es verificable los
videos de los estudiantes Eg y Ei;, los cuales proceden de una manera similar a la de Eg

para realizar la cardinalizacion completa.

4.1.3.1.4 Actuacion mixta

En esta categoria fueron clasificados tres estudiantes (E1, E¢ y E10).
Primer estudiante

Durante las dos primeras ocasiones el estudiante ha realizado el conteo de los elementos
por observacion y cada vez que quiere referirse a una coleccidn en particular sefiala con el

dedo indice la posicion que esta ocupa sobre la mesa.
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (tercera ocasion)

[E1]: las tijeras son tres, los borradores no hay ninguno [sefialando el espacio vacio],

y los lapices son [pausa] cinco.

[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (cuarta ocasion: en esta ocasion el investigador a

dispuesto Unicamente dos pares de tijeras sobre la mesa)

[E1]: hay dos tijeras, los borradores son cero y los lapices son cero [sefialando de

nuevo los espacios vacios, respectivamente].
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (quinta ocasion)
[E1]: las tijeras son dos, los borradores son tres y los lapices son [pausa] ninguno.
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Segundo estudiante

El estudiante ha realizado el conteo durante las dos primeras ocasiones por

observacién contando, algunas veces, un elemento menos en cada coleccion.

[1]: ¢y ahora [cuéntos hay]? (tercera ocasion)

[Es]: hay [pausa para observar y contar] cero borradores, cinco lapices y tres tijeras.
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (Cuarta ocasién)

[Es]: hay dos lapices [pausa para observar los espacios vacios] y no hay ni tijeras ni

borradores.
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (Quinta ocasion)
[Es]: No hay lapices, hay tres borradores y dos tijeras.

Notese como estos dos estudiantes han utilizado a cero para efectuar la cardinalizacion de
algunas de las colecciones durante algunas de las ocasiones; sin embargo, el hecho de no
tener elementos en algunos momentos los lleva a hacer una compresion sin cardinacion de

los mismos.
Tercer estudiante

Durante las dos primeras ocasiones el estudiante ha realizado el conteo de los elementos
por observacion y cada vez que quiere referirse a una coleccion en particular sefiala con la

mano la posicion que esta ocupa sobre la mesa.
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (tercera ocasion)

[E12]: aqui [sefialando el conjunto de lapices con su mano] hay cinco, y aqui

[sefialando el conjunto de tijeras con otra mano] tres.
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (cuarta ocasion)

[E12]: dos.

[1]: ¢dos qué?
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[E12]: dos lapices.
[1]: ¢y ahora [cuantos hay]? (quinta ocasion)
[E12]: cero lapices, tres tijeras, jno!, dos tijeras y tres borradores.

Es evidente la manera como el estudiante E;, durante la tercera y cuarta ocasion
omite los conjuntos vacios, no asi, durante la tercera oportunidad donde realiza la

cardinacion completa de la coleccion de lapices.

4.1.3.2 Analisis de la fase de registro (momento 2)

Si bien las evidencias presentadas en el apartado anterior demuestran que, hay por lo menos
cuatro maneras distintas de proceder por parte de los estudiantes ante la tarea de determinar
el cardinal de las colecciones vacias de lapices, borradores o tijeras; no sucede de igual
manera cuando la misma tarea fue efectuada con el apoyo de las tablas de registro, donde la

cardinalizacion completa fue casi una constante.

En efecto, de los doce estudiantes seleccionados para la aplicacion del segundo
instrumento, diez de ellos (el 83.4%) realizaron una cardinalizacion completa al completar
las tablas de registro. Un estudiante (E;) tuvo una actuacion mixta, al realizar la
cardinalizacién completa durante la tercera y la quinta ocasion, pero omitiendo la escritura
de cero durante la cuarta oportunidad. Mientras que, un estudiante (Es) que habia procedido

por omision durante el momento 1, reitero su actuacion en la parte escrita.

4.1.3.3 Analisis comparativo de las fases manipulativa y de registro de la

situacion 2

En los apartados anteriores se han reportado observaciones acerca de la manera oral en que

actuan los estudiantes al determinar el cardinal de algunas colecciones vacias; y ademas, de
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la forma en que proceden de manera escrita para llevar a cabo las mismas tarea.
Adicionalmente, se realizaron observaciones comparando las dos partes escritas de los
instrumentos implementados, al interior de la categoria de interpretacion del cero cardinal
definido como cardinalizacion de lo representado. Antes de caracterizar las concepciones
objeto de este trabajo, se emplea este apartado para realizar algunas observaciones

comparativas en referencia a las dos partes, oral y escrita, de la situacion 2. (Ver Tabla 14.)

En cuanto a los cinco estudiantes que proceden por omision en la parte oral, se tiene que:

- Enuno de ellos (Es) permanece esta tendencia en la parte escrita.

- Otro estudiante (E4) procede de manera mixta, demostrando efectuar la
cardinalizacién de manera completa a través de las tablas de registro de manera

esporadica.

- Los otros tres estudiantes (Es, E7, Ei2) realizaron siempre una cardinalizacion
completa en las tablas de registro. Los videos de estos nifios prueban como la parte
perceptiva visual los influencia para omitir, cualitativa y cuantitativamente, las
colecciones vacias que no observan: utilizan las manos para sefialar inicamente la

posicion ocupada sobre la mesa por las colecciones cuando estas eran no vacias.

El estudiante (E;) que habia demostrado una compresion sin cardinalizacion en la parte
oral, realiza una cardinalizacién completa en la parte escrita. Asi, es posible que este nifio
logre relacionar, por ejemplo que, el hecho de que “no tener ningun 1apiz” es equivalente al
de tener “cero lapices”; asociando de esta forma que el tener nada de algo o ninguno de un

algo significa tener cero de ese algo.

Hay tres estudiantes (Es, Eg y E11) que realizaron una cardinalizacion completa en los dos
momentos de la actividad. Es de resaltar la manera en que estos nifios utilizan las manos

para determinar el cardinal de cada una de las tres colecciones; ademas de utilizarlas para
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sefialar explicitamente y todo momento la posicion sobre la mesa ocupada por cada una de

estas aun cuando fueran vacias.

Finalmente, en cuanto a los tres estudiantes (E;, Eg, E10) que actian de manera mixta, se

tiene que:

- Uno de ellos (Eip) en la parte oral procede por omision y cardinacién completa;
mientras que, en la parte escrita procede por cardinacion completa. El video muestra
que, cuando de la parte oral se trata, el nifio actta influenciado por su parte

perceptual, lo cual lo lleva a realizar la omision.

- Dos de ellos (E; y Eg) en la parte oral proceden por compresion sin cardinalizacion
(como lo hace el estudiante E;) y cardinalizacion completa; mientras que, en la parte

escrita proceden por cardinalizacion completa.

4.1.4 Analisis comparativo de los dos instrumentos de recoleccion

Finalmente, se presenta a continuacion un andlisis comparativo entre las actuaciones de los
doce estudiantes durante el desarrollo de la parte A., del primer instrumento y la fase de
registro del segundo; estos es, una analisis final de la manera en que los estudiantes
efectuaron la cardinalizacion de lo representado durante el desarrollo de los dos

instrumentos de recoleccién.
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Tabla 15

Tabla de analisis comparativo entre los dos instrumentos de recoleccion disefiados.

Tipo de respuesta, parte

Respuestas de la parte oral

Respuesta de la

; Estudiante ) parte escrita del 2°
A., del 1° instrumento del 2° instrumento )
instrumento
o Cardinacion
=] Actuacion mixta
. completa
Tipo | —
- o o Cardinacion
(omisién de 0) E Compresion sin cardinacion
completa
E4 Omisidén Actuacion mixta
o Cardinacion
Es Omision
completa
Tipo Il . Cardinacion
L Es Actuacion mixta
(cardinacion con 0) completa
o Cardinacion
E; Omision
completa
L Cardinacion
Es Cardinacion completa
_ completa
Tipo Il S
) o Cardinacion
(inventa elementos para la (= Cardinacion completa
. _ completa
coleccion y cardina) _
L Cardinacion
Eil Cardinacion completa
completa
Es Omision Omision
Tipo IV . Cardinacion
] ) E1o Actuacion mixta
(inventa, borra y cardina completa
con 0 u omite) L Cardinacion
Ei2 Omision
completa
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De la informacion expuesta en la Tabla 15, en referencia al trabajo escrito desarrollado en

los dos instrumentos, se observa que:

- La introduccién de un contexto especifico de utilizacion del nimero y el hecho de
explicitar por compresion la coleccion que se debia cardinar llevo a siete estudiantes
(E1, E2, Es, Eo, E1o, E11 ¥ E12) a la cardinalizacion completa de las colecciones
presentadas, disminuyendo asi actuaciones como, la omision en la escritura del
cardinal, o, la tendencia a completar el diagrama que representaba la coleccion vacia

dibujando (o borrando) algun tipo de elementos en la tabla de registro.

- Tres estudiantes (Es, Es y E7) realizan una cardinalizacion completa de las
colecciones vacias en los dos instrumentos implementados pese a la carencia

absoluta de contexto en el primero de ellos.

Notese sin embargo que, dos de los estudiantes de este grupo al desarrollar la
actividad de manera visual (Es y E7) omiten la cardinalizacién ante la ausencia
visual de los elementos que definen por extension las colecciones presentadas;
mientras que, el tercer estudiantes (Eg) ante la misma ausencia procede por de

manera mixta entre la cardinalizacién completa y la compresion sin cardinalizacion.

- Un estudiante (E4), omite la cardinalizacion en el primer instrumento en la fase
manipulativa del segundo. Este mismo estudiante se muestra esporadico al
determinar el cardinal con la introduccion de un contexto especifico y la definicion

por compresion de las colecciones en la fase de registro de la situacion 2.

- Un estudiante (Es), omite la cardinalizacion en el desarrollo de ambas actividades.

- Llama la atencién el hecho que los tres estudiantes (Eg, Eg y E11) que durante la
primera actividad inventaron elementos para el diagrama vacio; efectuaran una
cardinalizacion completa, tanto de manera oral como escrita, de las colecciones
vacias de la segunda actividad. Este cambio en el proceder de los estudiantes podria

explicarse teniendo en cuenta que, en la parte A. del primer instrumento, el

~ 108 ~



diagrama que representa el conjunto vacio es el ultimo en que se les pide a los
estudiantes cardinar lo representado, por ende este podria interpretarse como un
espacio para la invencion de una coleccion no vacia por extension; mientras que, la
especificidad en la definicion por compresion de las colecciones presentadas en el

segundo instrumento eliminaba la opcion a dicha interpretacion.

4.1.5Caracterizacion de las concepciones de los estudiantes de prima
elementare con respecto al cero cardinal.

En los apartados precedentes de este analisis se ha detallado la manera en que han sido
identificadas las concepciones de los estudiantes acerca del cero cardinal a través de la
definicién de los procesos generales de interpretacion de este nimero, la implementacion
de los instrumentos de recoleccion de datos y las categorias y sub-categorias de analisis
definidas a partir del desarrollo de los estudiantes de los instrumentos propuestos.
Finalmente, se presenta a continuacion una caracterizacion de las concepciones de los
estudiantes de prima elementare del colegio italiano Leonardo da Vinci con respecto al
cero cardinal basada en las categorias de analisis establecidas a partir de las respuestas

dadas en la fase manipulativa de la situacion 2.

A lo largo de este trabajo se ha afirmado que el uso e interpretacion del cero cardinal esta
basado en dos procesos generales distintos e inversos, a saber: la cardinalizacion de lo
representado y el representar lo determinado por un cardinal dado.

Con base en lo anterior, se afirma entonces que un sujeto tiene una concepcién completa
del ndmero cero si: i) efectda la cardinalizacion de cualquier coleccion vacia con el
namero 0; y si de manera inversa, ii) reconoce al numero 0 como el representante de la

clase de equivalencia de toda coleccidn equipotente al conjunto vacio.

Como lo han mostrado investigaciones anteriores y se reafirma en esta, ya desde la edad
preescolar un sujeto es capaz de interpretar, usar y asociar al cero cardinal con la accion de
no hacer nada, no tener algo o el no tener ninguno; es decir, desde edades muy tempranas
los nifios estan en la capacidad de representar lo determinado por un cardinal dado, esto

debido posiblemente al temprano aprendizaje del uso que tienen los nimeros naturales en
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el contexto social. Es por este hecho que, en el uso e interpretacion del cero cardinal la

mitad del camino se encuentra ya recorrida.

Por tanto, la caracterizacion de las concepciones resultante de esta investigacion, estan
centradas en el proceder de los estudiantes cuando desarrollan tareas en que se les exige la

cardinalizacién con cero de ciertas colecciones vacias de alguna manera representadas.

Se recuerda al lector que, las concepciones que se presentan a continuacion, son fruto de la
clasificacion de las respuestas de los estudiantes en la fase manipulativa de la situacion 2 y
la manera como se definieron las sub-categorias de analisis basados en estas. Dicho lo
anterior, y basados en las categorias y sub-categorias de analisis presentadas con

anterioridad, se afirma que existen cuatro concepciones del cero cardinal a saber:
1° Concepcion por omision visual:

Son aquellos estudiantes que no reconocen la existencia de
colecciones vacias y por ende no determinan su cardinal

correspondiente.
2° Concepcidn por compresion sin cardinalizacion:

Son aquellos estudiantes que, reconocen por compresion la
existencia de colecciones vacias, pero asocian su cardinal, no con
cero, sino con expresiones del lenguaje habitual como nada o

ninguno.
3° Concepcién completa:

Son aquellos estudiantes que, determinan el cardinal de cualquier
cole6ccion vacia con el numero cero, e inversamente, interpretan al

ndmero cero como el cardinal de toda coleccién vacia.
4° Concepcién mixta:

Son aquellos estudiantes que son esporadicos al determinar el

cardinal de colecciones vacias. Asi, en algunas ocasiones utilizan el
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cardinal cero, en otras expresiones como nada 0 ninguno, u, omiten
la existencia de la colecciébn tanto cualitativa como

cuantitativamente.

El andlisis de datos recolectados en esta investigacion muestra que:

Cinco estudiantes Es, E4, Es E7 y Eg2 (el 41,6 % de la muestra) demuestran una
concepcion por omision visual del cero cardinal. Estos nifios basan la tarea de
cardinalizacion de una coleccion en la percepcion visual de los elementos la que
definen; por lo tanto cuando esta es vacia ni siquiera reconocen la existencia
coleccion alguna. Tres de ellos (Es, E7 y Eip) necesitaron de una definicion por
compresion para proceder a determinar el cardinal de algo que no se observaba; y
uno mas (E4), mostré una actuacion mixta entre la cardinalizacion completa y la

omision.

Llama particularmente la atencion la actuacion del estudiante Es, el cual no
determina el cardinal de las colecciones vacias ni siquiera cuando estas se le definen
por compresion. Se considera este caso como atipico, ya que aungue este nifio no
realiza una cardinalizacién de lo representado, si representa lo determinado por una
cardinal dado; demostrando asi, por lo menos de manera parcial, un conocimiento

social de la funcién del cero cardinal.

Un estudiante (E;) demuestra tener una concepcion por compresion y sin
cardinalizacion del cero cardinal. Es posible que este nifio logre relacionar, por
ejemplo que, el hecho de que “no tener ningun lapiz” es equivalente al de tener
“cero lapices”; asociando de esta manera que el tener nada de algo o ninguno de un

algo significa tener cero de ese algo.

Tres de los estudiantes (Es, Eg y Ei1), correspondientes al 25 % de la segunda
muestra, demuestran una concepcion completa al efectuar la cardinalizacion de las
colecciones vacias, mostrandose competentes en a cardinalizacién de lo

representado, tanto de manera manipulativa como de manera escrita.
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e Finalmente, tres estudiantes (Ej, Es y Ei1p) demuestran una concepcién mixta de
cero. Uno de ellos (Eiyp) en la fase manipulativa procede por omision y
cardinalizacion completa; mientras que, en la parte escrita procede Unicamente por
cardinalizacion completa. El video muestra que, cuando de la parte visual se trata, el
nifio actua influenciado por su parte perceptual, lo cual lo lleva a realizar la omision.
Mientras que, los otros dos nifios (E; y Eg) que en la fase manipulativa proceden por
compresion sin cardinalizacion (como lo hace el estudiante E,) y cardinalizacién
completa; proceden Unicamente por cardinalizacion completa durante la fase de

registro.

4.2 Analisis de Resultados. Situaciones de Cero en un Sistema

Posicional

La informacién recolectada en el momento de registro y su posterior clasificacion en la
tipologia de respuestas predeterminadas, llevo a encontrar otro tipo de respuesta, la cual
consistia en dibujar una pera en la columna de las cajas, esta respuesta se categoriz6 como
tipo V y se nombré como “solucion cardinal no posicional” en la cual se enmarcaron
cuatro de los estudiantes de la poblacion, lo que muestra una respuesta que se debe tener en

consideracion.

Al realizar la seleccion de la muestra de los 13 estudiantes cuyas respuestas se presentan en
la figura 18 y cuya descripcion por cantidad de estudiantes y tipo de respuesta se muestra
en la tabla 16, se ve una tendencia de respuestas de tipo I, Il y IV y una omision de
respuesta de tipo Il identificando un porcentaje bajo en el tipo de respuesta | y un gran

porcentaje en referencia a la poblacion en los tipos de respuesta Il IV y V.
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Figura 18. Porcentaje de las respuestas de los estudiantes por tipo.

Tabla 16

Tipo de respuesta y cantidad de estudiantes.

Tipo de respuesta Cantidad de
estudiantes

TIPO 1. Solucidn por descomposicién de 1
la unidad de orden superior

TIPO 1. Solucidn por agrupamiento total 0
TIPO III. Solucién por agrupamiento no 4
evidente

TIPO IV: Solucién por agrupamiento no 4
consecuente

TIPO V. Disefio de una pera en la 4

columna de las cajas.

El porcentaje bajo de estudiantes corresponden a los estudiantes que tratan de completar de
manera general la tabla de registro, caso contrario el porcentaje de estudiantes que realizan
dibujos incompletos o hasta Unicamente un dibujo. La descripcion detallada de los tipos
respuestas dadas en los registros y la caracterizacion del cero encontrados y observados en

cada uno de ellas, se describiran a continuacion:
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4.2.1 TIPO I. Solucién por descomposicion de la unidad de orden superior

La manera en que el estudiante realiza la descomposicién de cada uno de los 6rdenes™® (ver
figura 19), muestra que tiene clara la relacion de equivalencia en base tres, de igual forma
se puede observar, que aunque existe el cero en las columnas de las peras y las bolsas, el
estudiante realiza dibujos en ellos, estos indicios nos lleva a indagar a través de las

entrevistas si el nifio comprende el valor de posicion del cero.

6 00 lia |

Figura 19. Solucion por descomposicion de la unidad de orden superior.

Entrevista

A través de la entrevista realizada y de la transcripcion del registro de video se encuentra
que el estudiante cuya respuesta fue de TIPO I, es un estudiante que tiene la comprension
global del cero en un sistema posicional, ya que, al argumentar los ceros encontramos las

siguientes respuestas:

El estudiante E;; argumenta la existencia del cero en la columna de las peras, en primer
lugar reconociendo el valor de posicidn de esta cifra a través de la justificacion de las
agrupaciones, para luego determinar que el cero corresponde al cardinal del conjunto

complemento de orden uno como se describe a continuacion:

[E11]: “Porque aca (indicando los dibujos) he dibujado 9 peras que debia cambiar y esta

el cero porque se han cambiado para hacer las bolsas ™.

19 s . ,
Los drdenes en este caso del sistema en base tres estan dados por el nombre de cada una de las
columnas, peras (primer orden), bolsas (segundo orden), cajas (tercer orden) y carretillas (cuarto orden)
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De igual forma, el estudiante E;; realiza su argumentacion explicando la composicion y

descomposicion de las unidades en cada orden:

[E11]: “Porque de las peras...cada tres peras se cambian por una bolsa y de nueve peras se
pueden hacer tres cambios y cada cambio se hace una bolsa y las bolsas se cambiaron por

una caja’’.

En estos argumentos se puede observar de manera clara que el estudiante realiza una
composicion y descomposicion de cada una de las unidades utilizando, para tal fin, la
equivalencia®® entre las cantidades, de igual manera justifica la obtencién de los ceros
haciendo referencia a los agrupamientos, reconociendo la existencia de los mismos

después de realizar los grupos necesarios y suficientes

En un segundo momento se indaga en relacion con el cero de las carretillas, el cual
corresponde simplemente al cardinal del conjunto vacio de carretillas, 1o que conlleva al no
uso de los procesos de composiciones y descomposiciones para justificar su existencia

como lo indica el estudiante:

[E11]: “Que no he llegado a las carretillas entonces no hay carretillas” “Como no he

llegado a tres cajas no puedo tener una carretilla”.

Por Gltimo, se indaga en relacion con la diferencia entre los ceros de las peras y las bolsas y

el cero de las carretillas, encontrando:

[E11]: “Que aca (indicando los dibujos y la columna de las bolsas) significa que son el cero
de las bolsas cambiadas, pero este cero (indicando el cero de las carretillas) me dice que no

he llegado a nada”.

Por tal motivo el estudiante hace énfasis en la diferencia entre los ceros, usando para ello,
la composicién y equivalencia entre las unidades, mostrando una diferencia marcada entre
los ceros como cifra en el nimero 100 en base tres y los ceros que no son resultado de

agrupamientos.

20 . ., . . - . .
Se hace referencia a la relaciéon entre las unidades en un sistema posicional, es decir, 20 unidades
corresponden a 2 decenas y viceversa.
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En conclusion, se puede afirmar que los estudiantes con respuesta TIPO | tienen una
comprension global del cero en un sistema posicional, ya que tiene presente su valor de
posicion, argumentos basados en el uso y explicacion verbal de los procesos de
composicion y descomposicion, herramientas indispensables para dar sentido a una cifra en

un sistema posicional y cumplir el principio de valor relativo.

4.2.2 TIPO IIL. Solucién por agrupamiento no evidente

El estudiante no hace explicitas, de manera grafica, las descomposiciones o composiciones
de los drdenes, sin embargo, el tipo de respuesta registrada posiblemente deja entrever una
concepcion parcial del cero posicional, ya que no realizaron ningun dibujo en las
columnas donde existen ceros, sin embargo el registro grafico (ver figura 20) no da
informacidn suficiente para asegurar si lo que se presupone con respecto a la concepcion es
verdad, por tal motivo es necesario realizar la entrevista para concluir si los estudiantes

tienen una concepcion global o parcial del cero posicional.

|
|

§) 1|OO

Figura 20. Solucion por agrupacion no evidente.

Entrevista

Si observamos a simple vista el registro realizado por estos nifios encontramos que no han

dibujado ningun elemento en la posicion de las peras y las bolsas, lo que hace suponer que

~116 ~



los estudiantes comprenden, en este caso, cada cero como el cardinal de un posible

conjunto, cuya naturaleza se busca conocer a través de la entrevista.

Al realizar la entrevista encontramos que las respuestas, por el valor de cero en esas
posiciones, son argumentadas a través del uso de palabras como vacio o al nada, palabras
con una estrecha relacion con el cero cardinal. Sin embargo, al ahondar en dichas
respuestas encontramos que estos estudiantes, en efecto tienen una concepcion de cero
como el cardinal de un conjunto vacio y no como el cardinal del conjunto complemento, ya
que al observar el cero en cada una de las casillas ellos deciden no realizar dibujo alguno y
lo afirma con la justificacion dada a la pregunta ¢Pero por qué no has dibujado peras ni

bolsas?
[E12]: “Porque habia un cero... porque habia un cero y no podia dibujar nada”.
[Eis]: “Porque hay un cero”.

Ahora bien, al preguntarles sobre el significado del cero de la columna de las carretillas y
el cero de las bolsas o las peras, las respuestas tienden a diferenciar los ceros en relacién
con la naturaleza de los objetos, es decir, tratan de determinar la diferencia argumentando
que son elementos que representan el cardinal de dos colecciones diferentes, como lo

permite ver el argumento realizado por el estudiante E,.

[Ei2]: Si, que esto (indicando la columna de las carretillas) es de las carretillas y esto
(indicando la columna de las peras) es de las pifias”. [el nifio dice pifia haciendo referencia

a las peras]

De igual forma el estudiante sigue basando su justificacion de la diferencia de los ceros en

la cada posicion.

Sin embargo, algunos estudiantes realizan la justificacién de las diferencia de los ceros
considerando una simple verbalizacion de las reglas dadas, sin darle relevancia a la

composicion y descomposicion de las unidades como lo declara el estudiante E;3:
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[E1s]: “Si la diferencia es que... este cero (indicando el cero de las bolsas) de la columna de
las bolsas se han cambiado y este (indicando el cero de las carretillas) no hay nada no se ha

hecho un cambio”.

En conclusion, se puede afirmar que los estudiantes cuya respuesta fue de TIPO IlI, tienen
una concepcion parcial de cero posicional, ya que, aunque no identifican y ven necesario el
uso de los procesos de composicion y descomposicion para la justificacion de la existencia
de los ceros y ademas, no reconocen a los ceros como cardinales de los conjuntos
complementos, logran diferenciar la naturaleza de cada una de las posiciones (peras, bolsas,

cajas, etc) de los ceros.

4.2.3 TIPO 1V. Solucién por agrupamiento no consecuente

La informacion arrojada por este tipo de respuesta muestra que los estudiantes tienen
presente el principio de valor relativo, ya que desarrollan descomposicién de las unidades
de cada orden, como se ve en la figura 21, sin embargo la descomposicion que se muestra
de la unidad de orden uno no responde a una relacion de equivalencia adecuada para la base
que se esta trabajando, ya que, para los estudiantes, para obtener tres bolsas es Unicamente
necesario tener tres peras. Ahora bien en referencia a los ceros presentes en las columnas,
los estudiantes posiblemente muestran un significado del cero como cardinal del conjunto
complemento, sin embargo el registro escrito no es suficiente para sustentar esta afirmacion,
de esta manera, el registro no brinda una certeza en la informacion y se procede a realizar

las entrevistas, las cuales se analizan a continuacion:
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Figura 21. Solucion por agrupacion no consecuente.

Entrevista
Se realizé la entrevista a tres estudiantes encontrando lo siguiente:

Los tres estudiantes coinciden y reconocen las reglas declaradas de la actividad y justifican
de manera explicita las agrupaciones realizadas para obtener la caja a través de argumentos

como el siguiente:

[Es]: “Porque para hacer una caja se debe hacer tres bolsas y tres bolsas se

cambian por una caja... ”

Identifican que todos los cambios se realizan al tener grupos de tres unidades en cada orden
(peras, bolsas, cajas, carretillas), o que brinda una informacién suficiente para declarar que
reconocen el principio del valor relativo y de la misma manera reconocen que la obtencion
de los ceros es causa de las agrupaciones realizadas en cada orden, como se destaca en la
respuesta del estudiante [Eo] y [Es].

[Es]: “Porque las reglas dicen que cambio por tres... por ejemplo tres cajas ... y
por ejemplo como acé [indicando la casilla de las peras el cero] dice cero no puedo

dibujar cuatro porque reagrupo tres y me queda una, por eso he hecho tres peras’.

[Eo]: “.. es lo mismo que con las peras... si nosotros hacemos diez bolsas y td
haces grupos de tres, te sobran. Entonces si tu haces tres, te quedan cero porque las

reglas dicen que cambio por tres”.
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De acuerdo con lo expuesto hasta el momento, los estudiantes que presentaron
respuestas tipo IV tienden a comprenden la existencia de los ceros como el cardinal

del conjunto complemento.

De igual forma los estudiantes comprenden la necesidad de los procesos de composicion y
descomposicion para la justificacion de los ceros en la columna de las bolsas y las peras

como lo afirma el estudiante [E7]

[E7]: “Porque las reglas dicen que cambio por tres... por ejemplo tres cajas ... y por
ejemplo como aca (indicando la casilla de las peras el cero) dice cero no puedo

dibujar cuatro porque reagrupo tres y me queda una, por eso he hecho tres peras’’.

A partir de lo observado y a pesar que los estudiantes de respuesta de tipo IV tienen una
relacion de equivalencia errada de las bolsas y las peras, los nifios cuya respuesta son de
este tipo, logran identificar la importancia del principio del valor relativo para la
justificacién de la existencia de los ceros en la columna de las peras y las bolsas, lo que
conlleva a que el estudiante comprenda que estos ceros representan el cardinal de un
conjunto especial que es el conjunto complemento. En conclusidn, se puede afirmar que los
estudiantes con el tipo de respuesta IV tienen una concepcion del cero posicional global,

ya que identifican las dos caracteristicas principales del mismo.

4.2.4 TIPO V: Solucion cardinal no posicional

El registro proporcionado por los estudiantes del tipo de respuesta V, muestra que en
ningln momento se hace explicito de manera gréafica el principio de valor relativo, es decir,
no se realiza algun tipo de agrupacion o al menos un intento del mismo, lo que a su vez
conlleva a la ausencia de los procesos de composicion y descomposicion para la
justificacién de cada uno de los ceros presentes en la actividad. Ahora bien, a través del
registro se podria suponer que los estudiantes tienden simplemente a representar lo
cardinado (ver figura 22) sin tener en consideracion la naturaleza de cada una de las

posiciones hasta el punto de solamente disefiar una pera en la posicion de las cajas, sin
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embargo, para obtener una mayor certeza de lo afirmado se realizd el analisis a las

entrevistas de los estudiantes seleccionados.

0110 OJ

Figura 22. Solucion cardinal no posicional.
Entrevista

En la realizacién de la entrevista se observé que los nifios no identificaron la naturaleza de
cada posicién, sin embargo se quiso indagar sobre las concepciones de cada uno de los

ceros presentes en el nimero dado, a partir de preguntas como:

[1]: Aqui estéa escrito cero (indicando la columna de las peras) y aqui (mostrando el espacio

para e dibujo) no hay nada. ¢Por qué?
Los estudiantes respondieron:

[E2]: “Porque este cero (indicando e cero de la columna de las peras) dice que no
existe...que Mario no ha recogido.... (Me puedo inventar una fruta? No ha recogido

los...10s... mangos ”. (D&ndole otro nombre a la columna de las peras)
[17:¢Qué debo dibujar en la columna de los mangos?

[E2]: “No debes dibujar nada porque Mario no ha recogido mangos solo ha recogido una

pera, Mario no ha recogido nada mas .

Es de esta manera que los estudiantes relacionan la existencia de los ceros con el concepto
de nada, el reconocer en un primer momento que cada uno de los ceros de la actividad
indica la ausencia de elementos, por esta razon los nifios solamente realizan un dibujo en el
lugar donde encuentran el nimero 1, ya qu,e consideran que Mario ha recogido solamente

una pera.

~121 ~



Ahora bien indagando sobre la diferencia de los ceros de las carretillas y los ceros de las
peras y las bolsas, este grupo de estudiantes no encuentran diferencia alguna, argumentando

de la siguiente manera:

[1]: ¢Hay alguna diferencia entre este cero (mostrando el cero de la columna de las

carretillas) y este cero (Mostrando el cero de la columna de las bolsas)?
[E3]: “No” “Porque... ¢son iguales? (Indicando los dos ceros) .

[E4]: “Este cero (mostrando el cero de la columna de las peras) significa... que
no...emmm...no...emmm no...que no pudo dibujar nada aca (Mostrando el espacio para el

dibujo en la columna de las peras) ”

[E4]: “Que no se puede dibujar nada aca (Mostrando de nuevo el espacio de dibujo en la

columna de las bolsas)”

[E4]: “Que.. umm.. también no se puede hacer nada aca (Indicando el espacio de dibujo de

la columna de las carretillas). ”

En conclusion, el grupo de estudiantes que consideraron la respuesta de tipo V, no
encuentran diferencia alguna entre la naturaleza de los ceros en la actividad y consideran
que sin importar la posicién, los ceros representan el mismo conjunto vacio, esto conlleva a
la dificultad de reconocer que los ceros presentes en las columnas de las bolsas y las peras
representan el cardinal del conjunto complemento de las unidades en cada posicion. Es de
esta manera se puede afirmar que los estudiantes cuya respuesta es de tipo V tiene una

concepcién nula del cero posicional.

A manera de conclusién, se puede establecer que la concepcion que tienen los estudiantes
del cero en un sistema posicional, esta determinada por la comprension de la existencia de
conjuntos complementos, correspondientes a la naturaleza de los elementos de cada una de
las posiciones, cuya obtencion se determina a partir de los procesos de composicion y

descomposicion de unidades en cada orden

De esta forma, la tabla 17, resume y relaciona el tipo de respuesta dada por los estudiantes

con la concepcidn caracterizada del cero posicional.
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Tabla 17

Tipo de respuesta y concepcion caracterizada del cero posicional

Realiza composicion vy | Diferencia los ceros a
Tipo de respuesta I descomposicion partir de la naturaleza de Concepcion
los elementos. global
No realiza composicion y | Diferencia los ceros a
Tipo de respuesta Il | descomposicion partir de la naturaleza de Concepcion
los elementos. parcial
Realiza composicion y | Diferencia los ceros a
Tipo de respuesta IV | descomposicion partir de la naturaleza de Concepcion
los elementos. global

Tipo de respuesta V

No realiza composicion y

descomposicion

No encuentra diferencia
alguna entre los ceros y
determina que representan
del

conjunto vacio.

el cardinal mismo

Concepcion nula
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5. CONCLUSIONES

Se reportan en este ultimo capitulo las conclusiones generales acerca de la caracterizacion
de las concepciones del cero cardinal y el cero posicional de los estudiantes de primero y
segundo elementare del colegio italiano Leonardo da Vinci como resultado de la labor

investigativa desarrollada.

5.1. Conclusiones acerca de las concepciones de los estudiantes acerca
del cero cardinal.

Durante el desarrollo de esta investigacion se ha establecido que un nifio alcanza una
concepcidn completa de cero en su aspecto cardinal: (i) si determina que cero es el nUmero
cardinal correspondiente a cualquier coleccidn vacia; y si de manera inversa establece que,
(if) si se ha utilizado a cero como el cardinal de una cierta coleccion a esta no pertenece

elemento alguno.

Como demuestran investigaciones anteriores y se reafirma en esta, existe un conocimiento
social de los nifios de la representacién 0, del cero cardinal. Asi, desde temprana edad los
nifios son capaces de interpretar, usar y asociar a cero con la accion de no hacer nada, o
con hechos como el no tener nada o el no tener ninguno. Sin embargo, es importante tener
en cuenta que expresiones sociales tales como nada o ninguno, y que hacen referencia a
cero desde un contexto social, son carentes de significado si no existe claridad en la

definicion por compresion de la coleccion que se afirma es vacio.

En otros términos, se afirma que, cuando se trata de reconocer a cero como el representante
de la clase de equivalencia de algin conjunto equipotente a vacio (ii), el camino se
encuentra ya recorrido, siempre y cuando el nifio establezca una clara definicion por

compresion del conjunto vacio al cual hace referencia.

Por otro lado, se sostiene que el énfasis en lograr que un nifio tenga una concepcion
completa del cero cardinal debe centrarse en el proceso de entender que 0 es el

representante de la clase de equivalencia de toda coleccién vacia. Pero para el desarrollo de
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este proceso es importante tener en cuenta que, determinar el cardinal de una coleccion

vacia:

Depende en gran parte de la claridad que se tenga acerca de la definicion por
compresion de esta y del contexto a la que pertenezca.

En efecto, cuando un nifio debe determinar el cardinal de una coleccion cuyos
elementos observa estd infiriendo, por la extensién, la manera en que este se
encuentra definido. No6tese que no es posible proceder de igual manera cuando se
trata de la cardinalizacion una coleccion vacia, donde la Unica via en la definicion

de la coleccion es la compresion de los elementos que la conforman.

Esté influenciada por indices perceptivos, especificamente por indices visuales.

La informacidn recolectada y analizada muestra que algunos nifios estan gobernados
por la vision. Estos nifios, no reconocen la existencia de una coleccion vacia ante la
usencia de elemento alguno que la defina por extensiéon, lo cual los lleva a

considerar que no hay alguna coleccion de la cual se deba determinar su cardinal.

Implica una transicion: asociar un nimero a vocablos comunes socialmente

establecidos.

En el contexto de lo cotidiano basta con utilizar palabras del vocabulario comun
como nada o ninguno para referirse al cardinal de una coleccién vacia. Asi, hay
nifios que son capaces de reconocer la existencia de una coleccion ante la ausencia
de sus elementos; sin embargo, no hacen uso explicito del ndmero cero para
referirse a su cardinal y a cambio utilizaran palabras socialmente equivalentes como

nada o ninguno.
De estos nifios se esperaria que logren relacionar que, el hecho de que “no tener

ninguna pera” es equivalente al de tener “cero peras”; asociando de esta manera

que el tener nada de algo o ninguno de un algo significa tener cero de ese algo.
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Los resultados obtenidos muestran ademas que, efectivamente hay un grupo de nifios que
logran superar los obstaculos visuales y las asociaciones con vocablos comunes, para
lograr determinar la funcidn que tiene el cero cardinal como el nimero natural que describe

la cantidad total de elementos de una coleccion vacia bien definida de objetos discretos.

Por ultimo, se tiene que algunos nifios muestran estar en la interseccion de lo visual, lo
social y lo matematicamente establecido para determinar el cardinal de colecciones vacias.
Asi, estos nifios ante la tarea de cardinalizacion de una coleccion vacia de objetos discretos
bien definidos, algunas veces omitirdn la cardinacion ante la ausencia visual de sus
elementos, otras veces utilizaran palabras socialmente equivalentes como nada o ninguno y
en otras ocasiones haran uso del nimero cero. La eleccion en el proceder de estos nifios
estard mediada por la especificidad del contexto y forma en la que la tarea se les se
propuesta.

Hasta este momento se han presentado las conclusiones préacticas acerca de las
concepciones de los nifios objeto de estudio en cuanto a los instrumentos implementados,
los datos recolectados y el analisis desarrollado. Sin embargo, para finalizar este apartado
de las conclusiones, se considera relevante presentar dos conclusiones méas, emergentes de
una reflexién sistematica de dos de los elementos que sustentan tedricamente la

investigacion desarrollada:

- Aungue, matematicamente, todas las colecciones vacias sean cardinables con el
namero 0 y el principio de abstraccion de Gelman y Gallistel sostenga que, “contar
una coleccion supone interesarse solo por el aspecto cuantitativo de la misma,
dejando de lado las caracteristicas fisicas de los objetos contados”(Ver apartado
2.1.2.1.2); se considera que la introduccion de un contexto especifico de utilizacion
del nimero y el de hecho explicitar por compresién la coleccion cuyo cardinal se
desea escribir, (es decir, interesarse por el aspecto cualitativo del coleccion), son
elementos conceptualmente necesarios para los nifios en la tarea de comprender y

hacer uso del cero como el cardinal de una coleccién vacia.
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Finalmente se llama la atencion sobre la aparente diferencia entre los resultados de
investigaciones como las de D’Amore (2007) y Sheffield y Cruikshank (2001). Los
resultados de la investigacion aqui desarrolla muestra que, los resultados de estas
investigaciones no son contradictorias sino que son distintos, en cuanto cada uno de estos
autores se enfoca en un proceso distinto del uso e interpretacion del cero como cardinal.
Mientras que D’Amore se interesa en investigar la manera en que los nifios definen
colecciones vacias cuyo cardinal dado es O (entre otro aspectos), Sheffield y Cruikshank
(2001) centran su atencion en la manera en que los nifios efectian la tarea de
cardinalizacion con cero de colecciones vacias ya definidas. Este resultado cambiara
seguramente, las perspectivas en las consideraciones didacticas a tener en cuenta en
estudios posteriores, que tengan como objeto de estudio al cero cardinal; Sumando una
diferenciacion teorica importante, que evitara confusiones innecesarias al interpretar los

resultados de las investigaciones en el campo.

5.2 Conclusiones acerca de las concepciones de los estudiantes acerca del
cero posicional.

- El cero en un sistema posicional tiene dos caracteristicas: Es el resultado de un nimero de
agrupaciones suficientes y corresponde al cardinal de un conjunto vacio complemento en
una posicién dada, caracteristicas que para algunos estudiantes no son naturales, ya que
consideran que el cero es la simple representacion de un conjunto vacio, lo que conlleva a
no identificar diferencia alguna entre los ceros en cada una de las posiciones dadas en un

numeral.

- A través de las situaciones se observd, que los estudiantes que no comprenden la
importancia de los procesos de composicion y descomposicion para la justificacion del cero
en un sistema posicional encuentran dificultad para entender que el cero representa el
cardinal de un conjunto complemento y de la misma forma reconocer que el cero posicional

es un numero que puede representar algo y nada al mismo tiempo.
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- El ser méas natural para los estudiantes el proceso de representar lo determinado por un
cardinal dado, con lleva a no reconocer que la existencia del cero en cada uno de los
ordenes es producto de la agrupacion de unidades inferiores, es decir, presentan dificultad
para justificar a partir del principio del valor relativo, caracteristica propia de los sistemas

de numeracidn posicionales, la existencia de cada uno de los ceros.

- Las situaciones aplicadas, muestran una tendencia de los estudiantes a representar

simplemente el cardinal observado, proceso propio de las actividades de cardinacion.

- La aceptacion de comprender al cero como “nada” o “ninguno”, propicia en los
estudiantes dificultades en reconocer diferencias de este elemento en actividades de
numerales en un sistema posicional, es decir, para el estudiante sera dificil encontrar una
diferencia entre el cero de las decenas y el cero de las unidades, ya que, simplemente

representan 1o mismo “nada”.
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