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cuales se hace un tratamiento de la proporcionalidad geométrica y la semejanza, en una
coleccidn de libros de texto escolares de matematicas. Este analisis se hace utilizando las
categorias de la Teoria de los Significados Sistémicos (TSS) y el resultado del analisis del
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Contenido: El Capitulo 1, Generalidades del proyecto, contiene la respuesta a las preguntas
sobre la justificacion, el objeto, las intenciones y la metodologia del estudio. El potencial
impacto del libro de texto en la ensefianza de las Matematicas (especificamente como
mediador del curriculo, del conocimiento del profesor y del aprendizaje del estudiante), y la
necesidad de esclarecer el tratamiento de la proporcionalidad geométrica y la semejanza en
el ambito cuantitativo no numeérico, son los dos Elementos que justifican el estudio. Este
contexto de justificacion lleva a plantear la pregunta ;Como es el tratamiento que en los

libros de texto se da a la proporcionalidad geométrica y como se relaciona con el concepto
ii



de semejanza?, cuya respuesta pretende esclarecer el tratamiento que se hace de la
proporcionalidad geométrica y la semejanza en algunos libros de texto escolares de
Matematicas. Para intentar dar respuesta a esta pregunta se sigue una estrategia
metodolodgica, que implica la identificacion y analisis de las tareas de los libros de texto de
matematicas, desde dos perspectivas previamente estudiadas y construidas: la Teoria de los
Significados Sistémicos (TSS) y el resultado del andlisis del Libro VI de Elementos de
Euclides hecho bajo estas mismas categorias.

En el Capitulo 2 se desarrolla el marco de referencia para el analisis, el cual consta tanto de
la descripcion general de la Teoria de los Significados Sistémicos y las categorias que la
configuran, como el anélisis de la teoria de la proporcionalidad geométrica expuesta en el
Libro VI de Elementos de Euclides.

En el Capitulo 3 se reporta de manera detallada el andlisis de los libros de texto.
Especificamente se da cuenta del proceso de selecciéon de los libros utilizados para el
andlisis y se describen de manera general algunos textos descartados y la coleccion de los
textos escogidos. Adicionalmente se presenta el analisis de las tareas seleccionadas que
hacen alusion a la proporcionalidad geométrica y a la semejanza en el ambito cuantitativo

Nno numérico.

En el capitulo 4 se sintetizan los resultados del andlisis y se presentan las conclusiones del
estudio.

Metodologia: Para lograr los objetivos propuestos, para hacer este trabajo se realizaron

ciertas fases que se pueden resumir como sigue:

Estudio de la Teoria de los significados sistémicos (TSS): Se estudi6 de la Teoria y de las
categorias que ésta propone en los diferentes articulos publicados por Godino, Batanero y
Font (2006).

Mirada a la proporcionalidad geométrica y a la semejanza en una teoria matematica: Para
dar una respuesta a la pregunta formulada bajo la mirada de las categorias propuestas por la
Teoria de los Significados Sistémicos (TSS), se realizé el estudio y posterior analisis de una



teoria matematica (reconocida en la comunidad Matematica y por los historiadores) que
hace un tratamiento de la proporcionalidad geométrica y de la semejanza, contenida en los
Libros V y VI de Elementos de Euclides.

Seleccion y analisis de los textos escolares y las tareas: Se realizd una revision
bibliogréafica de libros de texto, de diferentes afios y de diferentes editoriales y se opto por
seleccionar la coleccién de libros de texto Espiral, ya que en ésta se encontraron tareas
pertinentes para el analisis. Ademas, en esta fase se realizo el analisis de las tareas de la
coleccion citada, utilizando las categorias descritas por la Teoria de los Significados

Sistémicos y los resultados del analisis del Libro VI de Elementos de Euclides.
Conclusiones: Las conclusiones mas relevantes se encontrd en este estudio son:

Al buscar las tareas relacionadas con la proporcionalidad geométrica y la semejanza en las
distintas unidades, se encontré que en la mayoria de las tareas presentes en los libros de
texto analizados solo se trata la proporcionalidad como la igualdad entre razones de dos
cantidades numeéricas; es decir que la proporcionalidad solo se trata en el campo de lo
cuantitativo numeérico. Sin embargo dos de las tareas encontradas corresponden a

proporcionalidad geométrica, estas son las tareas 1 y 5.

En los resultados de este trabajo se permite visualizar el tratamiento que se hace de la
proporcionalidad geométrica y de la semejanza en los libros de texto, al ser vista a través de
una teoria matematica como lo son los Libros V y VI de Elementos de Euclides bajo la
mirada de la Teoria de los significados sistémicos, la cual permitié identificar este

tratamiento en cada una de las tareas seleccionadas.

Ademas se espera generar en el lector la necesidad de reconocer la historia en la ensefianza
de la matematica porque permite tener otras opciones de analiazar las actividades que se
proponen en el aula, esta deja ver el lenguaje, las técnicas, la notacion, las diferentes
demostraciones y compararlas con los conceptos que aparecen en los libros de texto,
sabiendo que el andlisis de las tareas de los libros de texto no puede hacerse al margen de

una comparacion mas si se puede alimentar de ella.



Fecha de Elaboracion Resumen: 18 de Diciembre de 2011
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INTRODUCCION

Este trabajo corresponde a una de las tareas formativas promovidas en el marco de la
Maestria en Docencia de la Matematica; en este sentido, este escrito, mas que el fin es el
medio para desarrollar competencias investigativas en cuanto a lectura, estudio y escritura

de documentos cientificos en el campo de la Educacion Matematica.

En la primera propuesta del proyecto se habia decidido trabajar sobre el tratamiento del
concepto de la proporcionalidad en los libros de texto, la fenomenologia y las formas de
representacion de éste; en el transcurso de acotar el estudio y al estudiar sobre la
proporcionalidad y hojear algunos libros de texto, nos dimos cuenta que el tratamiento de la
proporcionalidad es muy escaso y que estd enfocado hacia lo cuantitativo numérico, este
tratamiento nos hizo reflexionar y plantear el estudio entorno al concepto de
proporcionalidad en el campo de lo cuantitativo no numérico y hacer analisis de tareas
expuestas en los libros de texto que aludieran a la proporcionalidad geométrica y la

semejanza.

Es asi que este trabajo se alimentd de muchas experiencias que contribuyeron al desarrollo
de las competencias citadas. Asi, inicialmente nos enfrentamos al estudio del Libro VI de
Elementos de Euclides, el cual nos exigié un gran esfuerzo en cuanto a la lectura y
comprension del mismo, puesto que no habiamos estudiado una fuente original y no
transpuesta de una obra matematica; la cual, contaba con un lenguaje retorico y no

simbolico, ademas de una estructura hipotética deductiva.

Una segunda experiencia se dio cuando nos acercamos al estudio de la Teoria de los
Significados Sistemicos, de la cual se extrajo unas categorias de analisis pertinentes para
nuestro analisis, ya que no analizaban unicamente el contenido del texto, y nos permitian
acercarnos al significado de proporcionalidad y de semejanza que pretendiamos encontrar

en el conjunto de tareas de los libros de texto.



Una tercera experiencia la vivimos cuando revisamos los libros de texto de matematicas y
nos encontramos con la dificultad de encontrar tareas correspondientes a proporcionalidad
geométrica 0 a semejanza, y las tareas que contaban con ellas no eran propiamente de este
tema; ademas, encontramos que en los capitulos correspondientes a razones y proporciones

se utilizaba cuantitativo numérico y no lo cuantitativo no numeérico.

Es asi que decidimos realizar este documento que contiene 4 capitulos, que a continuacion

se describiran de forma general.

El Capitulo 1, Generalidades del proyecto, contiene la respuesta a las preguntas sobre la
justificacion, el objeto, las intenciones y la metodologia del estudio. El potencial impacto
del libro de texto en la ensefianza de las Matematicas (especificamente como mediador del
curriculo, del conocimiento del profesor y del aprendizaje del estudiante), y la necesidad de
esclarecer el tratamiento de la proporcionalidad geométrica y la semejanza en el ambito
cuantitativo no numérico, son los dos elementos que justifican el estudio. Este contexto de
justificacion lleva a plantear la pregunta ¢ Como es el tratamiento que en los libros de texto
se da a la proporcionalidad geométrica y cémo se relaciona con el concepto de semejanza?,
cuya respuesta pretende esclarecer el tratamiento que se hace de la proporcionalidad
geométrica y la semejanza en algunos libros de texto escolares de Matematicas. Para
intentar dar respuesta a esta pregunta se sigue una estrategia metodoldgica, que incluye la
identificacion y analisis de las tareas de los libros de texto de matematicas, desde dos
perspectivas previamente estudiadas y construidas: la Teoria de los Significados Sistémicos
(TSS) y el resultado del analisis del Libro VI de Elementos de Euclides hecho bajo estas

mismas categorias.

En el Capitulo 2 se desarrolla el marco de referencia para el andlisis, el cual consta tanto de
la descripcion general de la Teoria de los Significados Sistémicos y las categorias que la
configuran, como el andlisis de la teoria de la proporcionalidad geométrica expuesta en el

Libro VI de Elementos de Euclides.

En el Capitulo 3 se reporta de manera detallada el anlisis de los libros de texto.
Especificamente se da cuenta del proceso de seleccion de los libros utilizados para el

analisis y se describen de manera general algunos textos descartados y la coleccién de los
2



textos escogidos. Adicionalmente se presenta el analisis de las tareas seleccionadas que

hacen alusion a la proporcionalidad geométrica y a la semejanza en el ambito cuantitativo
no numeérico.

En el capitulo 4 se sintetizan los resultados del analisis y se presentan las conclusiones del
estudio.



Capitulo 1
GENERALIDADES DEL PROYECTO

Este capitulo contiene la justificacion, el objeto, las intenciones y la metodologia del

estudio.

1.1 Justificacion

El potencial impacto del libro de texto en la ensefianza de las Matematicas (especificamente
como mediador del curriculo, del conocimiento del profesor y del aprendizaje del
estudiante), y la necesidad de esclarecer el tratamiento de la proporcionalidad geométrica y
la semejanza en el ambito cuantitativo no numérico®, son los dos elementos que justifican el

estudio.
1.1.1 Sobre el libro de texto

En diversas investigaciones en Educacién Matematica donde el objetivo principal de la
investigacion esta centrado en los libros de texto, (Schubring (1987), Gonzalez y Sierra,
(2004), Ramirez (2003)), se ha encontrado que estos son un reflejo de la manipulacion
social, donde se decide: qué contenidos son importantes 0 basicos; como deben ser
transmitidos y los diversos ejercicios y problemas planteados para el desarrollo o
evaluacion de los contenidos propuestos. En este sentido Schubring (1987) plantea que
“Los libros de texto determinan en la practica la ensefianza mas que los decretos de los
distintos gobiernos”. (p. 460).

Choppin (1980, citado por Gonzalez y Sierra, 2004) argumenta que el libro de texto mas

que ser un apoyo para el profesor, distribuye la organizacion de los contenidos que estan

! Se desarrollo el trabajo bajo las ideas intuitivas de semejanza y proporcionalidad geométrica que se irdn precisando con
lo expuesto por Euclides en el Libro VI de Elementos. La nocion de semejanza considerada inicialmente la identificamos
como semejanza entre poligonos donde los lados correspondientes son proporcionales y los angulos correspondientes son
congruentes. Y la nocion de proporcionalidad geométrica no la pudimos puntualizar mas optamos por tomar todo lo que

es proporcionalidad no numérica.



dispuestos en el curriculo y en los planes de area. Asi, de igual manera en todos los cursos
de un mismo nivel se ensefia un mismo contenido; también, el libro de texto aparece como
un disefiador de diferentes tipos de tareas y problemas mostrando algunos procedimientos y
representaciones que permiten hacer clara o posiblemente obstaculizar la ensefianza y el

aprendizaje del concepto a estudiar.

Gonzélez y Sierra (2004) consideran al libro de texto como un elemento socio-cultural que
influye en la clase al imponer una estructura de los conceptos, dejando abierto a futuras
generaciones el porquée de estas organizaciones, herramientas, representaciones, y no otras.
Por esto Choppin (1980, citado en Gonzalez y Sierra, 2004) considera que el libro de texto
es
...a la vez apoyo del saber en tanto que impone una distribucién y una jerarquia de los
conocimientos y contribuye a forjar los andamios intelectuales tanto de estudiantes como de

profesores; es instrumento de poder, dado que contribuye a la uniformizacion lingiistica de la
disciplina, a la nivelacion cultural y a la propagacion de las ideas dominantes. (pp.389 - 390)

Pero también las investigaciones en Educacion Matematica con respecto a los libros de
texto se han enfocado en diferentes campos como: la legibilidad; forma de presentacién de
los contenidos; elementos imprescindibles en los libros de texto y la Gltima y a la cual se le
dard mas relevancia en el desarrollo de este trabajo, es la idea planteada por Lowe y Pimm
(1986, citado por Sierra, Gonzéalez & Ldpez, 1999) quienes consideran que hay una tétrada
asociada a los libros de texto: “el lector, el escritor, el profesor y el mismo libro, y que las
caracteristicas de cada uno de ellos, asi como sus interacciones determinan el uso de este

material en el aula”.

Es asi que el libro de texto en la ensefianza de las matematicas (especificamente como
mediador del curriculo, del conocimiento del profesor y del aprendizaje del estudiante), se
ha convertido en uno de los objetos de investigacion en la Educacién Matematica, a tal
punto que se podria afirmar que existe una linea de investigacion en torno a éstos. Las
investigaciones en esta linea se han desarrollado en torno a la versatilidad de los libros de
texto enfocandose a “los conocimientos que privilegian, las omisiones, los valores que
trasmiten, su estructura, su produccion, su comercializacion, el marco legal que los regula,
etc.” Ramirez (2003).



Por tanto se considera al libro de texto como una de las herramientas esenciales en la
ensefianza- aprendizaje, sirviendo como un mediador del curriculo, del docente y del

aprendizaje del estudiante.

1.1.1.1 Libro de texto como mediador del curriculo

El libro de texto es una de las herramientas mas importantes en los procesos de ensefianza y
aprendizaje, que no solo sirve como apoyo para los docentes y estudiantes en el aula, sino
que se convierte en un organizador curricular; este rol lo asume cuando las instituciones no
establecen de manera clara el curriculo que deben seguir en determinada area. Es asi que las
editoriales han interpretado las reformas del Ministerio de Educacién Nacional y han
estructurado los libros de texto de acuerdo a los Lineamientos Curriculares de Matematicas
(1998) y los Estandares basicos de Competencias Matematicas (2006), es asi que:

Existe una arraigada tendencia a que el libro de texto sea el organizador del curriculum y su

plasmacidén real. Los docentes suelen acomodar sus programaciones, objetivos, contenidos,

metodologia e incluso evaluacidn a partir del manual elegido. De ahi que se pueda sostener que

en la mayoria de los casos el curriculum no esté definido por las directrices ministeriales ni por

la programacion del docente, aunque ambas tengan su importancia, sino a través del libro de
texto. (Grupo Eleuterio Quintanilla citado por Taboada, s.f).

1.1.1.2 El libro de texto como mediador del docente

Cuando se utilizan libros de texto en el aula de clase, el profesor se convierte en el principal
intermediario; él decide que libro va a utilizar como apoyo para orientar su clase, la unidad
del libro de texto que se va a trabajar, las tareas a desarrollar y también es él quien planea y
orienta la mediacién entre el libro de texto y el estudiante. La mediacién se da por la
interaccion que hace el estudiante con el libro en el momento de realizar las tareas
propuestas por el docente; cuando el estudiante no encuentra sentido a los enunciados de las
tareas plateadas en los libros, el docente entra a mediar aclarando las dudas para que

continte el desarrollo de su tarea. Es asi que:



La funcién de mediacion de los profesores se extiende mas alla de la seleccién de contenidos e
incluye decisiones mas amplias acerca de pedagogia. El profesor puede actuar también como
mediador de la autoridad del libro; mediador del meta discurso del texto; mediador del lenguaje
y las explicaciones del texto. Ademas el profesor puede ofrecer explicaciones adicionales,
materiales o ejemplos. (Pepin, Haggarty, & Keynes, 2001, p. 165).

El profesor como principal mediador del libro de texto explora y decide qué de lo planteado
por los autores le sirve para orientar los procesos de ensefianza y aprendizaje y las
diferentes formas en que puede utilizar el libro de texto como una herramienta de apoyo en

el aula.

Johnsen (citado por, Pepin, 2001) clasifica a los profesores segun el uso que le dan a estos:
“los que siguen al pie de la letra las secciones del libro y las tareas expuestas en éste, los
que siguen el texto pero son selectivos en el uso de éste y los que no siguen de manera

ordenada el libro y ademas afiaden material complementario a sus tareas de clase”. (p. 165)

Dado lo anterior el uso que le da el docente al libro de texto puede variar en cuanto a la
planeacion que haya decidido para sus clases. Lo puede utilizar total o parcialmente segin

lo requiera y segun el objetivo que ha programado para el trabajo en el aula.

1.1.1.3  El libro de texto como mediador del aprendizaje del estudiante

En estudios realizados en la Universidad de Espafia, Gonzélez y Gonzalez-Anleo (1993),
encontraron que los libros de texto para el caso de los estudiantes son beneficiosos ya que
les exige un mayor esfuerzo mental a diferencia de otros medios de comunicacién. En este
sentido se reconoce que el libro de texto es mas que un transmisor de informacion de un

curriculo.

El libro de texto es una herramienta que algunos profesores utilizan para que el estudiante
amplié sus conocimientos con diversos conceptos que le ayuden a reestructurar ideas
previas con nuevas ideas, esto con el fin de que el estudiante pueda interiorizar esta nueva
informacion; para esto se requiere de algunos de los medios que ofrece el libro de texto,
como son: graficos explicativos, fotos, dibujos, ejemplos con diferentes situaciones y
diferentes definiciones. Estos medios son ayudas que permiten que el estudiante transforme

estas nuevas ideas en un nuevo saber.



Como lo menciona Alzate y otros, (s.f, p.3), “todos estos medios proveen un saber que es
relacionado ya sea a través de medios expresivos, redacciones, tareas, en los cuales el
estudiante da cuenta de la manera como organiza sus ideas, ha transformado la informacién

en un nuevo saber”

Aunque no se puede desconocer que en la interaccidn del estudiante con el libro de texto se
pueden presentar algunas dificultades que le impiden el aprendizaje; como se refiere Pepin
(2001) esto se debe entre otras, a que hay tareas en donde el lenguaje no es familiar para el
estudiante, por tanto es aqui donde debe entrar a mediar entre estos dos para facilitar y
ayudar al estudiante a superar estos obstaculos y propiciar el desarrollo de actividades que

ayuden a enriquecer el aprendizaje del estudiante.

1.1.2 Sobre la proporcionalidad geométrica y la semejanza en el ambito

escolar

La ensefianza de la proporcionalidad geométrica en la escuela se ha visto limitada no solo a
un trabajo puramente aritmético y muchas veces descontextualizado, sino también, al corto
o nulo tiempo que se le asigna en la planeacion del area. Mas no se puede desconocer la
importancia de la proporcionalidad en la ensefianza de las matematicas, Fiol y Fortuni,
(1990), reconocen la incidencia de ésta en la Educacion bésica y secundaria donde
interviene en la ensefianza de los conceptos de razon, fraccion, numero racional,
porcentajes, probabilidad, escalas, funciones trigonométricas y semejanza entre otras;

incluso la proporcionalidad entre magnitudes es utilizada en conceptos de Fisica y Quimica.

También incide en los primeros afios del nifio y su adaptacién con el entorno fisico, es
manipulada desde las primeras etapas de aprendizaje del nifio ya que utiliza esta categoria

para interpretar imagenes, dibujos, fotos, etc.

Al estudiar los documentos generales que orientan el area de matematicas y de los cuales
dispone el Ministerio de Educacion Nacional, nos encontramos con los Lineamientos

Curriculares de Matematicas (1998) y los Estandares basicos de Competencias



Matematicas (2006), los cuales presentan estrategias tedricas’ y dan una pauta a los
docentes para que organicen el curriculo del area de forma autbnoma y planteen estrategias
adecuadas para la ensefianza y el aprendizaje de los conceptos®. Al estudiar estos
documentos encontramos que: la ensefianza de la proporcionalidad geométrica no se
encuentra de forma detallada; se hace un énfasis en la ensefianza de razon, proporcion y
proporcionalidad, y de manera fragmentada en diferentes grados de la Educacion Baésica,
enfocando estos conceptos hacia lo aritmético; no aparece una relacion entre los conceptos
de semejanza, homotecia y teorema de Thales que son conceptos que estan relacionados

con la proporcionalidad y especificamente con la proporcionalidad geométrica.

Basado en lo anterior nuestro proyecto a realizar se centra en el estudio del libro de texto en
torno a si mismo y mas especificamente a la necesidad de esclarecer el tratamiento de la

proporcionalidad geométrica y la semejanza en el ambito cuantitativo no numérico.

1.2 Planteamiento del problema
La anterior justificacion nos lleva a formular la pregunta central de este estudio: (Coémo es
el tratamiento que se da en los libros de texto a la proporcionalidad geométrica y a la

semejanza, en el ambito cuantitativo no numérico?
Ligado a esta pregunta surgen otras que la especifican, como por ejemplo:

e Que tareas contienen explicitamente a lo cuantitativo no numérico y cuales tareas

contienen implicitamente a lo cuantitativo no numérico.

2 |as estrategias pueden basarse en la resolucién y planteamientos de problemas, el razonamiento, la comunicacion, la
modelacion, la elaboracién, comparacion y ejercitacién de procedimientos. (MEN, 1998)

% «“Los sistemas geométricos se construyen a través de la exploracién activa y modelacion del espacio tanto para la
situacion de los objetos en reposo como para el movimiento. Esta construccion se entiende como un proceso cognitivo de
interacciones, que avanza desde un espacio intuitivo o sensorio-motor (que se relaciona con la capacidad practica de
actuar en el espacio, manipulando objetos, localizando situaciones en el entorno y efectuando desplazamientos, medidas,
calculos espaciales, etc.), a un espacio conceptual o abstracto relacionado con la capacidad de representar internamente el
espacio, reflexionando y razonando sobre propiedades geométricas abstractas, tomando sistemas de referencia y

prediciendo los resultados de manipulaciones mentales”. (MEN, 1998)



e COmo relacionan los conceptos de semejanza y proporcionalidad geométrica.

Bajo el marco de estas preguntas se reconoce que el trabajo de grado es un ejercicio de
investigacion centrada en el campo de la Didactica de la Matemaética, dado que el objeto de
estudio se relaciona con los conocimientos matematicos presentados en las tareas

planteadas en los libros de texto.

1.3 Objetivos
Coherente con lo anterior, establecemos que la intencidn general de este estudio no es otra
que: Esclarecer el tratamiento que se hace de la proporcionalidad geométrica y la

semejanza en libros de texto escolares de matematicas.

De manera especifica a traves del estudio se propone alcanzar unos objetivos secundarios, a

saber:

e Desarrollar un marco tedrico con respecto al concepto de proporcionalidad
geométrica y semejanza, basado en una teoria matematica como lo son los Libros V
y VI de Elementos de Euclides para tener fundamentos teéricos en el momento de
analizar las tareas presentadas en los libros de texto.

e Disponer de las categorias de analisis construidas para poder contrastar los

elementos tedricos con los libros de textos.

Utilizar los resultados obtenidos en el analisis de los libros de textos para contrastarlos con
los resultados del andlisis del Libro VI de Elementos de Euclides y asi poder establecer
diferencias 0 semejanzas en el tratamiento de la proporcionalidad geométrica y la

semejanza.

1.4 Metodologia

Para lograr los objetivos propuestos, se divide el trabajo en las siguientes fases:

Estudio de la Teoria de los Significados Sistémicos (TSS): Se realizd un estudio de la
Teoria y de las categorias que esta propone en los diferentes articulos publicados por

Godino, Batanero y Font.
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La Teoria de los significados sistémicos (TSS) pertenece a una de las propuestas
presentadas por el modelo ontolégico-semidtico de la cognicién matematica la cual busca
que mediante un anélisis semiotico se pueda caracterizar los significados elementales y
sistémicos que se encuentran en un proceso de estudio. Esta teoria cuenta con seis nociones
las cuales nos permitieron realizar un andlisis semidtico de un conjunto de tareas
correspondientes a una coleccion de libros de texto matematico; estas son: situaciones

problema, lenguaje, conceptos o definiciones, propiedades, procedimientos y argumentos.*

Mirada a la proporcionalidad geométrica y a la semejanza en una teoria matematica: Para
dar una respuesta a la pregunta de investigacion formulada bajo la mirada de las categorias
propuestas por la Teoria de los Significados Sistémicos (TSS), se realizd el estudio y
posterior andlisis de una teoria matematica (reconocida en la comunidad Matematica y por
los historiadores) que hace un tratamiento de la proporcionalidad geométrica y de la

semejanza, contenida en los Libros V y VI de Elementos de Euclides.

Esta teoria matemaética es reconocida en la comunidad Matematica y por los historiadores
por el tratamiento que ésta hace de la proporcionalidad y en especial de la proporcionalidad

geomeétrica.

Nos basamos en esta teoria para dar respuesta a la pregunta: ¢qué es la proporcionalidad
geométrica y la semejanza y como se caracterizan?, la cual nos surgi6 en el inicio del

desarrollo del trabajo.

Para dar respuesta a la pregunta abordamos el estudio de la teoria matematica, basados en
que la pregunta estd orientada hacia un objeto matematico y su significado. Para mirar esta
teoria matematica nos basamos en la teoria de los significados sistémicos (TSS), la cual se
basa en un enfoque onto-semidtico que establece que el significado de los objetos se

encuentra en el contexto donde éste esta funcionando, en el uso que se haga del objeto.

* Estas nociones estan descritas posteriormente
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Para analizar los libros de texto de matematicas de diferentes afios y grados de Educacion
Bésica, tomamos las categorias que aborda la TSS y los resultados obtenidos de analizar los
Libros V y VI de Elementos.

Seleccion y analisis de los textos escolares y las tareas: Se realizd una revision
bibliogréafica de libros de texto, de diferentes afios y de diferentes editoriales y se opto por
seleccionar la coleccién de libros de texto Espiral, ya que en ésta se encontraron tareas
pertinentes para el analisis. Ademas, en esta fase se realizo el analisis de las tareas de la
coleccion citada, utilizando las categorias descritas por la Teoria de los Significados

Sistémicos y los resultados del analisis del Libro VI de Elementos de Euclides.
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Capitulo 2
MARCO REFERENCIAL

En este capitulo se desarrolla el marco de referencia para el analisis, el cual consta tanto de
la descripcion general de algunos elementos de la Teoria de los Significados Sistémicos y
de las categorias que la configuran, como de la teoria de la proporcionalidad geométrica
expuesta en el Libro VI de Elementos de Euclides, analizada precisamente a la luz de las

categorias referidas.

2.1 Algunos elementos de la Teoria de los Significados
Sistémicos

La Teoria de los Significados Sistémicos (TSS) pertenece a una de las propuestas

presentadas por el modelo ontoldgico-semiotico de la cognicién matematica, la cual busca

gue mediante un analisis semidtico se puedan caracterizar los significados elementales y

sistémicos que se encuentran en un proceso de estudio de un concepto matematico.

El modelo tedrico de este enfoque toma la situacion-problema como una idea primaria,
dado que supone que el conocimiento individual se produce como una consecuencia de la
interaccién entre el sujeto y la situacion-problema intervenida por los contextos
institucionales. Ademas, la TSS centra su atencion en la nocion de situacion-problema, ya
que ésta se considera el origen de la tarea matematica y ocupa un papel central en la

practica matematica de significacion de los objetos matematicos.

Asimismo, desde el enfoque se asume que el aprendizaje individual esta ligado al
aprendizaje de los objetos; es decir, si el objeto significa algo para el individuo es porque lo
ha aprendido. Se reconoce entonces que el pensamiento y el lenguaje van de la mano, como

lo refiere Vygotsky:
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El pensamiento no se expresa simplemente en palabras, sino que existe a través de ellas. Una
palabra sin pensamiento es una cosa muerta, y un pensamiento desprovisto de palabras
permanece a la sombra. (Vygotsky, 1973, pp. 160-161)

Es por eso que los significados se construyen de manera relacionada, es decir, son
sistémicos (sistema de significados), y se construyen tanto de manera personal como por el
colectivo, el cual se desarrolla en un &mbito social donde se construyen los significados, en
él se destaca la institucion y en especial el saldon de clase, que a su vez cuenta con un
“contrato didactico” establecido entre el profesor y el estudiante, y no es mas que el
resultado de un conjunto de pactos implicitos y explicitos que regulan los comportamientos,

interacciones y relaciones entre los docentes y estudiantes.

Estas interacciones y relaciones, al igual que la cultura, ocupan un papel sustancial en la
TSS, ya que la inclusion del ambito social en la constitucion de significados trasciende el
ambito de lo psicologico e individual; desde la TSS se hace entonces una distincion entre
las dimensiones personal e institucional, tanto para los objetos como para los significados,
promoviendo la identificacion de los aspectos epistemoldgicos, socioldgicos y psicoldgicos
en los procesos de la cognicion humana, y, por tanto, de los procesos de construccién de
significados en la educacién en matematicas (aprendizaje individual y aprendizaje
colectivo). Asi, en esta teoria si se trata de un sujeto individual (por ejemplo un estudiante
resolviendo una evaluacion o realizando una tarea escolar) se habla de objetos personales,
ya que es él el portador de sus conocimientos y de sus respuestas. Por el contrario, si se
trata de documentos curriculares, libros de texto, explicaciones de un profesor ante su clase

o0 similares, se habla de objetos institucionales.

La distincion entre las dimensiones personal e institucional de los conocimientos
matematicos es primordial para poder describir y explicar las interacciones entre el profesor
y los estudiantes en los procesos de ensefianza y aprendizaje. Con relacion a los
significados institucionales, Godino y Batanero (1994) proponen los siguientes tipos:

e Implementado: es el proceso de estudio que exhibe el docente.

e Evaluado: corresponde al sistema de practicas que utiliza el docente para evaluar los

aprendizajes.
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e Pretendido: refiere al sistema de practicas que incluye el plan educativo
institucional en la escuela.

e Referencial: sistema de practicas que se usa para elaborar el significado pretendido.

Con relacion a los significados personales, Godino y Batanero (1994) proponen desde la
TSS los siguientes tipos:

e Global: corresponde a la totalidad del sistema de practicas personales que puede
manifestar el sujeto relativas a un objeto matematico.

e Declarado: da cuenta de las préacticas efectivamente expresadas a propdsito de las
pruebas de evaluacion propuestas, incluyendo tanto las correctas como las
incorrectas desde el punto de vista institucional.

e Logrado: corresponde a las practicas manifestadas de acuerdo a la pauta

institucional establecida.

Por otra parte, la TSS presenta un sistema de categorias a través de las cuales se devela el
significado de los objetos, los cuales son nombrados y descritos mediante practicas que les
dan sentido y significado y que van més alla de su mera definicién. En un sentido similar
Vergnaud (1990), por ejemplo, considera que el significado de un objeto matematico no se
puede reducir a su definicion, y pone de relieve el papel de las situaciones y los
significados:

... son las situaciones las que dan sentido a los conceptos matematicos, pero el sentido no esta

en las situaciones ni en las representaciones simbdlicas. Es una relacion del sujeto con las

situaciones y los significados. Mé&s precisamente, son los esquemas evocados en el sujeto

individual por una situacién o un significante, lo que constituye el sentido de esta situacion o
este significante para el individuo.(Vergnaud, 1990, p. 133).

Las seis categorias referidas en la TSS son: situacion-problema, lenguaje, conceptos-

definicion, propiedades, procedimientos y argumentos.

La situacion-problema es el componente practico que promueve la tarea matematica;
incluye tareas matematicas, ejercicios, problemas simples puramente matematicos y

problemas méas complejos.
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El lenguaje matematico es el que utilizamos como una herramienta ostensiva para la
resolucion de problemas, para generalizar la solucion de un problema o para describir la
solucién a otra persona; se evidencia en y a través de simbolos, gréaficos, notaciones,

términos y estructuras algebraicas. .

Los conceptos—definiciones se introducen a partir del estudio de las definiciones y del uso

en los procesos de deduccion o de construccion del discurso matematico.

Las propiedades matematicas o atributos son las condiciones que determinan las acciones
matematicas que se realizan, las caracteristicas de las situaciones y las relaciones entre los

objetos.
Los procedimientos y procesos son los algoritmos, calculos, operaciones y analisis.

Los argumentos son los sustentos que permiten justificar la solucién de un problema,
conjeturar o deducir. Las acciones y los objetos estan relacionados mediante los
argumentos o razonamientos que son usados para explicar el porqué de la solucion

obtenida. Es muy comun encontrar argumentos a través de un modelo deductivo.

2.2 Analisis del Libro VI de Elementos de Euclides

El Libro VI estd compuesto por cinco definiciones, treinta y tres proposiciones, divididas
entre veintitrés proposiciones por demostrar y diez problemas por resolver, (ver Anexo 1).
A través del discurso contenido en éste, Euclides desarrolla una teoria de la
proporcionalidad geométrica para magnitudes geomeétricas especificas, en contraste con el
tratamiento general que ha hecho de la proporcionalidad geométrica en el Libro V. Dicha
teoria, sea en su version genérica del Libro V o en su version especifica del Libro VI, no
incorpora la medida de la cantidad de las magnitudes en cuestion, aunque si la cantidad de
magnitud; en este sentido se afirma que el estudio de la proporcionalidad geométrica y la

semejanza incluye un tratamiento cuantitativo, pero no numérico.

Para analizar su contenido y develar los significados de la proporcionalidad geométrica y la
semejanza, siguiendo las directrices del analisis del Libro V (Guacaneme, en prensa), se

usan las categorias de la Teoria de los Significados Sistémicos (TSS).
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2.2.1 Situaciones problemas o tareas matematicas

Como ya se menciond, las proposiciones y porismas del Libro VI, se pueden dividir en dos
grupos: veintitrés proposiciones por demostrar’ y diez problemas por resolver o
construcciones®; su identificacion en la obra euclidiana se favorece por la inclusién al final
de la proposicion de la sigla Q.E.D. y Q.E.F, respectivamente, las cuales se pueden

. 7
interpretar como “queda entonces demostrado” o “queda entonces hecho”

La tarea fundamental de las primeras es, naturalmente, la elaboracion de pruebas que

exhiban la deduccién de los enunciados de cada proposicion a partir de las anteriores.

Los problemas por resolver aluden a cuestiones como la construccion de figuras rectilineas
semejantes (proposiciones 18 y 25), la construccion de segmentos que sean media, tercera o
cuarta proporcional (proposiciones 11, 12, 13), quitar una parte especifica de un segmento
(proposicién 9), dividir un segmento de manera semejante a otro segmento dividido o en
extrema y media razén (proposiciones 10 y 30) o aplicar a una recta un paralelogramo
(proposiciones 28 y 29). A través de esta mirada a los problemas del Libro VI se puede
advertir que la construccion de figuras semejantes (proposiciones 18 y 25) ocupa un lugar
secundario frente a las demas construcciones, la mayoria de las cuales se refieren a la

proporcionalidad geométrica.
2.2.2 Lenguaje matematico

Para realizar el andlisis del lenguaje matematico del Libro VI de los Elementos de
Euclides, se estudian los términos y palabras, la notacion y los diagramas o dibujos

empleados en el discurso por Euclides.

Sin embargo, antes de hacerlo es necesario hacer una precision sobre el lenguaje utilizado

por el autor. En las proposiciones donde Euclides establece relaciones de razon y

5Las proposiciones por demostrar son: 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 14, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 31, 32, 33.
® Los problemas por resolver son: 9, 10, 11, 12, 13, 18, 25, 28, 29, 30.
" En Puertas (1994, p. 37) se reportan las expresiones hoper édei defxai y héper édei poiésai, relacionadas

respectivamente con los textos de las siglas Q.E.D. y Q.E.F.

17



proporcion entre objetos (figuras rectilineas, rectas, angulos), no se esté refiriendo al objeto
en si, sino a la cantidad de magnitud (longitud, amplitud, superficie). La proposicion 5y
especificamente la parte del diorismds donde especifica las razones y proporciones
planteadas al inicio de la demostracion, constituye un ambito de ejemplificacion

interesante.

Proposicion 5: Si dos triangulos tienen sus lados proporcionales, los triangulos seran
equiangulos 'y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados
correspondientes.(Puertas, 1994, p. 63).

Figura 1. Parte del grafico utilizado en la proposicion 5

Diorismds Sean ABI', AEZ dos triangulos que tienen los lados proporcionales, es decir que
como AB es a BI', asi AE es a EZ, y como BI" es a I'A, asi es EZ a ZA, y, ademas, como BA es
a AT, asi EA es a AZ. (Puertas, 1994, p 63)

Las anteriores razones y proporciones estdn planteadas con relacion a la cantidad de
longitud de los lados de los triangulos y no a los lados; en otras palabras la expresion “AB”
si bien alude al lado del triangulo, refiere exactamente es a la cantidad de longitud de tal

lado.

2.2.2.1 Términos o palabras

Encontramos tres tipos de palabras, a saber: las que se refieren a los objetos geométricos
(v.g., triangulo, paralelogramo, figura rectilinea, angulo, recta, recta finita, lado, altura), las
que se refieren a las relaciones entre la cantidad de magnitud de los objetos o las relaciones

entre estas, (v.g., razon, proporcion), y las que se refieren a la relacion entre dos o méas
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objetos (v.g., altura, perpendicular, paralela, semejanza). Nétese que bajo esta dptica, la

semejanza y la proporcionalidad geométrica atienden a dos tipos distintos.

2.2.2.2 Notaciéon

La notacidén que utiliza Euclides incluye el uso de las primeras letras mayusculas del
alfabeto griego (A,B,T,AE,Z H,0,I,K,A,M,N, ...). Usadas de manera individual o en
parejas de letras para denotar magnitudes. Sin embargo, utiliza seguidas dos de estas letras
tanto para denotar rectas (segmentos), es decir cantidad de magnitud de la recta; donde las
letras parecen indicar los extremos del segmento, como para referirse a paralelogramos, es
a través de una de sus diagonales. Adicionalmente, utiliza tres letras para aludir al
triangulo. Por ejemplo, al inicio de la prueba de la Proposicion 1, se encuentra el texto:
“Sean ABI, AI'A tridngulos y ET', I'Z paralelogramos que tienen la misma altura.” (Puertas,
1994, p.57). Entre tanto en la prueba de la Proposicion 9, incluye el texto: “Sea AB la recta
dada” (Puertas, 1994, p.71).

En el Libro VI, més alla de las expresiones “es a”, “guarda la misma razéon” o “es
semejante a”, no identificamos designacion o notacion para referirse a las proporciones o a
la semejanza entre figuras rectilineas; esta falta de notacién no impide que al estudiar las
proposiciones se pueda indicar cuél de estos objetos es utilizado para justificar y demostrar

los pasos hechos en cada proposicion.

2.2.2.3 Diagramas o dibujos

Los diagramas o dibujos que componen el Libro VI, aparecen en cada una de las
proposiciones, independientemente de si éstas son propiedades o problemas. En su gran
mayoria los dibujos representan tridngulos y paralelogramos; sin embargo en la
construccion de las proporciones 13 (construccion de media proporcional) y 33 aparece un
dibujo que contiene representaciones de un semicirculo o un circulo®. A modo de ejemplo
se presenta en la Figura 1 algunos dibujos que emplea Euclides en las proposiciones 13, 21,
23y 29, respectivamente (Puertas, 1994, pp. 57, 74, 89, 93, 102). (Ver Anexo 1)

® Debemos advertir que el trazo curvo que aparece en la figura de la proposicion 27, 28 y 29 no alude de manera propia a

un circulo ni a parte de él.
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Figura 2. Dibujos empleados por Euclides en el Libro VI

Como podemos ver en los dibujos, ademas de las figuras, Euclides incorpora las letras
griegas en mayuscula; alli se observa claramente las diferentes expresiones semanticas de

una sola letra.

Por otra parte, si bien en el Libro V las magnitudes geométricas en general se representan a
través de trazos rectos, en el Libro VI las representaciones son propias, es decir, que los
graficos no son generalizaciones; si en una proposicion se hace referencia a triangulos,
rectas o paralelogramos, en los graficos correspondientes habra triangulos rectas o
paralelogramos. Igualmente, debemos sefialar que si en el Libro VI se sefiala que las figuras
son semejantes, el dibujo expresa tal semejanza, como se observa en la Figura 1(b).
Adicionalmente, debemos sefialar que aungue en la mayoria de las proposiciones que
refieren figuras semejantes incluyen dibujos homotéticos ubicados “en la misma posicion”,
hay al menos una en donde las figuras semejantes no satisfacen esta condicién, como en el

caso de los tres tridngulos semejantes de la proposicion 8 (ver la Figura 2 (a)).

En cuanto a las representaciones son propias, es decir, que los graficos no son
generalizados como en el Libro V; si en una proposicién se hace referencia a triangulos, en

los gréficos correspondientes habra tridngulos o si menciona rectas en los gréaficos
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correspondientes habra rectas. Los gréficos trabajados en los Libros V y VI de los
Elementos de Euclides son una de las diferencias que se pueden encontrar al analizar

detenidamente estos libros.

A A A A
B A r B r B A A r
(a) (b)

Figura 3. Tres triangulos semejantes

Como se observa en la Figura 2 (b), donde se han discriminado los triangulos de la Figura 2
(a), con una rotacion el segundo tridngulo se “verd” semejante al tercero, pero para el

primer tridngulo la rotacién no es suficiente, pues habria que aplicarle una reflexion.
2.2.3 Conceptos o definiciones

Si bien en el Libro VI Euclides utiliza varios conceptos (v.g., equiangulo, semejante, altura,
subtiende, extrema y media razon, inversamente relacionado, semejanza), en éste define los
siguientes objetos (resaltados en las definiciones):

Definicion 1. Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los angulos iguales uno a uno
y proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales (Puertas, 1994, p. 55).

Esta primera definicién encontrada en el Libro VI nos aproxima a la idea de semejanza que
utiliza el autor. Aqui nos interesa enfatizar en que Euclides establece la semejanza
Unicamente como una caracteristica de dos o mas figuras rectilineas (poligonos), pero no
establece semejanza entre figuras no rectilineas; la proporcionalidad geométrica se da entre
al menos tres objetos geométricos (0 méas precisamente, entre al menos tres cantidades de

magnitudes homogéneas).

En las figuras donde se establece semejanza en el Libro VI de Euclides, se puede ver

especificamente en dos casos:
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Cuando una figura es semejante a otra de tal manera que sus lados y angulos estan ubicados

de la misma forma en un lugar, en el plano, como lo muestra la Figura 4.

Figura 4. Figuras semejantes, situadas de igual manera

Cuando una figura es semejante a otra aungue no estén situadas de la misma forma en el
plano (es decir, en términos modernos, a una de las figuras se le ha aplicado dos

transformaciones; en el caso de la figura 2 es una reflexion y una homotecia). Ver Figura 5.

A
5 a
D c P,
C o

Figura 5. Figuras semejantes, situadas de forma diferente

Teniendo en cuenta las dos anteriores formas de ver la semejanza entre dos figuras, sin la
segunda consideracion no hubiera sido posible la demostracion de la proposicion VI-8,

donde demuestra que dos tridngulos adyacentes son semejantes. Ver Figura 6.

Figura 6. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 8
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Al estudiar las proposiciones, hemos encontrado una diferencia entre semejanza y
homotecia®, la cual es que toda figura homotética es semejante, mas no toda figura
semejante a otra se obtiene de una homotecia. A esta conclusion llegamos después de
analizar la Figura 6, donde la figura que ha sido reflejada, no se puede obtener de aplicar
una homotecia a la figura inicial ya que no conserva su alineacion. (Véase Figura 6).

Definicion 3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razén cuando la recta
entera es al segmento mayor como el (segmento) mayor es al menor (Puertas, 1994, p. 56).

Consideramos que esta definicién contempla una alusién a la proporcionalidad geométrica,
pero no a la semejanza; ello por cuanto, como lo sefialamos antes, la semejanza se da entre
figuras rectilineas (poligonos) y no entre segmentos.

Definicion 4. En toda figura, la altura es la perpendicular trazada desde el vértice hasta la base.
(Puertas, 1994, p. 56)

A través de ésta, se caracteriza un segmento que puede no hacer parte integral de la figura
rectilinea en cuestion, sino que puede construirse como un apéndice de la figura. Esta

definicion no alude ni a la proporcionalidad geométrica, ni a la semejanza.

Si bien el Libro VI presenta dos definiciones mas, coincidimos con la posicion de Puertas
(1994, pp. 55,56), segtn la cual la definicion 2'° y la 5 han sido interpoladas por autores
posteriores a Euclides. Particularmente, hemos interpretado que la definicion 5 no debe ser

de origen euclidiano pues no s6lo contempla razones entre razones (es decir no entre

® No se va a hacer un estudio de la homotecia ya que el marco tedrico se centra en los Elementos de Euclides, pero bajo la
mirada de Barreto (2010) entendemos la homotecia asi:

“La homotecia es una transformacion geométrica que no tiene una imagen congruente, ya que a partir de una figura dada
se obtienen una o varias figuras en tamafio mayor (agrandada) o menor (reducida) de la figura dada, pero conservando sus
proporciones. La homotecia conserva también angulos y la alineacion. Las dimensiones de dos figuras por homotecia son
directamente proporcionales; esta proporcion es fijada por la constante de homotecia la cual multiplica las longitudes por
la relacion de homotecia k, las &reas se multiplican por k x k etc.” (Barreto J. , 2010).

0 Definicién VI-2. Dos figuras estan inversamente relacionadas cuando en cada una de las figuras hay razones
antecedentes y consecuentes.

1 Definicion 5. Se dice que una razén esta compuesta de razones cuando los tamafios de las razones multiplicadas por si

mismas producen alguna razén.
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magnitudes, como es usual en Euclides), sino que ademas incluye una operacion entre
razones (que no hace parte del discurso euclideo, ni siquiera al hablar sobre razones
compuestas).

Euclides también utiliza el término Triangulos equidngulos definicidn que corresponde a la
proposicion VI-4, asi pues:
“En los triangulos equidngulos, los lados que comprenden los angulos iguales son

proporcionales y los lados que subtienden los angulos iguales son correspondientes” (Puertas,
1994, p. 62)

2.2.4 Propiedades

En este apartado se analizaran las proposiciones en dos grupos, primero las proposiciones

correspondientes a proposiciones-teoremas, y segundo las proposiciones-problemas.

El analisis para cada uno de los tipos de proposicion tendré la siguiente estructura: primero
se enunciara la proposicién, seguido por una parte del dibujo o el dibujo completo utilizado
en el Libro VI para visualizar la proposicion; es decir que en algunas proposiciones se
utilizara sélo la parte del dibujo que ayuda a entender lo que se plantea en el diorismos,
dejando a un lado las construcciones auxiliares hechas para lograr la demostracion. Luego
se describiran las razones y proporciones utilizadas en cada una de las proposiciones y
concluyendo acerca del tratamiento de la semejanza o proporcionalidad geométrica
planteadas en cada una; esta descripcion puede ir acompafiada de una expresion simbolica

para aclarar la descripcion hecha.

2.2.4.1 Proposiciones-teoremas

Las siguientes proposiciones son teoremas;
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Proposicion 1: Los triangulos y los paralelogramos que tienen la misma altura son entre si como
sus bases.(Puertas, 1994, p. 56)

AN

@ H B i A K A

Figura 7. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 1

En esta primera proposicion se relacionan elementos como: la cantidad de longitud de las
bases, la cantidad de superficie de los triangulos y la cantidad de superficie de los
paralelogramos, con la condicién que triangulos y paralelogramos tengan la misma altura.
Euclides establece la siguientes razones: razon entre cantidad de superficie de triangulos,
razon entre cantidad de superficie de paralelogramos y razon entre cantidad de longitud de

las bases. Asi, cuando sefiala que son entre si como sus bases, establece las siguientes

. ABT ET AT ’ . . ., .
proporciones: —— = — = —. En éstas se identifica una proporcion entre magnitudes de la

misma naturaleza (superficie), que es la planteada entre las razones de cantidad de

ABTI’ ET

superficie de tridngulos y paralelogramos,m =5 Y dos de diferente naturaleza

(superficie, longitud) como la planteada entre las razones de cantidad de superficie de

triangulos con la cantidad de longitud de las bases % = % .Y la planteada entre las de
cantidad de superficie de paralelogramos con la cantidad de longitud de las bases % = %.

Por lo anterior se da cuenta que en esta proposicion Euclides expone la proporcionalidad
geométrica entre magnitudes y no semejanza entre figuras. Esto se ve mas claramente en el
diorismé6s'? que se acompafia de la Figura 7, el cual dice: Digo que como la base Bl es a la
base I'A, asi el triangulo ABI es al triangulo AT'A y el paralelogramo EI" al paralelogramo
I'Z. (Puertas, 1994, p. 57)

12 En el apartado de argumentos esto se justifica
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Proposicion 2: Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un triangulo, cortara
proporcionalmente los lados del tridngulo. Y si se cortan proporcionalmente los lados de un
tridngulo, la recta que une los puntos de seccion sera paralela al lado restante del
tridngulo.(Puertas, 1994, p. 58)

Figura 8. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 2

En primer lugar sefialemos que aqui se estan planteando dos proposiciones, una reciproca
de la otra. Ahora bien, observemos que se establece la proporcion entre la cantidad de

longitud de los segmentos de cada lado del tridngulo resultantes de trazar la paralela AE, es
: .. BA _TE ., . . . .
decir la proporcion =T A Véase la Figura 8. Asi reconocemos que se esta trabajando

proporcionalidad geométrica entre magnitudes de la misma naturaleza (en este caso la

cantidad de longitud), y no con respecto a la semejanza.

Proposicion 3: Si se divide en partes iguales un angulo de un tridngulo, y la recta que corta el
angulo corta también la base, los segmentos de la base guardardn la misma razén que los
restantes lados del tridngulo; vy, si los segmentos de la base guardan la misma razén que los
restantes lados restantes del triangulo, la recta trazada desde el vértice hasta la seccion dividira
en dos partes iguales el angulo del triangulo. (Puertas, 1994, p. 60)

Figura 9. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicién 3

Notese que aqui también se plantea la proposicidn y su reciproco. En esta proposicion se

establece una relacion de razones entre la cantidad de longitud de los lados de un triangulo

%y la cantidad de longitud de los segmentos que resultan sobre el lado opuesto al angulo
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. ._ BA e e, , . . .
al que se le traza la bisectriz e En esta proposicion implicitamente se esta exponiendo

proporcionalidad ya que se plantea la proporcion entre la cantidad de longitud de los lados

del tridngulo y los segmentos resultantes de prolongar la bisectriz, es decir, se plantea la

BA

L ., BA
sigulente relacion — = —.
Al Al

El reciproco de esta proposicion se puede tomar como una caracterizacion de bisectriz, la

BA _

ba (que relaciona la razén entre la
ar - ar \d

cual establece que si se encuentra la proporcion

cantidad de longitud de los segmentos de un lado dividido por la recta AA y la razén de
cantidad de longitud de los lados de un triangulo) esta recta seré bisectriz del &ngulo al que
dividio. En esta proposicion nuevamente se estd exponiendo la proporcionalidad

geométrica y no se alude a la semejanza.

Proposicion 4: En los triangulos equiangulos, los lados que comprenden los &ngulos iguales son
proporcionales y los lados que subtienden los angulos iguales son correspondientes. (Puertas,
1994, p. 62)

Figura 10. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 4

En esta proposicion Euclides utiliza la definicion de triangulos equiangulos para plantear

las siguientes proporciones entre la cantidad de longitud de los lados que comprenden los

. . .z BA rz Al ZE TIB ET
angulos correspondientes entre los triangulos: —=— , —=— = —. En esta

Al ZE ' IB EI' BA IZ
proposicion se trabaja explicitamente proporcionalidad geométrica; sin embargo, esto
implica un trabajo implicito de semejanza entre los triangulos, puesto que esta dado por el

enunciado dado y se cumple la definicion 1.
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Proposicion 5: Si dos triangulos tienen sus lados proporcionales, los triangulos seran
equiangulos y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados correspondientes.
(Puertas, 1994, p. 63)

Figura 11. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 5

Esta proposicion es la reciproca de la proposicion 4. Dados los triangulos ABI" y AEZ, se
establecen razones entre la cantidad de longitud de los lados correspondientes que

comprenden los angulos de los triangulos; asi se establecen las siguientes proporciones:

AB _ AE  BL _EZ BA _EA
Bl EZ’TA ZA’ AT AZ’
proporcionalidad entre la cantidad de longitud de los lados correspondientes que subtienden

En esta proposicion Euclides establece una relacién de

los &ngulos de los triangulos.

Concluye que los angulos a los que subtienden los lados correspondientes son iguales, es
decir que la cantidad de amplitud de éstos es la misma. Para afirmar lo anterior se basa en
la definicion de tridngulos equiangulos. Aqui no utiliza la definicion de semejanza, pero se
puede concluir con lo anterior que dos triangulos equiangulos son semejantes ya que

cumplen las condiciones de la definicién VI-1.

Proposicion 6: Si dos triangulos tiene un &ngulo (del uno) igual a un angulo (del otro) y tienen
proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales, los triangulos seran equidngulos
y tendréan iguales los &ngulos a los que subtienden los lados correspondientes. (Puertas, 1994, p.
65)

Figura 12. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 6
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Dados los triangulos ABI" y AEZ, se tiene que la cantidad de amplitud del angulo BAT es
igual a la cantidad de amplitud del angulo EAZ. Luego, establece la relacion de
proporcionalidad geomeétrica entre la cantidad de longitud de los lados que comprenden los
angulos iguales. Es asi que % = %es la proporcion establecida. Por lo anterior se puede

concluir que se cumple la definicion de triangulos equiangulos, que para este caso

corresponderia al criterio de semejanza que hoy conocemos como LAL.

Proposicion 7: Si dos triangulos tienen un angulo de uno igual a un angulo de otro y tienen
proporcionales los lados que comprenden los otros angulos, y tienen los restantes angulos
parejamente menores 0 N0 menores que un recto, los tridngulos seran equiangulos y tendran
iguales los angulos que comprenden los lados proporcionales. (Puertas, 1994, p. 66)

Figura 13. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 7

Dados los triangulos ABI" y AEZ, se tiene que la cantidad de amplitud de los d&ngulos BAT"

es igual a la cantidad de amplitud del angulo EAZ. Establece la relacion de proporcién entre

AB AE

la cantidad de longitud de los lados que comprenden los angulos ABI' Y AEZ, asi P

Por reduccion al absurdo demuestra que los &ngulos restantes tienen la misma cantidad de
amplitud y que por consiguiente los triangulos son equiangulos. No hace mencion a la

semejanza pero implicitamente pone en juego las condiciones de la definicion 1.
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Proposicion 8: Si en un triangulo rectangulo se traza una perpendicular desde el angulo recto
hasta la base, los triangulos adyacentes a la perpendicular son semejantes al (tridngulo) entero y
entre si.(Puertas, 1994, p. 69)

Figura 14. Dibujo utilizado por Euclides en la Proposicion 8

Establece la relacion de semejanza entre el triangulo ABI' y cada uno de los triangulos
resultantes después de trazar la perpendicular desde el angulo recto al lado opuesto a éste.
También establece la relacion de semejanza entre los dos tridngulos resultantes. Esta
relacion la establece a partir de la definicion de triangulos equidngulos, donde la cantidad
de amplitud de los angulos de cada tridngulo es igual, y los lados que comprenden los
angulos iguales son proporcionales. Por lo anterior cumple la definicién de semejanza

establecida en la definicion 1.

A partir de esta proposicion se instauran los siguientes porismas:

i) Si en un tridngulo rectangulo se traza una perpendicular desde el angulo recto hasta la base, los tridangulos
adyacentes son semejantes al triangulo entero y entre si. ii) Si en un tridngulo rectdngulo se traza una
perpendicular desde el angulo recto hasta la base, la recta trazada es la media proporcional de los segmentos
de la base. (Puertas, 1994, p. 70)

Proposicion 14: En los paralelogramos iguales y equiangulos entre si, los lados que comprenden
los angulos iguales estan inversamente relacionados, y aquellos paralelogramos equiangulos
que tienen los lados que comprenden los angulos iguales inversamente relacionados, son
iguales.(Puertas, 1994, p. 75)

T

Fi

Figura 15 Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 14.
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En esta proposicion se menciona la reciproca, por consiguiente hay dos proposiciones
planteadas en el enunciado. Define que los paralelogramos AB y BI" son iguales, es decir,
tienen la misma cantidad de superficie y ademas son equiangulos, esta es la condicion
necesaria para que los lados que comprenden los angulos iguales sean inversamente

relacionados.

Esta es la primera proposicién donde se hace alusion a figuras diferentes a triangulos y que
cumplen las condiciones de ser equidngulos, ademéas también es la primera en la que

aparece “lados inversamente relacionados”.

En esta proposicion establece la relacion de proporcionalidad geométrica entre la cantidad
. . . . AB HB
de longitud de los lados que comprenden los angulos iguales. Es decir: 55~ Bz En esta

relacion de proporcionalidad Euclides sefiala que estan inversamente relacionados entre los
lados que comprenden los angulos iguales. Lo que quiere decir que la relacion se da entre
antecedente y consecuente y no de manera correspondiente antecedentes con antecedentes y

consecuentes con consecuentes.

Proposicion 15: En los tridngulos iguales que tienen un angulo (de uno) igual a un angulo (del
otro), los lados que comprenden los &ngulos iguales estdn inversamente relacionados. Y
aquellos tridngulos que tienen un &ngulo (de uno) igual a un angulo (del otro) cuyos lados que
comprenden los &ngulos iguales estan inversamente relacionados, son iguales.(Puertas, 1994, p.
77)

Figura 16. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 15

Al igual que en la anterior proposicion se establece una relacion inversa entre lados no
correspondientes, es decir, en el enunciado hay dos proposiciones, en esta proposicién se
tiene que hay dos triangulos iguales, ABI' y AAE de igual cantidad de superficie y que
tienen un angulo BAI" y AAE igual, es decir, angulos con la misma cantidad de amplitud.
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. ey . .. TA EA . .
En la proposicion plantea la siguiente proporcion 2= ap due relaciona la cantidad de

longitud de los lados que comprenden los angulos iguales, y utiliza la anterior proposicion

para plantear la proporcion inversa entre los lados.

Proposicionl6: Si cuatro rectas son proporcionales, el rectangulo comprendido por las extremas
es igual al rectangulo comprendido por las medias; y si el rectdngulo comprendido por las
extremas es igual al rectangulo comprendido por las medias, las cuatro rectas seran
proporcionales. (Puertas, 1994, p. 78)

Figura 17. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 16

En este enunciado se plantea la proposicidn y su reciproca. Se establece una proporcion
AB E ., . .
entre cuatro rectas, la cual es w7 tambien establece una relacion de igualdad entre los

rectangulos que se construyen a partir de las rectas proporcionales E y Z. Es la primera

proposicion que se refiere a media y extrema razén donde se utiliza la definicion VI-3.

Proposicion 17: Si tres rectas son proporcionales, el rectdngulo comprendido por las extremas
es igual al cuadrado de la medida; vy si el rectangulo comprendido por las extremas es igual al
cuadrado de la media, las tres rectas seran proporcionales.(Puertas, 1994, p. 80)

= g

e 8 = g
i

B——0=

Figura 18. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 17

Se establece una relacion de proporcién entre la cantidad de longitud de las rectas A, B, T,

., . A B
la proporcion establecida es: ST
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Proposicion 19: Los triangulos semejantes guardan entre si la razon duplicada de sus lados
correspondientes. (Puertas, 1994, p. 83)

Figura 19. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 19

Esta proposicion establece una semejanza entre los triangulos ABI semejante a AEZ,
donde se establece la proporcion entre la cantidad de longitud de los lados de los triangulos

- AB _

AE . . .y . , . .
asi — = —. Es la primera proposicion que se refiere a razon duplicada que no es mas que

un caso particular de la razon compuesta definida en el libro de Elementos, donde se guarda

una proporcion de 2 a 1.

Proposicion 20: Los poligonos semejantes se dividen en tridngulos semejantes e iguales en
namero y homologos a los (poligonos) enteros y un poligono guarda con el otro una razén
duplicada de la que guarda el lado correspondiente con el lado correspondiente.(Puertas, 1994,
p. 85)

Figura 20. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 20

En esta proposicion Euclides utiliza el expresion homologo para referirse a los términos
. .. BA HZ . .
correspondientes de la proporcion TR establece relaciones de semejanza entre

triangulos ABE, ZHA, dado que tienen un lado igual y los lados que comprenden a éstos

son proporcionales.
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Proposicion 21: Las figuras semejantes a una misma figura rectilinea son también semejantes
entre si.(Puertas, 1994, p. 89)

m

Figura 21. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 21

Dadas las figuras A y B semejantes a I', se dice que A es semejante B, porque A es
semejante a I' por definicion 1, tienen sus angulos iguales y los lados que comprenden los
angulos iguales son proporcionales, lo mismo pasa porque B es semejante a I'. En esta
proposicion se refiere a semejanza, luego cumple la proporcién entre la cantidad de
magnitud de los lados correspondientes que comprenden los angulos iguales por tanto las
tres figuras tendran angulos iguales y lados proporcionales es decir las tres cumplen el
criterio LAL.

Proposicion 22: Si cuatro rectas son proporcionales, las figuras rectilineas semejantes y
construidas de manera semejante a partir de ella serdn también proporcionales; y si las figuras
semejantes y construidas de manera semejante a partir de ellas son proporcionales, las rectas
seran también proporcionales.(Puertas, 1994, p. 90)

A B
r a
€ z H a

Figura 22. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicién 22

Aqui se plantea la proposicion y la reciproca. Se plantea una proporcién entre la cantidad

de longitud de las rectas AB, RA, EZ' Y H®. La proporcion es la siguiente: Ar—i = % Luego
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se construyen figuras semejantes y situadas de manera semejante a partir de las rectas

proporcionales antes mencionadas KAB, AT'A, EZ, HO y se deduce la proporcionalidad

KAB _

. - . . EZ . .y
entre la cantidad de superficie de las figuras semejantes 2" e En esta proposicion se

trabaja proporcionalidad geométrica y semejanza.

Proposicion 23: Los paralelogramos equiangulos guardan entre si la razon compuesta de (las
razones) de sus lados.(Puertas, 1994, p. 93)

A A 9
B r H
K +—
Aﬁ-—H—!
M ——
g Z

Figura 23. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 23

Esta proporcion utiliza la razén compuesta correspondiente a la definicion VI-5, donde

. K p
Euclides construye las razones v de manera que esta razon resulta de componer las razones

Il B

L . . . .
=~ las cuales son iguales a las razones inversamente relacionadas entre la cantidad de
. ny . BC DC .
magnitud de los lados de los paralelogramos equiangulos, asi il Euclides construye

. . . . .. , K AC L CH
unas proporciones entre magnitudes diferentes (longitud, superficie) asi: TR AT

“mIMTCF
. .y K AC P -
de esta composicion resulta v = op Por tanto la razon que existe entre los paralelogramos

. AC _BC _ DC
equidngulos es: — = — = —.
CF CG CE

Proposicion 24: En todo paralelogramo, los paralelogramos situados en torno a su diagonal son
semejantes al (paralelogramo) entero y entre si.(Puertas, 1994, p. 94)

Figura 24. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 24
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En el enunciado de esta proposicion se hace referencia a la semejanza entre figuras; para

Ilegar a que estas figuras son semejantes plantea las siguientes razones y proporciones:

Dado el paralelogramo ABT'A y trazada su diagonal AT, los paralelogramos situados en

torno a la diagonal es decir EH y ®K, son semejantes.

Es asi, que se trazan las rectas EZ paralela a BI' y HZ paralela a AT, lados de los triangulos
resultantes de trazar la diagonal AI'. Después de las siguientes construcciones se plantean

las siguientes razones y proporciones entre la cantidad de longitud de los lados de los

aralelogramos BE_IZ Iz_2AH ero Iz _BEBE_AH or composicion BA _
P 9 " EA zaY 7ZA Ha P 7a EA Y EA  HA' P P AE

BA

EA . .
3 = app con este planteamiento de razones y proporciones se llega a

AA .
— Y por alternancia

demostrar que los lados que comprenden el d&ngulo en comun de los paralelogramos ABI'A
y EH, son proporcionales. Este proceso lleva a demostrar que los triangulos ABI"' y AEZ

son equiangulos, al igual que AI'A y AZH.

Teniendo en cuenta que los lados de un triangulo equidangulo son proporcionales, se

concluye que los paralelogramos mencionados anteriormente son semejantes.

Proposicion 26: Si se quita de un paralelogramo un paralelogramo semejante y situado de
manera semejante al paralelogramo entero que tenga un &ngulo comin con él, est en torno a la
misma diagonal que el (paralelogramo) entero.(Puertas, 1994, p. 97)

Figura 25. Parte del dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 26

En esta proposicion se plantea que el paralelogramo ABI'A es semejante al paralelogramo
AEZH, es decir que cumplen con la definicién 1, la cantidad de amplitud de los angulos es

igual y sus lados son proporcionales, es decir que se pueden plantear las siguientes razones

AA _AB _ Bl _TA

y proporciones: — ="—=—= .
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También Euclides utiliza los términos “paralelogramos semejantes y situados de manera
semejante”; cuando se refiere a “paralelogramos semejantes” no se trata mas que de la
semejanza entre éstos (VI1-23), pero al hablar de “situados de manera semejante” Euclides
no se refiere a éste en ninguna parte del libro pero inferimos que los lados semejantes estan

en rectas paralelas, como los paralelogramos.

D C
n’ iy
4 B

Figura 26. Paralelogramos semejantes y situados de manera semejante

En la Figura 26, se tienen los paralelogramos AC y A'C’ donde se tiene que

AB| A'B'yBC [ B'C’

Proposicion 27: De todos los paralelogramos aplicados a una misma recta y deficientes en
figuras paralelogramos semejantes y situadas de manera semejante al construido a partir de la
mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el que es aplicado a la mitad de la recta y es
semejante al defecto. (Puertas, 1994, p. 98)

A E

N

5

K

H

=
!

Figura 27. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 27

-~]

Esta proposicion al igual que las proposiciones VI-28 y VI-29 es la aplicacion del areas,
utilizando la semejanza entre paralelogramos, permitiendo aplicar a un segmento dado un
paralelogramo igual a una figura rectilinea dada y que exceda o sea deficiente en un
paralelogramo semejante a otro. Ademas reconoce a los paralelogramos construidos sobre
la mitad de la recta como los mayores entre todos los paralelogramos deficientes cuyo

defecto es semejante y situado de manera semejante a un paralelogramo dado.
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Es la primera proposicion que utiliza los términos “deficiente y excesivo”, como se ve en la
proposicion 27, a la cual nos referimos a continuacion, haciendo una aclaracion en cuanto a
lo que se refiere paralelogramos deficientes y paralelogramos excesivos; En el

paralelogramo que se encuentra al lado izquierdo se tiene que

F F E D

S\ N <\

A A B C

Figura 28. Paralelogramos deficientes y excesivos respecto a una recta

Existe la recta AB y un punto C que se encuentra entre la recta AB (figura de la izquierda),
0 puede estar en la prolongacion de la recta AB (figura de la derecha) Se construye el
paralelogramo CE, en el lado izquierdo y el paralelogramo AD en el lado derecho. Por
tanto el paralelogramo del lado izquierdo AD es deficiente respecto a la recta AB y su
defecto es el paralelogramo CE, por otra parte el paralelogramo de la figura de la derecha

AD es excesivo respecto al aplicado a la recta AB, y su exceso es el paralelogramo BD.

Proposicion 31: En los triangulos rectangulos, la figura (construida) a partir del lado que
subtiende el angulo recto es igual a las figuras semejantes y construidas de manera semejante a
partir de los lados que comprenden el angulo recto.(Puertas, 1994, p. 104)

Figura 29. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 31

Esta proposicion es la generalizacion del llamado Teorema de Pitagoras, tratado por
Euclides en la proposicion VI-47 del Libro | de Elementos, en esta proposicion plantea que
al construir figuras semejantes sobre cada uno de los lados del triangulo rectangulo ABT, se
tiene que la cantidad de superficie de la figura construida sobre el lado BI' es igual a la

cantidad de superficie de las figuras semejantes construidas sobre los lados AB y AT'.

38



Demuestra que esta relacion de igualdad entre cantidad de superficie de figuras semejantes

se cumple para cualquier figura que se construya sobre los lados del tridngulo rectangulo.

Proposicion 32: Si dos triangulos que tienen dos lados (de uno) proporcionales a dos lados (del
otro) se construyen unidos por un angulo de modo que sus lados correspondientes sean
paralelos, los restantes lados de los tridngulos estaran en linea recta.(Puertas, 1994, p. 106)

Figura 30. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 32

Se dan los triangulos ABI" y AI'E, donde la cantidad de longitud de dos lados es

__ AT,

proporcional, y se plantea: % =Y ademas la recta AB es paralela a AI' y AT es paralela

a AE. En esta proposicion se expone la proporcionalidad geométrica y se hace alusién a la
semejanza de manera implicita ya que se plantean relaciones que llevan a concluir que esto

dos tridngulos son equidngulos por tanto cumplen con la definicién VI-1.

Proposicion 33: En los circulos iguales, los angulos guardan la misma razon que las
circunferencias sobre las que estan, tanto si estan en el centro como si estdn en las
circunferencias.(Puertas, 1994, p. 107)

Figura 31. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicién 33

Esta proposicion es diferente a todas las tratadas en este libro, puesto que incluye el trabajo
con circunferencias, lo que no es mencionado por Euclides en sus anteriores definiciones y

proposiciones. En esta proposicion se plantean razones entre la cantidad de superficie de las
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. . BT . . . . .
circunferencias =Y la cantidad de amplitud de los &ngulos centrales de cada circunferencia

BHI' BAT

. BHTI BAT
es decir. —, —. =
EOZ EAZ

. ., Bl .
Se plantea la siguiente proporcion — = — = ——, entre cantidad de
EZ EOZ EAZ

magnitud de diferente naturaleza (superficie y amplitud) g = % y de igual naturaleza

BHTI BAT

(amplitud) co7 — Eaz

En esta proposicion se hace mencion a la proporcionalidad

geométrica.

2.2.4.2 Proposiciones - problemas

Las siguientes proposiciones estan en el tipo de problemas por construccion, que se
identifican porque Euclides finaliza la descripcion de la construccion con la sigla Q.E.F.

Proposicién 9: Quitar de una recta dada la parte que se pida.(Puertas, 1994, p. 71)|

Figura 32. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 9

En esta proposicion se plantea la proporcion entre la cantidad de longitud de los segmentos
resultantes de trazar dos rectas paralelas entre si % = % . También plantea que I'A = 2AA

por tanto BZ = 2ZA. Hay una particion (alicuota) de partes iguales. En esta proposicion se
expone proporcionalidad geométrica, implicitamente se trabaja semejanza ya que se forman

dos tridngulos que comparten un angulo y sus lados correspondientes son proporcionales.

Proposicion 10: Dividir una recta dada no dividida de manera semejante a una recta dada ya
dividida.(Puertas, 1994, p. 72)

Figura 33. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicién 10
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En esta proposicion se establece una proporcion entre la cantidad de longitud de los
segmentos resultantes al trazar rectas paralelas a los lados correspondientes del tridngulo
AI'B, formado por las rectas dadas A" y AB. Después de hacer todas las construcciones y

plantear razones y proporciones se tiene que la recta ha quedado dividida de manera

BH EA _ HZ

: : .TE _ EA _ HZ
semejante, entonces se tiene que: A Wz y IVORETN

PProposicion 11: Dadas dos rectas, hallar una tercera proporcional.(Puertas, 1994, p. 73)|

Figura 34. Dibujo13 utilizado por Euclides en la proposicion 11
Corresponde a una construccion, donde se realiza una prolongacion de dos segmentos
dados para hallar una tercera recta proporcional a éstas, entonces se establece la proporcion
entre la cantidad de longitud de los segmentos g = % y como BA=AT, entonces se tiene la
siguiente proporcién % = % En esta proposicién se alude a proporcionalidad geomeétrica,

también se trabaja implicitamente semejanza ya que se plantean relaciones de

proporcionalidad entre angulos iguales y lados correspondientes.

‘ Proposicion 12: Dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcional. (Puertas, 1994, p. 74)

E A"

Br—

fe———

Figura 35. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicién 12

13 Las rectas que estan al lado del triangulo no son utilizadas en la demostracion de la proposicion. Creemos que
pertenecen al grafico utilizado en la proposicion 12.
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Corresponde a una construccion, donde a partir de tres rectas dadas iguales a otras tres (AH
esigual a A, HE es igual a B, A® es igual a I'), hay que hallar una cuarta recta proporcional

que en esta construccion es @Z; entonces se establece la proporcion entre la cantidad de

JAYC)

. AH
longitud de los segmentos resultantes de trazar paralelas por ellos E o

‘ Proposicion 13: Dadas dos rectas, hallar una media proporcional.(Puertas, 1994, p. 74)

A

A
Figura 36. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 13

De manera similar a la proposicién VI-8, se establece una proporcién entre los lados que
contienen los angulos correspondientes a los triangulos formados a partir de la construccion
de un semicirculo que garantiza que cualquier angulo inscrito sobre él sea recto, por tanto el
segmento que une el veértice de los triangulos sobre el semicirculo y la base de los

triangulos sera la media proporcional de las rectas dadas.

Proposicion 18: A partir de una recta dada, construir una figura rectilinea semejante y situada
de manera semejante a una figura rectilinea dada.(Puertas, 1994, p. 82)

Z 7 o
Hq
r A A B

Figura 37. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 18

En esta proposicion se da una figura EI' y una recta AB, sobre la cual hay que construir una

figura semejante a la dada.

Para construir la figura se construye un tridngulo sobre AB semejante a 'ZA, y se establece

la relacion de proporcionalidad entre los lados de los tridngulos equiangulos la cual es:
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ZA r rA ., .
BT HA T AB luego se construye un tridngulo semejante a ZAE sobre la recta HB y se
L ., . . ZA ZE EA
establece la siguiente relacion de proporcionalidad. B on " op Por tanto estas
construcciones llevan a plantear la siguiente proporcion; —= =2 =8 = ZE _ B2
P 9 prop "HWB HA aB _nme ep P

consiguiente se establece la semejanza entre las figuras rectilineas A6 semejante a I'E.

Proposicion 25: Construir una misma (figura) semejante a una figura rectilinea dada, e igual a
otra (figura) dada.(Puertas, 1994, p. 96)

A K

BKL_

r

A E

Figura 38. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicion 25

En esta proposicién se quiere obtener una figura que cumpla las condiciones de ser
semejante a la figura rectilinea ABT" y que la cantidad de superficie sea igual a la figura A,

para lo cual se utilizan las proposiciones 13, 18 y 19 para establecer las proporciones

. . . ., BI' HO
siguientes en las figuras construidas. Proporcion entre rectas (segmentos): 6= Tz

proporcion entre rectas y figuras del mismo tipo: 5T AR y B y proporcién entre
" TZ KH6 Iz EZ
. . . ABT KH6
figuras de diferente tipo: — = —.
BE EZ

Proposicion 28: Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual una figura rectilinea dada
deficiente en una figura paralelograma semejante a una dada; pero es necesario que una figura
rectilinea dada no sea mayor que el paralelogramo construido a partir de la mitad y semejante al

defecto.(Puertas, 1994, p. 100)
zZ
A M
T = = P
IR L
A B K : N

Figura 39. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicién 28

@
T
(o]
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En esta proposicion se establece ademas de igualdad entre la cantidad de superficie de los
paralelogramos OP = 2%, EB = TE, TE = OB, la igualdad entre la cantidad de longitud de
las rectas (segmentos) AE = EB y la semejanza entre los paralelogramos asi,

A es semejante a HB, KM es semejante a HB, HII es semejante a HB.

Proposicion 29: Aplicar a un recta dada un paralelogramo igual a una figura rectilinea dada y
que exceda en una figura paralelograma semejante dada. (Puertas, 1994, p. 102)

Figura 40. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicién 29

Esta proposicion establece ademéas de la igualdad entre la cantidad de superficie de los
paralelogramos AN=NB, H6 = EA,HO = MN vy entre las figuras AE =I', asi como la
semejanza entre los paralelogramos MN es semejante a HO, HO es semejante a EA,

I10 es semejante a A, OIT es semejante a EA.

‘ Proposicion 30: Dividir una recta finita en extrema y media razén. (Puertas, 1994, p. 103) \

Figura 41. Dibujo utilizado por Euclides en la proposicién 30

Esta proposicion establece una proporcion entre la cantidad de magnitud de las rectas

(segmentos), asi ZE_ARBA_ A
9 ' EA  EB’AE EB’
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2.2.5 Procedimientos

Los procedimientos en el Libro VI de Euclides se encuentran fundamentalmente en las
proposiciones que son problemas y que se¢ discutieron al final del apartado “Situaciones

problemas o tareas matematicas” de este documento.
2.2.6 Argumentos

El Libro VI de Elementos emplea un discurso deductivo en la prueba de las proposiciones.
Para el caso de las proposiciones por demostrar, se pueden distinguir seis etapas descritas
por Proklos,** a saber: enunciado (prétasis), exposicion (ékthesis), determinacién o
delimitacién (diorismds), preparacion o construccion (kataskeué), demostracion (apodeixis)

y conclusién (sympérasma).

A continuacidn se presenta una proposicion por demostrar en donde se identifica estas seis

etapas:
Proposicion 4
Protasis “En los triangulos equiangulos, los lados que comprenden los angulos
iguales son proporcionales y los lados que subtienden los angulos iguales
son correspondientes.
Ekthesis Sean ABT, ATE tridngulos equiangulos con el angulo ABT igual al angulo

ATE, y el angulo BAT igual al TEA y ademas el (angulo) AI'B igual al
(angulo) TEA.

Diorismés  Digo que en los tridngulos ABT, ATE, los lados que comprenden los &ngulos
iguales son proporcionales y los (lados) que subtienden los angulos iguales

son correspondientes.

1% See R, NETZ (1999) referring to Proklos in Primum Euclidis Elementorun Librum Commentaria Prologus pags 203-
207.
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Kataskeué

Apddeixis

Sympérasma

Pdngase, pues, en linea recta BI', TE. Y dado que los angulos ABT, AT'B son
menores que dos rectos [I,17],y el (d&ngulo) AT'B son igual al (dngulo) AET,
entonces los (&ngulos) ABT, AET" son menores que dos rectos; por tanto
BA, EA, prolongadas se encontraran [I, Post. 5]. Prolonguese y encuéntrese

enZ.

Y puesto que el angulo ATE es igual al (dngulo) ABI', BZ es paralela a
I'A [1,28]. Puesto que, a su vez, el (angulo) ATB es igual al (angulo) AET, AT
es paralela a ZE [I,28]. Por tanto ZAT'A es un paralelogramo, luego ZA es
igual a ATy AT aZA [I,34]. Ahora bien, dado que AT ha sido trazada
paralela a uno (de los lados), ZE, del triangulo ZBE, entonces, como BA es a
AZ, asi BI" a TE, y, por alternancia, como AB es a BTI', asi AT’ aTE [V, 16].
Asimismo, puesto que I'A es paralela a BZ, entonces, como BT es a T'E, asi
ZA a AE [VI, 2]. Pero ZA es igual a AT; por tanto, como BT es a T'E, asi
AT a AE, y, por alternancia, como BT es a I'A, asi 'E a EA [V, 16]. Asi pues,
ya que se ha demostrado que, como AB es a BI', asi AT'a I'E, y como BT es
a TA, asi TEaEA, entonces, por igualdad, como BA es a AI, asi
['AesaAE[V,22].

Por consiguiente, en los triangulos equiangulos los lados que comprenden
los angulos iguales son proporcionales y los lados que subtienden los

angulos iguales son correspondientes”. (Puertas, 1994, p.62)

La primera hace alusién al enunciado de la proposicion, que en la version de Puertas (1994)

se encuentra resaltado en letra cursiva y empieza con las silabas “Si”, “En”. La ékthesis

corresponde al inicio de la demostracién y aparece en el segundo péarrafo de la proposicion

donde encontramos generalmente los términos “Sean”, “Sea” o “Pues sea”, aunque en

algunas proposiciones (como en la proposicion 2 y 26) se utilizan otras expresiones

(“Tracese” y “Pues quitese”, respectivamente). El tercer parrafo corresponde al diorismas,

que usualmente inicia con el término “Digo”. A continuacion se encuentra la kataskeue o

construccion se encuentra en el cuarto parrafo y explica las construcciones necesarias para

a continuacién realizar la ap6deixis o demostracion. Luego de la demostracion se ubica la
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conclusion, que aparece como parrafo final (salvo el caso donde haya porisma), donde
encontramos términos como “Por consiguiente”. Esta estructura es independiente de si las
proposiciones se refieren a la proporcionalidad geométrica o a la semejanza, por lo cual no

nos ofrece un elemento de discriminacion.

Mientras que para el caso de las proposiciones por construir, encontramos que el protasis
también aparece en la version de Puertas (1994) en letra cursiva pero empieza con los
verbos “Quitar”, “Dividir”, “Dadas”, “ A partir de”, “Construir” y “Aplicar”. La ékthesis
que corresponde al inicio de la construccion aparece en el segundo parrafo de la
proposicion y también se encuentran generalmente los términos “Sean”, “Sea” o “Pues
sea”. El tercer parrafo que corresponde al diorismos, inicia con del término “Asi pues”. En
el siguiente péarrafo se encuentra la kataskeué o construccién de manera similar a
construccién de las proposiciones por demostrar, y a continuacion y también de manera
similar se encuentra la demostracion donde usualmente se utilizan términos como “Puesto
que”, “Entonces”. Y también de manera similar en el dltimo péarrafo se encuentra la

conclusion que utiliza términos como “Por consiguiente” y “Por tanto”.

Por otra parte, hemos elaborado un mapa deductivo de las proposiciones del Libro VI (ver
figura siguiente) en donde las flechas representan las conexiones Idgico-deductivas entre
las diferentes proposiciones; asi, por ejemplo, en la figura se puede leer que la proposicion
26 (P26) es utilizada en las respectivas demostraciones de las proposiciones 27 y 28, en

tanto que en la demostracién de la proposicidn 26 interviene Unicamente la proposicion 24.
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Figura 42. Mapa deductivo de las proposiciones del Libro VI

Esta representacion nos ha permitido hacer una aproximacion a la complejidad logica de
cada proposicion, pues suponemos que aquellas que reciben mas flechas, son méas exigentes
que aquellas que reciben menor nimero de flechas; este es el caso de las proposiciones 20 y
28. Asi mismo, suponemos que aquellas de las que salen mayor nimero de flechas (i.e., que
estan involucradas en mas proposiciones) son de mayor jerarquia para la teoria expuesta en
el Libro VI; las proposiciones 2 y 4 tienen esta condicion y se refieren a proporcionalidad
geométrica. Sin embargo, a partir de esta informacion no hemos logrado identificar una
diferencia sustancial en cuanto al tratamiento argumentativo diferenciado para la

proporcionalidad geométrica y la semejanza.

2.3 Asuntos relevantes del analisis del Libro VI desde la TSS

En este apartado final del capitulo, se presentan algunos asuntos relevantes obtenidos en el
analisis del Libro VI de Elementos. No sobra advertir que de manera alguna se procura un

resumen o sintesis del analisis expuesto.
2.3.1 De las situaciones problema

En el Libro VI de Elementos, Euclides expone dos tipos de situaciones problema,

proposiciones problema o construcciones y proposiciones por demostrar.
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En las proposiciones por demostrar Euclides parte de un esquema basico dado y a partir de
este realiza una serie de construcciones auxiliares para lograr demostrar lo pedido, por
ejemplo en la Proposicion 2, se da el triangulo ABT, y las construcciones auxiliares que se
trazan para llegar a la demostracion de la proposicién son AE paralela a BI', y se traza

AT y BE, con estas construcciones logra demostrar que BA es a AA como I'E a EA entonces:

Proposicion 2: Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un triangulo, cortard
proporcionalmente los lados del triangulo. Y si se cortan proporcionalmente los lados de un
triangulo, la recta que une los puntos de seccion sera paralela al lado restante del tridngulo. (Puertas,
1994, p. 58)

Mientras que en las proposiciones por construir se debe realizar toda la construccion para
resolverlo, por ejemplo, a partir de la figura rectilinea dada T'E, se debe construir sobre la
recta AB una figura semejante y de manera semejante a la figura TE, se deben trazar y
construir rectas y angulos, teniendo en cuenta las condiciones de la definicion 1 para

figuras semejantes.

Proposicion 18: A partir de una recta dada, construir una figura rectilinea semejante y situada de

manera semejante a una figura rectilinea dada. (Puertas, 1994, p. 82)

E E
N N A
J Y B r A A B

“...Asi pues, hay que construir sobre la recta AB, una figura rectilinea semejante y situada

de manera semejante a la figura rectilinea I'E...Q.E.F”
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Por otra parte, la mayoria de las situaciones contenidas en las proposiciones problema se
refieren a construcciones relacionadas con la proporcionalidad geométrica mas que con la
semejanza de figuras; de hecho, solo dos proposiciones (18 y 25), de las diez
construcciones, se refieren explicitamente a construccion de figuras semejantes. Este asunto
se muestra revelador en tanto que ofrece un marco de reflexion acerca del peso relativo que
tendria la construccion de figuras semejantes en relacion con el peso de la construccion de

magnitudes geométricas proporcionales.
2.3.2 Del lenguaje

En el Libro VI de Elementos existen tres tipos de palabras, las que se refieren a los objetos
geométricos, las que se refieren a la cantidad de magnitud entre los objetos y las que se
refieren a la relacion entre dos o mas objetos. Por ejemplo en la proposicion 9, se utilizan
las palabras “Quitar de una recta dada la parte que se pida”, esta se refiere al objeto
geomeétrico recta. En la proposicion 2 se encuentra la palabra “proporcionalmente” que se
refieren a que la cantidad de magnitud de los lados de un triangulo guarda la misma razon.
Y en la proposicion 18, se encuentran palabras como “...construir una figura rectilinea
semejante...”, esta corresponde a las palabras que se refieren a la relacion entre dos 0 mas

objetos.

Encontramos que en el Libro VI de Elementos Euclides se refiere a rectas utilizando una o
dos letras mayusculas, estas rectas a las que refiere Euclides es a lo que hoy se conoce
como segmento de recta™® (Figura 45); cuando se refiere a la figura A, se esta aludiendo a
la cantidad de magnitud (superficie) vease (Figura 43); y cuando sefiala al angulo TZA se

refiere a la cantidad de amplitud del &ngulo como se ve en la Figura 44.

Las figuras 43, 44 y 45, son un ejemplo de los diagramas y dibujos que utiliza Euclides en

los Elementos, ya que a excepcion de los dibujos de la proposicion 13 y 33, los dibujos

5 “Segmento de recta. Es el conjunto de los puntos A y B, y de todos los puntos que estan entre A y B. Los puntos Ay B se
Ilaman los extremos de AB . (Moise y Down (1972), p.41)
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representan poligonos y rectas, y son considerados figuras propias ya que cuando el autor

se refiere en la proposicion a tridngulo en el dibujo aparece un tridngulo.

ul
[n]

T. z e
oA \ i c! 3
: .t -- D.-"—‘N a
* B B

% —f

Figura 44.Dibujo de la Figura 45. Dibujo de la proposicion 17

Figura 43. Dibujo de la o
proposicién 18

proposicion 21

A pesar de que no exista una notaciéon (simbdlica) para las proporciones y para la
semejanza, el discurso permite identificar cuando se estd haciendo referencia a unas o a
otra. Tanto la semejanza como la proporcionalidad geométrica son percibidas a través de la
representacion propia de los objetos geométricos y deducidas desde la perspectiva

hipotético-deductiva.
2.3.3 De los conceptos y definiciones

Al igual que las proposiciones, las definiciones las podemos caracterizar en tres grupos; las
que aluden explicitamente a la semejanza como es la Definicion 1%, donde se centra el
desarrollo de nuestro trabajo, ya que de manera explicita se hace referencia a cuando dos
figuras rectilineas son semejantes, es decir se excluye toda figura no rectilinea. Las que,
aluden a la proporcionalidad geométrica como la Definicion 3, en tanto que se puede
plantear la relacion de proporcion entre cantidades de magnitud que guardan la misma
razon, de igual forma la Definicidn 4, se refiere a la caracterizacion de la altura de una

figura, es decir no alude ni a la proporcionalidad geométrica ni a la semejanza. Finalmente

18 Definicion 1. Figuras rectilineas semejantes, son las que tienen los angulos iguales uno a uno y proporcionales los lados

que comprenden los angulos iguales. (Puertas, 1994, p.55).
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no se alude a las Definiciones 2 y 5 ya que estas han sido incluidas por otros autores
posteriores a Euclides, esto se evidencia en el Libro VI ya que no hay proposicion que

contemplen tales definiciones.
2.3.4 De las propiedades

Las proposiciones del Libro VI de los Elementos se puede discriminar atendiendo a si
asumen la proporcionalidad geométrica o la semejanza como objetos central de estudio. Por
ejemplo la proporcionalidad geométrica la asumen las proposiciones 4, 5,6 y 7, ya que en
estas se hacen un tratamiento de razones y proporciones entre cantidades de magnitud

(longitud, superficie, amplitud), es el caso de la proposicién 1 donde:

Proposicién 1: Los triangulos y los paralelogramos que tienen la misma altura son entre si como
sus bases. (Puertas, 1994, p. 56)

En esta primera proposicion, bajo la condicion de que triangulos y paralelogramos tengan la
misma altura, se relacionan elementos como: la cantidad de superficie de los triangulos, la
cantidad de superficie de los paralelogramos y la cantidad de longitud de las bases. En ésta,

. - . .. -y ABI' )
Euclides establece la razon entre la cantidad de superficie de los triangulos e la razon

entre cantidad de superficie de los paralelogramos % y la razdn entre cantidad de longitud

BI' , ~ .
de las bases > ademas, cuando sefiala que son entre si como sus bases, establece tres

. ABT El' BI' . , .
proporciones: — = — = — una de ellas con cuatro magnitudes homogéneas (i.e.,

cantidad de superficie) % = gy las dos restantes con parejas de magnitudes de diferente
ABL _ BL BT _

il Como se
ATA  TA’TZ 1A

naturaleza (i.e., cantidad de superficie y cantidad de longitud)

observa, en esta proposicién hay alusién a razones y proporciones, pero no a la semejanza
entre figuras rectilineas, lo cual nos conduce a afirmar que en esta proposicion Euclides

trabaja proporcionalidad geométrica entre magnitudes, pero no semejanza.
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Proposicion 4: En los triangulos equiangulos, los lados que comprenden los angulos iguales
son proporcionales y los lados que subtienden los angulos iguales son correspondientes.
(Puertas, 1994, p. 62).

Si bien en esta proposicion se deduce la proporcionalidad entre las cantidades de las
longitudes de los triangulos equidngulos, y ésta puede ser hoy interpretada como un criterio
de semejanza entre triangulos (conocido como angulo-angulo-angulo), Euclides no
menciona la semejanza entre éstos. No obstante tal falta de alusion, hay en el Libro VI al
menos tres proposiciones (8, 18 y 20) que si refieren explicitamente la semejanza entre
figuras rectilineas, en cuyas demostraciones la proposicion 4 juega un papel esencial; sin
embargo, las otras proposiciones (5, 6 y 7) no se vinculan a proposiciones que versen sobre

la semejanza.

En el Libro VI encontramos algunas proposiciones que si abordan el estudio de la
semejanza de manera especifica y explicita (proposiciones 8, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 27,
28, 29 y 31); esta ultima constituye una generalizacion del Teorema de Pitagoras (Libro I,
Proposicion 47) para figuras semejantes construidas sobre los lados del triangulo
rectangulo®’. De éstas, ameritan especial atencion las proposiciones 21 y 22. La proposicién
218 reviste un interés en la medida en que define una condicién de transitividad para
semejanza geométrica. La proposicion 22, es interesante en tanto que en ella hay una

interesante convergencia entre la semejanza de figuras y la proporcionalidad geométrica.

Proposicion 22. Si cuatro rectas son proporcionales, las figuras rectilineas semejantes y
construidas de manera semejante a partir de ellas seran también proporcionales; y si las figuras
semejantes y construidas de manera semejante a partir de ellas son proporcionales, las propias
rectas seran también proporcionales.(Puertas, 1994, p. 90).

17 proposicién 31. En los tridngulos rectangulos, la figura (construida) a partir del lado que subtiende el 4ngulo recto es
igual a las figuras semejantes y construidas de manera semejante a partir de los lados que comprenden el angulo recto.
(Puertas, 1994, p. 104).
'8 proposicién 21. Las figuras semejantes a una misma figura rectilinea son también semejantes entre si. (Puertas, 1994, p.
89).
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La primera parte de su prueba inicia planteando la proporcion geométrica entre la cantidad

EZ

oo Luego se construyen figuras semejantes y situadas de

de longitud de las rectas% =

manera sSemejante a partir de las rectas proporcionales antes mencionadas

KAB, ATA,MZ,N@ Yy se deduce la proporcionalidad entre la cantidad de superficie de las

KAB MZ

figuras semejantes h = N Como se puede observar, la semejanza geométrica es una
condicion mediadora para establecer proporcionalidad entre las cantidades de superficie a

partir de la proporcionalidad entre las cantidades de longitud, o viceversa.

A partir de lo anterior, podemos afirmar que las proposiciones del Libro VI se pueden
agrupar atendiendo a si su objeto central de estudio es la proporcionalidad geométrica o la
semejanza, sin que ello implique desconocer algunos nexos interesantes entre éstos (como

lo ilustrado para la proposicion 22).
2.3.5 De los procedimientos

Hay procedimientos para realizar construcciones de figuras semejantes y otros para
construir objetos geométricos (rectas, superficies y angulos proporciénales). Estos
procedimientos se encuentran en las 10 proposiciones problema, donde se reconocen cinco

grupos, a saber:

Construccion de figuras rectilineas semejantes

e Construccion de segmentos que sean media, tercera o cuarta proporcional

e Quitar una parte especifica de un segmento

e Dividir un segmento de manea semejante a otro segmento dividido o en extrema o
en media razén

e Aplicar a una recta un paralelogramo
2.3.6 De los argumentos

En el Libro VI de Elementos de Euclides se utiliza un discurso hipotético-deductivo, y se
implementa una estructura de seis etapas para cada proposicion sin discriminar si son

teoremas o problemas por resolver.
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La complejidad logica de cada proposicion se puede ver en la Figura 42, y en la tabla del
Anexo 2, asi, a partir de la lectura de ésta, en la ultima fila de la tabla, se advierte que es
muy probable que las proposiciones 19, 20 y 22 tengan un nivel de complejidad I6gica
mayor que el de las demas proposiciones, en tanto que en su demostracion se involucran
dos, tres y cuatro proposiciones, respectivamente. Mientras que la proposicién 2 y la
proposicion 4 tienen una mayor importancia, lo cual podemos ver en la tltima columna de
la tabla ya que estas interviene en 6 de las proposiciones (proposicion 3, 4, 9, 10, 11 y 24),
y 5 de las proposiciones (proposicién 2, 3, 8, 18 y 20); estas dos hacen referencia a la
proporcionalidad geométrica y son las que mas influencia tienen en las demas

proposiciones.

Mientras que las proposiciones que se refieren a semejanza entre figuras corresponden a la
proposicion 18, que influye en 3 de las proposiciones (proposicion 22, 25y 28) y la

proposicion 25 influye en 2 de las proposiciones (proposicion 28 y 29).

Las proposiciones que aluden a la proporcionalidad influyen de manera importante en las
demostraciones o construcciones de las demas proposiciones, es decir hay una relevancia
entre la proporcionalidad geométrica y semejanza. Mientras que las proposiciones 18 y 25
intervienen tanto en proposiciones que hacen referencia explicita a la semejanza y a la

proporcionalidad geométrica.
2.3.7 Conclusiones

De aqui que se pueda concluir que: (i) La semejanza alude a una relacion entre dos figuras
rectilineas, en tanto que la proporcionalidad geomeétrica se refiere a las proporciones que se
pueden establecer entre las cantidades de magnitud de objetos geométricos. (ii)Hay
procedimientos para realizar construcciones de figuras semejantes y otros para construir
objetos geométricos (rectas, superficies, angulos) proporcionales. (iii)A pesar de que no
exista una notacion (simbolica) para las proporciones y para la semejanza, el discurso
permite identificar cuando se estd haciendo referencia a unas o a otra. (iv)Tanto la
semejanza como la proporcionalidad geométrica son percibidas a través de la
representacion propia de los objetos geométricos y deducidas desde la perspectiva

hipotética deductiva. (v) Las proposiciones del Libro VI se pueden discriminar atendiendo
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a si asumen la proporcionalidad geométrica o la semejanza como objeto central de estudio.
(v)Esta caracterizacion se muestra util para el ejercicio de analisis de textos escolares, en la
perspectiva de caracterizar el tratamiento que en éstos se hace de la proporcionalidad
geométrica y de la semejanza.
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Capitulo 3
ANALISIS DE TEXTOS

En este capitulo se describira el proceso de seleccion utilizado para escoger los libros de
texto que se analizaron en este trabajo, resefiando algunos libros que se examinaron pero en
los cuales no se encontraron tareas que hicieran alusion al tratamiento de la
proporcionalidad geométrica 0 a la semejanza; ademas, se describiran cada uno de los
textos escogidos y se presentara el anlisis de las tareas que se encontraron, las cuales tratan

sobre proporcionalidad geométrica y semejanza.

Las categorias que se utilizaron para el anlisis de los libros de texto son las propuestas por
la Teoria de los Significados Sistémicos (TSS). Y el andlisis estara apoyado por los

resultados que sobresalieron luego de analizado el Libro VI de Euclides.

Antes de presentar el proceso de seleccion debemos resefiar que el estudio inicial de los
libros de texto, fue de manera experimental y tenia como fin buscar tareas donde se pudiera
reconocer la proporcionalidad sin enfocarnos aun a la proporcionalidad geométrica,
reconocimos de primera mirada que el tratamiento que se hacia en estas tareas era
solamente de caracter numeérico, en las tareas cuyo enunciado aludia a proporcionalidad
geomeétrica se encontrd que siempre se aludia a lo numérico, a cantidades numéricas, esto
nos llamd la atencion desviando nuestra mirada a estudiar qué es la proporcionalidad

geométrica y cOmo se relaciona con la semejanza.

3.1 Seleccién de Los libros de Texto Escolares
La seleccion de los libros de texto se realizé atendiendo a la facilidad de encontrar libros de
texto de matematicas disefiados para la educacion colombiana y que corresponden a

diferentes periodos de publicacion y grado escolares.

Los libros Casa de las matematicas de los grados 3, 4 y 5 (Grande, Joya, y Cizaer (2009))
son algunos de los que se revisaron y en los cuales no se hallaron tareas que aludieran a la
proporcionalidad geométrica o a la semejanza en el ambito cuantitativo no numeérico; estos

libros estan acompafiados de unas cartillas en las cuales se aborda la parte geométrica, en
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donde tampoco se encontraron tareas que aludieran a los conceptos citados. Se encontraron

algunas tareasrelacionadas con estos conceptos en el ambito de lo cuantitativo numérico.

Los libros que se consultaron y en los cuales encontramos tareas que tratan la
proporcionalidad geométrica y la semejanza son la coleccion de la serie Espiral de Norma
en los que especificamente encontramos tareas pertinentes para el analisis en: Espiral 4
(Camargo, L.y Castiblanco, A. 2007); Espiral 5 (Camargo, Castiblanco, Leguizamén, y
Samper, 2003), Espiral 6 (Camargo, L., Castiblanco, A., Leguizamon, C., y Samper, C.
2003); Espiral 7( Ardila, Pérez, Samper, y Serrano, 2005); Espiral 8 (Castro, R. A., Estrada,
W. F., Moreno, B., & Novoa, F. 2004) y Espiral 10, (Ardila, Pérez, Samper, y Serrano,
2005).

Algunos de los anteriores corresponden a los periodos anteriores o se encuentran en el lapso
de divulgacién de los Lineamientos Curriculares de Matematicas (MEN, 1998) y los

Estandares Basicos de Competencias en Matematicas (MEN, 2006).

3.2 Descripcion de los Textos Escolares

3.2.1 Textos de la Serie Espiral

Los libros de texto “Espiral” presentan inicialmente un escrito de los autores que da cuenta
de la manera de trabajo que presenta esta serie de libros y lo que en ellos se puede
encontrar; luego se encuentra el contenido, en donde se describen ocho unidades, que se

desarrollan con la siguiente estructura:

Inicialmente cada unidad presenta un gréafico correspondiente al contenido, los estandares
y los procesos o competencias que se espera que el estudiante alcance; ademas presenta
una tarea preparatoria para cada unidad. EIl contenido se desarrolla, primero exponiendo
la tematica, las definiciones y algunos ejemplos, y se propone a continuacién un taller de
procesos que presenta tareas acordes con la tematica (las tareas se clasifican de acuerdo
con el tipo de competencia que se pretende alcanzar y de acuerdo con el proceso
matematico promovido: de conexién, de comunicacion, de razonamiento l6gico y de

resolucion de problemas).
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Si bien el tratamiento que presenta esta serie de libros de la proporcionalidad geométrica y
de la semejanza es en su mayoria cuantitativo numérico, se encontraron algunas tareas que
si abordan estos temas desde la perspectiva cuantitativa no numerica y no pertenecen a la
unidad titulada Razén y Proporcidn; en estas se hace un tratamiento de la proporcionalidad
geométrica 0 semejanza; por ejemplo, se encontraron tareas en los capitulos

correspondientes a razones trigonométricas y a matrices.

A continuacion se presentan las tareas correspondientes a la coleccion de libros de texto
Espiral.
3.2.1.1 Tareas de los Libros de Texto

Se han incluido bajo el titulo de tareas: ejemplos, explicaciones y tareas, los dos primeros
corresponden a los ejemplos de ampliacion y reduccion de dibujos, la tarea 4 que
corresponde a una secuencia de pasos donde dadas dos figuras en el plano con la misma

forma se aplica homotecias, y la tarea 9 que nuevamente corresponde a un ejemplo.

A continuacion se presentan los ejemplos, las explicaciones y tareas que se van a analizar,

ademas una pequefia descripcion de la tarea y su ubicacion en el libro de texto.

Ejemplos:

Observemos una fotocopia exacta y una fotocopia reducida de la ilustracion.

Esta fotocopia es semejan-
te a la figura original.

Esta fotocopia es congruente
con la figura original.

lustracion 1
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Tomemos dos cuadriculas, una con cuadros
pequenos y otra con cuadros grandes. Dibuje-
mos la figura de la cuadricula grande en la
cuadricula de cuadros pequefios fijandonos en
la posicion de cada punto del dibujo.

Ahora tenemos dos figuras semejantes.

llustracion 2

Ubicacién de Ejemplos

Libro: Espiral 4

Unidad 4: Geometria

Pensamiento: Espacial

Tema: Congruencia y Semejanza

Paginas: 115, (llustracion 1 e llustracion 2), 116 (llustracion 3 e llustracion 4) y 117
(lustracion 4) taller de procesos.

Descripcion Ejemplos
Las ilustraciones 1 y 2 son ejemplos presentados, para que el estudiante de forma visual

identifique las caracteristicas de figuras semejantes y congruentes

Tarea l
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Ubicacién tarea 1

Libro: Espiral 4
Unidad 4: Geometria

Pensamiento: Espacial

llustracion 3

Tema: Taller de procesos. Congruencia y Semejanza

Pagina 117

Descripcion de la tarea 1

En la tarea 1 se pide que el estudiante realice una figura semejante a la llustracion 3,

utilizando una cuadricula para ampliar imagen y en la llustracion 4 se pide que el estudiante

haga una figura semejante utilizando el proceso de reduccion, por medio de una cuadricula.

Tarea 2

Dibuja en tu cuaderno cada modelo con base en la
razén dada.

a 1lcmal5am b. Tcma3cm

llustracion 4
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Ubicacién de la tarea 2

Libro: Espiral 5

Unidad 7: Razones y Proporciones
Pensamiento: Métrico

Tema: Taller de procesos

Pagina 197

Descripcion de la tarea 2

En esta tarea se da un modelo y se le pide al estudiante que haga una ampliacion de cada

una de las imagenes. Las cuadriculas tienen que ser a razén de 1,5 cm. y 3 cm.

Tarea 3

¥ ¥ En cada caso halla la homotecia que se le aplicé a la figura M para obtener M' y traza una figura

intermedia.
Y
a [ | b A
X X
c. 4 d Y
4
/
)..{4’_
\M
X X
llustracion 5

Ubicacién de la tarea 3
Libro: Espiral 7
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Unidad 5: Poligonos
Pensamiento: Espacial
Tema: Semejanza de poligonos, taller de procesos de ampliaciones y reducciones

Pagina 231
Descripcion de la tarea 3

La tarea se refiere a las homotecias; en ésta se pide hallar una figura intermedia a las dos

dadas

Tarea 4

Ahora estudiaremos si dadas dos figuras en el plano, con la misma forma, es
posible que una resulte de aplicar una homotecia a la otra.

llustracion 7

Ubicacion de la tarea 4

Libro: Espiral 7

Unidad: Triangulos y trapecios
Pensamiento: Espacial

Tema: Semejanza de poligonos
Pagina. 232
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Descripcion de la tarea 4
La secuencia de actividades muestra la construccion de figuras semejantes a partir de

homotecias y de la composicion de algunos movimientos rigidos.

Tarea b

¥ ¥ ¥ Aplicando movimientos rigidos y
homotecias comprueba que:

AFXY ~ AFDE F ABgDEFO ~ MNPQROS

llustracion 6

Ubicacioén de la tarea 5

Libro: Espiral 8

Unidad: Tridangulos y trapecios
Pensamiento: Espacial

Tema: Semejanza de poligonos

Pagina 235, taller de procesos

Descripcion de la tarea 5

Propone que el estudiante aplique movimientos rigidos y homotecias, y compruebe que

cada par de figuras es semejante.
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Tarea 6

Existen algunos métodos para obtener un segmento que mida la mitad de
otro. Uno de ellos es medir con una regla o un metro; otro consiste en cons-
truir con regla y compéas la mediatriz del segmento dado. Existe otra manera
menos conocida, pero no menos importante. Para descubrirla, observemos
los siguientes casos, tomemos las medidas requeridas y saquemos una con-

clusion.

Caso 2

(=]

llustracion 7

Ubicacioén de la tarea 6

Libro: Espiral 8

Unidad: Tridangulos y trapecios
Pensamiento: Espacial

Tema: Taller de procesos.
Pagina. 347

Descripcion de la tarea 6

La tarea es introductoria para la exploracion, y conjeturacion del teorema de segmentos

medios para tridngulos y trapecios.
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Tarea 7

¥ ¥ ¥ Para hallar la longitud AB de un lags
los ingenieros han templado dos cuerdas de
de los extremos Ay B hasta los puntos £
respectivamente, de manera que

m OE =m OC ym OD =m OF , donde C

son Justamente los puntos medios de OA y OB
respectivamente. Si la distancia desde D hastz
E es 500 m, ;cudl es la longitud del lago?

A

llustracion 8

Ubicacioén de la tarea 7

Libro: Espiral 8

Unidad: Tridangulos y trapecios
Pensamiento: Espacial

Tema: Taller de procesos
Pagina 348

Descripcion de la tarea 7

En esta actividad se pide hallar la longitud del lago el cual corresponde a la longitud del
segmento AB. Esta en el enunciado utiliza lo cuantitativo numérico, en ella se establece la

igualdad entre la medida de los diferentes segmentos.
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Tarea 8

Si ACIIC'B', ABIIAB'y CBII AC, ;cudles son las
proporciones que puedes establecer entre los la-
dos de los triangulos que conforman la figura 1.2?

llustracion 9

Ubicacién de la tarea 8

Libro: Espiral 10

Unidad: Razones Trigonomeétricas
Pensamiento: Métrico

Tema: Actividades preparatorias

Pagina 9

Descripcion de la tarea 8

Se le pide al estudiante identificar las proporciones que se pueden establecer entre los lados

de los triangulos.
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Tarea 9

Solucién
Un triangulo rectangulo con angulos cuyas medidas sean 30°, 60° y 90° e hipotenusa
k se puede obtener de cualquier tridngulo equiltero de lado k, al trazar una altura
que es bisectriz de un dngulo de 60° y mediatriz de la base. 30
Asi, las medidas de los angulos de cada tridngulo obtenido son 30°, 60° y 90° y dos k k
h

de los lados de cada triangulo son k y g Para determinar la medida de la longitud /

. 2
del tercer lado h aplicamos el teorema de Pitdgoras y obtenemos h? = k2 — (5) ; 60 B

k
por tanto, h = (gj NEN | B e
Fig. 1.24

En conclusién, cada uno de los triangulos rectangulos obtenidos al trazar la altura de
un triangulo equilatero de lado k tiene como medida de sus angulos 30°, 60°y 90°y

como medida de la longitud de sus lados opuestos respectivos [g %5- k}.

lustracion 10

Ubicacién de la tarea 9

Libro: Espiral 10

Unidad 7: Razones y Proporciones

Pensamiento: Métrico

Tema: Triangulos Rectangulos y Razones Trigonomeétricas

Pagina2l
Descripcion de la tarea 9

Eésta tarea muestra el procedimiento que se debe seguir para plantear relaciones basadas en

el Teorema de Pitagoras, y a partir de éste resolver la tarea.
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Tarea 10

¥ ¥ Lajustificacion de la Ley de senos la hicimos
basandonos en un triangulo acutdngulo. A partir de
la siguiente representacion, en la cual el AABC es
obtusangulo, sustenta por qué sigue siendo valida
la Ley de senos.

llustracion 11

Ubicacion de la tarea 10

Libro: Espiral 10

Unidad 3: Identidades y Ecuaciones
Pensamiento: Variacional y espacial
Tema: Ley de senos

Pagina: 115

Descripcion de la tarea 10

Busca que el estudiante plantee las relaciones que la ley de los senos establece y concluya,

sustente porgue se cumple esta ley en los triangulos acutangulos y rectangulos
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Tarea 11

¥ ¥ Lajustificacion de la Ley de cosenos la hici-
mos basandonos en un triangulo acutangulo. A partir
de la siguiente representacion, en la cual el A BAC
es obtusangulo, justifica por qué sigue siendo vali-
da la Ley de cosenos.

llustracion 12

Ubicacion de la tarea 11

Libro: Espiral 10

Unidad 3: Identidades y Ecuaciones
Pensamiento: variacional y espacial
Tema: Ley de cosenos

Pégina: 120

Descripcion de la tarea 11

Busca que a partir de las relaciones que se establecen en la ley de los cosenos que el

estudiante justifique si estas relaciones se cumplen en un triangulo obtusangulo.
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Tarea 12

n-\\r _ ) Enla figura 4.7, el pez morado es mas grande que &l rajo.
12 S comparamos las codrdenadas de los puntos, nos dare-
mos cuenta de que en el paz morado son el doble de las
14 correspondientes del pez rojo. La matnz M que nos da las
; coardenadas de los puntos del pez morado se obtienen mul-
- tiplicando a la matriz A por el escalar 2, donde P 23 i3
& matriz de comrdenadas del pez rojo.
d
2
6 10 12 18 197
M=2p
— ° [H 12 12 4 4]
2
L 4

llustracion 13

Ubicacién de la tarea 12

Libro: Espiral 10

Unidad 4: Matrices y Determinantes
Pensamiento: numerico

Tema: Operaciones con matrices
Pagina: 140

Descripcion de la tarea 12

De manera perceptiva se infiere que hay una semejanza entre las figuras que presenta el
libro, donde el contenido ensefiado es multiplicacion de una matriz A por un escalar K, y se

sabe que hay una homotecia.
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3.3 Analisis de las tareas

3.3.1 Situaciones problema o tareas matematicas

Se encuentran a través de problemas por resolver que aluden a cuestiones como la
construccion de figuras semejantes no rectilineas y a la construccion de la cuarta

proporcional.

Tarea 1. Esta pretende que a través de una serie de copias de ilustraciones ampliadas o
reducidas los estudiantes sean capaces de distinguir cuando dos figuras son congruentes y
cuéndo son semejantes. La tarea presenta dos ejemplos iniciales que permiten reconocer la
diferencia entre dos figuras congruentes y dos figuras semejantes. (llustracién 1y 2). A

partir de uno de estos trazamos las coordenadas de un punto n, asi

llustracion 14 Copia de la lustracion 2

Esta tarea implica buscar dos cuartas proporcionales, pero para un ndmero infinito de
puntos, ya que cada punto del dibujo estd dado por una pareja ordenada relativa a la

cuadricula especifica.

Por ejemplo en la llustracion 16 se puede ver que para copiar el punto C del dibujo en la
nueva cuadricula como C', es necesario hallar dos cuartas proporcionales, ya que el punto C
se encuentra del punto A de la cuadricula a una longitud AB en el eje horizontal y a una

longitud BC en el eje vertical. Y para construir el nuevo punto C' se tiene la proporcion
AB BC

A'B’ ~ B'C’
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La tarea consiste en reducir un dibujo utilizando una cuadricula, donde encontramos que no
hay una diferencia sustancial entre la tarea de ampliacion o de reduccién ya que las dos

aluden a la construccion de cuartas proporcionales.

Tarea 2. En esta tarea se encontro que al realizar la nueva cuadricula pedida en la actividad
se estd utilizando una razdn numérica, pero al empezar a realizar la copia del modelo
estamos contando cantidad de longitud de los lados de los cuadrados; por ejemplo, cuando

visualizamos el ojo del “o0so” advertimos que no Se

Dibja en 10 clademo cada modelo con base n i encuentra en la mitad del lado del cuadrado pero
a 1cma.1,5cm b 1cma3m tampoco a ¥4 de distancia del extremo del segmento,
‘ | %@Qﬂ lo que consecuentemente estableceria el rango en el
_ | ‘ = que debe estar la cuarta proporcional. Se esta
P ;'(!;' haciendo uso del pensamiento cuantitativo no

numérico y de las relaciones entre longitudes que no
se expresan necesariamente como un nimero. La tarea nuevamente es construir dos cuartas

proporcionales.

Tarea 3: La tarea se refiere a las homotecias, piden hallar una figura intermedia a las dos
dadas, en los Elementos de Euclides no se halo
propiedades que aludieran a la homotecia, pero se

reconoce que las figuras homotéticas cumplen con las

e
propiedades de semejanza de figuras.
4 el
C el ' Esta tarea se puede relacionar con la proposicion 21
2f.
. lor del Libro VI de Elementos, que alude a la semejanza

entre tres figuras; en la homotecias se da la relacion de
proporcionalidad entre la cantidad de longitud de los lados de las figuras y la igualdad entre
la cantidad de amplitud de los angulos lo cual expone Euclides en la definicion 1, la cual

alude a la semejanza.

Tarea 4: Esta tarea es muy interesante puesto que se trabaja la semejanza de figuras sin
importar que estén situadas de manera diferente. En el libro de los Elementos, en la mayoria

de las proposiciones donde se plantea la semejanza o donde se utilizan proposiciones que
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aluden a la semejanza se trabaja de manera que las figuras estén en la misma posicion, solo

hay una proposicién'® que nos

deja ver, que la relacion de

: y ' | y semejanza se puede dar en
figuras que no estén en la
\ qr 2

misma posicion en un plano, es

asi que aqui se ve la semejanza
entre figuras que no estan ubicadas de manera semejante. Se puede evidenciar la definicion
de semejanza dada en el Libro VI de los Elementos de Euclides, esto con base en que los
movimientos rigidos no alteran la cantidad de longitud de los segmentos, ni la cantidad de
amplitud de los angulos y la homotecia, aunque no conserva la misma cantidad de longitud

de los lados de la figura, los aumenta o disminuye de tal forma que sean proporcionales.

Tarea 5: En esta tarea se puede ver que se plantean figuras semejantes que comparten la

misma o diferente posicion; esta

tarea se puede asociar con la
AFXY ~ AFDE F c. ABCDEFO - MNPQROS L.y .

definicion de semejanza tratada en el
Libro VI de Elementos de Euclides,

aunque en la mayoria de las

proposiciones que tratan la

semejanza se hace con figuras que
estan en la misma posicion.En la proposicion VI — 8 se trata la semejanza entre figuras que
no estan en la misma posicion como lo muestran las ilustraciones de esta tarea. Satisface la
definicién VI-1. También podemos reconocer en ésta la proposicion VI-2. Dado que en la
tarea se muestran dos tridngulos que comparten un angulo y cuyos lados son
proporcionales. Ademéas podemos reconocer que al igual que en los Elementos de Euclides

la semejanza se da entre figuras (poligonos) y no solamente entre triangulos.

1® proposicién 8
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Tarea 6: Esta tarea, como su enunciado lo indica, lo que pretende es que los estudiantes
por medio de un instrumento de medicion, midan los segmentos de cada uno de los
triangulos dados y obtengan una conclusion. Con esta tarea se pretende que los estudiantes

lleguen a conjeturar el “teorema del segmento medio

para tridngulos. El segmento que une los puntos

05 siguisntes casos, tomer
clusion.

medios de los lados de un tridngulo es paralelo al
tercer lado y mide la mitad de éste.” (Castro
Buitrago, y otros. 2004. Espiral 8. p 342)

Aunque en el enunciado de esta tarea no se hace
explicito el tratamiento de la semejanza o de la
proporcionalidad se reconoce que al mirarla con las gafas de la proporcionalidad
geométrica estudiada en Euclides se puede reconocer el tratamiento de la proporcionalidad
geométrica y semejanza, en esta se pueden plantear razones entre la cantidad de longitud de
los lados de los tridngulos, con base en la teoria Matematica expuesta en Euclides podemos
retomar lo expuesto en la proposicion VI-2 y la definicion VI-1 para concluir la
semejanza de los tridngulos ademas del teorema del segmento medio que es el objetivo de

la tarea..

Tarea 7: Esta tarea implica un tratamiento cuantitativo numérico, dado que en ella se

establece la igualdad entre la medida de la
17. 3 ¥ ¥ Para hatar la ongtud AS de

h ’ 4
eros N AMNO3E0

cantidad de magnitud de los diferentes

segmentos.

stamente los punios medios de OA y 08 Con respecto a proporcionalidad geométrica y

Fes 500 m, ;cusl o5 1a longitud del lag semejanza se pueden plantear las siguientes

3 razones y proporciones entre la cantidad de
\ longitud de los segmentos siguientes, asi
3
" \\"\. o~ o - oF se pueden relacionar con la
| oa _os Y P
o< | proposicion VI-2, en esta tarea el grafico
~

muestra que los triangulos comparten un
angulo, y hay una recta paralela a uno de los
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lados, segun esta proposicion la cantidad de longitud de los segmentos resultantes seran
proporcionales es asi que aunque la tarea no haga énfasis en el uso de la proporcionalidad
geométrica 0 semejanza se puede tratar sin necesidad que la tarea pierda su objetivo, en

esta actividad podemos utilizar la definicion VI-1 de semejanza entre figuras.

Tarea 8: La tarea pretende que a través de la figura que se encuentra en la ilustracion, el

estudiante sea capaz de establecer las

Si AC | CF', AB | #B' y CBII AT, ;cudles son las proporciones entre los lados de los triangulos
proporciones que puedes establecer entre los la- .
dos de los triangulos que conforman la figura 1.2? formados, sabiendo que algunos de los

segmentos son paralelos entre si. ES una tarea
preparatoria para entrar al tema de razones
trigonomeétricas. Esta tarea la podemos
asociar con la propiedad VI-2; se dan los

datos de tres rectas paralelas a los lados del

triangulo, asi AC es paralela a C’'B’ y AB
paralela a A’B’ y CB paralela a A’C, es decir

gue los segmentos resultantes de trazar cada una de las paralela seran proporcionales. Una

. .y AAr BBr .
de las proporciones que se puede plantear con respecto a esta proposicion es =m0 S

planteamos cada una de las proporciones tendremos triangulos semejantes ya que cumple
con las condiciones de la definicion VI-1

Tarea 9: Esta tarea busca que, por medio de la aplicacion del teorema de Pitagoras en un
triangulo equilatero de lado k, se obtenga la medida de sus
angulos y de sus lados de manera general; esta tarea relaciona
la cantidad de longitud de los lados del triangulo y de la altura
del mismo. Aunque en esta tarea se trabaja en el campo de lo
H cuantitativo numérico se puede asociar con la proposicién VI-
7 dado que tienen un éangulo igual (misma cantidad de

amplirtud), en este caso tomemos el angulo recto, los lados son proporcionales ( ya que son
iguales por ser triangulo equilatero) y la cantidad de amplitud de los otros angulos es menor

que la de un angulo recto. Es decir segun la proposicion anterior estos triangulos serian
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equiangulos y cumplirian con las condiciones de semejanza de la definicion VI-1 de los

Elementos.

Tarea 10: Esta tarea busca que por medio del uso de la ley de senos el estudiante justifique
para un triangulo obtusangulo y uno rectangulo. Esta
ley corresponde a una proporcion geomeétrica en tanto
que relaciona el seno de los &ngulos con los lados
opuestos a éstos. Esta tarea se puede relacionar con la

proposicion VI-6, se tienen dos triangulos BCE y

BAD, se puede llegar a decir que estos triangulos son
semejantes bajo las condiciones que esta propiedad
expone; también se puede demostrar la semejanza del triangulo BCE y BAD, es decir que
se puede tambien relacionar con la propiedad VI-21. Y se puede aplicar la transitividad que

estd expuesta en esta proposicion, para demostrar que los tres tridngulos son semejantes

Tarea 11: Esta tarea busca que por medio del uso de la ley de cosenos el estudiante

justifique que se cumple cuando se tiene un tridngulo

¥ ¥ La ustificacion de la Ley de cosenos la hici-
mos basandonaos en un tridngulo acutangulo. A partir

de la siguiente represetacion, en la cual el 4 BAC obtusangulo. En la ley de los cosenos se plantea la

es obtusangulo, justifica por qué sigue siendo vali-
da la Ley de cosenos.

relacién de razén entre cantidades de magnitud (longitud)
y el seno de un angulo, ese numero es la cantidad de
amplitud del angulo formado entre dos lados. Se plantean

tres razones correspondientes a cada uno de los lados y de

los angulos; luego se plantea una relacion de igualdad

entre estas razones es decir se plantea la proporcion.

Saliendo de lo que plantea la tarea podemos ver que es una tarea en la que se podria trabajar
la propocionalidad geométrica y la semejanza en el campo de lo cuantitativo no numerico,
se pueden asociar a varias propiedades expuestas en el libro VI de Elementos como VI-5, 6,
7.

Tarea 12: De manera perceptiva inferimos que hay una semejanza entre las figuras que

presenta el libro, donde el contenido ensefiado es multiplicacién de una matriz A por un
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escalar K, y se sabe que hay una homotecia. Esta tarea asocia el dibujo del pez rojo con una
matriz M y el pez azul con 2M; esto
deja ver que al multiplicar una
matriz por un escalar lo que hace es
aumentar cada numero tantas veces

como el escalar.

Esta tarea, aunque en el dibujo es
muy similar a la tarea 1 aqui no se
estan planteando cuartas proporcionales, se esta construyendo una figura semejante a otra

teniendo en cuenta que se amplia a razon de K:1.

Esta tarea no la podemos asociar a la definicién de semejanza tratada en el Libro VI de

Elementos dado que la semejanza en éste solo se establece entre figuras (pdligonos).
3.3.2 Lenguaje matematico

Para examinar lo relativo a esta categoria, estudiaremos los términos o palabras, la notacion
y los diagramas o dibujos empleados en las tareas seleccionadas de la coleccion de libros de

Espiral.

3.3.2.1 Términos o palabras

Encontramos tres tipos de palabras, a saber: las que se refieren a las relaciones explicitas e
implicitas entre la cantidad de magnitud de los objetos o las relaciones entre éstas, (v.g.,
razon, proporcion, semejanza, homotecia y movimientos rigidos como rotacion, traslacion y
reflexion, triangulo, segmento, angulo), las que se refieren a los objetos geométricos (v.g.,
triangulo, paralelogramo, figura rectilinea, angulo, recta, recta finita, lado, altura), las que
se refieren a la relacion entre dos 0 mas objetos (v.g., escala, la misma forma, semejanza,
congruencia), y las que se refieren a procesos (v.g., reducciéon, ampliacion,

superposicion)®.

2 \fertareas 1, 2,3 4,5, 8,9, 10, 11
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También encontramos el término mediatriz que refiere a un objeto geométrico (segmento)
el cual esta determinado por su relacién con otro segmento como se ve en la tarea 6 y de
manera similar en la tarea 7 se hace referencia a objetos geométricos como son los
segmentos pero no se encuentran palabras que se relacionen con lo tratado sobre

proporcionalidad geométrica o semejanza, al igual que sucede en la tarea 12.

3.3.2.2 Notacioén

No se utiliza una notacion especifica cuando las ilustraciones contienen figuras curvas,
mientras que en las figuras rectilineas se utilizan las primeras letras del alfabeto en
mayuscula, y si utilizan las mismas letras se denotan con una comilla en la parte superior
derecha ( A, A’).

Ademas utiliza dos letras mayusculas seguidas con una linea horizontal encima para
referirse a segmentos como se puede apreciar en la lustracion 11; igualmente esta
llustracion deja ver como los autores para referirse a segmentos paralelos utilizan dos lineas
seguidas verticales asi: Si AC || C'B’,AB || A’'B’yCB || A'C’.

En la llustracion 12, se puede advertir como los autores denotan los lados del tridngulo con

letras mindsculas, y resalta el angulo de 90° con dos rectas perpendiculares L.

En la tarea 5 utilizan el siguiente simbolo (~) para denotar la semejanza entre dos figuras.
Por ejemplo: A FXY ~ AFDE

3.3.2.3 Diagramas o dibujos

Los diagramas o dibujos que componen los libros de la serie Espiral, aparecen en cada una
de las tareas, independientemente de si éstas son ejemplos o problemas. En algunas tareas
los dibujos representan graficos de animales, estas ilustraciones corresponden a figuras
propias. En las tareas donde se presentan poligonos se reconoce reconocemos que son
figuras propias, es decir que si en el enunciado de la tarea se hace referencia a triangulos en
el dibujo encontrara tridngulos con las caracteristicas sefialadas en el enunciado. Por

ejemplo en la tarea 9, 10, 11.
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En la Tarea 2 al realizar la copia de la llustracion 5, se aprecia la cantidad de longitud para
hacer la gréfica, y se estima la relacion entre la cantidad de magnitud. No hay argumentos
para establecer que hay semejanza entre las figuras segun lo expuesto por Euclides en el
Libro VI, ya que son figuras curvas; ademas la tarea es mas dificil que al realizarlo con
poligonos. En la Tarea 12 encontramos que el grafico de esta tarea es un dibujo que lo
asocia a los puntos de una matriz en un plano. En este dibujo nos llamé la atencién puesto

que es una forma diferente de representar la multiplicacion de un escalar por una matriz; en

, . . , . . . , K
éste vimos propiedades que aludian a la semejanza ya que se tiene una relacion de razon T

3.3.3 Conceptos o definiciones

Si bien en los libros de Espiral se utilizan varios conceptos (v.g., congruencia, semejante,
razén, semejanza), en el libro Espiral 4 define los siguientes objetos (resaltados por
nosotros en las definiciones):

Dos figuras son congruentes cuando al superponerlas son iguales (Camargo, L. & Castiblanco,
A. 2007, p. 155)

Esta definicién alude a la semejanza ya que la congruencia es una de las posibilidades para
que dos figuras sean semejantes. No se admite la posibilidad de tener congruencia por
ejemplo en una figura y su simétrica a un eje. Luego la definicién dada de congruencia
excluye algunos casos de congruencia.

Dos figuras son semejantes cuando son congruentes, o cuando una es una ampliacién o una
reduccion de la otra, conservando la misma forma. (Camargo, L.& Castiblanco, A. 2007, p.155)

La definicion encontrada en el libro Espiral 4, nos aproxima a la idea de semejanza que
utilizan los autores, donde enfatizamos que a diferencia de Euclides quien establece la
semejanza Unicamente como una caracteristica de dos o mas figuras rectilineas (poligonos),
aqui se establece la semejanza como una caracteristica de dos figuras cualesquiera que
sean, desde que conserven “la misma forma”. En esta definicion se incluye implicitamente
la proporcionalidad geométrica; decir “la misma forma” esta connotando que hay una
relacién entre la cantidad de longitud de los lados y la cantidad de amplitud de los angulos
y se conservan las caracteristicas de la figura es decir que si la figura es un cuadrado al
ampliarlo o reducirlo va a seguir siendo un cuadrado, teniendo en cuenta que la cantidad de
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longitud de los lados correspondientes va a ser proporcional y la cantidad de amplitud de
los angulos va a ser igual, ademas junto con las palabras ampliacion y reduccion se debe
incluir la palabra rotacion a través de la simetria y de rotacion en el plano, lo que permitiria

que la definicion quede en términos semejantes a lo propuesto por Euclides.

En la tarea 4 planteada del Libro Espiral 6 se encuentra la siguiente definicion de
semejanza
Dos poligonos son semejantes cuando uno es el resultado de aplicar al otro una homotecia o una

composicion de uno o varios movimientos rigidos con una homotecia. (Camargo, L.,
Castiblanco, A., Leguizamoén, C., y Samper, C. 2003, p.233)

La anterior definiciébn de semejanza esta basada en las caracteristicas que guardan las
figuras cuando se les aplica un movimiento rigido, se asimila a la definicién de semejanza
dada en Euclides, dado que al aplicar movimientos rigidos a una figura esta conserva las
caracteristicas iniciales, es decir, que la cantidad de longitud de sus lados y la cantidad de
amplitud de sus angulos sigue siendo igual. No hace énfasis en la proporcion que guardan
los lados y la igualdad de amplitud de los angulos esto teniendo en cuenta que se menciona
la homotecia y que al aplicar una homotecia a una figura la cantidad de amplitud de los
angulos se conserva, pero la cantidad de longitud de los lados va a cambiar y los lados
correspondientes en las figuras seran proporcionales. Esta definicion de semejanza de dos
figuras se basa en las caracteristicas que guardan las figuras cuando se les aplica un

movimiento rigido o una homotecia.
3.3.4 Propiedades

Las tareas de los libros de texto de la serie Espiral se puede discriminar atendiendo a si
asumen la proporcionalidad geométrica y semejanza (tarea 1, tarea 2, tarea 3, tarea 4, tarea
7), solo la semejanza (tarea 5, tarea 9, tarea 12), solo proporcionalidad geomeétrica (tarea 6,

tarea 8) 0 ninguna (tarea 10).

En las tareas se pueden reconocer la construccion de cuartas proporcionales, es decir a
partir de tres proporciones halle la otra, como ocurre en las tareas 1 y 2 donde para realizar
la copia de los dibujos cuadricula a cuadricula se tiene en cuenta la razon entre las

coordenadas de cada punto del dibujo.
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También se encontraron tareas donde se puede ver el tratamiento de la semejanza y la
proporcionalidad entre figuras que estan situadas de la misma forma en el plano; como
ocurre en la tarea 3 donde al aplicar una homotecia a una figura, genera figuras semejantes
y cumplen con la proposicion VI-21 y con la definicién VI-1, tratada en el Libro VI de los
Elementos de Euclides. De manera similar ocurre con la tarea 5 la cual se basa en tener en
cuenta las caracteristicas que guardan las figuras cuando se les hace un movimiento rigido o
una homotecia. Esta actividad la podemos asociar segin con la definicion VI-1 de los

Elementos.

En general se encontrd que las tareas seleccionadas se pueden asociar con el tratamiento de
la semejanza y de la proporcionalidad geométrica, y aluden a algunas proposiciones
tratadas en el Libro VI de Elementos de Euclides como son VI-2, VI-4, VI- 5, VI-6.

En la tarea 6, la cual es una tarea de introduccion, se pide que el estudiante explore con un
instrumento de medida acerca de la medida de los segmentos resultantes al trazar una recta
paralela a uno de los lados de un tridangulo, seguido enuncian el Teorema del segmento
medio para triangulo. “El segmento que une los puntos medios de dos lados de un triangulo
es paralelo al tercer lado y mide la mitad de éste” (p.342), este teorema aqui enunciado lo
podemos asociar con la proposicién VI-2 tratada en el Libro VI de Elementos de Euclides y

con la definicién VI-1.

En las tareas 10 y 11 utilizamos se utiliza las propiedades: razones trigonométricas, ley de

senos y ley de cosenos expuestas a continuacion:

Razones Trigonomeétricas

e —r—

P

Una razén trigonométrica es el cociente entre la medida de las
longitudes de dos lados de un triangulo rectangulo.

AN e i AR b 8 .
Consideremos los triangulos rectangulos semejantes AABC y AABC 5

de la figura 1.25.

a_a. . b_b a_a )
Observamos gue =TT BT Estas proporciones nos
garantizan que el cociente entre dos lados de un tridngulo rectangulo es
independiente de la longitud de los lados y depende sdlo del angulo
para el cual los lados son hipotenusa, cateto opuesto y adyacente, res-

pectivamente.
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llustracion 15

Las razones trigonométricas se definen como la relacion de razon entre la cantidad de
longitud de dos lados de un triangulo rectangulo; en llustracion 17, se plantea una relacion
de proporcion entre razones trigonometricas de dos triangulos rectangulos semejantes y con
esta se establece que estés relaciones se cumplen sin importar la cantidad de longitud de los
lados.

[Para el X A:

e Larazon 2, entre el cateto opuesto al &ngulo Ay la hipotenusa, se
c
llama seno de Ay se indica sen A = f.

e Larazon 9, entre el cateto adyacente al dangulo Ay la hipotenusa, se
c
llama coseno de Ay se indica cos A = % |

o Larazén ? entre el cateto opuesto al angulo Ay el cateto adyacente

d |
)
al angulo A se llama tangente de Ay se indica tan A = -Z— :

Parael XB:

|

|

k o senB=2 cosB =2 tanB = 2 ]
c c da

llustracion 16

A partir de la razon trigonométrica y de un angulo se establecen las razones seno, coseno y

tangente. Por ejemplo en la Figura 43, se tiene el triangulo ACB rectangulo y se establece

que, el sen A ==, lo que corresponde a la razén entre la cantidad de longitud del lado

C!
opuesto al angulo A, y la cantidad de longitud del lado que subtiende el angulo recto

(hipotenusa). De igual manera ocurre para el angulo B, donde senB = g.

L

Figura 46
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En la Figura 43, se tiene que el triangulo ACB rectangulo y se establece que, el cos A = %;

lo que corresponde a la razén entre la cantidad de longitud del lado adyacente al angulo A,

y la cantidad de longitud del lado que subtiende el &ngulo recto (hipotenusa). De igual

, a
manera ocurre para el &ngulo B, donde cosB = p

Y en la Figura 43, se tiene que el triangulo ACB rectangulo y se establece que, tan A = %

lo que corresponde a la razén entre la cantidad de longitud del lado opuesto al &ngulo Ay la

cantidad de longitud del lado adyacente al &ngulo. De igual manera ocurre para el angulo B,

donde tanB = Z.

De donde al relacionar las razones del &ngulo A con las razones del angulo B, se tiene que:
1 a

a b
senld = cosB =-;cosA =senB =-;tand = — =—.
c c tanb b

En la tarea 7 se enuncia la Ley del seno.

Para cualquier AABC, donde a, b y ¢ son las longitudes de los lados opuestos a los &ngulos con
. . a b c
medidas A, B y C, respectivamente, se cumple: ok =

en A senB sen C

(Ardila, R., Pérez, M., Samper, C., y Serrano, 2005, p.115);

Al enunciar esta ley se establece una relacion de proporcionalidad; Establece relaciones
donde el seno A (siendo A, la cantidad de amplitud de un angulo) y a la cantidad de
longitud de un lado, la propiedad se aplica para angulos y lado de un tridngulo cualquiera.
Se considera que esta definicion incluye una proporcion geométrica, ya que establece que
en un triangulo los lados son proporcionales a los senos de los d&ngulos opuestos, esta ley es

una relacion de igualdad entre tres razones, y que ésta relacion es constante.

Esta ley se cumple en cualquier tridngulo y establece una relacién de proporcion entre
razones, donde cada una de éstas es un cociente de razones dado por la cantidad de longitud

de los lados del triangulo, asi:

Dado que




a b c .
sen A = ;; senB = - y senC = -, se tiene que

b c
D -
c

,luego, como,

alala

senC

a b c

Q

sen A = sen B = senC’ entonces se tienen la sigulente proporcion a =

al
Q| o
alal a

3.3.5 Procedimientos

Las tareas generalmente se encuentran a continuacion de una serie de ejemplos del tema,
como se puede ver antes de la tarea 1 se encuentran dos ejemplos con los que se supone
debe ser suficiente para que el estudiante la pueda desarrollar; en estas tareas que constan
de cuadriculas , se puede plantear una razén entre la cantidad de longitud de cada punto de
la figura inicial con respecto a un punto de referencia y el nuevo punto que se va a ubicar
con respecto a otro punto de referencia que esté en la cuadricula. Este tipo de tareas
corresponden a proporcionalidad geométrica y en Ultima instancia a semejanza aunque este

tratamiento no va mas alla de la percepcién que el nifio tenga de las figuras. (llustracion 5).

También encontramos tareas en las (tarea3, tarea 4 y 5) cuales hay que construir y justificar
la semejanza entre figuras, donde el estudiante debe aplicar ~ movimientos rigidos y
homotecias a una figura dada.

Para las tareas que corresponder a medir segmentos (tarea 5 y 6). El procedimiento que
exige la tarea es medir los segmentos de los diferentes triangulos dados con el fin de llegar
a la conjeturacion de un teorema. Para el desarrollo de la tarea 7 el estudiante no necesita
hacer ningln procedimiento, s6lo conocer y aplicar el teorema del segmento medio para

triangulos y trapecios.

También se encontrd tareas en las cuales a partir de unas propiedades antes vistas (ley

senos, ley de cosenos) se pide aplicarlas para justificar nuevas tareas con otras condiciones.
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3.3.6 Argumentos

En el Libro VI de Elementos de Euclides los argumentos corresponden a la demostracion de
las proposiciones en donde se pueden reconocer 6 etapas las cuales muestran un orden en
las construcciones y justificaciones de cada procedimiento, también las conexiones entre
algunas proposiciones que son necesarias en el proceso de la demostracion. En los libros
de texto no se encuentra demostraciones formales de una teoria matematica pero se pueden

reconocer los siguientes argumentos en las tareas seleccionadas:

Aunque en los libros de texto no se encuentra un argumento que justifique el proceso o
algoritmo necesario para realizar la tarea de ampliacion y reduccién de imagenes, las
situaciones o tareas que se les presentan a los estudiantes, como pedir que dibujen una
figura de igual forma pero de mayor 0 menor tamafio, implica que comparen las razones de
las cantidades de longitudes de todos los lados correspondientes, ya que deben conservar la
misma razén, Este tipo de tareas permite que el estudiante relacione la idea de semejanza
con el concepto de razon y proporcién, ademas para que tengan un concepto intuitivo de
semejanza, razon y proporcion que los pueda introducir a un tipo de razonamiento donde lo

que finalmente se quiere es hallar la cuarta proporcional.

Ademas se espera que el estudiante comience a trabajar conceptos como proporcién y
razén, aunque en la serie no se encuentre explicita la definicion. En la definicién de
congruencia y semejanza expuesta en los libros de texto no se encuentra una explicacion
explicita de las caracteristicas que debe cumplir una figura semejante, las cuales son que
los lados correspondientes deben guardar la misma razén y los angulos correspondientes
deben ser congruentes, aunque esto se infiere de la definicién dada en el libro En general
son pocas las tareas planteadas que no exigen argumentos por parte del estudiante cuando
éste se enfrenta a desarrollarlas, no se le exige la justificacion de los pasos que hace cuando
comienza el camino para lograr la solucion. Se plantean tareas en donde se puedan aplicar

las propiedades o teoremas que se han visto anteriormente.

86



T12

Figura 47

En la figura 47 se puede ver la complejidad de cada tarea y la importancia de la tarea 1, en

el conocimiento del estudiante para que pueda desarrollar las otras tareas.

En la Figura 47, se muestra la complejidad de las tareas y sobresale la importancia de
algunas sobre otras como lo son las tareas 1y 6 de las que salen mas flechas, esto quiere
decir que intervienen en otras tareas; que es importante el desarrollo de tareas planteadas
cuyo objetivo conlleve a aplicar conceptos de semejanza y proporcionalidad. Como se
habia mencionado antes las tareas 1, 2, 3, 7 y 4, aluden a proporcionalidad geométrica y
semejanza; las tareas 5, 9, 11 y 12 corresponden a semejanza y las tareas 6 y 8 a

proporcionalidad geométrica.

3.4 Asuntos relevantes del analisis de las tareas de los libros de

texto
Utilizando las categorias de la TSS (situaciones problema, lenguaje, conceptos y
definiciones, procedimientos, propiedades y argumentos) y los resultados del analisis
semiotico del Libro VI de los Elementos de Euclides, se realizo el anlisis de las tareas de

los libros de texto de la serie Espiral.
3.4.1 De las Situaciones problema

En las tareas de los libros de texto se exponen tres tipos de tareas, las que refieren a

demostraciones (tarea 5, tarea 6, tarea 10 y tarea 11); las que se refieren a problemas por
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resolver (tarea 7, tarea 8, tarea 9) y construcciones o dibujos de figuras (tarea 1, tarea 2,

tarea 3, tarea 4, tarea 12).

En las tareas que se refieren a problemas por resolver se busca que construyan figuras
semejantes a figuras dadas, aun si estas no son poligonos y también encontramos que se
dan ejercicios donde se pide hallar figuras semejantes, la longitud de un segmento o
mdaltiplos, y las de conjeturacion a través de la exploracion de casos particulares llegar a
generalizar un problema. En las tareas que se refieren a demostraciones, se debe utilizar la
definicion de homotecia, para las leyes de seno y coseno se pide demostrar estas para los

diferentes tipos de triangulos.

Por otra parte, la mayoria de las situaciones contenidas en las tareas que son problemas por
resolver se refieren a construcciones relacionadas con la proporcionalidad geométrica y
semejanza de figuras; a excepcion de la tarea 12 que corresponde Gnicamente a semejanza.
La tarea que corresponde a conjeturacion alude Unicamente a proporcionalidad geométrica.
Y en las demostraciones se tiene que, la tarea 5 corresponde a semejanza, la tarea 10 no
corresponde a ninguna de las dos, y la tarea 11 corresponde a proporcionalidad geométrica.

3.4.2 Deellenguaje

Encontramos tres tipos de palabras, a saber: las que se refieren a las relaciones explicitas e
implicitas entre la cantidad de magnitud de los objetos o las relaciones entre éstas, las que
se refieren a objetos geométricos, y las que se refieren a la relacion entre dos 0 mas

objetos, Yy las que se refieren a procesos.

Encontramos que en la tarea que se refiere a semejanza de figuras rectilineas se utiliza el
simbolo (~), pero para la semejanza entre figuras no rectilineas (dibujos) no se especifica.
Mientras que la notacion cumple una funcién comunicativa para identificar relaciones y en

algunos casos es necesaria para realizar operaciones, ademas es una estrategia de discurso.

Se utilizan dos letras mayusculas para denotar los extremos de los segmentos, se utiliza
una letra mayuscula para cada vértice de los poligonos, y utilizan letras minusculas para

denotar los lados del poligono, ademas cuando se utiliza la misma letra en una figura se le
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coloca una comilla en la parte superior derecha, también se refiere a triangulo con el
simbolo ( A); y para referirse a rectas paralelas utiliza el simbolo ( || ), cuando se refieren a
un segmento se coloca una linea horizontal sobre las letras que denotan los extremos del

segmento (AB).

También se puede advertir que se resalta el angulo de 90° con dos rectas perpendiculares asi

(L.

Los diagramas y dibujos que utiliza los libros de la serie Espiral, representan figuras
rectilineas (poligonos) y figuras no rectilineas (dibujos), todas las figura encontradas en los
libros de textos son figuras propias.

3.4.3 De los conceptos y definiciones

En el libro Espiral 4, resaltamos la definicién de figuras congruentes y semejantes®’. Y en
libro Espiral 7, se encuentra la definicion de poligonos semejantes®. Estas definiciones nos
dejan ver que se expone en los libros definiciones de semejanza una para figuras rectilineas
(poligonos), y una definicion de semejanza para figuras no rectilineas esta la expone para

realizar tareas de ampliacién y reduccion de dibujos, aunque no esta definida la “forma”.

En los libros que se revisaron no se encontrd una definicion explicita para proporcionalidad

geomeétrica.
3.4.4 De las propiedades

S encontraron dos propiedades que se enuncian antes de las tareas 9, 10 y 11; estan son

razones trigonomeétricas y ley de seno.

21 Dos figuras son congruentes cuando al superponerlas son iguales. (Camargo, L. y Castiblanco, A. 2007, p.155)

Dos figuras son semejantes cuando son congruentes o cuando una es una ampliacion o reduccion de la otra, conservando
la misma forma. (Camargo, L. y Castiblanco, A. 2007, p.155)

22 Dos poligonos son semejantes cuando uno es el resultado de aplicarle al otro una homotecia o una composicién de uno

0 varios movimientos rigidos con una homotecia. (Ardila, J. y Samper, C. 2005. p. 233)
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Todas las tareas de los libros de texto se pueden discriminar atendiendo a: si asumen la
proporcionalidad geométrica y la semejanza como objeto central de estudio (tarea 1, tarea
2, tarea 3, tarea 4, tarea 7), solo la semejanza (tarea 5, tarea 9, tarea 12) y la

proporcionalidad geométrica (tarea 6, tarea 8) 0 ninguna (tarea 10).
3.4.5 De los procedimientos

Hay procedimientos para realizar construcciones de figuras semejantes y otros para
construir objetos geométricos ((rectas, superficies y angulos proporcionales), y en lo que se

aplican propiedades o teoremas.
Estos procedimientos se encuentran en:

e Construccion de figuras rectilineas semejantes
e Construccion de figuras no rectilineas semejantes

e Construccion de segmentos que sean media, tercera o cuarta proporcional
3.4.6 De los argumentos

En las tareas de los libros de texto Espiral no es posible implementa una estructura de seis
etapas para las tareas 4, 9, y 12 donde se puede ver la secuencia de pasos para resolver la

tarea.

La complejidad l6gica de cada tarea se puede ver en la Figura 47, donde se advierte que es
muy probable que la tarea 11 tenga un nivel de complejidad légica mayor que el de las
demas tareas, en tanto que desarrollo se involucran dos tareas. Mientras que la proposicion
1y la proposicién 6 tienen una mayor importancia, lo cual podemos ver ya que de ellas se
desprenden mas flechas. Estas ultimas que son las que mas impacto presentan frente a las
otras son respectivamente de proporcionalidad geométrica y semejanza, y de
proporcionalidad geométrica.

Mientras que las proposiciones que se refieren Unicamente a semejanza (proposicion 5,

proposicion 9) intervienen cero o una vez en las demas tareas.
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En las tareas 1 y 2 se pueden reconocer la construccion de cuartas proporcionales, es decir a

partir de tres proporciones halle la otra.

En la tareas 3, 4 y 5 se debe justificar por medio de movimientos rigidos o homotecias si
cada par de figuras son semejantes; pero sélo en la tarea 4 se implementan una secuencia de
pasos para obtener figuras semejantes, el argumento se encuentra al lograr el objetivo de la

tarea.

En las tareas 6 y 7 se utiliza el teorema del punto de medio de tridngulos, para su

comprobacion y aplicacion.
En la tarea 8 se pide establecer proporciones entre los triangulos.
En las tareas 9, 10 y 12 se aplican los teoremas o leyes expuestos en las propiedades.

Y la tarea 12 es un ejemplo de construccion de una figura semejante con el de multiplos de

matrices.
3.4.7 Conclusiones

En el desarrollo de las tareas encontramos que el estudiante necesita manejar de manera
intuitiva la proporcionalidad geométrica, ya que cuando ejecutan la tarea es porque tienen
una idea intuitiva de proporcionalidad que aun no han sintetizado. Por tal motivo se
considera que la teoria da una direccion para buscar cuartas proporcionales y que estas

tareas requieren un aprovechamiento asi sea de manera intuitiva.

De aqui gque se pueda reconocer que: (i) La semejanza alude tanto a una relacién entre dos
figuras rectilineas (poligonos), como a una relacion de “forma” para figuras no rectilineas,
en tanto que la proporcionalidad geométrica se refiere a las proporciones que se pueden
establecer entre las cantidades de magnitud de objetos geométricos. (ii)Hay procedimientos
para realizar construcciones de figuras semejantes, para construir objetos geometricos, y en
lo que se aplican propiedades o teoremas. (iii)Existe una notacion (simbolica) para la
semejanza y para las proporciones. (iv)Tanto la semejanza como la proporcionalidad

geométrica son percibidas a través de la representacion propia de los objetos geométricos.
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(v) Las tareas de los libros de texto se pueden discriminar atendiendo a si asumen la

semejanza, la proporcionalidad geométrica, las dos o ninguna.
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Capitulo 4
RESULTADOS DEL ANALISIS Y CONCLUSIONES

4.1 Resultados del analisis

En este capitulo presentamos un contraste entre los asuntos mas relevantes de los capitulos
2 y 3, y algunas reflexiones que pretender resumir algunos resultados obtenidos tras el
desarrollo del estudio. Los resultados encontrados son los que consideramos mas
destacados; y teniendo en cuenta que en cada uno de los apartados el lector podra encontrar

mas resultados.

4.1.1 Contraste entre los asuntos mas relevantes de los capitulos 2y 3
4.1. 1.1 De las situaciones problema

Tanto en las proposiciones del Libro VI de Euclides como en las tareas de los libros de
texto encontramos que se distinguen dos grupos las demostraciones y problemas por

resolver.

En los problemas por resolver ambos coinciden en la construccion de figuras rectilineas
semejantes, aunque en las tareas ademdas de la construccion de figuras rectilineas
semejantes a las que se refiere como semejanza entre poligonos, también se encuentra la

relacién de semejanza entre figuras (dibujos) no rectilineas.

Aunque en los libros de texto no se desarrolla una teoria de la semejanza ni de la
proporcionalidad geométrica se puede ver con base en el estudio hecho al Libro VI de
Euclides que en estas tareas se puede tratar la proporcionalidad geométrica y la semejanza
de figuras sin que en las tareas se aluda a estas, no se cambiaria el objetivo de la tarea solo

se le daria otra mirada que podria ayudar a la interiorizacion del estos conceptos.

Hay una diferencia en tanto que en Libro VI, las proposiciones se enfocan esencialmente a

construccion de cuartas proporcionales aunque hay dos que refieren a construccion de
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figuras semejantes; en los libros se parte de la construccion de figuras semejantes con base
en diferentes definiciones, en estas se deja de lado que estas tareas de fondo son de

construccion de cuartas proporcionales.

Aunque es bien sabido que en las matematicas escolares no se usa una presentacion de una
teoria hipotético-deductiva, en este sentido no se deberia encontrar tareas por demostrar,
mas si Se encuentran tareas de argumentacion, conjeturacion o explicacion. Las
demostraciones en Libro VI ademas de utilizar las proposiciones ya demostradas se hacen
construcciones auxiliares para llegar a la demostracion de la proposicion, en los libros de
texto no se encuentran demostraciones pero si tareas de argumentacion, donde se utilizan
las propiedades de homotecia, ley de seno y ley de coseno para justificar, conjeturar las
tareas planteadas.

4.1.1.2 Del lenguaje

De manera similar al Libro VI de Elementos de Euclides se encontraron 1os mismos grupos
de palabras en las tareas, las que se refieren a objetos geométricos como las palabras
triangulo, angulo, altura; las que se refieren a las relaciones entre la cantidad de magnitud
de los objetos o las relaciones entre éstas como razon y proporcion, en los libros no se
especifica en el campo de lo no numérico (cantidad de magnitud), solo se hace referencia a
lo cuantitativo numérico (medida de la cantidad de magnitud); las que refieren a la
relacion entre dos 0 méas objetos como semejanza; en los libros de texto se encontrd otro
tipo de palabras que se refieren a procesos (reduccién, ampliacion, superposicién), estos
procesos se hacian para construir figuras semejantes apoyada en movimientos rigidos y
homotecias las cuales son parte de la teoria de las transformaciones de la cual en Euclides

no se encuentra.

En el Libro VI Euclides no utiliza simbolos para denotar semejanza, paralelismo,
perpendicularidad, y para referirse a segmento utiliza dos letras mayuUsculas. En el caso de
la notacion, en las tareas se utiliza el simbolo (~) para referirse a figuras rectilineas
semejantes que en las tareas se reconocen como poligonos semejantes, se utiliza la linea

horizontal sobre las letras que representan los extremos del segmento, esto para denotar
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segmentos, para rectas paralelas y perpendiculares las tareas si utilizan los simbolos || y 1,

mientras que en Elementos esto no ocurre.

De manera seméantica de la notacion se puede decir que Euclides denota a los segmentos
con letras como AB, sin hacer diferencia cuando se refiere al objeto o a la cantidad de
magnitud del objeto, en las tareas de los libros de texto cuando se refiere al objeto se
utilizan letras mayuGsculas como por ejemplo segmento AB, si se hace referencia a la
medida de la cantidad de magnitud o la cantidad de magnitud se utilizan letras mindsculas

a.

En cuanto a los diagramas y dibujos en las tareas ocurre de manera similar a lo que ocurre
en el Libro VI de Elementos de Euclides, ya que las figuras rectilineas y también las no

rectilineas son figuras propias.

4.1.1.3 De los conceptos y definiciones

En los libros de texto a diferencia de los Elementos de Euclides, se encontré una definicion
para figuras semejantes no rectilineas y una definiciébn de congruencia entre figuras

rectilineas.

En los libros de texto se encontrd una definicidén para figuras rectilineas semejantes, pero
esta se expone a través de la homotecia y de los movimientos rigidos mas no de la

proporcionalidad geométrica.

No se encontrd definicion de proporcionalidad geométrica en Euclides, ni en los libros de
texto, dado que es un concepto tan grande que no se puede encapsular en una definicién, el

libro VI de los Elementos da criterios para caracterizarla pero sin llegar a la definicion.

4.1.1.4 De las propiedades

En el Libro VI de Elementos se encontro que las propiedades se pueden agrupar en aquellas

gue aluden a proporcionalidad geométrica, semejanza o a las dos.
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En los libros de texto se encontré una propiedad gque aunque se establecen igualdad entre

b

. . . a
razones no es una propiedad de proporcionalidad, esta es la ley de los senos T

C . , , .
o estas razones que se plantean se refieren a razon de razon es decir que las

proporciones que se plantean son:

a b C . . . . s a
= c’ entonces se tienen la sigulente proporcion T = y e€n
c

sen A sen B sen

alo| ™
I
alala

Euclides no se plantea la proporcion como una igualdad de razones de razones.

4.1.1.5 De los procedimientos

De manera similar se encuentra tanto en Libro VI de elementos como en las tareas de los
libros de texto que hay procedimientos tanto cuando se realizan construcciones de figuras
semejantes como para construir objetos geométricos, la division de estos grupos coincide
en ambos casos en dos de los procedimientos, estos son:

e Construccion de figuras rectilineas semejantes

e Construccion de segmentos que sean media, tercera o cuarta proporcionales

En las tareas de los libros de texto ademas de los dos procedimientos anteriores se

encuentra el que corresponde a:
e Construccion de figuras no rectilineas semejantes

Y que en el libro VI de Elementos no se puede encontrar.

4.1.1.6 De los argumentos

Los argumentos se encuentran en Euclides a través de lo que €l llama demostracién, donde
propone unos algoritmos en geometria que corresponden a las construcciones y que son
“aplicar”, “dividir”, entre otros, y lo justifica porque esos pasos lo llevan a asegurar que asi
se consigue lo que se pide. En el caso de las construcciones, Euclides demuestra que el
enunciado es valido a traves de la demostracion ya que llega efectivamente a obtener lo

buscado, estos son algoritmos y su validez; mientras que en los libros de texto casi siempre
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se muestra el proceso pero no la validez del proceso, es decir, se muestra la técnica mas no

la tecnologia o se deja de lado la teoria que la sustenta.

En las tareas de los libros de texto una manera de ilustrar los procesos y argumentos se
encuentra en los ejemplos, pero no se ilustra como se llega a tal proceso, en las tareas no se
encuentra un argumento ya que ninguna pide que el estudiante argumente porque de su

respuesta, pero si se puede encontrar que justifique a través de la observacion.

4.1.2 En nuestra experiencia profesional

En nuestra experiencia este trabajo fortalecidé las competencias en cuanto a la escritura,
lectura, andlisis de textos y estudio de documentos. Inicialmente no podemos desconocer la
dificultad que nos causé definir y acotar el estudio que de las proporciones que ibamos a
abordar, y la exigencia de los documentos que alimentaban tal estudio.

En la etapa de disefio del proyecto de investigacion, escogimos la proporcionalidad
geométrica y la semejanza, como los objetos matematicos, sobre los cuales desarrollamos el
estudio considerando asi como la importancia e influencia que tiene este en el curriculo, en
el conocimiento del profesor y en el aprendizaje del estudiante. Pero luego de varios
acercamientos al objeto de estudio y en una primera revision a algunos libros de texto; nos
pudimos dar cuenta que estos objetos han sido relegados a muy pocas tareas en el &mbito
cuantitativo numérico. Finalmente decidimos estudiar la proporcionalidad geométrica y
semejanza con base en una teoria matematica histdrica alrededor de la Teoria de los
significados sistémicos, para poder ver las diferentes formas de expresion de estos objetos

en los libros de texto.

Al realizar el andlisis del Libro VI de Elementos reconocemos que éste nos generd un gran
esfuerzo debido principalmente a que no estamos acostumbrados a pensar geométricamente
sino numéricamente; en otras palabras, reconocemos que habitualmente incorporamos un
pensamiento cuantitativo numeérico, incluso para el estudio de la Geometria, y que la
propuesta euclidiana para ésta implica el empleo de un pensamiento cuantitativo no

numérico referido a las cantidades de magnitud, y no a su medida.
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4.2 A modo de conclusion

En nuestra experiencia profesional este trabajo fortalecio las competencias en cuanto a la
escritura, lectura, analisis de textos y estudio de documentos. Inicialmente no podemos
desconocer la dificultad que nos causo definir y acotar el estudio que de las proporciones

ibamos a abordar, y la exigencia de los documentos que alimentaban tal estudio.

En la etapa de disefio del proyecto de investigacion, escogimos la proporcionalidad
geométrica y la semejanza, como los objetos matematicos, sobre los cuales desarrollamos el
estudio considerando su importancia e influencia que tiene este en el curriculo, en el
conocimiento del profesor y en el aprendizaje del estudiante. Pero luego de varios
acercamientos al objeto de estudio y en una primera revision a algunos libros de texto; nos
pudimos dar cuenta que estos objetos han sido relegados a muy pocas tareas en el ambito
cuantitativo numérico. Finalmente decidimos estudiar la proporcionalidad geométrica y
semejanza con base en una teoria matematica historica como es el Libro VI de Elementos
de Euclides, alrededor de la Teoria de los significados sistémicos, para poder ver las

diferentes formas de expresion de estos objetos.

El estudio del Libro VI de Elementos nos permitié mejorar el nivel de conciencia que, en
tanto profesores de matemaéticas, teniamos frente al conocimiento matematico relacionado
con la proporcionalidad geométrica y la semejanza. Este hecho revela un efecto concreto en
el conocimiento del profesor de Matematicas, generado por el estudio de la Historia de las
Matematicas. Hoy, tenemos mas y mejores argumentos para diferenciar la proporcionalidad

geométrica de la semejanza, pero a la vez, para reconocer sus nexos e interacciones.

Ademéas nos dio la posibilidad de caracterizar mas no de definir lo que es la
proporcionalidad geométrica, donde una de las caracteristicas que pudimos identificar es
que la proporcionalidad geométrica estudia las proporciones entre magnitudes geométricas,
es decir que estudia las proporciones entre cantidades de magnitud (longitud, amplitud,

superficie) que guardan la misma razon.
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En cuanto a la semejanza el estudio del Libro VI nos permitio aclarar nuestros
conocimientos acerca de esta la cual también se puede caracterizar y definir de forma

detallada.

Como caracteristicas de la semejanza encontramos que, para que haya una relacion de
semejanza entre dos o mas figuras no tienen que estar necesariamente situada de manera
semejante, que toda figura es semejante a si misma, que los lados correspondientes son
proporcionales es decir que guardan la misma razon y los angulos son iguales es decir que
tienen la misma cantidad de amplitud, se puede establecer una relacion de transitividad
entre figuras semejantes esto lo advertimos en la proposicion VI-21 y segun Euclides la

definicién de semejanza esta en la definicion VI-1.

Las tareas que consideramos para este analisis estan dispersas y se encuentran en diferentes
unidades de los libros, lo que permite ver el tratamiento de la proporcionalidad geométrica
y la semejanza en diferentes temas, que se pueden relacionar con éstas. Ademas se puede
concluir que el tratamiento de la proporcionalidad geométrica y la semejanza esta

planteado en su mayoria en el campo de lo cuantitativo numérico.

Las tareas relacionadas con la proporcionalidad geométrica y la semejanza en las distintas
unidades, nos percatamos que en la mayoria de las tareas presentes en los libros de texto
analizados sélo se trata la proporcion como la igualdad de razones entre dos cantidades
numeéricas; es decir que la proporcionalidad s6lo se trata en el campo de lo cuantitativo
numérico. Sin embargo dos de las tareas encontradas corresponden a proporcionalidad

geométrica, éstas son las tareas 1y 5.

Para el caso de la semejanza, los autores lo trabajan inicialmente a partir de la definicion
presente en el Libro 4 de Espiral, donde la condicidn necesaria para la semejanza entre
figuras es que se conserve la misma forma, lo que implicitamente se refiere a una
proporcion, mientras que en el Libro 7 de Espiral se da una nueva definicion para
semejanza entre poligonos donde la condicion necesaria es que el poligono semejante sea el

resultado de aplicarle una composicion de movimientos rigidos o una homotecia.
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La primera definicion de semejanza dada nos lleva a concluir que no se puede realizar
semejanza entre figuras que estén en diferente posicion lo que es evidente en los ejemplos y
tareas propuestas de ampliacion o reduccién, donde se utilizan cuadriculas, lo que garantiza
que haya una semejanza, dado que todos los cuadrados son semejantes; mientras que si se
utilizara una ‘“cuadricula” con rectangulos, seria dificil garantizar la semejanza en la
reproduccion de figuras dado que todos los rectangulos no cumplen la relacién de

semejanza.

Las tareas que aluden a la razon y proporcion se dan en el campo especificamente
numérico, la semejanza entre tridngulos se trabaja en los dos campos cuantitativo numérico
y cuantitativo no numérico, el concepto de semejanza se trabaja en torno a los movimientos
rigidos y los procesos de ampliacion y reduccion; la semejanza no se trata en torno a razén,
proporcion de lados y congruencia de angulos, hay pocas tareas que aluden a la
proporcionalidad geométrica y a la semejanza pero que para su desarrollo implican
conceptos como la construccion de cuartas proporcionales, planteamiento de proporciones
entre diferentes magnitudes.

Ademas se encontré6 que: (i) Se evidencia tres tipos de tareas, las que refieren a
procedimientos como son las construcciones de figuras donde lo que se busca es la cuarta
proporcional, las que se refieren a demostraciones que buscan que el estudiante demuestre
sin un argumento previo las leyes o teoremas propuestos por el autor, las que refieren
conjeturacion que buscan que el estudiante concluya a partir de una serie de pasos, o las

gue no atienden a ninguna de estas.

(if) Con respecto al lenguaje encontramos que en general se utilizan una notacién
especifica para semejanza de poligonos (~), pero para la semejanza entre figuras y la
proporcionalidad geométrica no se especifica. Mientras que la notacién cumple una funcion
comunicativa para especificar relaciones, ya que en algunos casos es necesaria para realizar

operaciones, ademas es necesaria como una estrategia de discurso.

También reconocemos una distincion, entre lo que considera Euclides como figura

(poligono) y lo que considera el autor como figura (dibujo).
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(iii) Para el caso de las tareas que incluyen los conceptos de escala, figura y razones iguales

no se encuentra una definicion de estos, pero la tarea exige su implementacion.

Se espera que los resultados de este trabajo permitan esclarecer el tratamiento que se hace
de la proporcionalidad geométrica y de la semejanza en los libros de texto, al ser vista a
través de una teoria matematica como lo son los Libros V y VI de Elementos de Euclides
bajo la mirada de la Teoria de los significados sistémicos, la cual permitio identificar este

tratamiento en cada una de las tareas seleccionadas.

Ademas se espera haber generado en el lector la necesidad de reconocer la historia en la
ensefianza de la matematica porque permite mirar el lenguaje, las técnicas, la notacion, las
diferentes demostraciones y compararlas con los conceptos que aparecen en los libros de
texto, sabiendo que el andlisis de los libros de texto no puede hacerse al margen de una

comparacion mas si se puede alimentar de ella.

Otra razon no menos importante de la necesidad de conocer la historia de la matematica y
que nos hizo reflexionar mucho se encuentra en lo significativo de ésta en el conocimiento
del profesor y del estudiante, para entender la matematica como una actividad cultural
cambiante. Reconocemos que si se tiene una experiencia tan potente de la cual se puede
reconocer gque se aprende algo para su profesion, entonces tal experiencia es valiosa y se

vuelve una invitacién para seguir estudiando.
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ANEXO 1
Libro VI de Elementos Euclides

Definiciones

Definicion 1. Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los angulos iguales uno a

uno y proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales (Puertas, 1994, p. 55)

Definicion 2: (Dos) figuras estan inversamente relacionadas cuando en cada una de las

figuras hay razones antecedentes y consecuentes.

Definicion 3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razon cuando la
recta entera es al segmento mayor como el (segmento) mayor es al menor (Puertas, 1994, p.
56)

Definicion 4. En toda figura, la altura es la perpendicular trazada desde el vértice hasta la
base. (Puertas, 1994, p. 56)

Definicion 5: se dice que una razon esta compuesta de razones cuando los tamafios de las

razones multiplicadas por si mismas producen una razén.

Proposiciones

Proposicion 1: Los triangulos y los paralelogramos que tienen la misma altura son entre si

como sus bases.(Puertas, 1994, p. 56)




Proposicion 2: Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un triangulo, cortara
proporcionalmente los lados del tridngulo. Y si se cortan proporcionalmente los lados de un
triangulo, la recta que une los puntos de seccion serd paralela al lado restante del
triangulo.(Puertas, 1994, p. 58)

Proposicion 3: Si se divide en partes iguales un angulo de un tridngulo, y la recta que corta
el angulo corta también la base, los segmentos de la base guardaran la misma razén que los
restantes lados del triangulo; v, si los segmentos de la base guardan la misma razén que los
restantes lados restantes del triangulo, la recta trazada desde el vértice hasta la seccion

dividira en dos partes iguales el angulo del tridngulo. (Puertas, 1994, p. 60)

Proposicion 4: En los tridangulos equiangulos, los lados que comprenden los angulos iguales
son proporcionales y los lados que subtienden los angulos iguales son correspondiente.
(Puertas, 1994, p. 62)
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Proposicion 5: Si dos triangulos tienen sus lados proporcionales, los triangulos seran
equiangulos y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados correspondientes.
(Puertas, 1994, p. 63)

Proposicion 6: Si dos tridngulos tiene un angulo (del uno) igual a un &ngulo (del otro) y
tienen proporcionales los lados que comprenden los angulos iguales, los triangulos seran
equiangulos y tendran iguales los angulos a los que subtienden los lados

correspondientes.(Puertas, 1994, p. 65)

Proposicion 7: Si dos triangulos tienen un angulo de uno igual a un angulo de otro y tienen
proporcionales los lados que comprenden los otros angulos, y tienen los restantes angulos
parejamente menores 0 N0 menores que un recto, los tridngulos seran equiangulos y tendran

iguales los angulos que comprenden los lados proporcionales. (Puertas, 1994, p. 66)

r
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Proposicion 8: Si en un tridngulo rectangulo se traza una perpendicular desde el angulo
recto hasta la base, los tridngulos adyacentes a la perpendicular son semejantes al
(triangulo) entero y entre si.(Puertas, 1994, p. 69)

Proposicion 9: Quitar de una recta dada la parte que se pida.(Puertas, 1994, p. 71)

Proposicion 10: Dividir una recta dada no dividida de manera semejante a una recta dada ya
dividida.(Puertas, 1994, p. 72)
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Proposicion 12: Dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcional. (Puertas, 1994, p. 74)

e/

Proposicion 13: Dadas dos rectas, hallar una media proporcional.(Puertas, 1994, p. 74)

A B

Proposicion 14: En los paralelogramos iguales y equidngulos entre si, los lados que
comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados, y aquellos
paralelogramos equiangulos que tienen los lados que comprenden los angulos iguales
inversamente relacionados, son iguales.(Puertas, 1994, p. 75)

: jr
Z B H
A

Proposicién 15: En los triangulos iguales que tienen un angulo (de uno) igual a un angulo

(del otro), los lados que comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados.
Y aquellos triangulos que tienen un angulo (de uno) igual a un angulo (del otro) cuyos
lados que comprenden los angulos iguales estan inversamente relacionados, son
iguales.(Puertas, 1994, p. 77)
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Proposicionl6: Si cuatro rectas son proporcionales, el rectangulo comprendido por las
extremas es igual al rectangulo comprendido por las medianas; y si el rectdngulo
comprendido por las extremas es igual al rectangulo comprendido por las medianas, las

cuatro rectas seran proporcionales. (Puertas, 1994, p. 78)

Proposicion 17: Si tres rectas son proporcionales, el rectangulo comprendido por las
extremas es igual al cuadrado de la medida; y si el rectangulo comprendido por las
extremas es igual al cuadrado de la media, las tres rectas seran proporcionales.(Puertas,
1994, p. 80)

= £
= 8 = £
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r

Proposicion 18: A partir de una recta dada, construir una figura rectilinea semejante y

situada de manera semejante a una figura rectilinea dada.(Puertas, 1994, p. 82)

Z H <]
r A A B
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Proposicion 19: Los tridngulos semejantes guardan en si la razon duplicada de sus lados

correspondientes. (Puertas, 1994, p. 83)

A ‘
/\/A\
B H r £ Z

Proposicion 20: Los poligonos semejantes se dividen en tridngulos semejantes e iguales en

numero y homologos a los (poligonos) enteros y un poligono guarda con el otro una razon

duplicada de la que guarda el lado correspondiente con el lado correspondiente.(Puertas,

1994, p. 85)
A
&
H@ﬁ
r 4 8 K

Proposicion 21: Las figuras semejantes a una misma figura rectilinea son también

semejantes entre si.(Puertas, 1994, p. 89)

m

Proposicion 22: si cuatro rectas son proporcionales, las figuras rectilineas semejantes y
construidas de manera semejante a partir de ella seran también proporcionales; y si las
figuras semejantes y construidas de manera semejante a partir de ellas son proporcionales,

las rectas seran también proporcionales.(Puertas, 1994, p. 90)
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Proposicion 23: Los paralelogramos equiangulos guardan entre si la razon compuesta de
(las razones) de sus lados.(Puertas, 1994, p. 93)

A A S
B r H
K
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Proposicion 24: En todo paralelogramo, los paralelogramos situados en torno a su diagonal

son semejantes al (paralelogramo) entero y entre si.(Puertas, 1994, p. 94)

a K T

Proposicion 25: construir una misma (figura) semejante a una figura rectilinea dada, e igual
a otra (figura) dada.(Puertas, 1994, p. 96)




Proposicion 26: Si se quita de un paralelogramo un paralelogramo semejante y situado de
manera semejante al paralelogramo entero que tenga un angulo comun con él, esta en torno

a la misma diagonal que el (paralelogramo) entero.(Puertas, 1994, p. 97)

Proposicion 27: De todos los paralelogramos aplicados a una misma recta y deficientes en
figuras paralelogramos semejantes y situadas de manera semejante al construido a partir de
la mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el que es aplicado a la mitad de la recta y

es semejante al defecto. (Puertas, 1994, p. 98)

A E

N
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Proposicion 28: Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual una figura rectilinea dada

deficiente en una figura paralelograma semejante a una dada; pero es necesario que una
figura rectilinea dada no sea mayor que el paralelogramo construido a partir de la mitad y

semejante al defecto.(Puertas, 1994, p. 100).

@

Proposicion 29: Aplicar a un recta dada un paralelogramo igual a una figura rectilinea dada

y que exceda en una figura paralelograma semejante dada.(Puertas, 1994, p. 102)
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Proposicion 30: Dividir una recta finita en extrema y media razon.(Puertas, 1994, p. 103)

Proposicion 31: En los triangulos rectangulos, la figura (construida) a partir del lado que
subtiende el angulo recto es igual a las figuras semejantes y construidas de manera

semejante a partir de los lados que comprenden el angulo recto.(Puertas, 1994, p. 104)

Proposicion 32: Si dos triangulos que tienen dos lados (de uno) proporcionales a dos lados
(del otro) se construyen unidos por un angulo de modo que sus lados correspondientes sean
paralelos, los restantes lados de los tridngulos estaran en linea recta.(Puertas, 1994, p. 106)
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Proposicion 33: En los circulos iguales, los angulos guardan la misma razon que las
circunferencias sobre las que estdn, tanto si estdn en el centro como si estdn en las

circunferencias.(Puertas, 1994, p. 107)
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ANEXO 2
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Asi, a partir de la lectura de la Ultima fila de la tabla, se advierte que es muy probable que
las proposiciones 19, 20 y 22 tengan un nivel de complejidad 16gica mayor que el de las
demas proposiciones, en tanto que en su demostracion se involucran dos, tres y cuatro

proposiciones, respectivamente.
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