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Resumen

La Didactica del algebra es un drea prioritaria en la investigacion en Didactica de las Matematicas.
Asi, en congresos nacionales e internacionales se reserva un grupo de trabajo especifico para esta
area. La comunidad Early Algebra se ha ido asentando en los ultimos treinta arios, ha aportado fun-
damentacion teorica y datos experimentales sobre la conveniencia de superar la oposicion aritmé-
tico-algebraico y sobre la necesidad de estructurar el curriculo como un continuo epistemologico,
antes que un paso de una actividad meramente aritmética (en Educacion Primaria) a otra donde el
dlgebra se presenta como un producto acabado (en Educacion Secundaria). La Teoria de Situaciones
Didacticas en Matemdticas aporta un modelo de la proporcionalidad, que sobrepasa el desarrollo
numeérico clasico en Educacion Primaria, pero sin introducir una formalizacion propia de la Educa-
cion Secundaria.
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Abstract

The Algebraic Education is a priority area in research in Mathematics Education. Thus, national and
international congresses reserve a specific working group for this area. The Early Algebra community
has been established in the last thirty years, has provided theoretical foundation and experimental
data on the desirability of overcoming arithmetic-algebraic opposition and on the need to structure
the curriculum as an epistemological continuum, rather than a step of an activity merely arithmetic
(in Primary Education) to another where algebra is presented as a finished product (in Secondary
Education). The Theory of Didactical Situations in Mathematics provides a model of proportionality,
which goes beyond the classical numerical development in Primary Education, but without introducing
a typical formalization of Secondary Education.

Keywords: Algebraic Education, Early Algebra, Theory of Didactical Situations in Mathematics
(TSDM), proportionality.

DIDACTICA DEL ALGEBRA COMO DOMINIO DE INVESTIGACION

Los congresos internacionales principales tienen grupos de investigacion en Didactica del algebra. El
PME (http://www.igpme.org/) dedica el dominio de investigacion 1 al Algebra y a las estructuras al-
gebraicas; el CERME (http://www.mathematik.uni-dortmund.de/~erme/ ), el grupo de trabajo tematico
3 al Pensamiento algebraico.

Ademas, en los congresos, simposios, jornadas, etc., nacionales e internacionales, ademas de estos
grupos especificos, el dlgebra es un topico utilizado de forma extensa para ejemplificar o articular dis-
cursos vinculados a otros grupos de trabajo de interés disciplinar general (argumentacion y prueba,
visualizacion, representacion, modelos, etc.) o de intervencion pedagdgica o didéctica (evaluacion,
ensefianza y aprendizaje con tecnologia, desarrollo profesional docente, etc.).

Wilhelmi, M.R. (2017). Didactica del Algebra. En J.M. Muifioz-Escolano, A. Arnal-Bailera, P. Beltran-Pellicer, M.L.
Callejo y J. Carrillo (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XXI (pp. 17-23). Zaragoza: SEIEM.
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En la SEIEM, el desarrollo de la Educacion matematica relacionada con la aritmética y el algebra se
integra en el Grupo de trabajo del Pensamiento Numérico y Algebraico y, de igual manera, forma
parte de propuestas de otros grupos de interés. Ademas, en los ultimos 5 afios, de 2012 a 2016, la So-
ciedad ha impulsado dos seminarios especificos; a saber:

— Seminario II: Fines de la investigacion en pensamiento algebraico (Paralea, Castro y Puig, 2012).

— Seminario I: Investigaciones sobre pensamiento numérico y algebraico (Lupiafiez, Gonzalez
Mari, Gil, Arnau y Moreno, 2015).

Ademas, en los Simposios de la SEIEM 2012-2016, el nimero de comunicaciones dedicadas expre-
samente al dlgebra o que utilizan este topico para ejemplificar el discurso, con referencias explicitas
a publicaciones cientificas sobre la Didé4ctica del dlgebra son abundantes y determinan un interés am-
plio de los investigadores por este campo (Tabla 1).

Tabla 1. Didactica del algebra en los Simposios de la SEIM 2012-2016

Ao 2012 2013 2014 2015 2016
Algebra como topico 5 4 7 5 3
Algebra como ejemplo 13 9 9 15 4
Total comunicaciones 39 43 46 43 41

Seminario Didactica del algebra Si No No Si No

Este breve panorama es por si mismo suficiente para poder afirmar que la Didactica del algebra tiene
un interés vigente en la comunidad de investigadores.

Este seminario describe este campo de investigacion desde la perspectiva de la Teoria Antropoldgica
de lo Didactico (TAD, http://www.atd-tad.org/) y del Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y de
la instruccién matematicos (EOS, http://enfoqueontosemiotico.ugr.es/). Este desarrollo estara a cargo
de Josep Gascon (Universitat Autonoma de Barcelona) y de Juan D. Godino (Universidad de Granada),
respectivamente.

En este documento, en primer lugar, se hace una breve descripcion de la Didactica del algebra desde
otras perspectivas teoricas; en concreto, desde la denominada perspectiva Early Algebra y desde la
Teoria de Situaciones Didécticas en Matematicas (TSDM, http://guy-brousseau.com/), origen del
Grupo “Didactica de las Matematicas como Disciplina Cientifica (DMDC)”. En segundo lugar, se
hace un sucinto analisis de las similitudes y diferencias de la TAD y el EOS, sin 4animo exhaustivo,
como detonante que sirva a la vez de introduccion a los dos enfoques que vertebran el seminario y al
debate posterior.

EARLY ALGEBRA

Kieran, Pang, Schifter y Ng (2016) hacen un estudio del origen, estado y perspectivas de la investiga-
cién en el campo del early algebra, mostrando la evolucion tedrica y del desarrollo practico en pro-
cesos de ensefanza y aprendizaje con estudiantes de entre 6 y 12 afios. Asi, en la perspectiva del early
algebra (EA) se sostiene que “las relaciones matematicas, los patrones y las estructuras aritméticas
estan en el centro de la actividad algebraica temprana” (p. 1). Ademas, se justifica la importancia cen-
tral del lenguaje natural; no en vano, en esas edades los nifios estan en plena adquisicion y desarrollo
del lenguaje. Sus capacidades lingliisticas y comunicativas condicionan, pues, los procesos de repre-
sentacion y argumentacion, para justificar, convencer al igual y para operativizar el pensamiento.

La premisa esencial del EA es que el paso de la aritmética al dlgebra es complejo y que, por lo tanto, de
cara a disenar procesos de ensefianza y aprendizaje mejor adaptados a las restricciones en la instruccion
y cognitivas, es preciso “adelantar’ ciertos aspectos algebraicos en las etapas tempranas. Para ello, desde
el EA se intenta responder a la pregunta: ;qué caracteristicas describen el pensamiento algebraico?
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La comunidad EA, ahora asentada tras treinta afios de fundamentacion teorica y aportacion de datos
experimentales, ha sostenido la conveniencia de superar la oposicion aritmético-algebraico y la nece-
sidad de estructurar el curriculo como un continuo epistemologico, antes que un paso de una actividad
meramente aritmética (en Educacion Primaria) a otra donde el algebra se presenta como un producto
acabado (en Educacion Secundaria). Asi, ya en 1996 Kieran propone un modelo de la actividad alge-
braica, que se desarrolla en tres niveles:

* Nivel 1. Actividad matematica que involucra objetos y expresiones algebraicas. Por ejemplo,
resolucion de problemas que precisen ecuaciones, patrones numéricos o geomeétricos, relacio-
nes numéricas.

* Nivel 2. Actividad que suponga transformaciones de objetos basadas en reglas. Por ejemplo,
manipulacion de polinomios, factorizacidon o expansion, transformacion de ecuaciones y, en
general, progreso mediante expresiones equivalentes.

* Nivel 3. Actividad en la que el dlgebra es una herramienta al servicio de otro proposito. Por
ejemplo, en la modelizacion, el estudio del cambio en un contexto, el analisis de relaciones, la
justificacion de reglas.

Estos niveles no tienen una mera disposicion temporal, sino que vertebran los usos y concreciones
segun las diversas perspectivas teoricas y practicas. Por otro lado, el tercer nivel es més que una ma-
nipulacion simbolica, siendo precursor de actividades algebraicas posteriores.

Las actividades globales de meta-nivel de algebra pueden ser consideradas no s6lo como parte de la
actividad algebraica simbolico-literal, sino también como precursoras de actividades generacionales y
transformacionales que seran puestas en juego mas adelante (Kieran, 2004, 148).

Kieran (2004) hace una revision de propuestas en diferentes paises o contextos: en Estados Unidos,
segiin el NCTM; en el desarrollo de las matematicas en China, Singapur y Korea; el curriculo segiin
Davydov (2000) o la propuesta por The Royal Society (Sutherland, 1997). Se observan diferencias
sustanciales entre las propuestas, aspecto que es también refrendado por Schmittau y Morris (2004)
en relacion con los Estandares y Principios del NCTM vy la propuesta de Davydov.

Las diferencias descritas [...] reflejan diferencias fundamentales en las bases para desarrollar la com-
prension algebraica, y suposiciones divergentes sobre los detonantes del pensamiento algebraico [...]
Las diferencias con el curriculo de los Estados Unidos son lo suficientemente profundas como para
constituir un cambio de paradigma (p. 85).

Asi, las diferencias entre las diferentes propuestas no pueden ser resumidas en la eleccion, secuencia
y planificacion temporal de las actividades, sino sobre todo en las propiedades que se atribuye a dichas
actividades para el desarrollo del razonamiento algebraico por los sujetos.

Hay, por supuesto, aspectos que son referidos por las distintas perspectivas como claves para poder
gestionar la actividad de los estudiantes. La nocion de igualdad (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007) es
clave. Asi, Cai y Knuth (2011), citando a Kieran, establecen que la ruptura semiética de la igualdad es
uno de los 5 aspectos que es preciso tomar en consideracion en el transito de la aritmética al algebra.

La transicion de la aritmética al algebra es dificil para muchos estudiantes, incluso para aquellos estu-
diantes que son bastante competentes en aritmética, ya que a menudo requiere que ellos piensen de
maneras muy diferentes [...] Kieran, por ejemplo, sugiri6 [5] cambios del pensamiento aritmético al
algebraico: [...] (5) Una reorientacion del significado del signo igual: de un significante para calcular,
a un simbolo que denota una relacion de equivalencia entre cantidades (p. ix).

Por todo ello, este seminario parte de una doble premisa:

* Hipotesis divergente. Dado el caracter multidimensional de los contextos y procesos educati-
vos, las diferentes perspectivas tedricas en Didactica de las matematicas proponen medios dis-
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tintos de control y funcionamiento de los sistemas didacticos, lo que imposibilita el surgimiento
de una teoria inica o que una se revele mas eficaz, pertinente o con un mayor poder heuristico,
tanto para el desarrollo de los aprendizajes como para la comprension de como se lleva a cabo
la adquisicion de éstos.

Hipotesis convergente. Dada la naturaleza relacional de las matematicas y la constatacion em-
pirica de actividad matematica equiparable en contextos educativos diversos, con docentes dis-
tintos y curriculos diferenciados, es posible identificar un campo comun de intervencion, donde
criterios equiparables de gestion de los sistemas didacticos son asumibles y, por lo tanto, las
distintas perspectivas tedricas son pertinentes con la debida meta-transposicion didactica que
las haga inteligibles y eficaces.

PROPORCIONALIDAD EN LA TEORIA DE SITUACIONES DIDACTICAS EN
MATEMATICAS

La TSDM sostiene la hipodtesis segun la cual todo saber matematico puede ser modelizado por una si-
tuacion didactica fundamental (Brousseau, 1998). Toda situacion didactica comienza con una con-
signa, es decir, la trasmision de la tarea a los alumnos en un lenguaje comprensible. Los alumnos
tendrdn que contar con una estrategia de base, que permita dar una respuesta que necesariamente se
revele inadecuada. Asi, los alumnos obtienen informacion inteligible que, en oposicion al medio an-
tagonista, les permite hacer evolucionar sus conocimientos hacia el saber que se desea ensefiar.

La situacion del puzle fue elaborada para la introduccion de la proporcionalidad con fracciones. Se
presenta a los alumnos la Figura 1.

4 2 5
Figura 1. Puzle (Brousseau y Brousseau, 1987, p. 137)

Con la Figura 1 a la vista, los estudiantes reciben la consigna:

Aqui podéis ver un puzle. Vais a fabricar unos parecidos, mas grandes que los modelos respetando la
regla siguiente: el segmento que mide 4 cm en el modelo debera medir 7 cm en vuestra produccion.
Yo doy un puzle por equipo. Cada alumno tendra que hacer una o dos piezas. Cuando terminéis tendréis
que poder construir las mismas figuras que con el modelo (Brousseau y Brousseau, 1987, p, 138).

La actividad que sigue es por todos bien conocida:

20

Situacion 1: utilizacion de estrategias de base. Por orden de frecuencia en la aparicion en los gru-
pos, se tienen las siguientes estrategias: 1) construir cada pieza por separado, anadiendo 3 cm a
todos los lados de todas las piezas; 2) construir un cuadrado mayor por adicion también de 3 cm
en los segmentos que componen los lados, lo que da dos lados de 17 cm y otros dos de 20 cm;
3) utilizar, en la construccion de las nuevas piezas, la regla ““ 2 x longitud segmento — 17 (ya que
7=2x4-1).
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» Situacion 2: obtencion de la reduccion a la unidad. Consigna:

Los diferentes procedimientos que habéis utilizado ayer para rehacer el puzle no son buenos, porque
no os han permitido construirlo correctamente. Os habéis dado cuenta de que sumando tres o ha-
ciendo “(x2)— 1", las medidas no son correctas. En esta sesion, vais a intentar encontrar las medidas
buenas que permitiran construir el puzle” (p. 141).

El maestro (o, eventualmente, un alumno que ha tenido éxito en la sesion 1) dispone los valores:
4 -7
5 —
6 —
2 —
9 —

7 —

Los alumnos establecen, aunque no es necesaria, la proposicion: 8 — 14; que motiva la afir-
macion: “jNecesitamos la imagen del uno!... ;Si, eso permitiria encontrar todas las otras!”.

La sesion prosigue con todos los célculos necesarios, no sin errores (por ejemplo, tomar 1,7
como constante de proporcionalidad, en lugar de 1,75), hasta la construccion del puzle y la
comprobacion empirica de que es correcto, es decir, que las piezas encajan.

»  Situacion 3: generalizacion. Consigna:

Hemos agrandado un puzle. Para ello, teniamos un modelo del que conociamos las medidas y una
informacion sobre una de ellas: a 4 le corresponde 7. ;Qué habéis buscado? (p. 145).

Los alumnos responden rapidamente: “es preciso encontrar la imagen de 1”. El maestro pre-
gunta entonces: “Si 9 tiene por imagen 11, ;cual seria la imagen de 1?”.

En fases posteriores de la situacion, se buscan las imagenes de fracciones, haciendo el calculo
con ellas, sin “transformarlas” a nimeros decimales. El avance de la clase es laborioso y re-
quiere finalmente ejercicios de “entrenamiento”.

Las consignas al inicio de cada sesion sirven para controlar las producciones individuales, evitando
asi la pérdida de sentido por los alumnos, y para el desarrollo grupal. Asimismo, el control busca que
toda la clase comparta unos conocimientos que permitan actuar conjuntamente. Estas intervenciones
pueden repetirse a lo largo de la sesion, permitiendo al docente modular la exigencia de la situacion
adidactica que afrontan los nifios.

[Nota] Es muy importante hacer regularmente “un alto” con los nifios: recordar o hacer recordar qué
problema habia sido propuesto, qué preguntas habia provocado el problema. Es necesario que los alum-
nos sepan lo que estan resolviendo. El maestro puede incluso, alguna vez, recordarlo durante la activi-
dad: de hecho, muchos nifios, mientras buscan ‘medios’, ‘soluciones’ de un problema, olvidan a menudo
el ‘porqué’ de sus calculos (p. 145).

En la seccion siguiente se analizan diversos aspectos clave de la situacion del puzle desde la perspec-
tiva de la TAD y del EOS.

UNA MIRADA A LA SITUACION DEL PUZLE POR LA TAD Y EL EOS

La TAD y el EOS comparten en su ADN, por asi decirlo, esta forma de afrontar la Didactica de las
Matematicas de la TSDM. En la situacion del puzle descrita hay cuatro claves: 1) la nocion de situacion
y el control sobre la actividad en el sistema didactico; 2) como se generalizan los resultados; 3) la ne-
cesidad de realizar ejercicios de ‘entrenamiento’; y, finalmente, 4) qué se entiende por algebra. Estos
cuatro aspectos tienen una interpretacion en términos de la TAD y del EOS, a saber:

1. Situacion y control del sistema didactico. En la TSDM, la situacion modeliza tanto el saber
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matematico como su gestion en el sistema diddctico (por la definicion del medio antagonista,
el control de las variables didacticas y la estructura en fases de accion, formulacion, validacion
e institucionalizacion). La TAD y el EOS proponen para ello dos herramientas teoricas dife-
renciadas; a saber, una para la dimension epistemologica y otra para la didactica.

— La TAD introduce la nocién de praxeologia matemdtica (PM) como una cuddrupla:
(t, T; 0, ©) = (tarea, Técnica; tecnologia, Teoria)

que permite modelizar el saber matematico; la praxeologia didactica como la organizacion
de las PM en una institucion y los medios utilizados para su control y funcionamiento en
un proceso de estudio.

— EI EOS introduce la nocién de significado pragmatico (sistema de practicas operativas,
discursivas y normativas), que junto con la nocion de configuracion ontosemiotica de prac-
ticas, objetos y procesos modelizan los diversos significados institucionales del contenido
matematico en cuestion (por ejemplo, la proporcionalidad) y los diversos tipos de objetos
que intervienen en las practicas implicadas.

El analisis de los procesos de estudio se hace mediante la nocidon de configuracion y tra-
yectoria diddctica cuya dinamica estd orientada hacia el logro de una alta idoneidad arti-
culando la indagacion /construccion y la transmision del conocimiento.

Generalizacion. En la situacion del puzle, toda vez que se ha respondido a la tarea inicial, por
manipulacion de la variable didactica (qué segmento se transforma y qué valor toma en el nuevo
puzle), se pone a prueba el conocimiento adquirido. Es decir, en la TSDM el saber se identifica
con la nocidn que permite resolver clases de problemas. En este caso, el objetivo no es la cons-
truccion del puzle resultante de la ampliacion primera (4 — 7), sino la comprension por parte
de los alumnos de teoremas esenciales de la proporcionalidad: “si sabemos la correspondencia
de 1, podemos determinar el resto”; “la reduccion a la unidad da la constante de proporcionali-
dad”; “no importa la representacion utilizada, vale con decimales y con fracciones”, etc.

En consecuencia, dado que toda situacién fundamental debe contar con variables didacticas para
el progreso de los conocimientos de los alumnos (efectivos en los casos particulares) a la adqui-
sicion del saber cientifico pretendido (valido para la clase de problemas), se puede sostener la
tesis segun la cual toda situacién fundamental incluye un componente esencialmente algebraico.

De hecho, este rasgo de “generalizacion” es también asumido por la TAD, que sostiene que
una praxeologia matematica estd mas algebrizada que otra en tanto contiene mas tipos generales
de problemas, pudiéndose entonces establecer grados de algebrizacion entre praxeologias. De
manera similar, en el EOS se asume que en las practicas algebraicas los procesos de particu-
larizacion-generalizacion son esenciales y la dualidad intensivo-extensivo condiciona el pro-
greso en los distintos niveles de algebrizacion en las practicas matematicas.

Ejercicios de entrenamiento. La TSDM no modeliza este tipo de ejercicios. Asi, asume una
organizacion usual en las escuelas, donde la actividad matematica busca: a) introducir un saber,
b) dotarlo de sentido o ¢) dominar su uso en tanto que instrumento. La TSDM, centrada en las
situaciones adidacticas o con un componente adidactico esencial, se ocupa esencialmente de
modelizar los dos primeros tipos de actividades.

La TAD denomina el momento del trabajo de la técnica a la organizacion didactica cuyo ob-
jetivo es la rutinizacion de la técnica, que aumente su eficacia y limite su coste de ejecucion
en la institucion. En el EOS, se trata de una practica operativa cuyo objetivo es la maestria en
un procedimiento. Por lo tanto, en estas dos perspectivas, TAD y EOS, se incorpora este tipo
de actividad en una modelizacion global de la actividad matematica.
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4. Lo simbdlico literal no se identifica con lo algebraico. La actividad en la situacion del puzle
no busca la notacion “y = ax”, donde “a” es la constante de proporcionalidad. Tampoco busca
el enunciado de proposiciones de la funcion lineal: 1) flax) = af(x); 2) fix +y) =f(x) + f(y). La
situacion, en las distintas fases, evoluciona por ampliacion del campo numérico (naturales, de-
cimales y fracciones). Los grados de algebrizacion en la TAD y los niveles de algebrizacion
en el EOS son consistentes con esta premisa, dado que atribuyen a la notacién una funcion en
el proceso de algebrizacion, pero no limitan éste a la cristalizacion de los enunciados mediante
variables, parametros, funciones, etc. De hecho, esta tesis estd asimismo fundamentada en el
programa Early Algebra.

En las ponencias que siguen, Josep Gascon y de Juan D. Godino aportaran una vision mas profunda
de los aportes, alcance y poder heuristico de la TAD y del EOS, respectivamente, para comprender el
desarrollo del pensamiento algebraico y para elaborar propuestas didacticas viables en las aulas.
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