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RESUMEN

Este trabajo propone un anélisis historico-epistemoldgico del concepto de area
presente en los Elementos de Euclides, en virtud de caracterizar algunas incidencias
en el &mbito escolar respecto al tratamiento didactico de la medida de superficies de
figuras rectilineas regulares e irregulares. Para tal fin, se apel6 a la revision de textos
escolares de grado 7°, para determinar si en efecto hay o no hay, aportes, indicios o
rastros que reflejen un tratamiento de la medida en la escuela desde el método de

aplicacion de areas consignada en el libro 11 de los Elementos.

Palabras Clave: Area, Cuadratura, Equivalencia, Magnitud, Medida, Poligonos,

Superficie.
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INTRODUCCION

Este trabajo propone analizar el concepto de area, nocién que aparece
implicitamente en el Libro Il de los Elementos, libro que, pese a ser uno de los mas
cortos (con solo 14 proposiciones) tiene una gran importancia puesto que en su
interior se logra solucionar el problema la cuadratura de figuras rectilineas
(poligonales): se establece que una superficie es cuadrable, cuando a partir de ella, es
posible obtener geométricamente un cuadrado que sea de un area igual a la de dicha

superficie.

La importancia del presente trabajo radica en el hecho de que al parecer en la
escuela el célculo de la medida de superficies se limita a la aplicacion de formulas y a
la sustitucion de magnitudes por nimeros, reduciendo el tratamiento de la medida a la
aritmetizacion® de patrones de medida por demas estandarizados. Por otra parte, la
medicion de superficies generalmente se hace sobre poligonos regulares ya sea por
recubrimiento con un patron de medida y asi por asignacion numeérica; o bien,
mediante la aplicacion de formulas predeterminadas o usando instrumentos de
medida, dejando por fuera aquellas figuras planas donde no es posible la aplicacion
de una formula para calcular su area. De esta forma, se piensa que en la escuela la
ensefianza del proceso de medicion se esta limitando a la mera asignacion numeérica,

al respecto, los lineamientos curriculares de matematicas establecen que:

(...) éste es apenas el ultimo subproceso de un complejo proceso de
medicién, y uno al que no necesariamente hay que llegar para que se
pueda decir que si hubo medicion (MEN, 1998).

En tal sentido, se considera importante realizar, en primera instancia, un

estudio historico-epistemolégico acerca de la nocion de cuadratura de

! La aritmetizacion de la medida hace referencia al reemplazo de magnitudes por nimeros, o el
sustituir letras en las férmulas por numeros para el calculo de superficies.
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poligonos® que dé cuenta de los desarrollos que ha permitido a lo largo de la
historia en términos de las técnicas e instrumentos que se han ido
especializando para realizar procesos de medicion cada vez mas aproximados,
como el caso de las técnicas desarrolladas para la cuadratura de algunas figuras
curvas (el empleo de la cuadratriz, la cuadratura de la linula, y el empleo del
meétodo exhaustivo como parte de la medida o cuadratura del circulo) que han
sido posibles gracias a la cuadratura de figuras poligonales en general. Asi,
bajo esta perspectiva se quiere rescatar la génesis y consolidacién de la nocion
de cuadratura, puesto que, permite dar cuenta de la complejidad que la rodea,
de los multiples aspectos que incidieron en su construccion histérica y ademas
porque un estudio de tal tipo permite estudiar otros conceptos importantes que
surgieron alrededor de ella. Lo anterior se refuerza en la medida que Anacona
(2003) afirma que:

(...) Un estudio histdrico-epistemologico que dé cuenta de la genesis,
evolucion y consolidacion de un objeto matematico en el marco de unas
condiciones socioculturales, contribuye a un conocimiento del concepto

matemadtico que trasciende los meros procesos algoritmicos” (p. 42).

En ese sentido, al dar cuenta de la génesis del concepto, este puede ser
abordado desde distintos frentes evitando ocultar aspectos importantes que puedan
servir de entrada o de base para la construccion de conceptos relacionados mas
complejos. Luego, hay que reconocer que el trabajo en historia de las matematicas
retne elementos de reflexion para el trabajo en didactica de las matematicas, y es que
no se puede negar que la medida de superficies y la nocién de area como tal, son

objeto de ensefianza en los primeros afios de educacion secundaria.

2 El presente trabajo, no excluira las reflexiones sobre la cuadratura de algunas superficies planas

curvas, las cuales fueron fundamentales en el desarrollo de la nocidn de cuadratura y, solidarias con la

cuadratura de poligonos.
e ——
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Parece ser que en la escuela la ensefianza de la nocion de area se contempla
desde dos frentes claramente definidos: desde lo cuantitativo por asignacién numérica
y desde el tratamiento de las medidas relativas, es decir, cuando no se tiene una
medida absoluta para asignar a una magnitud. Esta Gltima, parece ser poco relevante
en la cimentacion de conceptos y procesos que implica el uso de la medida relativa.

Por tal razon, si se remonta a los inicios de la historia acerca de coémo se media
en la Antigiledad, se puede encontrar que la medida pasa por tres etapas®: la primera
etapa es considerada por los pitagéricos, quienes tenian la firme conviccién que para
la actividad de medir solo se necesitaban los numeros usados para el conteo,
afirmacion que se fue desvaneciendo, al encontrar magnitudes que ya no se podian
medir haciendo uso los nUmeros naturales. Fue necesario entonces, ampliar la
actividad de medir a la segunda etapa o de la medida relativa; es en los Elementos de
Euclides donde se consignan las teorias de medicion sin el uso de la metrica o al
menos donde no hay una definicion formal de medida (Recalde, sf). Aqui realmente
nos interesa el hecho de que Euclides pudiera construir en sus dos primeros libros de
los Elementos, un cuadrado igual a cualquier figura poligonal dada, con el fin de

resolver el problema de la cuadratura de figuras.

Sin embargo, a pesar de la importancia de la segunda etapa* en el proceso de
medicion, estd no se logra evidenciar como eje central ni en los textos escolares ni en
su ensefianza en la escuela, tal vez porque tradicionalmente se ha ensefiado asi o
porque no existe un trabajo que comprenda este tipo de reflexiones y por ende se

desconozcan aspectos importantes de la actividad de medir.

Es por ello que se considera importante indagar sobre el propdsito que tiene

Euclides en el libro Il de los Elementos, en virtud de caracterizar un aporte didactico

® Historicamente se pueden reconocer tres etapas en el desarrollo de la actividad de medir. Etapa
primaria, Etapa relativa y Etapa abstracta. (Recalde. sf)
* No mencionamos la tercera etapa porgue no es objeto de estudio en este trabajo.
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respecto al tratamiento de la medida y asi ampliar las nociones que sobre medida de
superficies se tienen, tanto en el disefio de situaciones de aprendizaje como en las
estrategias comunmente utilizadas por los estudiantes para resolver tales situaciones.
Estas circunstancias nos conduce a sentar las bases para intentar “llenar estas
lagunas”, de modo que permitan en un trabajo posterior la formulacion de situaciones
de aprendizaje con una fuerte fundamentacion histérica en la parte matemaética, que
permita estudiar la medida de superficies en general y desde distintos frentes;
comprender que se puede establecer una equivalencia entre areas de poligonos de
diferente clase o forma; asi como también tener nociones que permita establecer una

relacién de orden en cuanto a las magnitudes.

En concreto y teniendo en cuenta lo dicho hasta aqui surge la inquietud a este
problema de investigacion, ¢Cuéles pueden ser las incidencias, si las hay, de la
nocion de cuadratura consignada en el libro 1l de los Elementos de Euclides en
relacion con la ensefianza del concepto de area en el grado séptimo de la ensefianza

basica?

Para tal fin, el disefio de este trabajo seguira la modalidad de monografia de
compilacion y de investigacion. En el primer caso porque se realizara una
compilacion de textos, aunque no muy exhaustiva, si lo suficiente para las
necesidades de este trabajo. Es investigativa por la interpretacion que se ha realizado
de los textos para dar cuenta de los objetivos propuestos. En virtud de lo anterior, el

presente trabajo se ha dividido en tres capitulos.

El primer capitulo tendra en cuenta algunos de los referentes histéricos que,
cronolégicamente, permiten dar cuenta de la génesis de la nocion de cuadratura desde
Hipdcrates hasta Arguimedes y su incidencia en el desarrollo de los procesos de
medicion; ademas de caracterizar el tratamiento de la cuadratura de poligonos,

presente en el Libro Il de los Elementos de Euclides. Para tal efecto, se apeld, como
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fuente primaria, a los Elementos y, como fuentes secundarias, los analisis sobre la
cuadratura exhibidos por Thomas (1957) y Heath (1921).

El segundo capitulo es de orden epistemoldgico. Pretende dar cuenta de los
fundamentos tedricos del tratamiento de la medida relativa a lo largo de la historia en
la construccién de la cuadratura, su importancia como objeto matematico en virtud de
lo que ha permitido solucionar y aquello que ha implicado el hecho de poder
encontrar un cuadrado equivalente a cualquier figura rectilinea dada. Para establecer
dichos fundamentos tedricos se estudio el texto del profesor Luis Recalde, NUmero
Medida y Magnitud. Asimismo, se expondran los trabajos de Hilbert (1950), Pressiat
(2002), con el animo de fundamentar tedricamente aquellos procesos recurrentes a la
medida relativa, como la descomposicion de poligonos y la nocién la de equivalencia
para referirse a poligonos con la igual superficie. Con ello, se pretende analizar y
caracterizar epistemoldgicamente la importancia del Libro Il de los Elementos en

relacion con la nocion de cuadratura y su incidencia en el concepto de area.

El tercer y ultimo capitulo se ha dividido en tres partes. En la primera parte se
realizard una justificacion teorica del concepto de area en la escuela desde los
Lineamientos Curriculares (1998) y los Estandares basicos de calidad (2006), con
respecto al pensamiento métrico y sistemas de medidas. La segunda parte, procedera
a efectuar la revision de textos escolares del grado 7° para el area de matematicas,
para ello se describi6 ampliamente los dos textos seleccionados,® en cuanto a su
estructura tematica de la nocidn de area rastreada. Por ultimo, en la tercera parte se
realizara un andlisis de los resultados extraidos al revisar los textos escolares, ello,
teniendo en cuenta algunos criterios de andlisis expuestos en la obra de Arbelaez et
al. (1999), y aunado con los analisis historico y epistemoldgico realizados en las fases

uno y dos respectivamente.

® Para llevar a cabo la revision de textos se seleccionaron los siguientes textos escolares:

Nuevas Mateméticas 7 (2007), editorial Santillana.

Delta 7 (2009), editorial Norma.
]
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Al término de esta Gltima fase se analizaré el concepto de area que se tiene en la
escuela a través de los libros de textos escolares, con el fin de establecer una
fundamentacion teorica sobre la nocidn de éarea y asi, dejar abierta la posibilidad del
disefio de una micro-ingenieria didactica que tenga como eje principal el disefio de
actividades en cuanto a la medicion de superficies planas irregulares, de modo tal que

potencialicen el pensamiento métrico en los estudiantes.

]
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CAPITULO |
DIMENSION HISTORICA

La dimension historica, muestra la génesis y consolidacion de la nocion de
cuadratura desde tres frentes. EI primero tiene que ver con los trabajos anteriores a
Euclides, realizados por quienes fueran los primeros en efectuar construcciones
concernientes a la cuadratura del circulo: Hipocrates de Chios, quien construy6 la
cuadratura de la lunula y con ello contribuy6 a la primera cuadratura de un figura
curvilinea; Hippias de Elis, quien construy6 la cuadratriz, una herramienta que en
principio se uso para trisecar el angulo y después para intentar cuadrar el circulo;
finalmente, Bryson y Antifonte, quienes fueran los precursores de la aproximacion

por poligonos, de lo que hoy conocemos por Arquimedes como el método exhaustivo.

El segundo frente lo constituye la solucion al problema de la cuadratura de
poligonos en Euclides, la cual radica en la culminacién del libro 1l de los Elementos,
en la proposicion Il -14, en la que se logra construir con regla y compas un cuadrado
igual a una figura rectilinea dada. Euclides sustenta dicha proposicion haciendo uso
del resultado de las proposiciones de los libros I y Il, en donde se comienza a
evidenciar a partir de la proposicion 1-35, la transformacion de figuras poligonales en
su forma, pero conservando la misma area, es decir que establece una equivalencia

entre dos poligonos no congruentes.

El tercer y Gltimo frente recoge el método exhaustivo, usado por Arquimedes para
calcular el area del circulo, el cual consiste en demostrar que el area de éste se puede
agotar al inscribir y circunscribir poligonos, pero siguiendo la condicion establecida

por Euclides en la proposicion X-1 de los Elementos.
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DIMENSION HISTORICA ]

EUCLIDES
l ANTES DE EUCLIDES] ARQUIMEDES \
Hipocrates de Chios Hippias de Elis y Dinostrato
(cuadratura de la linula) (La cuadratriz)
5 7 AUTORES DE BASE
Antifonte y Brison THOMAS, I (1957). Greek mathematics, vol 1
la aproximacién por poligonos EUCLIDES. (1991). Los Elementos, Libros I - IV.

HEATH, S. T. (1921). A History Greek Mathematics, vol 1

Figura 1. Esquema cronoldgico de la dimension historica.

1.1 LA CUADRATURA ANTES DE EUCLIDES

En la Antigua Grecia, uno de los tres problemas fundamentales de la geometria
lo constituyé la cuadratura del circulo con regla y compéas®. Tras haber llegado a
cuadrar cualquier figura poligonal’, los griegos pronto se interesarian por la
cuadratura de figuras curvilineas. Sin embargo, surgia entre ellos la inquietud de
coémo lograr tal hecho teniendo en cuenta que ya habian resuelto la cuadratura para

superficies rectilineas. Entonces, si se podia obtener la medida de la superficie de

® Al parecer, en la geometria griega clasica, el pensamiento constructivista solamente le permite
aceptar la veracidad de problemas cuya solucion recurre al uso exclusivo de la regla y compas, lo cual
tilda a la cuadratura del circulo como un problema “irresoluble,” A pesar, de que la cuadratura del
circulo se puede solucionar con otros métodos (la cuadratriz por ejemplo). Véase §1.1. estos no son
aceptados por la comunidad matematica.

" Maés adelante se tratara la cuadratura de figuras poligonales como eje central de este trabajo escrito,
referenciado desde el trabajo que realizo Euclides en los libros | y 11 de los Elementos. (Véase §1.2)

El propésito de aludir al problema de la cuadratura del circulo es precisamente para resaltar la
importancia y la influencia que tuvo la cuadratura de poligonos en la emergencia a la solucion de dicho
problema.
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figuras rectilineas muy complejas mediante la descomposicion en figuras rectilineas
méas sencillas, lo mismo podia ocurrir con las figuras curvilineas y poder

descomponerlas en suma de cierto nimero de figuras rectilineas.

Al respecto varios autores citados a continuacion tienen sus respectivos aportes,

el orden en el que aparecen los autores corresponde a un orden cronoldgico.

1.1.1  HIPOCRATES Y LA CUADRATURA DE LA LUNULA

Hipocrates de Chios (450 a.C) es el primer matematico a quien se le reconoce
un esfuerzo por intentar cuadrar el circulo. Sus intentos le permitieron construir (con
regla y compéas) un tipo de figura curvilinea llamada lGnula, y penso que con este
mismo procedimiento cuadraria el circulo, lo cual no fue posible para resolver el
problema de la cuadratura; pero a pesar de eso a €l se le reconoce por ser el primer

matematico griego en lograr la cuadratura de una figura curvilinea.

De la obra de Hipdcrates se conoce poco®, y las Unicas evidencias que resefian
el tratado de la cuadratura de la lunula se encuentran en los comentarios que
Simplicio dice haber copiado literalmente de la obra de Eudemo®. Alexander, que es
citado por Simplicio™® atribuye dos cuadraturas a Hipdcrates, cuya demostracion
depende de uno de los teoremas utilizados por Hipocrates, donde los segmentos
semejantes de los circulos tienen la misma proporcion que los cuadrados de sus

diametros®?.

& Proclo dice que Hipdcrates escribié los Elementos de Geometria, anticipandose en méas de un siglo a
los conocidos Elementos, de Euclides; sin embargo, el texto de Hipécrates se ha perdido, pero el libro
de Hipdcrates lo llegd a conocer Aristoteles (Boyer, 1989, p. 98)

° De esta obra de Eudemo, Historia de la Matematica, no hay rastro alguno.

19 lvor Thomas menciona esto en su obra (1957, vol. 1, p. 237). La obra de Simplicio a la que hace
referencia Thomas corresponde a los Comentarios a la Fisica de Aristoteles.

1 Eudemo le atribuye la demostracion de este teorema al mismo Hipécrates, sin embargo en aquella
época (digamos hacia el 430 a.C.) la teoria de proporciones se encontraba casi con toda seguridad en
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Para construir la lanula (con regla y compés), Hip6crates toma una
circunferencia e inscribe en ella un cuadrado con sus respectivas diagonales, cuya
interseccion permite dividir el circulo en cuatro cuadrantes, formando sobre cada uno
un tridngulo rectangulo. Hipdcrates hace esto, con el propdsito de construir una
linula por cada uno de los cuadrantes, permitiéndole abarcar mas superficie del
circulo. Asi pues, la linula resulta de la interseccion del semicirculo exterior a la
circunferencia de diametro AB, cuyo didmetro es la hipotenusa AC y el arco AFC
(ver figura 2).

A D B
Figura 2. Construccion de la primera linula realizada por Hipécrates*?
Por otro lado, la demostracion que quedara en este primer capitulo permitira ver

los dos tipos de lunulas que le son atribuidas a Hipdcrates, la primera cuando inscribe

un cuadrado y la segunda cuando inscribe un hexagono regular en la circunferencia.
Primera lanula de Hipdcrates

Esta demostracion se fundamenta en primera instancia en inscribir un cuadrado
en un circulo dado y en la relacién que guarda dicho circulo con el circulo exterior

que subtiende la lunula, lo que establece una dependencia entre los dos circulos, tal

una etapa de desarrollo que la hacia aplicable Unicamente a magnitudes conmensurables. (Thomas
menciona esto en su obra (1957, vol. 1, p. 237). De ahi que es poco probable que Hipdcrates lograra
una demostracion rigurosa. Euclides referencia este teorema en la proposicion XII. 2, donde la
demostracion proviene de Eudoxo, un matemético que vivié a medio camino entre Hipdcrates y
Euclides.

12 Figura tomada de la obra de Heath (1921. p. 185).
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que uno tiene area igual al doble de la del otro, lo que hace que la demostracion

matematica sea habilmente determinada, sujeta a estas condiciones previas.

Con el animo de aclarar un poco la demostracion matematica Eudemo afiade a
la demostracion hecha por Hipdcrates alguna de las proposiciones referenciadas en
los Elementos de Euclides, sin embargo, es importante aclarar esto para no caer en
anacronismos, pues Euclides fue posterior a Hipocrates; pero Eudemo lo hace asi
porque es muy probable que Hipdcrates tuviera las herramientas demostrativas
planteadas en los Elementos. No obstante, queda planteada la discusion si HipOcrates
conocia el resultado de XII-2, tal y como se discute arriba.

Las proposiciones afiadidas por Eudemo se encuentran organizadas en los

Elementos de la siguiente manera:

i. Proposicion 1-47 en los tridngulos rectangulos el cuadrado del lado que
subtiende el angulo recto es igual a los cuadrados de los lados que comprenden
el 4ngulo recto™®.

i. Proposicion 111-31 En un circulo el &ngulo en el semicirculo es recto. Es decir:
el angulo inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto.

iii.  Proposicion XII-2 Los circulos son uno a otro como los cuadrados de sus

diametros.

A continuacion se describe la demostracion de la primera lanula*®, siguiendo la
gréfica de la figura 2:

. Sean AC y CB, lados del cuadrado inscrito en la circunferencia ACB.

¥ | a importancia de esta proposicién serd expuesta més adelante, cuando se profundice en la
cuadratura de figuras poligonales en Euclides.

1 para facilitar la demostracion al lector se ha utilizado la siguiente simbologia:

Sem = semicircunferencia.

< = angulo.
O = al sector circular comprendido por el didmetro y el arco de la circunferencia que describe la
lunula.
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« Los lados AD y DB son iguales porque son radios de la circunferencia ACB.

. El < ADC es recto.

« Como el lado DC también es radio de la circunferencia entonces es igual a
AD y por tanto el triangulo ADC, es un triangulo rectangulo isosceles.

. El x ACB, esté inscrito en la semicircunferencia, por tanto el angulo es recto.
Por la proposicion 111, 31.

. Tenemos que AB*= AC?+ CB? por la proposicion 1,47

. Pero como CB y AC son lados del cuadrado inscrito entonces AB? = AC? +

AC?, sumando términos semejantes tenemos que AB?= 2AC?

ACB _ AB? _ 24cC? P,
. _zzz A5~ acZ = acz Por la proposicion XII- 2, luego sem ACB = 2 sem AEC

« sem ACB = 2 cuadrante ADC

« sem AEC = cuadrante ADC

. Sem AEC — OAFC = cuadrante ADC — OAFC,
Por tanto la Lunula AEC = triangulo ADC.

De esta forma, Hipdcrates concluye que el area de la figura curvilinea y el area
de la figura rectilinea son equivalentes; resultado que escapa de lo estrictamente
visual. Pero también es cierto que con este procedimiento era posible realizar
operaciones entre areas, pues el resultado que alcanza Hipdcrates de establecer la
equivalencia entre el area de la lunula y su correspondiente triangulo rectangulo fue
posible gracias a que Hipdcrates determina que el cuadrante ADC es igual al
semicirculo exterior AEC, y de ellos se puede extraer la superficie comun que en este

caso es el sector circular AFCY.

De este modo, el resultado final de la demostracion evidencia dos aspectos
importantes en cuanto a la medida de superficies se refiere: primero establece una

equivalencia entre dos sectores circulares de forma diferente (el cuadrante ADC con

15 |a sustraccion de esta area se argumenta en los Elementos mediante la Nocion Comun 3: si de cosas

iguales se quitan cosas iguales los restos son iguales.
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el semicirculo exterior AEC), y segundo la forma como realiza la subdivision en las
figuras curvilineas, de modo tal que estas pueden representarse como una adicion de

areas de la siguiente forma:

Sem AEC = Lunula AEC + OAFC
Cuadrante ADC = triangulo ADC + OAFC.

De manera similar se representa la sustraccion de areas como parte importante
de la demostracion, asi se da dicha representacion:
Sem AEC — OAFC = linula AEC
Cuadrante ADC — OAFC = lunula AEC.

Asi pues, una vez establecida la equivalencia entre la linula AEC vy el triangulo
ADC, la cuadratura de ésta seria igual a la cuadratura del triangulo, y para ese
entonces el problema de la cuadratura de figuras poligonales ya estaba resuelto™®.

Segunda lanula de Hipdcrates

En la segunda construccion AB es el diametro del semicirculo ALB, y CD es el
didmetro del semicirculo CEFD, que es el doble del semicirculo ALB, y sobre el cual
se describen los semicirculos CGE, EHF, FKD, cuyos diametros CE, EF y FD son

lados de un hexagono regular (ver figura 3).

De esta forma, se inscribe un hexagono regular, de tal forma que permita
abarcar la mayor parte del area del circulo, con los triangulos que se forman en el
interior del poligono inscrito en la circunferencia, es decir que entre mas lados tenga

el poligono inscrito mas se podria abarcar el area del circulo.

18 |_a cuadratura del triangulo se encuentra en la proposicion 1-42 de los Elementos de Euclides, dicha
proposicion serd objeto de andlisis mas adelante en el parégrafo 1.2.1, pues es precisamente la
cuadratura de figuras poligonales el objeto del presente trabajo.
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Figura 3. Construccion de la segunda ltnula realizada por Hip6crates®

A B8 C D

7

Supongase un punto P entre Cy D, tal que CP =PD

AB==2=CP

CP = CE = EF = FD por propiedad del hexagono regular
Sean los lados AB = CE = EF = FD, pues AB = CP

(CD)? = (CP)? + (PD)? = (AB)* +(AB)? = (2AB)’ = 4(AB)’
(CD)? = 4(AB)?= (AB)? + (CE)? + (EF)? + (FD)?

2 2
sem CEFD _ (CD) — 4(AB) de ahi

sem ALB  (AB)2  (AB)? '

Luego por la proposicion XlI, 2 tenemos que:

que: sem CEFD =4 sem ALB.

sem CEFD = sem ALB + sem CGE + sem EHF + sem FKD

sem CEFD — (OCME +OENF+OFOD) = sem ALB + (sem CGE- OCME) +
(sem EHF — OENF) + (sem FKD- OFOD).

Luego, de lo anterior queda que:

Trapecio CEFD =sem ALB + ltnula CGE + lanula EHF + lunula FKD.

Luego conocida la cuadratura del trapecio y la cuadratura de cada lanula, se

podria encontrar el area del semicirculo ALB, no obstante lo anterior es falso, pues no

7 Figura tomada de la obra de Heath (1957, p.186)
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se puede suponer la cuadratura de estas lunulas utilizando el resultado de la
demostracion anterior (cuando se inscribe un cuadrado), puesto que el triangulo que
la subtiende a estas ltnulas no es rectangulo, y la relacidn entre las circunferencias no
es la misma, asi pues la falacia de esta demostracion se da en suponer que estas

linulas pueden ser cuadradas.

Por tanto, este método resultaria insuficiente en las aspiraciones de HipGcrates
en llegar a cuadrar el circulo, lo cual pone en duda que el mismo Hipdcrates hiciera
esta demostracion, y mas aun que hubiera pensado que con este método hubiera
resuelto el problema de la cuadratura del circulo; pues como una falacia tan evidente,
un matematico tan prestigioso como él dificilmente se hubiera comprometido a dar tal

resultado®®.

Por lo visto arriba, el resultado anterior no permite generalizar la cuadratura de
cualquier lanula, pero permite exhibir una figura curva que se puede cuadrar con

regla y compas.

1.1.2 BRYSON Y ANTIFONTE. UN ACERCAMIENTO AL METODO
EXHAUSTIVO.

Al tiempo que Hipdcrates y luego Hippias'® trabajaban al respecto de la
cuadratura del circulo, otro contemporaneo a Sécrates, Antifonte alrededor del 450
a.C% goza de ser el primero en dar una idea acerca del método de exhausion utilizado

por Arquimedes.

Al parecer, el Unico problema matematico que preocupd a Antifonte fue

precisamente el de la cuadratura del circulo. Para tal fin inicia el método de

'®para una discusion de este punto véase Thomas, (1957, p. 235, n. b)

9 Hippias se discutira més adelante en el paragrafo 1.1.3, donde se recurre a la construccion de una
curva mecénica llamada cuadratriz, para dar una salida a la cuadratura del circulo.

%0 Mas adelante en §1.3 se haré& alusion al método de exhausion de Arquimedes como salida al
problema de la cuadratura del circulo, luego se haré la distincion con respecto al método utilizado por
Antifonte.
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aproximacién por poligonos, el cual consiste en inscribir un poligono regular en la
circunferencia, y por cada lado del poligono inscrito, un triangulo isosceles con el
vértice formado por los dos lados iguales en la circunferencia; y realiza este
procedimiento sucesivamente (el de construir el tridngulos isosceles) hasta llegar a un
poligono de 2™ lados, pensando que en algiin momento el lado del dltimo triangulo,
aunque una linea recta, coincida con la circunferencia y conseguir un poligono

regular aproximando el circulo hasta su limite (ver figura 4).

—

AN

Figura 4. Aproximacién por poligonos de Antifonte®*

Al parecer, para Antifonte prevalece su percepcion visual y no tiene en cuenta
el principio geométrico de que las magnitudes son divisibles infinitamente,? lo cual
no le permite aceptar que entre la circunferencia y el lado del triangulo siempre

quedara una superficie tan pequefia como sea posible; lo cual una linea recta no

2L |a figura muestra cuando Antifonte inscribe un cuadrado en el circulo, comentario hecho por
Simplicio, [citados en Thomas (1957, p.313)], sin embargo en este método se pueden inscribir otros
poligonos regulares.

“principio donde se establece que la division continta del espacio entre la linea recta y la
circunferencia del circulo nunca se agotaria ni llegara a la circunferencia del circulo, el espacio es
realmente divisible sin limite. Comentario hecho por Eudemo en la obra Simplicio, [citados en Thomas
(1957)].
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puede coincidir con la circunferencia. Por tanto este resultado no podria ser posible,

dado que siempre habra un espacio entre la linea recta y la circunferencia.

De este modo, fue la misma capacidad del pensamiento sofista, de “manipular”
la realidad y de construirla o explicarla a conveniencia, lo que le da poca credibilidad
y aceptacion a este método en el intento de cuadrar el circulo: al inscribir un poligono
de n lados, se supone que esté agotaria circulo, en la medida que escaparia a la
percepcién (no se veria la diferencia) ese pequefio espacio entre la circunferencia y el
lado del poligono. Es decir, se supone que es un espacio con un area despreciable,

igual a cero.

Por otro lado, Bryson, alumno de Sécrates y contemporaneo a Antifonte, realiza
una cuadratura del circulo méas sofisticada que la del mismo Antifonte, pues no se
limito unicamente a los poligonos inscritos, sino que también circunscribié poligonos,
para realizar aproximaciones que le dieran salida al problema de la cuadratura del

circulo.

Asi pues, Bryson inscribe y circunscribe los cuadrados Ay C en el circulo Sy
entre los dos cuadrados toma otro cuadrado B%. Ahora bien, el argumento central de
Bryson es que, dado que, el circulo se encuentra entre los dos cuadrados del mismo
modo que el cuadrado esta entre los dos cuadrados (A<S<C y A<B<C), entonces las

cosas son iguales, por lo tanto el circulo S y el cuadrado B son iguales (ver figura 5).

Dicho principio geométrico o nocién a la que apelé Bryson es refutada por
Alexander®®, pues estos no son propios de la geométrica, por ende deben ir mas alla

de lo estrictamente visual y perceptivo. Ademas un contraejemplo claro a este

%% La manera en la que él tomé un cuadrado B intermedio entre los cuadrados inscritos y circunscritos
es desconocido. Algunos han asumido que eso fue significado de la aritmética, otros que de otra
geometria ver Heath (1957, p.223-224).

% Alexander, citado en la obra de Heath (1957, p.315), En comentario sobre Aristoteles.
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principio se da en los nimeros, porque ocho y nueve, son respectivamente, menos
que diez y mas que siete y sin embargo éstos no son iguales, de este modo Bryson no
asume que el espacio bidimensional es continuo, y que puede existir otro cuadrado «
que este entre Ay C que no sea igual a B, asi que « podria estar perfectamente entre
B y C y asi sucesivamente hasta encontrar infinitos cuadrados entre A y B; ello
implica que existen infinitos cuadrados que son iguales al circulo S, lo cual seria un
absurdo, pues estos cuadrados no son iguales entre si, por tanto seria imposible
establecer cuél de todos los posibles cuadrados es el equivalente al circulo S.

N

—

S

Figura 5. Método realizado por Bryson

Aunque los intentos de Bryson y Antifonte por cuadrar el circulo tienen
problemas, aportan elementos muy importantes en cuanto a la medida de superficies
se refiere, pues el método de inscribir y circunscribir poligonos en la circunferencia,
permite comparar y establecer una relacion de orden entre las magnitudes, lo cual

aporta elementos suficientes para estimar la medida del circulo.
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1.1.3 LA CUADRATRIZ HIPPIAS Y DINOSTRATO®

Hippias de Elis, (400 a.C) y contemporaneo con Sdcrates, descubrié lo que
posiblemente fue una herramienta para cuadrar figuras curvilineas. Aunque en
primera instancia esta herramienta fue disefiada para resolver uno de los problemas
fundamentales de la geometria griega, la trisecciobn de un éangulo dado. Fue
Dinostrato, pupilo de Eudoxo quien utiliz6 la construccion de la cuadratriz (alrededor
del 350 a. C.) para resolver otro de estos problemas, la cuadratura del circulo o mejor

aun para encontrar la longitud de cualquier arco de un circulo.

B a C
g’ c’
N
BH C”
A H MG D

Figura 6. Método realizado por Hippias®®
Construccién de la cuadratriz

ABCD es un cuadrado y BED es el cuadrante de la circunferencia con centro en
Ay radio AB. Asi, la cuadratriz es una curva mecanica que resulta de la interseccién
de dos lados que se mueven a velocidad constante; EI lado BC que se mueve de
forma vertical y el radio AB, que se mueve angularmente describiendo el arco BED,

ambas rectas AB y BC coinciden con el lado AD del cuadrado ABCD, asi pues, la

% El método y la construccion de la cuadratriz se debe a una descripcion hecha por Pappus, citado en el
libro Heath (1957, p. 226)
%8 Figura tomada de la obra de Heath (1957, p.226)
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trayectoria de la interseccion de dichos lados produce la cuadratriz BFG (ver figura
6).

En esta construccién hay una problematica y tiene que ver justamente en el
punto G, pues parece no aceptarse al llegar al final (limite) de donde deberia estar
este punto. Asi pues el punto G debe asumirse o solo puede encontrarse asumiendo la
proporcién de la circunferencia con la linea recta; cabe mencionar, que para resolver
el problema de la cuadratura del circulo, no es necesaria la cuadratriz, sino

Unicamente el punto G de la cuadratriz, que esta sobre el lado AD del cuadrado.

Asi pues, la demostracion de la cuadratriz gira en torno a la posicion exacta del
punto G sobre el lado AD, pues este punto se definiria como el punto limite al que
tienden los puntos de la cuadratriz cuando AB y BC se acercan a AD. Dicha
demostracion se realiza por el método de reduccion al absurdo; primero se demuestra
cuando AK > AG vy luego cuando AK < AG. Para la demostracion se toma como
referente la propiedad de la cuadratriz dada por Hippias:

<BAD_ arc BED

arc BED _ AB
<EAD arcED

=2B | uego se prueba que:
FH' 9 P que. AB AG

Demostracién de que la cuadratriz rectifica la circunferencia®

B C
E
L
F
A H GK D

Figura 7. La cuadratriz Cuando AK > AG*

" Interpretacion tomada de libro Heath (1957).
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i. Cuando AK > AG

P arc BED , AB
Supongase que 5 # e

arc BED _ AB
AB AK

Si no es desigual entonces

Con centro en A y radio AK se traza el cuarto de circunferencia KFL, cortando la
cuadratriz en el punto Fy AB en el punto L.

Extiéndase AF hasta E, de modo tal que AF corta el arc BED, en E.

Tréacese FHL AD.

arc BED _ AB _ arcBED
AB AK arc LFK

Por hip6tesis tenemos que (Los circulos son uno a otro como

los cuadrados de sus diametros)®®

arc BED _ arc BED

Asi, AB = arc LFK*®
AB arc LFK

Luego

Por la propiedad de la cuadratriz se tiene que:

AB _ arcBED _ arcLFK
FH arc ED arc FK

LFK LFK
o =, luego FH = arc FK, lo cual

Pero como AB = arc LFK, entonces

es un absurdo, puesto que, cualquier arco de un circulo es mayor que la cuerda
que lo subtiende, o sea que el arc LFK > que FH, puesto que FH seria la cuerda que

subtiende dicho arco.

ii.  Ahora supdngase que AK < AG

arc BED _ AB

Hipotesis:
AK

%8 Figura tomada de la obra de Heath (1957, p. 228).

29 proposicion X11-2 de los Elementos de Euclides

% | a igualdad es netamente métrica. Es necesario aclarar esta igualdad, pues, al ser métrica esta
considerando que el dominio de las magnitudes lineales es reducible a algun tipo de patrén (el
segmento rectilineo) asi como el universo de las magnitudes, se pretende reducir a los cuadrados.
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A K G D
Figura 8. La cuadratriz AK < AG

Con centro en A y radio AK se traza el cuarto de circunferencia KML.

Se traza KF.L AD, alcanzando la cuadratriz en F.

Se traza AF y se extiende hasta E, de modo tal que AE intercepte el cuarto de
circunferencia BED en E.

arc BED _ AB _ arcBED _ arc BED
AB AK  arc LMK AB '

; . AB BED LMK
Por la propiedad de la cuadratriz, = = =—— = &=
FK arc ED arc MK

Por hipotesis luego AB = arc LMK

arc LMK _ arc LMK
FK arc MK

Luego reemplazo arc LMK por AB, , luego FK = arc MK, lo cual es

un absurdo, puesto que, cualquier longitud de arco menor a un cuadrante, es
menor que el segmento de recta tangente acotada por los puntos de corte de los radios
extremos del arco con dicha recta tangente (ver figura 8).

arc BED _ AB

Por tanto se tiene que K=G, y 5 " ac”
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Ahora bien como Euclides prueba que si se tienen dos segmentos «< y [ se

puede encontrar un segmento x tal que: 0(3 = ga esta igualdad se le conoce como la

tercera proporcional de Euclides.®

Luego, si tengo AB y AG debo encontrar el segmento x tal que é = % donde

17 AB BED . .
x es rectilineo. Entonces, tenemos que: £=E == Lo que implica que:

x __ arcBED

AB AB

Por tanto x = arc BED, luego 4x = 4 arc BED

Ahora bien, hasta aqui solamente se ha rectificado la circunferencia, entonces
¢(como este método resuelve la cuadratura del circulo? La respuesta a este
interrogante de una forma aritmética seria sencillamente decir que: si se tiene ¥ de la
longitud de la longitud de la circunferencia, el area del sector circular BED es igual a
la mitad de la longitud del arco multiplico por el radio, es decir que se obtiene % del
area del circulo, luego el area del circulo seria cuatro veces el area del sector circular
BED.

Ahora, es menester mostrar geométricamente como obtener un cuadrado igual a
un circulo. Para lo cual, se retoma que la propiedad para rectificar la circunferencia y
posteriormente para cuadrar el circulo esta determinada por el punto I, que cumple la
siguiente propiedad (ver figura 9):
arc CB: AB :: AB:AI

También se mostro que existe un segmento rectilineo x que es igual a la

longitud del arco CB, sea AR igual a x. Sea AR es la prolongacion de AC y BR||CL.

%! Proposicion VI-11. Dadas dos recta hallar la tercera proporcional.
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Y sea S el punto medio de AR. Luego se reemplaza la longitud del arc CB por AR tal
que, AR: AB :: AB:AI

Finalmente como el &rea del sector circular ACB se determina por la mitad de
la longitud del arco CB multiplicado por el radio AB. Pero como arc CB es igual a
AR, tenemos que ¥ arc CB es igual a AS. Por tanto, el area del sector circular ACB
seria equivalente al rectangulo ASTB; y como es sabido el producto de AB por AS
(lado por ancho) se representa geométricamente a través de un rectangulo. Luego el

area del circulo seria igual a 4 veces el area del rectangulo ASTB.

o

=)
A I E

Figura 9. La cuadratriz como solucién a la cuadratura del circulo®
Ahora bien, una vez se tenga un rectangulo con la misma area del sector
circular ACB se lograria cuadrar el circulo, pues como se verda mas adelante (81.2.3)
los rectangulo se puede cuadrar haciendo uso de la proposicion 11-14, y al mismo
tiempo estos cuadrados podrian sumarse haciendo uso reiterado de la proposicion I-

47 (véase § 1.2.1), y asi obtener un cuadrado con un &rea igual al area del circulo.

%2 Imagen tomada de la pagina web http://gaussianos.com/la-cuadratriz/
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Como se ha apreciado en los apartados anteriores, el problema de la cuadratura
consistié en construir un cuadrado igual a una figura dada Unicamente con regla y
compaés. En ese sentido, la cuadratura de figuras curvilineas no tuvo una solucién
satisfactoria, pues, 0 bien apelaban a supuestos que no estaban sustentados en algin
marco teérico (continuidad del espacio, suponer que algo que a la percepcion
subjetiva es pequefio, entonces es absolutamente pequefio), o bien, recurrian a

“herramientas” diferentes a la regla y el compas (la cuadratriz, arriba mencionada).

Ahora bien, el panorama no era desalentador, pues ¢por qué el propdsito era
cuadrar figuras curvilineas? Es decir, ¢por qué no existia la preocupacion por cuadrar
figuras rectilineas? La respuesta es simple: porque existia un método firme y claro
para cuadrar poligonos. Este método estd expuesto de una manera magistral en el
Libro Il de los Elementos. No obstante, surge de modo natural la siguiente
observacion: si Bryson, Antifonte y Dinostrato eran predecesores de Euclides ¢no se
estaria incurriendo en una suerte de anacronismo al suponer que Euclides encuentra la
solucion al problema de la cuadratura de poligonos? Ante lo cual se puede responder:
Euclides pudo bien conocer ese resultado como un resultado “tradicional” de las
matematicas de su época, es decir, que el método de cuadratura de poligonos no es de
invencion exclusiva de Euclides, sino que él lo incorpord en un marco teorico, pero el
método en si mismo, es probable que fuese ampliamente conocido por los

matematicos anteriores a Euclides que se mencionan arriba.

Como argumento que da fuerza a esta hipOtesis, se puede considerar lo
mencionado arriba: los matematicos anteriores a Euclides se interesaron solo por
cuadrar figuras curvilineas, lo que implica suponer que ellos ya consideraban un
método para cuadrar poligonos. Se supone en este trabajo que este método que ellos
consideraban era el mismo, o similar al que expone Euclides. Por todo lo anterior, es
menester presentar el método en cuestion, el cual esta expuesto en la proposicion I,

14 de los Elementos. No obstante, este resultado es la punta de lanza de una serie de
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resultados relativos a la medida de superficies, los cuales no pueden ser pasados por

alto. Este es el tema del siguiente apartado.

1.2 LA SOLUCION “PARCIAL” A LA CUADRATURA POR EUCLIDES

Euclides de Alejandria (325 a.C — 265 a.C), de su vida y muerte se conoce
poco, lo que si parce ser cierto es que fue uno de los discipulos de Platén y fund6 una
escuela de matematicas en Alejandria, hoy dia Euclides es el referente mas firme de
la geometria, gracias a su obra los Elementos, que es sin lugar a dudas la obra mas
importante de todos los tiempos.

A diferencia de los otros matematicos griegos citados en este trabajo, Euclides
se desataca por utilizar métodos en los que recurre a procesos finitos a través del uso
de proposiciones geométricas previamente demostradas 'y  “aceptados
matematicamente” en cada una de sus proposiciones. Asi pues, dicha obra se
compone 465 proposiciones, 130 definiciones, 19 porismas, 17 lemas, 5 postulados y
5 nociones comunes, distribuidas a lo largo de sus 13 libros, que recopilan de forma
ordenada los trabajos hechos por sus antecesores. La obra se enmarca en un sistema
axiomatico, es decir, parte de ciertos axiomas basicos para demostrar una
proposicion, de ahi esta se deducen l6gicamente como verdadera, para demostrar cada

una de las otras proposiciones.

La obra de Euclides obedece a dos principios fundamentales: en primera
instancia sus construcciones geométricas recurren al uso de la regla y compas como
base fundamental y soporte de validez en cada demostracion; en segunda instancia, la
falta de un sistema numérico no le permitia realizar operaciones de forma algoritmica
como las que hoy realizamos, por tal motivo, Euclides apela a la medida relativa® en

cada una de sus proposiciones. No obstante en el siguiente apartado de evidenciara

% Obedece a las teorias de medicion sin el uso de la métrica (Recalde, sf). A cerca de este tema se
ahondara en el capitulo 1.

O
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algunas de las proposiciones que obedecen a dicho sistema axiomatico, en busca del

eje central de este trabajo escrito.

1.2.1 PROPOSICIONES IMPORTANTES DEL LIBRO | DE LOS ELEMENTOS
DE EUCLIDES, QUE INCIDEN EN LA CUADRATURA DE POLIGONOS

En el Libro I, entre la diversidad de topicos que estan presentes en él (teoria de
paralelas, de triangulos, sobre congruencia), se destaca el denominado método de
aplicacion de areas®. En este método, Euclides procede de dos maneras: en primer
lugar, cuando efectia “divisiones” de poligonos para transformarlos en otros, 0 para
comparar las partes constitutivas de estos; en segundo lugar, Euclides muestra que
ciertos poligonos son iguales a otros, pero apelando a un nuevo sentido de la
igualdad: ya no es considerada la “igualdad” como una congruencia, sino que se toma
como igualdad de areas, es decir una equivalencia de areas. Ello aparece por primera

vez en los Elementos en la proposicion 1-35.

En primer lugar, Euclides establece la equivalencia entre paralelogramos y
triangulos a través de la proposicion 1-41. Posteriormente, en la proposicion 1-44,
construye un paralelogramo equivalente a un triangulo dado, sobre una recta y un
angulo rectilineo dado. Luego, en la proposicion 1-45 utiliza las dos proposiciones
anteriores (1-42 y 1-44) para la construccion de un paralelogramo o un rectangulo

igual a una figura rectilinea dada.

Por altimo, Euclides cierra el Libro I con la proposicién 1-47 conocida como
“teorema de Pitadgoras”, demostrando la equivalencia de las areas de los cuadrados de
los lados adyacentes al angulo recto, con el area del cuadrado del lado opuesto al

mismo angulo. No es gratuito que esta sea una de las proposiciones finales del libro |

% Método cuyo uso se remonta a los pitagéricos. La aplicacion de areas suele recibir en nuestro tiempo
a partir de H.G. Zeuthen (1886) la denominacion de “algebra geométrica” de los griegos.
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(es la conversa de 1-47), pues su lugar como culminacion del libro I permite
interpretar que, en efecto, el propdsito de este libro es esta proposicion. Es decir, todo
el Libro | tiene como objetivo, propiciar el andamiaje tedrico necesario para
demostrar esta proposicion. De modo anélogo, el objetivo central del Libro Il lo
constituye la proposicion 11-14 que corresponde, ciertamente, al método para cuadrar
poligonos. No obstante, esta proposicion (que es uno de los objetos centrales del
presenta trabajo) se fundamenta en I, 47, por lo que se precisa caracterizar las
proposiciones concernientes a la nocion de area en el Libro I, especialmente, la

proposicion 1-47.

Se exhibiran las proposiciones y la demostracion de Euclides vy, luego, se
realizard una reflexion concerniente cada una de estas proposiciones, con el animo de
evidenciar el tratamiento de areas hecho por Euclides y que lo llevaron a la

cuadratura de figuras poligonales.

PROPOSICION I-42: Construir en un angulo rectilineo dado (<H) un paralelogramo
(EFCD) igual a un triangulo dado (A ABC).

E F F
A C y
D A ; c
Figura 10. Construccion de la proposicion 1-42

En la construccion, D es el punto medio de AC, donde BF||DC y DE||FC y
<H=«CDE
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Luego el A ABC es el doble del A BDC, porque estan sobre bases iguales y
entre las mismas paralelas. El paralelogramo EFCD es el doble del A BDC. Porque
tienen la misma base y estan entre las mismas paralelas®. Por lo tanto el A ABC es

igual al paralelogramo EFCD (ver figura 10).

En esta proposicién, se destaca dos caracteristicas importantes en el método de
aplicacion de areas expuesto por Euclides para tres figuras rectilineas, que estan
condicionadas a tener las bases iguales y a estar entre las mismas rectas paralelas. La
primera pone en correspondencia dos tridngulos, que, siendo uno el doble del otro,
implica una relacion de orden entre magnitudes, pues ya se podria decir con certeza
cuando una figura es mayor o menor que la otra sin necesidad de asignar un valor
numérico a la magnitud; para este caso el AABC es mayor el ABDC y, ademas, es el
doble de éste. De igual manera, el paralelogramo EFCD es el doble del ABDC, pues
la diagonal de un paralelogramo lo biseca en dos triangulos congruentes con base
igual a la del paralelogramo, o sea, con la misma base del triangulo puesto en

correspondencia.

La segunda caracteristica, y quiza mas importante que la anterior, consiste en
que Euclides muestra la equivalencia de dos poligonos de diferente tipo: un
paralelogramo “igual” a un triangulo. Resultado que para efectos visuales no se da de
forma inmediata, pues no es facil establecer la “igualdad” entre estos dos poligonos.
En este sentido, la nocion de “igualdad” a la que refiere Euclides aqui, no alude a la
congruencia de Nocién Coman 7 y ni a los criterios de congruencia de triangulos
(proposiciones 1-4; 1, 8 y 1-24) sino que corresponde a la igualdad de area. Ahora

bien, es importante sefialar que esta igualdad se efectda sin asignacion numérica

% Ello es cierto por la proposicién 1-41: si un paralelogramo tiene la misma base que un triangulo y
estd entre las mismas paralelas, el paralelogramo es el doble del tridngulo.

% «Cosas que coinciden entre si son iguales entre si”. Aqui es clave el término “coincidir” ja qué se
refiere Euclides con esto? Al parecer, se refiere a que sea posible poner los limites de un objeto sobre
los limites de otro objeto, de modo tal que, como lo afirma, los objetos coincidan. Corresponde a la
nocion de “congruencia”.
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alguna. Sin embargo, Euclides demuestra dicha equivalencia haciendo uso de la
Nocion Comun 1, de tal forma que hace corresponder tres poligonos entre si, uno de
ellos relacionado directamente con los otros dos; es decir, el ABDC es
simultdneamente la mitad del AABC y del paralelogramo EFCD. Pero esta nocion
comun no seria mas que una aplicacion de transitividad (véase §2.1) entre poligonos

que son el doble de un mismo poligono, es decir:

2(ABDC) = A ABC y EFCD = 2(A BDC)
De ahi que A ABC sea igual al paralelogramo EFCD.

Ahora bien, esta proposicidbn muestra la equivalencia (de areas) entre un
paralelogramo y un tridngulo, pero no responde a la siguiente demanda ¢como
transformo un triangulo en un paralelogramo de modo tal que tengan la misma area?
Esto es sumamente importante, pues el arquetipo de la medida de superficies es el
cuadrado. Ahora, un cuadrado es un caso particular de paralelogramo y, por tanto, se

estaria a pocos pasos de cuadrar el triangulo.

Por otro lado, cuadrar el tridngulo es sumamente importante, pues, como se
verd en la proposicion 1-45, es necesario dividir en tridngulos un poligono para
cuadrarlo. Las proposiciones que dan cuenta de estos dos problemas se observaran a

continuacion.

PROPOSICION 1-44: Aplicar a una recta dada en un angulo rectilineo dado un

paralelogramo igual a un triangulo dado.

Sea AB la recta dada, C el triangulo dado y D el angulo rectilineo dado.
Se construye el paralelogramo GBFE igual al triangulo C, (por la proposicion 1-42).
Y sea el «GBE igual al <D y FKHL un paralelogramo y HK su diagonal, luego
FH||EA| KL y HL||GM ||FK (ver figura 11).
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Tenemos que <GBE es igual al *£ABM (por proposicion 1-15)*".Luego GBHA
y BEKM son paralelogramos situados en torno a la diagonal HK y FEBG y ABML
los llamados complementos, entonces FEBG es igual ABML (proposicién 1-43) y
como el AC es igual FEBG, entonces ¢l AC también serd igual al paralelogramo
ABML. Asi pues el paralelogramo ABML=AC

4

Figura 11. Construccion de la proposicion 1-44

Respecto a la importancia de esta proposicion, Puertas®® afirma que “Merece
destacarse este resultado que permite la transformacion de un paralelogramo de
cualquier tamarfio (FEBG) en otro (ABML) con el mismo angulo y de area igual, pero
con un lado de cualquier longitud dada.” Dicho de otra forma, el resultado de esta
proposicion permite construir cualquier paralelogramo equivalente a un tridngulo, a
partir de un lado y un angulo dado; pero ademas de eso, también permite construir
varios paralelogramos equivalentes entre si y estos equivalentes al mismo triangulo.
Con este resultado se puede inferir que existen infinitos poligonos del mismo tipo (en
este caso paralelogramos) equivalentes a un poligono dado, y claro esta, existen

poligonos de diferente tipo que son equivalentes entre si.

%" Proposicion | -15. Si dos rectas se cortan, hacen los angulos del vértice iguales entre si. Dicha
proposicion me permite establecer la congruencia de los &ngulos opuestos por el vértice.
8 Comentario de Maria Luisa Puertas, en la traduccion del libro de los Elementos (1991).
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También cabe resaltar la importancia de predeterminar el lado y el angulo de la
figura poligonal que se quiere construir equivalente a un triangulo dado, pues asi, se
daria de construir cualquier paralelogramo equivalente o por lo menos con ciertas
condiciones, en este caso un lado y su &ngulo. Es claro que si se toma de modo fijo el
angulo como el angulo recto, esta proposicién permite construir un rectangulo igual a
un tridngulo dado, lo cual es capital, pues un cuadrado ya no solo es un paralelogramo

particular, sino un rectangulo muy particular.

PROPOSICION 1-45: Construir en un angulo rectilineo dado, un paralelogramo
igual a una (figura) rectilinea dada.

Sea ABCD la (figura) rectilinea dada y E el angulo rectilineo dado. Asi pues,
hay que construir en el angulo dado E, un paralelogramo igual a la figura rectilinea
dada ABCD.

| H G

Figura 12. Construccion de la proposicion 1-45

Construccion:

« Setraza AC, el <E = «HIJ, <E = <KHG.

« Se construye el paralelogramo HIJK igual al A ACD ( por proposicion 1-42)

« Se construye sobre KH el paralelogramo GHKH igual al A ACB (por proposicion
1-44)
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Demostracion:

Tesis: La figura rectilinea ABCD = paralelogramo GIJF.

« <KHG = <HIJ (por NC 1)*

. <KHG + <IHK = «HIJ + <IHK (por NC 2)*°

. <HIJy «IHK son iguales a dos rectos (por proposicién 1-29)*

« <KHG y «IHK también son iguales a dos rectos. (por NC 1)

. Luego IH esta en linea recta con HG. (por proposicion 1-14)*

« <HKJ = «GHK (por proposicion 1-29)

« ¥HKJ + «HKF = «GHK + <HKF. (por NC 2)

« IGHK y «HKF son iguales a dos rectos (por proposicion 1-29)

« <HKJy «HKF también son iguales a dos rectos. (por NC 1)

« Luego JK esta en linea recta con KF. (por proposicion 1-14)

. 17 || KHy I3 = KH (por proposicion 1-34)*

. KH || FG KH = FG (por proposicion 1-34)

. Entonces IJ || FG (por proposicion 1-30)**

. Luego JF=1GyJF || IG (por proposicion 1-33)*

« Por tanto IJFG es un paralelogramo.

« Como el A ACD igual al paralelogramo HIJK y ¢l A ACB es igual al
paralelogramo GHKH, entonces la (figura) rectilinea entera ABCD es igual al

paralelogramo entero 1JFG.

¥ NC 1, (Nocién Com0n 1). Las cosas iguales a una misma cosa son también iguales entre si. Podria
interpretarse esta nocién comun como la propiedad de transitividad entre 4ngulos.

0 NC 2, (Nocién Comdn 2). Y si se afladen cosas iguales a cosas iguales, los totales son iguales.

* Proposicion 1, 29. La recta que incide sobre rectas paralelas hace los &ngulos alternos iguales entre
si, y el (angulo) externo igual al interno y opuesto, y los (angulos) internos del mismo lado iguales a
dos rectos.

*2 proposicién 1, 14. Si dos rectas forman con una recta cualquiera y en un punto de ella angulos
adyacentes iguales a dos rectos y no estan en el mismo lado (de ella), ambas rectas estarian en linea
recta.

*% Proposicion I, 34. En las areas de paralelogramos los lados y los angulos opuestos son iguales entre
si, y la diagonal las divide en dos partes iguales.

* Proposicion I, 34. Las paralelas a una misma recta son también paralelas entre si.

** Proposicion 1, 33. Las rectas que unen por (los extremos que estan en) el mismo lado a (rectas)
iguales y paralelas son también ellas mismas iguales y paralelas.
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Esta proposicion es sumamente valiosa en cuanto a la cuadratura de figuras
poligonales se refiere, pues el método aplicado aqui por Euclides evidencia la
descomposicién de una figura poligonal o poligono irregular en tridngulos que cubren
toda la superficie sin superponer sus areas. Una vez se descompone en tridngulos,
aplica las proposiciones 1-42 y 1-44 para corresponder cada tridngulo un
paralelogramo y finalmente componer estos paralelogramos para formar un solo

paralelogramo que es el objetivo de la proposicién.

Dicha descomposicién de figuras poligonales en triangulos* resalta de alguna
forma la importancia que tiene el triangulo como intermediario para lograr la
cuadratura de figuras poligonales, pues el resultado de la cuadratura de la lunula de
Hipdcrates radica precisamente en hacer equivaler la figura curvilinea (linula) en un
triangulo rectéangulo y finalmente obtener la cuadratura del triangulo®’ (véase §1.1.1):
el triangulo es la figura poligonal que le da una salida inmediata al problema de la
cuadratura, pues sirve como elemento de descomposicion, en cuanto que siempre es

posible subdividir cualquier poligono en triangulos.

De modo anélogo que en 1-44, si el angulo es recto, esta proposicion permite
construir un rectangulo igual a un poligono dado. Como se aprecia, ya estan casi
todos las condiciones para la cuadratura de poligonos, sin embargo en esta labor de

relojeria, hace falta uno de los engranajes principales: el teorema de Pitagoras.

PROPOSICION 1-47: En los triangulos rectangulos el cuadrado del lado que
subtiende el angulo recto es igual a los cuadrados de los lados que comprenden el

angulo recto.

*® Més adelante, en el Capitulo 11 se caracterizara como parte fundamental en el método de aplicacion
de éreas, la descomposicion de figuras poligonales en tridngulos para aclarar la nocion de igualdad
expuesta por Euclides y abordar las cuestiones relativas de lo que llamamos “area”. §2.3

*" El problema de la cuadratura del triangulo y cualquier figura poligonal, se mostrara mas adelante en
el §1.2.2.2 en la proposicion 11- 14.

O
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Figura 13. Proposicion 1-47

Construccion:

« Sea ABC el tridngulo rectangulo con el «BAC recto.

» Trécese el cuadrado de BC, o sea BCDE, asi mismo el cuadrado de BA'y AC que
son BATJ y ACGH respectivamente.(por proposicién 1-46)*

. Tracese AF || BD

« Tréacese ADyJC

« Sea K el punto de corte entre AF y BC (ver figura 13).

Demostracion
Tesis: BCDE = ACGH + ABTJ.
. CAestéaen linea recta con AT (por proposicion 1-14)*
. BA esta en linea recta con AH (por proposicion 1-14)
. <DBC = «JBA (por ser rectos)
. «DBC + <ABC = «JBA + <ABC
« <JBC = «DBA (por NC 2)

*8 Proposicion 1-46.Trazar un cuadrado a partir de una recta dada.
%% Sean pues los angulos <BAT y < BAC (angulos adyacentes iguales a dos rectos) y la recta BA se
levanta en el punto A las dos rectas CA y AT (rectas no colocadas en el mismo lado).
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. BD =BC (por ser lados del mismo cuadrado )

« JB = BA (por ser lados del mismo cuadrado )

. AJBC = AABD (por proposicion 1-4)*° (ver figura 14)

« Portanto AD =JC

« Como BD = KF, entonces el paralelogramo BKDF es el doble del AABD (por
proposicion 1-41).

« Elcuadrado ABJT es el doble del A JBC (por proposicion 1-41)

« Por tanto BKDF = ABJT. (los dobles de cosas iguales son iguales entre si).

De manera analoga, trazando AE y BK se demuestre que:

« AACE = ABCG (ver figura 14)

D F E D F

Figura 14. Demostracion del la proposicién 1-47

+ El paralelogramo KCFE es ¢l doble del AACE (por proposicion 1-41)
+ El cuadrado ACGH es el doble del ABCG (por proposicion 1-41)
. Por tanto KCFE = ACGH

Por lo tanto:

% proposicion I-4. Si dos tridngulos tiene dos lados del uno iguales a dos lados del otro y tienen
iguales los &ngulos comprendidos por las rectas iguales, tendrdn también bases iguales, y un triangulo
serd igual a otro, y los dngulos restantes, a saber: los subtendidos por los lados iguales, seran también
iguales respectivamente. Dicha proposicion hace referencia a uno de los tres criterios de congruencia
entre dos triangulos, Lado Angulo Lado (L-A-L).
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. BCDE = KCFE + BKDF
. BCDE = ACGH + ABT]J (ver figura 14).

El tratamiento de las &reas en esta proposicion se muestra con la congruencia en
los tridngulos AJBC y AABD, luego a partir de estos triangulos se establece la
relacién de éstos con el cuadrado ABJT vy el rectdngulo BKDF respectivamente, que

son a su vez paralelogramos.

Posteriormente el triangulo sirve como intermediario para establecer una
relacién de igualdad, en area, de dos poligonos de diferente forma como son el
cuadrado ABJT y el rectangulo BKDF, pues éstos cumplen la condicion de ser el
doble del mismo triangulo, lo que garantiza y da veracidad a la equivalencia de las

respectivas areas.

También es importante resaltar en esta proposicion la subdivision que se hace
del cuadrado BCDE (sobre la hipotenusa) en los rectdngulos BKDF y KCFE vy la
forma como hace corresponder estos rectangulos con los respectivos cuadrados de los

lados de los catetos del triangulo rectangulo.

Esta proposicion, es fundamental para el desarrollo de este trabajo, pues es
pieza fundamental (como se ha reiterado) en la proposicion I1-14. Pero ¢cudl es el
propdsito subyacente en esta proposicion? No es mas que la de brindar un algoritmo
para sumar cuadrados: dados los cuadrados ¥ y Q existe una operacion “adicion” @
tal que Z®Q es otro cuadrado I1. Pero se puede preguntar jesto qué importancia tiene
para la cuadratura de poligonos? Ante lo cual se puede responder: si un poligono ® se
divide en los triangulos Ai, Aa,... A, y si cada tridangulo A, se puede transformar en
un cuadrado K;, se puede decir que el area de ® es el area del cuadrado K=
Ki®K,®...®K,. Y, esta operacion solo es posible por I-47. Ahora bien, Euclides
hasta este momento no ha logrado cuadrar el tridngulo, por lo que es necesario

esperar la intervencion de la proposicion 11-14 para efectuar lo descrito arriba. Por
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tanto, utilizando la 1-47 reiteradamente se podrian sumar los cuadrados de los
triangulos en los que se puede descomponer cualquier poligono, y asi cuadrar
cualquier figura poligonal.

Lo dicho anteriormente de la proposicién da elementos para pensar que el
proposito original de Euclides con el uso del teorema, estaba en funcién del &rea de
los cuadrados de los lados del triangulo rectangulo, como un operador de magnitudes.
Pese a esto, el uso “corriente” del teorema, en los problemas geométricos que se
abordan en la escuela (por ejemplo), hace énfasis en considerarlo como una expresion
aritmética de la forma c?=a®+b? Expresion que “limita” el uso del teorema a
encontrar expresiones lineales o para encontrar longitudes como los catetos o la
hipotenusa, y no a encontrar un cuadrado equivalente a la suma de dos cuadrados de

diferente area.

1.2.2 LIBRO IIl, DE EUCLIDES.

El libro Il es fundamental en este trabajo, pues, es aqui donde Euclides expone
todo su recital en las proposiciones, en aras del desarrollo elemental del método de
aplicacion de areas; pese a que este libro tenga la denominacion de ‘“algebra
geométrica” al parecer lo que pretende Euclides con fines “pedagdgicos” es
simbolizar o representar de otra forma los enunciados de las proposiciones, en virtud
de caracterizar las transformaciones que alli se muestran, y establecer un equivalencia
de area entre dos 0 mas poligonos. Las once primeras proposiciones de este libro se
podrian considerar precisamente propiedades algebraicas, claro esta, si en lugar de
segmentos fueran cantidades abstractas, sin embargo, las soluciones geomeétricas

preceden a las soluciones algebraicas.

Por otro lado, el objetivo principal del libro Il es mostrar la solucion al
problema de la cuadratura de poligonos, la cual es posible en la proposicién Il -14,

asi pues, se logra construir (con regla y compas) un cuadrado igual a una figura
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rectilinea dada. Dicha proposicion Euclides la sustenta haciendo uso del resultado de
proposiciones anteriores que van desde la proposicién | - 34, y gran parte del libro II,
pues dichos resultados, seran expuestos a continuacion mostrando asi el tratado de

Euclides haciendo énfasis en la “igualdad” de figuras poligonales.

1.2.21 PROPOSICIONES AUXILIARES

PROPOSICION 11-5: Si se corta un linea recta en (segmentos) iguales y desiguales,
el rectangulo comprendido por los segmentos desiguales de la (recta) entera junto
con el cuadrado de la (recta que esta) entre los puntos de seccién, es igual al
cuadrado de la mitad.

Euclides demuestra que ADHK + LHGE = CBFE. Expresion algebraica:
(a-b)*+ (2a—b) b = a?

a a
A C D b E
b
K L H il
E o F

Figura 15. Construccion del la proposicién 11-5

Aqui se muestra por primera vez cdémo una figura poligonal (subdividida en dos
areas de diferente forma) es equivalente a un cuadrado, pero es preciso mencionar

que para establecer dicha equivalencia se debe sobreponer parte de la superficie de las
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figuras, es decir tienen areas compartidas, tal es el caso del rectangulo CDEG, que es
parte del cuadrado CBFE y de la figura comprendida por el rectangulo ADHK vy el
cuadrado LHGE.

PROPOSICION 11-6: Si se divide en dos partes iguales una linea recta y se le afiade,
en linea recta, otra recta, el rectdngulo comprendido por la (recta) entera con la
(recta) afadida y la (recta) afiadida junto con el cuadrado de la mitad es igual al

cuadrado de la (recta) compuesta por la mitad y la (recta) afiadida (ver figura 16).

Figura 16. Construccion del la proposicién 11-6

Euclides demuestra que el rectangulo AKDM + LHEG = CDFE.

Expresion algebraica: (2a+b) b + a® = (a + b)?

Esta proposicion muestra el mismo resultado que la proposicion anterior (11-5)
y la siguiente (11-11), en cuanto a la equivalencia de superficies, entre un cuadrado y
un poligono, lo que hace diferente a estas proposiciones es la forma como se cortan o
dividen las rectas iniciales, asi como los rectangulos y cuadrados que comprenden

dichos cortes en las rectas.
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PROPOSICION I1-11: Dividir una recta dada de manera que el rectangulo
comprendido por la (recta) entera y uno de los segmentos sea igual al cuadrado del
segmento restante (ver figura 17).

R M
Koo G B
______________
L E N

Figura 17. Construccion del la proposicion 11-11
Construccion:

« Sea ABCD el cuadrado a partir del segmento AB (por proposicion 1-46)
« E el punto medio de AC

« Tracese EB

«+ Prolénguese CA hasta H, tal que EH = EB.

« Sea AHIG el cuadrado a partir del segmento AH

« Prolénguese IG hasta F

« Sea AEKL cuadrado a partir del segmento AE.

« Sea EBOP el cuadrado a partir del segmento EB.

« Sea HEMN el cuadrado a partir del segmento HE.

Demostracion:

Tesis: cuadrado AHIG = rectangulo GBFD
« HICF + AEKL = HEMN (por proposicién 11-6)

ANALISIS HISTORICO Y EPISTEMOLOGICO DE LA NOCION DE CUADRATURA EN LOS LIBROS I Y Il DE LOS
ELEMENTOS DE EUCLIDES Y SU INCIDENCIA EN EL CONCEPTO DE AREA EN LA EDUCACION BASICA. Péglna 41




« HICF + AEKL = EBOP (porque EB = EH)

« ABCD + AEKL = EBOP (por proposicion 1-47)

« HICF + AEKL=ABCD + AEKL (se iguala con respecto a EBOP )
. HICF = ABCD (por NC 3)*

« Pero HICF = AHIG + AGCF y ABCD = AGCF + GBFD

Por tanto AHIG = GBFD (por NC 3).

1.2.3 LA PROPOSICION CAPITAL “PROPOSICION 11-14”

Construir un cuadrado igual al de una figura rectilinea dada.

Figura 18. Construccion del la proposicion 11-14

Construccion:

. Sea A la figura rectilinea dada.
. Constrayase, pues, el paralelogramo rectdngulo DECB igual a la figura rectilinea

A (por proposicion 1-45). Si DE = EB se habra hecho lo propuesto porque se habra

1 NC 3, (Nocion Comuin 3). Y si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.
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construido DECB que seria un cuadrado igual a la figura rectilinea A. pero sino
una de las rectas DE o EB es mayor, sea DE mayor y prolonguese hasta Z.

. SeaEZ=EB.

« SeaF el punto medio de DZ.

« Describase el semicirculo DGZ con centro en F y radio FZ o FD.

+ Prolonguese BE hasta G.

« Trécese FG.

« Sea EGNM cuadrado a partir del segmento GE (por proposicion 1-46)

« Sea FEJK cuadrado a partir del segmento FE

« Sea FZHI cuadrado a partir del segmento FZ

« Sea FGOP cuadrado a partir del segmento FG

Demostracion:

Tesis: cuadrado EGNM = A

. DECB + FEJK = FZHI (por proposicion I1-5)

« FZ =FG (por ser radios del mismo semicirculo)

. DECB + FEJK = FGOP

« FEJK + EGNM = FGOP (por proposicién 1-47)

. DECB + FEJK = FEJK + EGNM (se iguala con respecto a FGOP)
. DECB = EGNM (por NC 3).

. Como DECB = Ay DECB = EGNM

Entonces EGNM = A (por NC 1).

Por tanto la figura rectilinea A es igual al cuadrado EGNM.

Se destaca de esta proposicion la habilidad de Euclides para hacer congruentes
los segmentos FG y FZ, a través del semicirculo DGZ con centro en F y radio FZ,
pues si los segmentos son congruentes, los cuadrados de dichos segmentos también
seran congruentes. A partir a ahi, se establece la correspondencia entre las areas,

haciendo uso del teorema de Pitagoras, y la proposicion 11-5, posteriormente haciendo
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uso de las nociones comunes “opera” para determinar la equivalencia entre el

cuadrado y el rectangulo.

Ahora bien el resultado de la proposicion (11-14) nos muestra la equivalencia
geométrica de tres figuras rectilineas de diferentes formas. Pues el area de la figura
rectilinea A es equivalente con el area del rectangulo DECB vy este es equivalente
también al cuadrado EGNM, entonces las tres figuras rectilineas son equivalentes, por

lo tanto se logra construir un cuadrado equivalente a una figura rectilinea dada.

Para ello, Euclides pone en relieve todo el trabajo expuesto en los libros I y 11,
pero sobresalen las proposiciones 1-45, 1-47 y 11-5, en la medida como “opera” o las
usa para llegar a lo que parecia su objetivo principal, la cuadratura de figuras
poligonales. Pues una superficie es cuadrable cuando, a partir de ella, es posible

construir®® geométricamente un cuadrado que tenga la misma area que aquella.

Asi pues, este resultado muestra al cuadrado como la unidad para medir
superficies, en tanto que éste es el Unico poligono regular construible
geométricamente, que es equivalente a cualquier figura poligonal. Pues, como se
mostré anteriormente (prop. 11-5), las equivalencias de poligonos con cuadrados se
habian dado pero se daba el hecho que debe compartir una superficie coman. Ahora
bien, se puede establecer desde mucho antes la equivalencia de poligonos irregulares
con un triangulo o un paralelogramo®® (props. 1-42, 44, 45). No obstante, el cuadrado
es mas eficaz que estos otros poligonos por el caracter de ser regular: si £ y Q son
poligonos arbitrarios y, por las proposiciones arriba mencionadas, el triangulo T; es
equivalente a X y, el triangulo T, lo es de Q ;como comparar T; con T,? Esta

pregunta tiene sentido porque la transformacion de un poligono en un triangulo no lo

*Z<construir” tiene un significado sui generis, que fue el que le dieron los propios griegos. Significa

construir con regla y compas o, en otras palabras, mostrando un conjunto finito de rectas y
circunferencias en cuyas intersecciones y segmentaciones aparezca el cuadrado buscado.

*% Cuando se hace mencién a los paralelogramos, se entiende que el rectangulo es un caso particular de
los paralelogramos, que cumple la propiedad de tener sus angulos internos rectos.
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hace de modo tal que el triangulo cumpla ciertas propiedades, de hecho, para poder
comparar los dos tridngulos, es menester, o bien transformar estos triangulos, en
triangulos equilateros (es decir, ‘“regularizarlos”), o bien, transformarlos en

cuadrados.

La necesidad de “regularizar” los poligonos es sumamente importante, pues dos
poligonos regulares son comparables facilmente: si sus lados son congruentes, son
iguales y, si un lado es mayor que otro (esto es posible hacerlo en virtud de la
proposicion 1-3°*) entonces el poligono que posea el primer lado, sera mayor que el
restante. Por ejemplo, supongamos que se quieren ordenar los poligonos Py, P, y P3
(ver figura 19). Para ello, es necesario utilizar la cuadratura y el método utilizado por
Euclides, pues basta con aplicar la proposicion 11-14 a cada uno de los poligonos Py,
P,y P3 de tal forma que C;, C, y C3 son respectivamente los cuadrados equivalentes a

dichos poligonos.

Ahora bien, hasta aqui, solo podriamos decir con certeza que P3 es el poligono
“mas grande” o de mayor superficie, pero no se podria establecer una relacion de
orden entre P; y P,, pues a “0jo” no se podria determinar cual de los cuadrados C; y
C, es mayor; Para dar una salida a este tipo de situaciones, en donde comparar un
cuadrado con otro no resulta ser de inmediato, Euclides opta por comparar los lados
de dichos cuadrados, haciendo uso de la proposicion 1-3, pues, al comparar los
segmentos, la relacién de orden resultaria mas trivial. Asi pues, de los lados AB, AC
y AD correspondientes a los cuadrados C;, C, y Cs, se puede concluir que: AD>AB y
AB=AC, por tanto se puede decir con propiedad que P; y P, son equivalentes en

superficie, luego P seria el poligono mayor.

>* Proposicion 1-3. Dadas dos rectas desiguales, quitar de la mayor una recta igual a la menor.
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Figura 19. Propo6sito de la cuadratura de poligonos en Euclides

Pero surge un problema ¢cdmo transformar cualquier tridngulo en un tridngulo
equilatero? Euclides no hace esto, lo cual deja en el aire la pregunta ¢por qué no lo
hace? Quizd el procedimiento de ‘equilaterizar” cualquier tridngulo requiera
presupuestos mas alla de los establecidos en los libros | y Il (posiblemente
inscripcion y circunscripcion de poligonos). En esta ausencia de un procedimiento
para triangular de modo efectivo cualquier poligono quiza subyazca el ideal de

simplicidad de la cuadratura de los mismos.

De modo analogo, el procedimiento convertir poligonos en paralelogramos, no
permite de modo general, la comparacion entre paralelogramos. Asi pues, en la
necesidad de cuadrar y, por tanto, de recurrir al cuadrado como arquetipo de la

medida de superficies, esta implicita la necesidad de comparar superficies.

1.3 ARQUIMEDES Y EL METODO EXHAUSTIVO

Arquimedes de Siracusa (287 — 212 a. C) inmediatamente posterior a Euclides,
se le reconoce aparte de sus grandes aportes a la fisica y matematica, por dar una
solucion parcial a la cuadratura del circulo a través de su método exhaustivo, donde
pone a flote su capacidad técnica, donde combina la matematica exacta y la
aproximada, la aritmética y la geometria para impulsar y enfocar en una nueva

direccion el clasico problema de la cuadratura del circulo.
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A diferencia de Euclides, Arquimedes utiliza construcciones mecanicas en sus
obras, aparte de hacer uso recursivo de los célculos numéricos; pese a ello, combina
los métodos de Euclides y los resultados anteriores a Euclides, para dar salida a

problemas geométricos y asi adoptar un estilo propio en su trabajo.

La obra de Arquimedes “la medida del circulo” se exhibe brevemente, en tres
proposiciones, no obstante, solo se hara hincapié en la proposicion |, pues las
proposiciones Il y Il Arquimedes alude a la demostracién y existencia del namero =,
dado que encuentra una relacién intrinseca entre el didmetro y la circunferencia de
cualquier circulo, de este modo establece que el calculo de la razén entre la
circunferencia y su diametro es menor que 3 1/7 pero es mayor que 3 10/71, dicha
razon o estimacion se conoce comunmente como el ndmero m. De ahi el uso
2

recurrente de este nimero en la aplicacion de formulas tales como P=2 nr y A=n r

para encontrar respectivamente el perimetro y area de cualquier circulo.

Contrario a lo anterior, la proposicion I, expone en su demostracion el metodo
exhaustivo, siendo esté un tema de interés y analisis en la linea de investigacion que
conlleva este trabajo; por consiguiente, Arquimedes demuestra que el area del circulo
es equivalente al area de un triangulo rectangulo donde uno de cuyos catetos es igual

al radio y el otro a la circunferencia. (Ver figura 20).

1(C)

Figura 20. Proposicion | de Arquimedes
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Al parecer, Arquimedes conocia resultados de sus predecesores Bryson y
Antifonte (ver §1.1.2), pues dicho método exhaustivo consiste en demostrar que el
area del circulo se puede agotar al inscribir y circunscribir poligonos regulares, pero
siguiendo la condicion establecida por Euclides en la proposicion X-1 de los
Elementos, Dadas dos magnitudes desiguales, si se quita de la mayor una (magnitud)
mayor que su mitad y, de la que queda, una magnitud mayor que su mitad y asi
sucesivamente, quedard una magnitud que sera menor que la magnitud menor dada.
Es decir bajo el siguiente principio: el resto del siguiente sea la mitad del resto

anterior.

Luego, la demostracion de la proposicion I, se da por el método de reduccion al
absurdo, donde parten del supuesto que, el area del triangulo rectangulo es igual al
area del circulo, o sea que, A(c)=A(t). Para ello, la demostracion se estructura en dos
partes, expuestas a continuacion. (Ver figura 20)°>:

) El area del circulo es mayor que el area del triangulo. A(c) > A(t).

i) El area del circulo es menor que el area del triangulo. A(c) < A(t).

o~ @a_//

Figura 21. El método exhaustivo

% Para facilitar el entendimiento de la demostracion se va a utilizar la siguiente simbologia:
A(c)=Area del circulo. A(t)=Area del tridngulo. A(Pn)=Area de un poligono de n lados.
L(c)=longitud de la circunferencia.
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)] Supongamos que A(c) > A(t)

A(c) - A(t) > 0 (Por proposicion X-1)

Existe un n e N tal que A(c) - A(Pn) < A(c) - A(t)

Luego, - A(Pn) < - A(t)

A(Pn) > A(t) (multiplico por -1 a ambos lados de la inecuacion).

Pero como A(Pn) es igual a: % =rnSn y A(t) es igual a % ,entonces tenemos que:

L(c)R
2

% =rnSn < , lo que implica que A(Pn) < A(t), lo cual es una contradiccion.

i) Ahora supongamos A(c) < A(t)

Entonces A(c) - A(t) >0

Por Euclides, existe un n ¢ N tal que A(Pn) - A(c) < A(t) - A(c)
A(Pn) < A(t), cancelo — A(c) en ambos lados de la inecuacion.
Ahora como A(Pn)=nsn y A(t)=1(c)

nsn® < {9 entonces A (Pn) < A() luego nln 2 > Z1(0)

A(Pn) > A(t) lo cual es una contradiccion. Luego, como el area del triangulo no es ni
mayor ni menor que A(P), entonces él A(t)=A(P), por tanto se ha demostrado que el

area del circulo es igual al area del tridangulo rectangulo.

Ahora bien, ante magno aporte a la solucion de la cuadratura del circulo
expuesto por Arquimedes, siguen existiendo algunas falencias o dudas en cuanto a su
método de demostracion, por ejemplo, seria pertinente preguntarse ¢;porque
Arquimedes parte del supuesto que el area del circulo es igual al area del triangulo
rectdngulo? Pues, al parecer Arquimedes conocia el resultado de la cuadratriz (véase
81.1.3) y lo adapto en emergencia al problema de la cuadratura del circulo, pues
Dinostrato encuentra un segmento rectilineo equivalente a % de la longitud de arco de

la circunferencia, de ahi que encuentre la equivalencia entre ¥ del circulo y un

ANALISIS HISTORICO Y EPISTEMOLOGICO DE LA NOCION DE CUADRATURA EN LOS LIBROS I Y Il DE LOS
ELEMENTOS DE EUCLIDES Y SU INCIDENCIA EN EL CONCEPTO DE AREA EN LA EDUCACION BASICA. Péglna 49



triangulo rectangulo, cuyos catetos son uno igual al radio de la circunferencia y el
otro igual a ¥ de la longitud de la circunferencia. Parece ser que Arquimedes
prolonga el segmento rectilineo que es igual al cuarto de la circunferencia, de modo
tal que haya un segmento rectilineo igual a la circunferencia, asi pues, determina que
el area del circulo es igual a un triangulo rectangulo con los catetos iguales a la

circunferencia y a su radio.

Ahora bien, es preciso mencionar que Arquimedes utiliza resultados previos por
demas cuestionados, tales como la cuadratriz, donde su construccién es meramente
mecénica, relegando el uso de la regla y compas, y el método exhaustivo de Brison y
Antifonte, donde los pasos del método aplicado aqui obedecen a procesos infinitos,
ademas de pasar por alto los principios geométricos como el de la continuidad de las
superficies; como consecuencias de esto, la cuadratura del circulo que alude al
método exhaustivo planteado por Arquimedes seria imposible, no obstante,
Arquimedes dio un paso mas delante respecto a sus predecesores, pues, a él se le
reconoce toda la fundamentacion tedrica y matematica en la demostracion del método
exhaustivo. Ademas de eso, encuentra por el mismo método el nimero w, resultado

trascendental hoy dia para el célculo de superficies circulares y la longitud de arco.

Aunque la cuadratura del circulo fue imposible construirla geométricamente
usando la regla y compas, se destaca de los griegos en su intento de resolver este
problema los diferentes métodos utilizados, siendo esto sin duda uno de los mayores
aportes a la geometria clasica. Sin embargo, la solucién a la cuadratura de las figuras
poligonales es el tema de interés en este trabajo escrito y es menester exponer en el
proximo capitulo la fundamentacion tedrica al método de aplicacion de areas hecho
por Euclides en los Elementos, al encontrar geométricamente un cuadrado igual a una
figura rectilinea dada, y de todas las bases tedricas que incidié dicho método en el

concepto de area.
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CAPITULO 11
DIMENSION EPISTEMOLOGICA

La dimension epistemoldgica aborda el tratamiento de la medida desde su etapa
relativa y, en concordancia con la construccion histdrica de la nocion de cuadratura,
se intenta rescatar su conceptualizacion sin el uso de la métrica, para lo cual se
dispondréa de dos frentes que subdividen la etapa de la medida relativa. La primera es
la expuesta por Recalde (sf), la cual hace referencia a la nocién de equivalencia
geométrica expuesto por Euclides, es decir, que la nocién de congruencia de figuras
se da también en virtud de la igualdad de superficies, y no necesariamente a tener la
misma forma; asi mismo, a la relacion de orden que se puede establecer entre
poligonos, dada su comparacion y establecer si uno es mayor que él otro o si ambos

son iguales.

El segundo frente dara cuenta del método de aplicacion de areas expuesto en
los Elementos (véase 81.2.1), donde a partir de la transformacion de las figuras
(sustraer y adicionar de areas) se establece una equivalencia “en superficie” entre
estas. Este método se argumenta desde los conceptos de equicomplementacion y

equidescomposicion °°

; puesto que la solucion de muchas de las proposiciones
presentes en los Elementos pasa, ademas de los mecanismos de interpretacion
perceptiva 0 de visualizacién, por ciertas propiedades a axiomas que Euclides no

explicita en su obra.

*% Conceptos expuestos en la obra de André Pressiat (2002).
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2.1  DEFINICION DE MEDIDA

La medida de figuras poligonales se aborda desde dos perspectivas, la relativa y
la numérica. Para el desarrollo del presente trabajo sélo se va a profundizar el uso de
la medida relativa, pues asi es abordada por Euclides en virtud de la cuadratura de
figuras poligonales. Esto permite una mayor relacioén entre conceptos, los cuales se
van a convertir en puentes para el desarrollo de los diferentes procesos que implica
medir el area de poligonos. Ademas, la nocion de medida relativa parece ser muy
potente, dado que nos permite evidenciar las propiedades que expondremos mas

adelante.

Ahora bien, en un sentido primitivo, la medida se puede considerar como un
proceso que consiste en comparar un patrén seleccionado con el objeto que se desea
medir para ver cuantas veces el patréon esta contenido en ese objeto. Es claro
entonces, que tanto el objeto medido como el patron deben ser homogéneos en
aquella magnitud que se medira, pues de otro modo, es sumamente dificil emitir un
juicio cuantitativo sobre cuantas veces esta el patron en el objeto. Asimismo, es
necesario aclarar que la cantidad de veces que el patron estd en el objeto, se debe
caracterizar a través de un conjunto referencial que da respuesta a la pregunta
jcuanto? Este conjunto, por mucho tiempo correspondié a los naturales, y era
suficiente con él ain en el caso de que el patrén fuese mayor que el objeto medido, o
que el patrén no tuviese una cantidad exacta (es decir, que se exprese como un
natural) en objeto: puesto si el patrén o esta n/m veces (n,meN) en el objeto X, esto
es lo mismo que decir que no=mZX. Ahora bien, es necesario que la correspondencia
entre @ y X sea uno a uno. Asi pues, se puede decir de modo muy laxo, que medir un
objeto X es asignarle uno y solo un objeto ® de un conjunto patrén Q. Pero esa
asignacion tiene varias condiciones sobre la asignacion y el conjunto Q. Asimismo, es
necesario resaltar que la medicién a través del empleo del conjunto de los naturales,

no es suficiente para caracterizar la medida de las magnitudes en general, puesto que
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la emergencia de las magnitudes inconmensurables asi lo demuestra, pero dar cuenta

de esto no es el propdsito del presente trabajo.

211 LAMEDIDA RELATIVAENLOSLIBROSI1Y Il DE LOS ELEMENTOS

En el desarrollo de los libros | y 11 de los Elementos, y en el caso concreto de la
cuadratura de figuras poligonales, Euclides utiliza una teoria de medida que se suele
denominar teoria sobre la “medida relativa”. No obstante, cabe mencionar que
Euclides nunca formula una definicion formal de medida. Sin embargo, los
argumentos implicitos mostrados en la obra aportan elementos relevantes en la
construccion historica del concepto de area. EI nombre de medida relativa se debe
principalmente a la ausencia de una escala numerica, un conjunto numérico
referencial, que permita asignar a cada magnitud un nimero positivo correspondiente
a su medida. En ese caso, Euclides sigue concepciones aristotélicas, es decir, que las
areas solamente pueden ser medidas con areas; por consiguiente, su fundamentacion
teorica de la medida se establece a partir de las equivalencias de areas. En el caso de
los poligonos, por ejemplo, se da en el marco de transformaciones de poligonos en
cuadrados, tal y como culmina el libro Il. Ahora bien, es necesario decir que Euclides
fundamenta dicha “teoria” de la medida en las nociones de congruencia, igualdad de
areas y la relacion de orden entre las magnitudes enmarcadas en su metodo de
aplicacion de areas. Cabe mencionar que, aunque la congruencia y la igualdad de
areas se puede caracterizar modernamente como una relacion de equivalencia,
Euclides las trata como nociones separadas, aunque reduce la segunda a la primera, es
decir que todo aquello que es congruente, es igual en area. En ese orden de ideas se
caracterizara cada una de las nociones expuestas en la fundamentacién tedrica de la

medida.

La caracteristica fundamental de la medida relativa consiste en que dicha

ausencia de un conjunto referencial o sistema numérico, implica la comparacion dos a
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dos de los objetos a ser medidos. Por ejemplo, Euclides recurre al cuadrado, pues,
como ya se ha mencionado (ver 81.2.3), el cuadrado permite establecer un orden
parcial entre las superficies. Parcial en la medida que si se hace intervenir una nueva
superficie es necesario cuadrarla y comparar su cuadrado con cada uno de los
cuadrados de los poligonos iniciales. La cantidad de comparaciones que hay que
realizar dos a dos aumenta progresivamente a medida que aumentan los poligonos a
comparar: la cantidad de estas comparaciones para n poligonos es n(n-1)/2, por lo que
si se tienen 100 poligonos habria que hacer 4950 comparaciones, por ejemplo. Si
tenemos los poligonos Py, P, y P3 la forma para establecer su medida es asignarle a
cada poligono un cuadrado que sea equivalente a cada poligono. Asi pues, si C;, Co y

Cs son, respectivamente, los cuadrados equivalentes a los poligonos Py, P, y Ps (ver

figura 22).
P1 “
H

c1

Figura 22. Caracterizacion de la relacion de orden en la medida relativa.

Es posible establecer las siguientes comparaciones:

Comparacion 1 C1yCysetieneque C;<C;
Comparacion 2 C1yCssetieneque C;<Cs
Comparacion 3 C,yCssetieneque C,<C3

Luego, este sistema es eficiente si se pretenden comparar conjuntos pequefos

de poligonos. Por tanto se puede determinar con claridad el siguiente orden entre los
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poligonos: C; < C, < C3. Asi pues, el establecer una relacion orden entre las
magnitudes juega un papel fundamental en la fundamentacion teérica de la medida,
en tanto que, dados poligonos cualesquiera, se podra afirmar con certeza cuando uno
es mayor que el otro, o en su defecto son iguales. Tal y como se vio en la proposicion
I- 42 (81.2.1) esta nocion de orden entre las magnitudes fue decisiva, para determinar

la igualdad entre el tridngulo y el paralelogramo.

Por otro lado, y bajo la misma perspectiva, Euclides habla de un nuevo tipo de
“igualdad” entre figuras, sin usar una nueva palabra para ella. Por tanto, no se hace
una distincién de la nocidén “igualdad” entre las magnitudes en general a lo largo de
los Elementos, pero la “igualdad” de magnitudes especificas como los segmentos y
angulos se designa con el termino congruencia. No obstante, Euclides se abstiene de
usar el término “congruencia” para referirse a las magnitudes, pues dicho termino
limita las intenciones de Euclides en el intento de establecer una fundamentacion
tedrica de la medida en cuanto a las areas se refiere, en tanto que la “congruencia”
hace referencia a figuras iguales en area y forma, es decir, que dos figuras son
congruentes si al superponer una sobre la otra esta “encaja” perfectamente en todo su
contorno; esto se evidencia en gran parte del libro I, en las proposiciones que aluden a
lo que hoy conocemos como los criterios de congruencia de triangulos, luego, para

Euclides es lo mismo decir que las figuras son congruentes o iguales.

Al parecer, Euclides en las bases conceptuales de la medida de areas, no vio
necesario hacer una distincion entre estos dos términos. No obstante, existe una
diferencia clara en el uso de ambos términos; para ello, basta tomar el primer caso de
“igualdad” de figuras rectilineas o de poligonos que aparece en la proposicion 1-35
“los paralelogramos que estan sobre la misma base y entre las mismas paralelas son
iguales entre si” (ver figura 23); y la proposicion 1-23 que se enuncia asi: “‘construir
un angulo rectilineo igual a una angulo rectilinea dado, sobre una recta dada y en

uno de sus puntos” (ver figura 24). NoOtese que en ambas proposiciones aparece el
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término “igual” para referirse a dos magnitudes con la misma medida, sin embargo, la
igualdad aqui es diferente, pues en 1-23, los &ngulos ABC y A'B’C” ademas de tener
la misma amplitud son congruentes, mientras que en 1-35 los paralelogramos ABCD
y ABEF son iguales en &rea, mas no son congruentes, dado que al superponerse uno

sobre el otro no van a coincidir o “encajar”, esto como consecuencia de ser
paralelogramos con diferente forma.

Figura 23. Proposicion 1-35

Figura 24. Proposicion 1-23

Ahora bien, se cree necesario hacer este tipo de distinciones con el animo de
evitar cualquier tipo de ambigliedad méas adelante y de poder distinguir con claridad
el tipo de magnitud que se pone en correspondencia, es decir, siempre que se aluda a
la congruencia, de inmediato se entenderd que se estd hablando de longitudes,

angulos y poligonos con la misma area y forma, mas no necesariamente a cualquier
dos poligonos “iguales” en superficie.
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Otra cuestion importante a mencionar en el tratamiento de la medida de
Euclides es el desarrollo del método de aplicacion de areas, pues ahi se destaca el uso
de las nociones comunes Yy el teorema de Pitagoras (81.2.1 proposicion 1-47) como
propiedades que permiten “operar” las areas de los poligonos, en virtud de obtener
poligonos iguales y finalmente obtener un cuadrado igual a una poligono dado.

Dichas nociones comunes®’ son:

2. Si se afiaden cosas iguales a cosas iguales, los totales son iguales.
3. Si de cosas iguales se quitan cosas iguales, los restos son iguales.

4. Si se afiaden cosas iguales a cosas desiguales, los totales son desiguales.

Si tomamos nuevamente la proposicion 1-35 como ejemplo (ver figura 23) esta
nos muestra claramente que para su demostracion se hace un uso de las nociones
comunes 2 y 3 nombradas anteriormente, en funcion de adicionar y sustraer areas.
Designamos entonces los tridngulos ACE, BDF, AOB y ODE como Ty, Ty, T3y T4

respectivamente y los poligonos ACDO y BOEF como P1y P, respectivamente.

Se tiene que T1=T,, luego el paso a seguir es restar T, en ambos lados de la
igualdad Ty - T4,=T, -Ty4, tal que P1= P,. Luego, se adiciona T3 en ambos lados,
P1+T3=P,+T3, por tanto los paralelogramos ACDB y ABEF son iguales, pues, se esta
sumando un area igual a ambos lados de la igualdad. De lo anterior, se puede deducir
que las nociones comunes satisfacen una de alguna forma una propiedad uniforme
entre las magnitudes, en tanto que, si se tiene una igualdad previamente establecida al

sumar o restar a ambos lados de la igualdad éstas no alteran la igualdad.

En ese sentido, también es importante mencionar que hay otras nociones
comunes que muestran elementos suficientes para pensar que existe una propiedad

transitiva entre las magnitudes, pues, el hecho que dos magnitudes sean iguales a una

*" El numeral que aparece en cada nocién comdn obedece al orden en que aparecen dichas nociones en

los Elementos (1991).
e ——
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tercera, implica que dichas magnitudes son iguales por la relacion de igualdad que

existe con la tercera. Dicha nociones Euclides las enuncia asi:

1. Las cosas iguales a una misma cosa son tambiéen iguales entre si.
5. Los dobles de una misma cosa son iguales entre si.

6. Las mitades de una misma cosa son iguales entre si.

Asi por ejemplo, si P1, P, y P3 son poligonos y se cumple que si Py =P,y P, =
P3 entonces P = P3, luego en la nocion comun 1 prevalece una transitividad entre las
areas, tal y como ocurre con una teoria de nameros. De la misma forma se muestra la
transitividad en las nociones 5 y 6. Pues, si tenemos que si P, = 2P y P1= 2P entonces
Py, = Py.

Del método de aplicacion de areas se profundizara méas adelante, dandole otro
sustento tedrico aparte del la axiomatizacion planteada por Euclides, de modo tal que
dé cuenta del proceso que implica descomponer en triangulos y recomponer en estos
mismos un poligono igual a un poligono dado (véase § 1.2.1 en la proposicion 1-45);
en ese sentido el problema de la cuadratura de poligonos quedaria resuelto si se
lograra a traves de la descomposicion en tridangulos encontrar por la recomposicion de

estos mismos un cuadrado equivalente en area a un poligono dado.

2.2 LA MEDIDA DE SUPERFICIES POLIGONALES

Para un analisis epistemoldgico de lo nocidn de cuadratura de los libros I y 1l de
los Elementos, es pertinente definir y caracterizar la medida de superficies desde el
marco teorico de este trabajo escrito. Para tal caso, se expondran los trabajos
realizados por Hilbert (1950) y Pressiat (2002), los cuales analizan estos conceptos y,
la obra de Lebesgue (1995) confirma que en efecto estos conceptos, a pesar de ser
capitales para la caracterizacion del area, pasaron desapercibidos para los antiguos

griegos. En los documentos de estos matematicos es posible reconocer su intencién
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por construir una teoria de la medida sin disponer del concepto de nimero asociada a

la magnitud.

221 LA EQUIDESCOMPOSICION Y EQUICOMPLEMENTACION COMO
FUNDAMENTACION TEORICA AL METODO DE APLICACION DE
AREAS

Un aspecto importante en el analisis histdrico de que se realiz6 en el Capitulo I,
fue precisamente el particular método de aplicacion de areas, utilizado para construir
una fundamentacion tedrica de la medida de superficies. Pues bien, la
fundamentacion matematica a ese método se presentara a continuacion a través de
ciertos teoremas explicitados y demostrados por los autores de base. Por
consiguiente, lo que se pretende en este apartado es articular dichos teoremas y

definiciones de modo tal que se complemente con lo realizado en el analisis historico.

Una de los elementos mas relevante en el método de aplicacion de areas de
Euclides es la descomposicion de un poligono en triangulos tal y como se vio en
(81.2.2 proposicion 1-45), pues bien, para que todo poligono se exprese como la
union finita de triangulos, estos triangulos no deben estar superpuestos el uno sobre el
otro (los franceses lo traducen como “triangulos cuasi disjuntos™); en ese sentido, si
tenemos un poligono P, y éste se descompone en dos triangulos T y T, de tal forma
T1NT,=0. Decimos entonces que P se descompone en T1 y Ty, 0 que P se compone de
T1 Yy Tz.

Ahora bien, lo dicho anteriormente introduce los conceptos de
equidescomposicién y equicomplementacion®® como una relacién de equivalencia
entre poligonos, los cuales, segun Pressiat (2002) son conceptos subyacentes en los
procesos de transformacion de poligonos. Estos conceptos, dan cuenta de la adicion y

sustraccion de figuras “iguales” utilizada en las demostraciones de Euclides para

*® Es importante aclarar que las definiciones de equidescomposicién y equicomplementacion son
propias de Hilbert, que es citado en la obra de Pressiat (2002).
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construir poligonos “iguales” en area. A continuacion definiremos cada uno de estos

conceptos y su finalidad.

Dos figuras P y P’ son equidescomponibles® si es posible expresar cada una de
ellas como la unién de tridngulos no superpuestos el uno sobre el otro, de modo tal

que para cada i los triangulos T;y T’; sean congruentes.
P=TUT,U...UT, yP =T UTU...UT .

Dos figuras P y P’ son equicomplementarias®® (tienen la misma superficie) si

existen dos figuras Q y Q’ que satisfagan las siguientes cuatro condiciones:

« Py Qno sesuperponen la una con la otra.
« P’ yQ’ no se superponen la una sobre la otra.
« QyQ’son equidescomponibles.

. PuQyP’UQ’ son equidescomponibles.

De la definicion anterior se deduce que, si P y Q son dos poligonos de igual
superficie, entonces debe existir, otros dos poligonos P* y Q" de igual area, de tal
manera que el poligono compuesto por P y P” tendran una superficie igual con el

poligono formado por la combinacién de los poligonos Q y Q". De la siguiente forma:
- (P+P)=(Q+Q)

. P' = Q'
« Es facil deducir que F(P) = F(Q).

> En allemand, le mot correspondant est “zerlegungsgleich” qui signifie “égale décomposition, ou
égal découpage.” (Pressiat 2002, pp. 284). Se tradujo de la siguiente manera: La palabra alemana
corresponde “zerlegungsgleich” que significa descomposicién igual o corte igual.

% Dans les six premiéres éditions, Hilbert emploie le mot “inhaltsgleich”, qui signifie littéralement
"contenu égal, ou superficie égale”; dans les quatre éditions suivantes, il emploie “ergingzungsgleich”
qui signifie “égal par complément”. (Pressiat 2002, p. 284). Se tradujo de la siguiente manera: En las 6
primeras ediciones, Hilbert empleo la palabra “inhaltsgleich” igual contenido o igual superficie; en las
4 ediciones siguientes el empleo la palabra “ergéingzungsgleich que significa igual por complemento.
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En sintesis, las propiedades de la equidescomponibilidad se definen como una
relacion equivalencia, y se deduce que la relacion de equicomplementariedad (tener la
misma superficie) es una relacion que satisface las siguientes propiedades:

« Dos figuras congruentes son “iguales”
. Las figuras “iguales” entre ellas son “iguales”

. Ladiferencia de figuras “iguales” entre ellas, son “iguales”

De lo anterior se puede concluir que si las dos figuras P y P” son
equidescomponibles entonces, también son equicomplementarias, es decir tiene la
misma superficie. Asi, por ejemplo, la unién de dos cuadrados congruentes es
equidescomponible con un cuadrado construido sobre una de sus diagonales, tal y

como lo muestra la figura 25.

T'j T—J T |'\‘ T r2
T, I; I

Figura 25. Ejemplo de la equidescomposicion del cuadrado

De igual forma, con el método de equicomplementacion de puede probar la
proposicion 1-35 (82.1.1 figura 23) “los paralelogramos que tiene las mismas bases y

estan entre paralelas tienen la misma superficie” (son equicomplementarios).

Se trata entonces de mostrar que los paralelogramos ABCD y ABEF tiene la
misma superficie, luego se afiade a ambos paralelogramos P1 y P1” respectivamente,
siendo P1 y P1" tridngulos congruentes, tal y como se muestra abajo, formando los

poligonos P y P’ (ver figura 26-a).
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P

Figura 26-a Ejemplo de equidescomposicion y equicomplementacién

Luego, P y P” son figuras equidescomponibles, pues evidentemente son
descompuestas enun mismo numero de tridngulos, que son respectivamente
congruentes dos a dos de la siguiente forma: P4 =P4" y P2 =P2" (ver figura 26-b). Es
preciso aclarar que la congruencia de estos triangulos es probada por Euclides en su
obra, pues al no existir esta congruencia el método de equidescomposicién seria
aplicado en vano.

Figura 26-b Ejemplo de equidescomposicion y equicomplementacion

Hilbert (1950) complementa el método de equidescomposicion con dos
definiciones, que sustentan particularmente que si dos figuras P y P” tienen la misma

superficie (son equicomplementarias) también tienen la misma area.
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a) Definicién: Dos poligonos se dice que son de igual area, cuando se puede
descomponer en un numero finito de triangulos que son respectivamente

congruentes entre si de dos en dos.

Ante esta primera definicion, Lebesgue (1995) plantea que, si se subdivide un
poligono P en poligonos Py, P,...Pn, se tiene que el area de P es igual al &rea de Py +
areade P, +....... + area de P, de ahi se infiere que el area del poligono es igual a la

suma de las areas de los triangulos que lo componen.

b) Definicion: Se dice que dos poligonos son de igual contenido (superficie),
cuando es posible, por la adicion de otros poligonos con igual é&rea,

obtener dos poligonos resultantes con la misma area.

Esta definicién se fundamenta en lo planteado anteriormente por Lebesgue, en
tanto que, si tenemos una cantidad finita de triangulos o y otra o, tal que éstas se
correspondan en la misma cantidad de triangulos y, que sean congruentes dos a dos,
la recomposicion de dichos triangulos establece dos poligonos P y P” que son

equicomplementarios y a su vez tienen la misma area.

Por otro lado y bajo la misma perspectiva, Hilbert (1950) retoma las dos
definiciones anteriores basadas en la equidescomposicion y equicomplementacion de
figuras, para introducir en su teorema 24 cierta propiedad transitiva entre poligonos
(ver figura 27). Cada uno de los dos poligonos de P; y P, tiene igual area a un tercero
P3, entonces los poligonos P1 y P, son en si mismos de igual area. Sicada uno de
los dos poligonos es de igual superficie a un tercero, entonces ellos mismos son de
igual superficie. En consecuencia, los dos poligonos son, por definicion, de igual

area.

O
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Este teorema muestra claramente que los poligonos Pi, P, y P3 son
descompuestos en un mismo numero de tridngulos que son congruentes dos a dos, por

tanto se puede establecer que la siguiente propiedad ®* entre ellos:

P1 ~ P3y Py~ P3, entonces P; ~ P;

Por tanto se infiere que P, = P3yP, = P3. Luego P1= P,

.-_-‘-r
-~

on
o
e
—
-

-—— o ———

Figura 27. Teorema 24 de Hilbert

Una vez establecidas las bases conceptuales del método de descomposicion,
éste resulta importante para deducir algunas formulas que determinan el area del
paralelogramo, el triangulo y trapecio (en algunos casos), asi también, ayuda a
desarrollar otras demostraciones del teorema de Pitadgoras (8véase 2.2.2, figura 29)
gue no son comunmente reconocidas en los libros de texto. En la figura 28 (ver

Hilbert, 1950, pp.38) se muestran algunas de las figuras resaltadas anteriormente.

®! Se utilizara el siguiente simbolo ~ para determinar que dos figuras P y P” son equidescomponibles y
~ para decir que son equicomplementarias o equicompuestas.
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Figura 28. Deduccion de formulas.

En el caso del paralelogramo (ver figura 28: superior izquierda) se establece
que éste es equidescomponible con el rectangulo, pues las figuras que lo componen
son respectivamente congruentes dos a dos. De modo tal que el triangulo 1 (tridngulo
rectangulo) es congruente con el triangulo 1°. Como dicho triangulo contiene la altura
tanto del paralelogramo como la del rectangulo y sus respectivas bases son
congruentes, se infiere que el rectangulo y el paralelogramo son figuras
equicomplementarias, por tanto son iguales en area. A parte de que tienen la misma
area, tienen dos elementos congruentes (la base y la altura), luego es muy trivial

deducir la formula para calcular el area del paralelogramo.

En el siguiente apartado se profundizara en algunas técnicas utilizadas para
construccion de poligonos que sean equidescomponibles y equicomplementarios, de
modo tal que estas técnicas contribuyan al proceso de descomposicién vy

recomposicion de figuras tal y como se expresa el método de aplicacion de areas.
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2.2.2 TECNICAS DE DISECCION

Un aspecto a tener en cuenta con el uso de la equicomplementacion en las
figuras poligonales es que resulta dificil saber con certeza qué figura “afiadir” 0 qué
“corte” exacto debe tener la figura inicial para obtener poligonos que sean
equidescomponibles. Tal dificultad, condujo al desarrollo de técnicas de
descomposicién (en inglés se utiliza la palabra “diseccion” en un sentido mas amplio:
las partes no necesariamente son triangulos). Bajo esta perspectiva, las técnicas de la
diseccion geométrica hacen referencia al corte de las figuras geométricas en “piezas”
que puedan ser reconfiguradas para crear otras figuras geométricas equivalentes. Ello
implica que la diseccion permita transformar cualquier poligono en un cuadrado y

viceversa, lo cual seria otra alternativa a la cuadratura de figuras rectilineas.

Aunque la diseccion es poco conocida en el medio, Pressiat (2002) cita la obra
de Frederickson®, en donde ilustra algunas de las técnicas de diseccion; a
continuacion seran presentadas tres de estas técnicas como una alternativa para la

aplicacion de la equidescomposicion y equicomplementacion entre dos poligonos.

La primera técnica se conoce como “el uso de los pavimentos ":esta se realiza a
través de la teselacion del plano de un poligono Py la interseccion de un poligono P’
equivalente a P. Dicha interseccion marca los cortes en los que debe ser
descompuesto P para que P y P” sean una figuras equicomplementarias. Un ejemplo
ilustrado en Pressiat (2002) muestra el uso de esta técnica en una “demostracion” del

teorema de Pitagoras (ver figura 29).

%2 |a obra de Frederickson citada por Pressiat (2002) se titula: Dissections,Plane & Fancy (1997).
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Figura 29. Diseccion en el teorema de Pitagoras

Como ya se menciond antes (8 1.2.1 proposicion 1-47) el teorema de Pitagoras
muestra la equivalencia entre los cuadrados de los catetos y el cuadrado de la
hipotenusa, de la siguiente forma: P1+P2 =P3 ahora bien, mientras que los poligonos
P1ly P2 teselan el plano, P3 (también teselado) se superpone sobre el plano recubierto
por el teselado de P1 y P2. Dicha superposicion (figura 29 a la derecha) marca la
descomposicion P1 y P2 en poligonos, al mismo tiempo que muestra la
equicomplementacion de P3; entonces se tiene que:

P1=5
P2 = 1+2+3+4
P3 = 1+2+3+4+5, por tanto se tiene que:

(P1+P2) y P3 son poligonos equicomplementarios.

La segunda técnica de diseccidn, “tira de llanura o p-tira” se comporta similar
a la técnica vista anteriormente: consiste en encontrar la equidescomposicion de dos
rectangulos con igual area, las “piezas” en las que se descompone cada rectangulo,
resultan del cruce de dos bandas, cada una de ellas, con la forma de su respectivo

rectangulo (ver figura 30).
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Figura 30. Técnica de P-tira

Una caracteristica de este método recae precisamente en la forma como se
deben cruzar las bandas: se referencia un lado del rectangulo de la segunda banda (la
que se superpone) de modo tal que un extremo del lado coincida con el vértice del
rectangulo de la primera banda y el otro extremo corte el otro lado del rectangulo de

la primera banda.

Es importante aclarar que la eficacia de estas dos técnicas esta condicionada a
conocer previamente los dos poligonos equivalentes; luego, lo importante de la
diseccion es precisamente mostrar que dos poligonos equivalentes se pueden
representar también como poligonos que son equicomplementarios 0

equidescompuestos.

Contrario a lo anterior, la tercera técnica conocida como “deslizamiento del
paralelogramo” transforma un paralelogramo en otro paralelogramo con la misma
superficie y con los mismos angulos (véase § 1.2.2.1, proposicion 11-11). Asi pues, se

tiene el cuadrado ACDB es equivalente al rectdngulo AFE'D” (ver figura 31).
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Figura 31. Técnica de deslizamiento del paralelogramo.

La condicidon necesaria para descomponer ACDB es determinar la base del
rectangulo que se quiere construir, en este caso la base AF, que ademés debe ser
menor al lado del cuadrado. Luego se hacen los cortes necesarios en el cuadrado de

modo tal que:

ACDB =1+2+3
AFE'D =1"+2"+3’
1=1", 2=2"y 3=3’

Por tanto, ACDB y AFE'D son dos poligonos equidescomponibles y
equicomplementarios. Cabe decir, que dichos “deslizamientos” que se producen en
los poligonos 1, 2 y 3, son sustentadas desde las isometrias geométricas en el plano,
en este caso obedece a una traslacion cuyas imagenes en el rectangulo son los

poligonos 17, 2"y 3" respectivamente.

Ahora bien, una vez explicitadas estas diferentes técnicas de diseccion, sera
maés facil aplicar el método de la equidescomposicion y equicomplementacion para
determinar si dos poligonos son de igual area o no; hay otra forma de proceder para
encontrar poligonos equivalentes, y en su defecto lograr la cuadratura de los mismos

tal como lo hace Euclides en el marco de la medida de superficies. Sin embargo, a
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pesar de que se apeld a la nocién del area como medida relativa, es necesario hacer
una pequefia caracterizacion del area, a través de un sistema de referencia, para tal

efecto es necesario presentar el area como una funcion.

2.3 EL AREA COMO FUNCION

Aunque lo expuesto lineas arriba da cuenta de la caracterizacion relativa de la
medida, se considera pertinente caracterizar la medida como una funcién, a través del
empleo de un conjunto numérico, es decir que al aplicar la funcién medida a
cualquier magnitud, a ésta se le asigna un nimero a su medida. Aunque este no sea el
propoésito de este trabajo escrito, se considera importante reconocerlo, puesto dicha
funcion implica propiedades arraigadas a la construccion de la magnitud como tal. La
Unica diferencia radica como se vera (83.3.3.3) que en la escuela se parte de la
existencia (a priori) y unicidad de dicha funcion, considerando que es la forma mas
practica para calcular el area de poligonos y dejando a un lado propiedades que

construyen la funcion medida como tal.

Hasta aqui se ha establecido groso modo que la “equivalencia de poligonos”
implica igualdad en superficie y por tanto, igualdad en area. Pressiat (2002) define la
funcion medida como una aplicacion s que asocia a cada figura cuadrable (F) del

plano un nimero real s (F) llamado “area de F”, que tiene las siguientes propiedades:

i.  Lafuncidn s es positiva.
ii. s es aditiva: si Fy F" son dos figuras cuadrables, que no tienen puntos
interiores en comun, s (F U F)=s (F) +s (F’).
iii.  Esinvariante a la traslacion.

iv.  sesnormalizado: s(Q)=1, Q designa un cuadrado del plano inicial R.

De lo anterior, se resalta que la asignacién numérica de la medida de cualquier

superficie siempre va ser un numero real mayor que cero. En cuanto a las demas
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propiedades se destaca resultados al analisis previo, puesto que en (ii) se define la que
el &rea de un poligono es igual a la suma de los tridngulos que lo componen, siempre
y cuando éstos no estén superpuestos el uno sobre el otro. En (iii) se define que el
area de un poligono no varia cuando se le aplica una traslacion, tal y como se vio en
la equidescomposicion de poligonos y en la técnicas de diseccion (82.2.2-
deslizamiento del paralelogramo), cuando al cortar el cuadrado en un triangulo (3),
éste triangulo encajaba en el rectangulo a través de una traslacion, de modo tal que
los triangulos 3 y 3"eran congruentes, es decir, con la misma area. En (iv) se destaca
el cuadrado, unidad patron de la medida de superficies.

Para presentar la siguiente definicion de medida, se debe evocar el axioma (Z),
presentado en la obra de Pressiat (2002): Si Q es una figura incluida dentro de la
figura P, y P-Q tiene un interior no vacio, P y Q no tienen la misma superficie. Es
decir, que si al superponer dos figuras P y Q estas encajan perfectamente, éstas van a
tener la misma superficie, en cambio, si por el contrario, va a existir una pequefia

brecha entre ambas figuras se tiene que Q <P.

Por otro lado, se puede generalizar la funcién de medida de modo tal que el
conjunto referencial sea mas general que los reales: la funcién medida de areas en
Hilbert (1950) es una aplicacion o de un conjunto P de figuras valorados en un grupo

abeliano ordenado G tales que: Si P es una figura al interior no vacia, entonces:

i) «(P)>0G

i) Si Py P'son figuras equidescomponibles, entonces o« (P) = o (P")

iii) Si Py P'son figuras equicomplementarias, entonces « (P) = o (P")

iv) SiQ es una figura que esta contenida en una figura P y si P\ Q es un interior
no vacio, entonces « (Q) < o« (P). En particular, Py Q no pueden tener la

misma superficie, y por lo tanto (Z) se satisface.
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En este sentido, se puede decir que las areas poligonales obtenidas con la ayuda de la
funcién medida o« y la obtenida con la equivalencia de las figuras de la misma
superficie es esencialmente similar, solamente que a la funcién « le asigna un

numero real positivo a la magnitud.

ANALISIS HISTORICO Y EPISTEMOLOGICO DE LA NOCION DE CUADRATURA EN LOS LIBROS I Y Il DE LOS
ELEMENTOS DE EUCLIDES Y SU INCIDENCIA EN EL CONCEPTO DE AREA EN LA EDUCACION BASICA. Péglna 72



CAPITULO I
DIMENSION DE ORDEN DIDACTICO

Este capitulo aborda algunas reflexiones respecto a los libros de texto, en
cuanto a la nocion de area consignada en los Elementos. Por tal motivo, se plantea la
necesidad de caracterizar la importancia del uso de los textos escolares en la practica
docente como fuente de informacion al tratamiento y nocion de area presente en la
educacion bésica. Para la revision de los textos se referencid el libro de Anélisis de
textos en Matematicas de Arbeldez et al. (1999). De este libro se seleccionaron
algunos criterios para la revision de los textos escolares subyacentes a los elementos
constitutivos del discurso, tales como: el marco definicional, el marco de
ejemplificacion y el de ejercitacion; cabe destacar que aunque existen otros criterios
de analisis, se considera que estos no presentan elementos suficientes para abordar el

concepto de area presente en las unidades tematicas de cada libro de texto.

Asi pues, estos criterios resaltan las partes claves del texto en donde se revisara
el concepto de area. En ese sentido, dicho concepto serd revisado desde dos
dimensiones: la primera se hara bajo la fundamentacion y caracterizacion historica y
epistemologica que dejo la cuadratura de figuras poligonales abordada previamente
en los capitulos 1 y Il. La segunda, referencia conceptualmente el pensamiento
métrico y sistemas de medidas, exhibida en los Lineamientos Curriculares y

Estandares Basicos de competencias del MEN.

O
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31 LA NOCION DE MEDIDA DESDE LOS LINEAMIENTOS
CURRICULARES

Los lineamientos curriculares son los referentes tedricos para la ensefianza, el
aprendizaje, el disefio curricular y la evaluacion de las &reas del conocimiento
escolar. En tanto, los lineamientos curriculares en matematicas se conforman en cinco
tipos de pensamientos. Para el caso concreto de la nocion de area, solo se hara énfasis
en el pensamiento métrico y sistemas de medidas, dado que es aqui donde se

encuentra enmarcado el presente trabajo escrito.

3.1.1 DESDE EL PENSAMIENTO METRICO Y SISTEMAS DE MEDIDAS

Los lineamientos estipulan en la conceptualizacion de las magnitudes, la
construccion y comprension de los procesos de medicion como eje fundamental en el
aprendizaje de los estudiantes. No obstante, en nuestro medio se introduce la nocién
de medida de superficies con el uso de instrumentos refinados y la asignacion
numérica, lo que quiza restringa al nifio de otros aspectos y procesos importantes en

los cuales se apoya la medicion.

(...) Los procesos de medicion comienzan “desde las primeras acciones
con sus éxitos y fracasos codificados como mas o menos, mucho o poco,
grande o pequefio, en clasificaciones siempre relacionadas en alguna
forma con imagenes espaciales, esto es con modelos geométricos, ain en
el caso del tiempo (MEN,1998)

En relacion a esto, se sugiere iniciar con comparaciones y estimaciones
cualitativas; cabe decir que Euclides en su obra muestra ampliamente este proceso
con las figuras poligonales. El establece comparaciones entre una y otra, tal y como

lo muestra la relacion de orden entre las magnitudes; posterior a este proceso se

ANALISIS HISTORICO Y EPISTEMOLOGICO DE LA NOCION DE CUADRATURA EN LOS LIBROS I Y Il DE LOS
ELEMENTOS DE EUCLIDES Y SU INCIDENCIA EN EL CONCEPTO DE AREA EN LA EDUCACION BASICA. Péglna 74



sugiere seguir con actividades de asignacién numérica y metrizacion para llegar a

cuantificar numéricamente las dimensiones o magnitudes de objetos.

Aungue solamente se enumeraran a aquellos que son de interés para rastrear la
nocion de area presente en los libros de texto, asi pues, los procesos que acompafian

los sistemas métricos son los siguientes:

« Construccion del concepto de magnitud.

« Comprensién de los procesos de conservacién de magnitudes. Seleccion de
unidades de medida, de patrones e instrumentos.

. Diferencia entre la unidad y el patron de medicion.

« Laasignacion numérica.

La construccion del concepto de magnitud se da cuando se reconoce que algo es
“méas 0 menos que otra cosa”, luego, dicho concepto infiere en la comprension del
proceso de conservacion de magnitudes. En ese sentido, se considera que ambos
procesos construyen bases conceptuales solidas en cuanto al concepto de area, pues se
considera importante reconocer que el area de las figuras planas permanece invariante
a cualquier movimiento en el plano, como por ejemplo, la rotacion y traslacion; de
igual forma, las magnitudes se conservan ante cualquier tipo de descomposicion y
recomposicion de la misma, un ejemplo claro de conservacion de area lo expone
Euclides en su proposicion 11-14, pues la figura rectilinea es igual al cuadrado

construido.
Otro proceso a tener en cuenta, es la seleccion de la unidad de medida, pues:

(...)Hay una diferencia importante entre la unidad y el patron de medida.
Los libros que dicen que un centimetro cuadrado es un cuadrito de un
centimetro de lado, estarian excluyendo que un disco también pueda

tener un centimetro cuadrado de area, o que una region del plano se
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pueda subdividir en triangulos equilateros de un centimetro cuadrado de
area (MEN, 1998).

Cabe aclarar entonces, la distincion que existe entre la unidad de medida
y patrén de medida: el patron de medida es mas concreto, dado que esté debe
tener una unidad de éarea, en tanto que la unidad no esta ligada a un patron de
medida, pues la unidad de medida podria ser por ejemplo el triangulo, o
cualquier poligono que recubra la figura a medir; en el caso de Euclides, como
se menciono en (§ 2.1.1), se utiliza la unidad de medida relativa, teoria que se
fundamenta en la equivalencia en area y en lograr la cuadratura de cualquier

figura poligonal.

Por ultimo, se tiene el proceso concerniente a la asignacion numérica,
que aunque quiza sea el mas importante en la escuela, se cuestiona su uso
prematuro en la ensefianza de la medida de superficies, ya que para decir si
hubo medicion no necesariamente se debe asignar un nimero a la magnitud.
Asi pues, son esos aspectos numericos y de recuento lo que impide desarrollar
y explorar los procesos que preceden la asignacion numérica, lo cual relega el
legitimo proceso de medida que lleva consigo cierta “sensibilidad” a la
situacion, cierta nocion de tamafio, comparacién entre magnitudes y el
establecimiento de la unidad. Por consiguiente, el proceso de asignacion
numérica se remonta a procesos de aritmetizacion, es decir al reemplazo de
magnitudes por nimeros y a las “operaciones” que se dan entre ellas, al uso
recurrente de las formulas matematicas para hallar el area de cualquier

poligono, lo cual impide aprender la distincion entre el numero y la magnitud.

3.1.2 DESDE LOS ESTANDARES BASICOS DE COMPETENCIAS.

Es importante identificar que los Estandares Béasicos de Competencias son

aquellos referentes “operatorios” que son fundamentados teGricamente por los
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lineamientos curriculares. Asi pues, los estandares guian a lo que los estudiantes en
su actividad escolar en cuanto a sus procesos generales, sus conceptos Yy
procedimientos matematicos y su aplicacion en contextos, es decir, le dan a los
estudiantes las herramientas necesarias en lo que deben saber y saber hacer con lo
aprendido a través de un aprendizaje significativo.

Por otro lado, es necesario identificar y caracterizar este trabajo escrito dentro
de las dos estructuras (vertical y horizontal) en las que se encuentra divididos los
estandares; de este modo, en cuanto a la estructura horizontal es de nuestro interés
para la revision del concepto de area en los libros de texto, el pensamiento métrico y
sistemas de medidas; dado que encontrar un cuadrado igual a una figura rectilinea
dada, implico un tratado historico-epistemoldgico de la medida relativa, en donde se
resaltan los diferentes metodos y procesos que realizaron los griegos para encontrar

poligonos equivalentes o con la misma superficie.

En cuanto a la estructura vertical de los estandares, este trabajo se sitGa en el
ciclo de 6° a 7°, pues al hacer una rastreo a los contenidos tematicos de algunos libros
de texto, se encontrd que es en este ciclo de la ensefianza basica donde se aborda el
tema de la medida de superficies o el concepto de area como tal. A continuacion se
relacionan los estandares basicos de competencias estipulados para este ciclo,

asociados al concepto de éarea.
Enel Ciclode 6°A 7°

« Calculo de areas y volumenes a través de composicion y descomposicion de
figuras y cuerpos.

. Identifico relaciones entre distintas unidades utilizadas para medir cantidades
de la misma magnitud.

« Resuelvo y formulo problemas que requieren técnicas de estimacion.

. Utilizo técnicas y herramientas para la construccion de figuras planas y

cuerpos con medidas dadas.
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« Resuelvo y formulo problemas que involucren factores escalares (disefio de

maquetas, mapas).

De estos estandares mencionados se resalta el hecho de poder calcular areas a
través de la composicion y descomposicion de las figuras, pues si se logra rescatar
este proceso o técnica en el estudiante, se estard cimentando bases conceptuales
solidas de la nocion de &rea, pues este proceso, ademas del uso recurrente de la
medida relativa, induce al estudiante a utilizar procesos tales como la comparacion,
conservacion de las magnitudes y unidades de medida, tal y como se mostro en el
recorrido histérico epistemoldgico de este trabajo.

Con todo y lo anterior, es menester aterrizar o reflexionar en el ambito
educativo los diferentes aspectos y bases conceptuales que implico la cuadratura de
figuras poligonales en cuanto a la medida de superficies se refiere. No obstante se
quiere rastrear la nocion de &rea consignada en los libros de texto de la educacion
bésica, con el &nimo de concluir si en efecto hay o no hay aportes desde la historia de
las matematicas que ayuden a construir dicho concepto en los estudiantes o si este
analisis historico epistemologico sea el punto de partida para el disefio de actividades
que den cuenta de la construccion del concepto de area a través de los diferentes

procesos expuestos por Euclides y lo consignado desde el marco curricular.

3.2 REVISION DEL CONCEPTO DE AREA EN LOS TEXTOS ESCOLARES

La revision de textos escolares de Matematicas se centrara unicamente en los
capitulos o unidades que aluden al pensamiento métrico, o particularmente a la
medicion de superficies planas, puesto que es aqui donde se encuentra el concepto
matematico de interés para este proyecto de indagacion. Esta parte del trabajo es
importante en tanto que los textos escolares constituyen una fuente importante en la
que se consignan algunas de las practicas mas recurrentes para el tratamiento de los

objetos matematicos. En este caso el concepto de area no es ajeno a su tratamiento en
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la escuela y como tal se constituye en un objeto de ensefianza presente en los textos
escolares de matematicas en los grados 7° de la ensefianza bésica. Para la seleccion
de los dos libros de texto escolar se tuvo en cuenta aquellos que estuvieran bajo estos

criterios:

. Editoriales méas reconocidas o con un amplio recorrido en el mercado escolar

que publiquen en serie los textos escolares de educacién basica.

« Que cumplan con los parametros establecidos por el Ministerio de Educacién
Nacional. En ese sentido, deben ser textos cuya publicacion haya sido después
de la divulgacion de los Estandares Bésicos de Calidad, o sea, del afio 2006

en adelante.

En el siguiente apartado se presentaran los libros de texto seleccionados,
aportando cierta informacion basica de como esta segmentado tematicamente cada
uno de los textos, de igual forma, se pretende contextualizar al lector y evidenciar el
proceso de seleccion vy filtracion pertinente para abordar el tema de interés en este

trabajo escrito.

3.2.1 IDENTIFICACION DEL TEXTO NUEVA MATEMATICAS 7

-
e EDITORIAL SANTILLANA S.A.

; Matematlcas Bogota, D.C.- Colombia
N Aritmética « Geometria « Estadistica

Afio de edicion. 2007
% Autor: Anneris del Rocio Joya Vega

ISBN del libro 958-24-1059-0
p S

E_’ ,‘H I o Total de paginas: 288
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Unidad 1 | Numeros Enteros Unidad 6 Mediciones en el Plano y en el
Espacio

Unidad 2 | NUmeros Racionales | Unidad 7 Recubrimiento del Plano

Unidad 3 | Ecuaciones Unidad 8 Estadistica

Unidad 4 | Proporcionalidad Unidad 9 Probabilidad

Unidad 5 | Poligonos y Cuerpos

Tabla 1. Contenidos tematicos del texto Nuevas Matematicas 7°

Tema 1 | Unidades métricas de longitud

Metro cuadrado. Multiplos y
Tema 2 | Unidades métricas del area submultiplos

Medidas agrarias
Conversiones

Area de poligonos

- Area de un sélido

Tema 3 | Unidades métricas del
volumen

Tabla 2. Unidad tematica del texto Nuevas Matematicas 7°

Este libro de texto se encuentra dividido en nueve unidades, de las cuales se
concentrard solamente la unidad seis, tal y como se ilustra en la tablal, luego esta
unidad se subdivide en tres temas; el tema de interés es el concerniente a las unidades

métricas del area ilustrado en la tabla 2; sin embargo de este tema 2 se puntualiza
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conceptualmente en el &rea de poligonos. Cabe aclarar que de los otros contenidos
seran tenidos en cuenta en su marco de ejercitacién o actividades, puesto que se
evidencian otro tipo de proceso de la medida de superficies, en concreto hay un
trabajo amplio de asignacién numérica por lo que no se podra pasar por alto y sera

motivo de revision.

3.2.2 IDENTIFICACION DEL TEXTO DELTA7

GRUPO EDITORIAL NORMA S.A.

Bogot4, D.C.- Colombia

Afio de edicion. 2009

Autores: William Estrada, Giovanna Castiblanco,
Andrés Baez, Soraya Padilla, Carmen Samper.
ISBN del libro 978-958-45-1293-2

Total de paginas: 328

CONTENIDOS TEMATICOS
Unidad 1 | Numeros Enteros Unidad 5 | Pre algebra
. . . . Estadistica y
Unidad 2 | Numeros Racionales Unidad 6 Probabilidad
Unidad 3 | RaZ0nesy Unidad 7 | COMeturas en
Proporciones Geometrias
Unidad 4 | Medicion Unidad 8 | Movimientos en el plano

Tabla 3. Contenidos tematicos del texto Delta 7°
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UNIDAD TEMATICA (Unidad 4)
Leccién 1 Unidades de longitud. Sistema ingles y sistema internacional
Leccion 2 Unidades de area
Leccion 3 Area de poligonos y del circulo
Leccion 4 Unidades de volumen
Leccién 5 Medidas de capacidad y volumen
Leccion 6 Unidades de masa
Leccion 7 Unidades de tiempo

Tabla 4. Unidad tematica del texto Delta 7°

Tal como se muestra en la tabla 3, el libro de texto se encuentra distribuidos en
ocho unidades de contenidos macro, de las cuales solamente la unidad cuatro sera
objeto de revision. No obstante, la unidad se encuentra subdividida en lecciones tal y
como se observa en la tabla 4, por lo que solo se hara énfasis en la leccion 1y 2,
concernientes a la unidad de area y el area de poligonos, las demas lecciones aunque
aluden a pensamiento métrico, no son de interés para el proposito de este trabajo
escrito, en cuanto que se refieren al tratamiento de otro tipo de magnitudes diferentes

a la superficie.

3.3 REJILLA DE ANALISIS UTILIZADA PARA LA REVISION DE
TEXTOS.

En general, en el discurso del texto escolar de matematicas una caracteristica de
su forma expositiva, es que el lector reconoce al corto tiempo de haber iniciado la
lectura un marco definicional, un marco de ejemplificacion y un marco de

ejercitacion (Arbelaez et al., 1999). Los textos seleccionados no son la excepcion y
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en su estructura se evidencia un discurso expositivo puesto que, de entrada, se
exponen las definiciones del objeto matemético, posteriormente se ejemplifican

algunos casos y luego se proponen ejercicios al respecto.

Al tener identificados los textos escolares y la unidad tematica especifica, se
llevé a cabo una lectura detallada de ellos, donde se enfatizd en los criterios de
revision establecidos en los marcos: definicional, de ejemplificacion y de ejercitacion,
mencionados anteriormente. Dichas criterios seran revisados a partir del resultado de
los andlisis histérico-epistemoldgico y curricular. Para ello, se ha dispuesto de tres
categorias de analisis que abarcan los resultados concernientes a la medida de
superficies 0 nocion de éarea tratados a lo largo de este trabajo escrito. Dichas
categorias son: la composicion y descomposicion de figuras, seleccion de unidades de

medida y la asignacion numérica.

En primera instancia, en el proceso de composicion y descomposicion de
figuras se analizara a partir de lo expuesto por Euclides (§ 1.2.2) y por lo visto en
Pressiat e Hilbert (82.2 y 82.2.1), donde un poligono puede ser descompuesto en
triangulos no superpuestos y que el area de dicho poligono es igual a la suma de las

areas de los n tridngulos en los que fue descompuesta la figura.

La categoria de la seleccion de unidades de medida se abordard desde lo
planteado por Euclides en la teoria de la medida relativa (82.1.1) en cuanto a la
ausencia de una escala numérica para calcular el area de una superficie, y esta
categoria se revisard también desde lo curricular (83.1.1 y 3.1.2), ya que se tendra en
cuenta la unidad de medida y el patron de medida seleccionado en aras de calcular el

area de la superficie de cualquier figura rectilinea.

Por ultimo, la asignacion numérica se abordara de lo expuesto curricularmente
desde los lineamientos y estandares basicos de competencias (83.1.1 y 3.1.2). Aqui se
resalta el uso exclusivo de la aritmetizacion, es decir, que para medir una magnitud se

asocia necesariamente un namero. Dicho proceso se caracteriza por los diferentes
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calculos numéricos que se realizan para encontrar el area de una superficie. Entre

ellos se destaca el uso recurrente de las formulas y la conversion de medidas.

Cabe decir que la revision del marco de ejercitacion se realizara aparte de los
otros dos criterios, puesto que en los ejercicios se presenta masivamente las consignas
ensefiadas en el aula; es por ello que se ha recurrido a hacer el conteo de cada uno de
los ejercicios propuestos por el texto enmarcados en las tres categorias de analisis
(véase tabla 5 §3.3.3).

3.3.1 ALGUNAS NOCIONES DEL CONCEPTO DE AREA PRESENTE DESDE EL
MARCO DEFINICIONAL Y DE EJEMPLIFICACION

Teniendo en cuenta las categorias de andlisis, se proponen algunos apartados
donde se evidencia el tipo de definicion y ejemplo que plantea cada uno de los textos
respecto al concepto de area. También se resaltaran proceso como la descomposicion
y complementacion en apartados donde el texto alude especificamente al area de
poligonos. En primera instancia se revisara el texto Delta 7° y posteriormente Nuevas

Matematicas7°.

El texto Delta 7° presenta una definicion de area desde un contexto métrico en
donde se caracteriza una perspectiva numerica (ver figura 32). La leccion de la
unidad de éarea sefiala una serie de conceptos o nociones fundamentales para
identificar las unidades de area y en el célculo de las mismas. Una de las nociones
que se encuentra presente es el uso del cuadrado como Unico patrén de medida,
dejando a un lado otro tipo de figuras rectilineas (circulos, triangulos, rectangulos)

que pueden tener también un area equivalente a un metro cuadrado.

Se enfatiza también en el metro cuadrado (m?) como unidad basica de medida y
en las conversiones que puede tener esta unidad cuanto sea necesario utilizar
unidades mas grandes o mas pequefias (multiplos y submultiplos). De este modo, este

proceso de conversion no va mas alla de un célculo numérico que representa cada
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unidad de medida, para ello, se utilizan operaciones basicas como la multiplicacién o
division por 100 del area, segln sea la conversion y teniendo en cuenta la unidad

estandar “si se corre a la derecha se multiplica, y si se corre a la izquierda se divide”.

El drea es la medida de la superficie de una region bidimensional. La region
puede ser pequeria como el microchip de un computador o grande como un pais
Usualmente, la region fundamental es un cuadrado de lado 1 m ¥ entonces decfm-:}s
que el drea se mide en metros cuadrados.

La superficie de un cuadrado de lado un metro, es un metro cuadrado.

Para expresar una medida de superficie en otra de distinto orden. procedemos
tal como con las unidades de longitud, teniendo en cuenta que en'este caso por
cada lugar de diferencia debemos multiplicar o dividir por 100, segln se trate de
pasar a multiplos o submultiplos del metro cuadrado. El esquema de la figura 4.7
ilustra el procedimiento por seguir. .

X x - =100 Figura 4.7

Ejemplo 3

Resolvamos el problema de la finca de trigo de la situacion introductoria.
Solucién
El arez de la fincaes: A =12 km x 0,8 km = 0,96 kn2.

Ahora convertimos a metros cuadrados. De km? al m?2 hay tres lugares a la
derecha. Por tanto, multiplicamos tres veces por 100:

0,96 km? = 0,96 x 100 x 100 x 100 = 960 000 m2. 4

Figura 32. Definicion de area. Delta 7°, pag.147

Inmediatamente después de la definicion se presenta el ejemplo, enmarcado en
una situacion problema, cuya solucion refleja consecuentemente lo expuesto en la
definicion, pues, la solucion a este problema se reduce al céalculo numérico que
conlleva el hacer una conversion de medida, en este caso “multiplicar 100 por el
nimero de veces que se encuentre la unidad de medida requerida de la estandar”. Se
cuestiona entonces el hecho de inducir a los estudiantes en su primera experiencia
medida de superficies al uso recurrente del nimero y a los calculos que estan
restringidos a €l, dejando asi pocas posibilidades de explorar los principios o procesos

en los cuales se apoya la medicion de superficies.
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Contrario a la definicién anterior, el texto Nuevas Matematicas presenta en su
definicion otras nociones de area que van acorde al anélisis historio-epistemologico
expuesto en este trabajo escrito (ver figura 33).

F y J 3. 3 . SN 7 s 1 i A
El drea de una region o figura es la medida de su superficie. Se simboliza

ara hallar el area de una superficie es necesario elegir una unidad ac
cuada. A

Por ejemplo, si se considera A como una unidad de area, se tiene

P
4 - /
A I G O IMPORTANTE | A =94 A=6

Dos regi
si no

es no se solapan |
intersectan o se l
|
|

El area de una figura tiene las siguientes propiedades.

1. Es un tnico nimero positivo acompafiado por una unidad.

inters alosumoenun | ) g - .
segmen Por ejemplo, el area del terreno de juego es 70 m~.
Por ejemplo, I 2. Si dos figuras son congruentes, sus areas son iguales. Por ejemplc
- B = Q"
Sy ‘ | " J[ AABC = APQR, entonces
|
/ | = : 5 Apasc = Aarar
__& ; ‘ A C 1 R
. | ~ - . . ) . > =
Regiones solapadas 3. Siuna figura es la reunién de varias regiones que no se solapan, ent
ces, el area de la figura es igual a la suma de las areas de dichas re=

B nes. Por ejemplo,
E F
7 ) | = R Apgrer = A1 T Ay T Ag
D ©) 3) \
H e

Regiones no solapadas |

Figura 33. Definicidn de area. Nuevas Matematicas 7°, pag. 198

En primera instancia caracteriza la unidad de medida utilizando como patrén de
medida el triangulo, dado que es esté el que mas se ajusta para medir (por
recubrimiento) el poligono irregular puesto en correspondencia. Esto se considera
importante en el sentido que, el estudiante va a construir el concepto de area
separando el namero de la magnitud. En tanto el marco de ejemplificacion (ver figura
34) profundiza lo dicho en la definicion, relativo a el patron de medida va a “calzar”

un nimero entero de veces en el poligono a medir.
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Ejercicio re

SOLUCION

ALGO IMPORTANTE
Siel drea ! B | | | b.

de es 10,

entonces, el area ’ [

del; es 0,502

199

Figura 34. Ejemplo del concepto de &rea. Nuevas Matematicas, pag.19

En un segundo momento define el area a traves de tres propiedades (ver figura
33). La primera hace énfasis en la definicion dada en Pressiat (2002), donde se define
aplicacion s que asocia a cada figura cuadrable (F) del plano un namero real s(F)
llamado “area de F”, donde la funcidn s es positiva. La segunda, deja claro que si dos
figuras son congruentes entonces tienen igual superficie y por tanto la misma medida
del area. Por ultimo, la tercera propiedad, quiza la méas relevante en cuanto a los
procesos de medida se refiere, pues en ella se infiere conceptualmente que un
poligono puede ser complementado por varias figuras, sin superponerse la una de la
otra y que ademas el area poligono (irregular) es igual a la suma de las areas de

dichas figuras que componen el poligono.

3.3.2 PROCESOS DE DESCOMPOSICION Y COMPLEMENTACION PRESENTE
EN LOS LIBROS DE TEXTO

En un apartado del texto (ver figura 35) se resalta la importancia de
descomponer un poligono en triangulos tal y como lo expone Euclides en su obra

(vease 81.2.1 proposicion 1-45), pero en este caso no se intenta cuadrar el poligono
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sino calcular su area por medios aritmeticos; lo importante aqui es reconocer el
proceso de descomposicion como salida inmediata al calculo del area de cualquier
poligono, pues un aspecto importe en la medida de superficies es conocer que todo
poligono puede ser descompuesto en un nimero finito de tridngulos; y, una vez se
tenga el area de cada triangulo, se tendra tambien el area del poligono. Por tanto, se
cree que actividades de esta caracterisca llevan al estudiante a desarrollar otro tipo
procesos y conceptos de la medida de superficies diferentes a la asignacion numerica.

Ejemplo 5

Calculemos el area del tridngulo de la figura 4.10.

Pensamie

Solucion , " T i

oo Conocer la formula del drea del ridngulo es Gl porque cualquier poligono pus
ce dividirse en tridngulos. Cuando esto acurre decimos que el poligono hz sido
: triangulado. El pentdgono ABCDE de la figura 4.11 ha sido triangulado.
Esta idea nos da un algoritme para encenirar el arga de cuaiguier poligone
[riangulamos el poligono.
Encontramos el drea de cada tridngulo, midiendo las iongitudes de unz
base y [a altura correspondiente.
3. Adicionamos las é&reas de les tridngulos para encentrar el area cel Doll-
g gono.
Figura 4.11 Fste algoritmo puede golicarse al deducir cada una de las férmulas para czlcular
el drea de cualquier poligono, como gparece en a tabla 4.5.

2N
2

e

Figura 35. Descomposicion de un poligono en tridangulos. Delta 7°, pag.149.

Teniendo en cuenta aspectos importantes del analisis epistemoldgico se
proponen algunos apartados que plantea el texto, donde se evidencia la propuesta de
Pressiat en el uso de las técnicas de diseccion (§2.2.2) con &nimo de deducir ciertas
formulas para hallar aritméticamente las areas de algunos poligonos (ver figura 36).
Por ejemplo, en el caso del romboide se aplica una técnica de diseccién de modo tal

que esté se transforma en un rectangulo, es decir el rectangulo y el romboide son
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poligonos equicomplementarios, por tanto tienen la misma area; luego sus alturas y
bases correspondientes son congruentes, como se puede inferir en el corte hecho por
la diseccion. Por tanto, la formula para determinar el &rea del romboide es igual a la

utilizada para hallar el area del rectangulo.

UNIDAD 6 « MEDICIONES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO!

El drea de un romboide es igual al producto de la longitud de la base por la
altura

o
AN
n #

Todo romboide se puede transformar en un rectangulo como s indica en

Feura 8 '
9 la figura 8.

El drea de un rombo es igual al semiproducto de la longitud de la diagonal
mayor (D) por la longitud de la diagonal menor (d).

Area = = (diagonal mayor X diagonal menor)
D-d
2

A=

En la figura 7 se observa que al trasladar ASOR y APSO, se obtiene un rec-

tangulo cuya base es D y cuya altura es %d. Asi que:

) A=D ><l d A= M
Figura 7 2 2

Figura 36. Algunas técnicas de diseccion. Nuevas Matematicas 7°, pags. 206-207
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3.3.3 ALGUNAS NOCIONES DEL CONCEPTO DE AREA PRESENTES EN EL

MARCO DE LA EJERCITACION

La siguiente tabla muestra la frecuencia de cada uno de los ejercicios sin hacer

ninguna distincion entre ellos, enmarcados en las tres categorias de analisis y en cada

libro de texto. Ademas de eso, se explicita el porcentaje de dichas frecuencias. Todo

ello con el animo de obtener un conteo y poder lanzar cierto tipo de conclusiones o

reflexiones al respecto de los resultados obtenidos. Aunque la tabla ya muestra los

resultados, se especificard mas adelante de ellos conforme se muestren algunos

apartados de los textos y de cdmo se evidencia la categoria de analisis en cada

apartado seleccionado.

Total de Ejercicios o

Porcentaje de Ejercicios o

Proceso de la Actividades de los Textos Actividades de los Textos
Medida de
Superficies. Nuevas Nuevas Delta Total de
Matematicas | Delta7° | Total | Matematicas 70 Ambos
7 7° Textos
Composicion y
Descomposicion 5 1 6 15% 4% 11%
de Figuras
Seleccion de
Unidades de 3 1 4 9% 4% 7%
Medida
Asignacion
Numeérica o 26 20 46 76% 92% 82%
Metrizacion
Total 34 22 56 100% 100% 100%

Tabla 5. Rejilla de andlisis y conteo de los ejercicios
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En el marco de ejercitacion de los textos se considera en primera instancia las
tres categorias de andlisis de los textos descritas previamente en los procesos de la
medida de superficies. Pero también es preciso mencionar que los ejercicios se
presentan en diferentes formas en donde se logra identificar procedimientos tales
como: efectuar conversiones de patron de medida, efectuar célculos numéricos,
solucion de problemas y recubrimiento. Para facilitar un poco la revision de los textos
en este marco se dispuso a seleccionar una muestra que representara cada una de las
categorias de analisis del total de los ejercicios o actividades consignadas en los

textos escolares.

3.3.3.1  Composicion y Descomposicion de Figuras

En la revision de esta categoria se encontraron 6 ejercicios entre ambos textos,
0 sea que solamente un 11% del total de los ejercicios alude a procesos de
composicion y descomposicion de figuras para calcular el area de poligonos. A
continuacion se presenta un ejercicio que representa los demas ejercicios de esta
categoria (ver figura 37) en cuanto que, presenta tratamientos similares al momento

de su resolucion.

ELEGIR LA OPERACION
10. El poligono ABCDEF es un hexagono regular
de 1.440 dm? de area. Encontrar el area del
peligono ACDE sombreado en la figura.
. A
\_\.\x\ ‘
Y "\ﬁ ¢
\ /
4
',,'"

Figura 37. Composicion y descomposicion de figuras. Nuevas Matematicas 7°, pag.
213.
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Ahora bien, la consigna del ejercicio es encontrar el area sombreada de un
poligono que esté inscrito en un hexagono regular de 1440 dm’® de area. Para la
solucion de este problema se debe descomponer el hexagono regular en triangulos
congruentes, luego (sea el punto O el centro del hexagono) dichos triangulos

congruentes son:

AAFE = AAEO = AAOC = AABC = AEOC = ACDE; ahora bien, Si son congruentes
tienen la misma area. Por otro lado, se tiene que el area sombreada es el poligono

ACDE pero este poligono se compone de los siguientes triangulos tal que:
ACDE = AAEO + AAOC + AEOC + ACDE.

Ahora se necesita saber cuantos dm? de superficie tiene cada triangulo en los
que ha sido descompuesto del hexadgono regular, y posteriormente multiplicar el valor
de la medida por cuatro, que es el namero de triangulos que componen el poligono

sombreado.

AAEO = 240 dm’
ACDE= 960 dn’.
Una vez se realicen los calculos numéricos se tiene que el area del poligono

sombreado es igual a 960 dm?.

A pesar del la evidencia del proceso no hay un ejercicio potente que dé cuenta
del analisis histdrico- epistemologico hecho previamente, ni de los conceptos
expuestos en las definiciones y ejemplos revisados anteriormente (83.3.2 y §3.3.3).
Este proceso esta ligado a operaciones o célculos numéricos, en tanto que se esta
dejando de lado actividades que impliquen otros procesos subyacentes a la
descomposicion y composicidn, tales como la construccion de poligonos equivalentes
en area o presentar actividades que muestre una equidescomposicion entre poligonos
de diferente forma, de tal manera que el estudiante conjeture y establezca relaciones

de correspondencia entre poligonos para hallar el area.
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3.3.3.2 Seleccion de Unidades de Medida

En esta categoria solamente se presentan 4 ejercicios, lo que es igual al 7% del
total de los ejercicios propuestos entre ambos textos; dicho porcentaje hace pensar
que este proceso no parece tener importancia en el concepto de area para los
estudiantes. De igual manera se ve la necesidad de caracterizar el ejercicio

seleccionado (ver figura 38).

La consigna del ejercicio es encontrar el area de cada uno de los poligonos a
partir un cuadrado de &rea igual a una unidad cuadrada. Este ejercicio es muy
importante en el sentido que los poligonos a medir son irregulares, ademas, el patron
de medida no encaja un numero entero de veces sobre los poligonos excepto en el
primer poligono (numeral 28). Ante esto, el estudiante puede recurrir a otro tipo de
unidades (el triangulo por ejemplo) que recubran exactamente la superficie del
poligono o sencillamente estimar la medida del poligono a partir del patron de medida

asignado.

O RAZONAMIENTO. Encontrar el area de cada figu:
sabe que el area del cuadrado A es 1u?.

28. 29. 30.

Figura 38. Seleccion de unidad de medida. Nuevas Matematicas 7°, pag. 204.

A pesar de la relevancia de este tipo de ejercicios en el proceso de medicion, no

hay rastro alguno de la unidad de medida relativa expuesta por Euclides, ya que no
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hay ejercicios que impliquen en su solucién algin tipo de comparacion dos a dos de
los objetos a ser medidos, o por ejemplo recurrir a la cuadratura para establecer un
orden parcial entre las magnitudes. De igual manera se pone en tela de juicio la poca
importancia que se evidencia para este tipo de procesos, que aungque parezcan

nociones basicas son trascendentales para la construccion del concepto de area.

3.3.3.3  Asignacion Numérica o Metrizacion

En la revision de esta categoria se encontraron 46 ejercicios, lo que corresponde
a un 82% del total de las actividades entre ambos textos; éstas se encuentran
distribuidas en problemas de aplicacion, conversion de medida y aplicacion de
formulas. A continuacion se exhibirdn algunos apartados de estas actividades (ver
figura 39 y 40).

En el primer apartado (figura 39) se encuentran una serie de ejercicios en donde
de pide hallar el area de algunos poligonos irregulares que no son desconocidos, tal es
el caso del triangulo rectangulo isosceles, el rectangulo y el trapecio; poligonos que,
para calcular su area, no necesita recurrir a un tipo de tratamiento especial que lleve
al estudiante a pensar en procesos como la descomposicion o la comparacion entre
otros poligonos, sino que las mismas caracteristicas de estos poligono hace que para

calcular su area se recurra directamente al uso de alguna férmula.

wi

Halla el area de un tridngulo rectangulo isésceles
cuyos lados iguales miden 10 cm cada uno.

(& )
.

Calcula el nimero de arboles que pueden plantar-
Se en un terreno rectangular de 32 m de largo por

30 m de anchﬂo, si para desarrollarse cada planta
necesita 4 m=.

~J
.

El drea de un trapecio es 120 cm?, su altura mide

8 cm, y la base menor mide 10 cm. :Cuanto mide
la otra base?

Figura 39. Asignacién numérica o metrizacion. Delta 7°, pag.151
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En el caso especifico del numeral 5 si el tridngulo es rectangulo la medida de la
altura y la base es la misma, es decir que miden 10cm. Luego si se conoce que area
del triangulo es igual al semiproducto de la base por la altura el problema ya estaria
resuelto, pues basta con sustituir el valor de cada elemento en la siguiente formula:

bxh
2

A=

, luego sustituimos los valores indicados en la formula y se procede a

efectuar el calculo; de esta forma se tiene que el area del tridngulo rectangulo es 50

cm?.

Por otro lado, el ejercicio del numeral 7 cambia con respecto al anterior, pues el
problema aqui es hallar la medida de la base mayor (una longitud) conociendo
previamente el area del trapecio y la medida de sus otros elementos. La solucién de
este tipo de ejercicios se reduce al mero “despeje” algebraico de la base mayor (B) en
la formula determinada para calcular el area del trapecio, en tanto que ya se conocen
los otros elementos de la formula; la base menor (b) y la altura (h).

En el segundo apartado (ver figura 40) se exponen una serie de ejercicios de
conversion de la unidad de medida donde se hace uso recurrente de la tabla de los

multiplos y submltiplos a partir de la unidad estandar el m?.

*100 # % 7% 7N

l I

)km-" hmz)dam2 m2 | dm?2 | cm? | mm2

K_/k/‘\_/ +100

La exigencia de estos ejercicios esta en saber cuantas unidades se desplaza y en
qué sentido (izquierda o derecha) la unidad a convertir. Por tanto, se puede decir que
el tratamiento aqui es netamente aritmético y numérico. Si se va a convertir la unidad
a un multiplo se “divide” por 100 tantas veces este la unidad a convertir, y si es a un

submultiplo se “multiplica” por 100 tantas veces este la unidad a convertir.
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ESTANDAR: PENSAMIENTOS METRICO Y NUMERICO
_ACTIVIDADES n

© EJERCITACION. Convertir a la unidad indicada.

1. 5km? a Hm?2 2. 9 Dm? a m?

3. 49 m% a mm? 4. 56 Mm? a km?

5. 16 m? a dm? 6. 2.651 dm? a Hm?

7. 138 Dm? a Hm? 8. 347 Hm? a mm?

9. 125 dm? a cm? 10. 168 cm? a mm?
11. 4,25 m?2 a dm? 12. 216,2 m? a cm?
13. 0,01 dm? a Hm? 14. 0,0085 Hm? a km?
15. 0,0197 m? a dm? 16. 0,0612 cm? a Dm?
17. 5,21 m2 a mm? 18. 0,133 cm? a mm?
19. 3,7 dm? a Hm? 20. 3,24 Dm? a km?

Figura 40. Asignacion numérica o metrizacion. Nuevas Matematicas 7°, pag.204

El enfatizar en este tipo de ejercicios descuida la construccion de la magnitud
asi como también la comprension y el desarrollo de los procesos de medicion. Lo que
realmente preocupa es que en este proceso de la medida priman aspectos numéricos y
de recuento que asocia las concepciones histéricas de la medida Unicamente a
operaciones aritméticas o algebraicas que conllevan a la mecanizacion de un
procedimiento, utilizando reiteradamente tablas o formulas, a veces sin reflexionar a

distinguir la clase de magnitudes que estan en correspondencia.

3.3.4 CONCLUSIONES DE LA REVISION DEL CONCEPTO DE AREA EN LOS
LIBROS DE TEXTO.

En algunas definiciones y ejemplos se observé que en el tratamiento de la
medida de superficies se ejecuta en poligonos regulares e irregulares, resaltando asi el
uso de medidas relativas y patrones de medidas arbitrarios. Asimismo, se observod la
aplicacion de procesos como la descomposicién y recomposicién sobre un poligono
dado y como el area de un poligono es igual a la suma de las areas de los poligonos

que lo componen.
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Sin embargo, en gran parte de las actividades de los textos escolares de grado
séptimo, el tratamiento de la medida del area se realiza sobre superficies regulares,
usando por demés unidades y patrones de medida estandarizadas donde su solucion
apela a estrategias tales como: el conteo repetitivo, la conversion de la unidad de
medida a través de tablas establecidas a partir de la unidad patron y a la aplicacion

recurrente de la formula.

Lo anterior supone gque en los textos escolares no hay una coherencia entre la
teoria y la practica. Apesar que en las definiciones y ejemplos se evidencian nociones
y procesos de la medida de superficies desde concepciones historicas y curriculares,
estds no se potencializan en el disefio de los ejercicios; pues, por el contrario, los
conceptos de medida aparecen en situaciones cuyo proposito es ensefiar y aprender
sobre el nimero, en tanto que la mayoria de las actividades propuestas para hallar el
area de una superficie no van mas alla del calculo numérico a través de la aplicacion

de formulas regidas por operaciones aritméticas.

En ese sentido, es necesario que esa sinergia de lo historico, especificamente en
el marco de la medida relativa y lo que aparece en el texto, debe ser potencializada
particularmente por el docente, en la medida que como se ha visto, el texto presenta
algunas incoherencias entre el marco definicional y el de ejercitacion. Luego, es
menester del docente tomar una postura critica al respecto y rescatar esas bases

conceptuales que permitan el desarrollo del pensamiento métrico en los estudiantes.

O
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4 CONCLUSIONES

Después de haber hecho la revision de textos y de dar fundamento al
interrogante que generd este trabajo de indagacion, es posible considerar algunas
conclusiones en torno al concepto de area ensefiado en la educacion bésica, tomando
una postura critica al momento de considerar las actividades propuestas por los libros
de texto, especificamente desde las bases teodricas de la medida de superficies
expuesta por Euclides en su obra, y de los procesos historicos que caracterizaron la

medida de superficies planas y curvas.

Es importante reconocer en la escuela la diversidad de procesos de medida de
superficies utilizado por los antiguos griegos en el afan de resolver el problema de la
cuadratura del circulo y en fundamentacion teorica presentada por Euclides respecto a
la cuadratura de figuras poligonales. Puesto que dichos procesos se fundamentan en la
teoria de la medida relativa, de modo tal que permiten intuitivamente la construccion
de la magnitud. Y, a mi juicio, el obviar la constitucion de la magnitud por el uso
prematuro de la asignacion numerica, relega a un segundo plano la nocion de
“equivalencia” de figuras poligonales, lo cual supone que obstruye a los estudiantes
de elementos esenciales para comprender la medida de superficies tales como la

descomposicion, la exhausion, el recubrimiento, la estimacion, etc.

En cuanto al tratamiento de la medida de superficies presente en las
definiciones y ejemplos de los textos, se evidencian algunas nociones de la medida de
superficies concernientes a la teoria de la medida relativa, tales como la
descomposicion de un poligono en triangulos, unidad de medida no estandarizada, y
algunas técnicas de diseccion para inferir algunas formulas de area. Sin embargo,
estas no trascienden en el marco de la ejercitacion, puesto que se hace un uso
recurrente de la aritmetizacion en las actividades escolares, en tanto que deja de lado

elementos epistemoldgicos de la medida de superficies (como han sido presentados
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por Hilbert y Pressiat). EI reconocer el bagaje tedrico que implica los procesos como
la equidescomposicion y la equicomplementacion permite ampliar la manera como se
aborda la ensefianza del concepto de area. Aqui se plantean aspectos relevantes como
la equivalencia de poligonos a partir de la descomposicion de éstos en un mismo
namero de tridngulos cuasi disjuntos que sean congruentes dos a dos. Ademas de
tener en cuenta la diferentes técnicas de diseccion utilizadas para descomponer
poligonos en tridngulos congruentes, y al mismo tiempo establecer infinitos

poligonos equivalentes a partir de la recomposicion de dichos triangulos.

Una de las caracteristicas del trabajo histérico sobre los objetos matematicos, es
que resulta indispensablemente til en el disefio de situaciones problema en el aula,
dado que, al dar cuenta de la génesis del concepto permite abordarlo desde distintos
frentes, lo que constituye una mirada diferente a la ensefianza del concepto de érea,
evitando asi ocultar aspectos importantes que puedan servir de entrada o de base para
la construccion de conceptos relacionados mas complejos. En cuanto a los caminos
que pueden quedar abiertos a futuros trabajos de investigacion esta el aportar mas
elementos a la formacion continua de los docentes respecto a las reflexiones relativas
a la historia y epistemologia de las matematicas, en tanto que puedan servir de
preambulo para un proyecto de maestria desde el disefio de una micro-ingenieria
didactica que tenga como eje principal actividades para la medicion de superficies
planas irregulares y asi potenciar el pensamiento métrico en la escuela. Cabe destacar
que el proyecto de este trabajo se expuso en el congreso de matematicas
(ASOCOLME) en el afio 2010, donde se caracterizd grosso modo la dimension
histdrica-epistemoldgica de la nocion de area a partir de los diversos procesos que

implica la cuadratura de figuras poligonales y curvas.
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