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USO PREINSTRUCCIONAL DE ECUACIONES PARA
DESCRIBIR Y REPRESENTAR SITUACIONES
PROBLEMA EN UN GRUPO DE SEXTO GRADO:L

JANE SWAFFORD Y CYNTHIA LANGRALL

El estudio que aqui se reporta tuvo como proposito investigar € uso
gue nifios de sexto grado hacen de las ecuaciones para escribir y
representar situaciones problema antes de haber sido instruidos for-
malmente en &lgebra. A diez estudiantes se les presentd una serie de
tareas similares en seis contextos de problemas diferentes que repre-
sentan situaciones lineales y no lineales. Los nifios de este estudio
mostraron una habilidad notable para generalizar situaciones pro-
blema y escribir ecuaciones usando variables, incluso en formas no
estandar. Aunque los estudiantes con frecuencia fueron capaces de
escribir ecuaciones, rara vez las usaron para resolver problemas rela-
cionados. Describimos los usos preinstruccionales que los estudiantes
dieron a las ecuaciones para generalizar situaciones problema y las
preguntas que surgieron acerca de cual es el curriculo mas apropiado
gue permite construir sobre la base del conocimiento intuitivo que del
algebra tienen los estudiantes.

Debido alosavancesen el uso de latecnologiay asu prevaenciaen nuestra
cultura se hace necesario que todos |os miembros de la sociedad tengan una
comprensién mayor de los fundamentos del dgebray del razonamiento al-
gebraico. De acuerdo con lo anterior, el Consgjo Naciona de Profesores de
Matemaéticas (NCTM) de los Estados Unidos ha recomendado que €l dlge-
bra sea estudiada por todos los estudiantes, incluso por aquellos que tienen
un desempefio de nivel bajo (Edwars, 1990). Mas aun, en la publicacion
NCTM (1991), e Consejo recomendo que lainstruccién de las mateméticas
se construya sobre el conocimiento previo o informal de los estudiantes.

1. Traduccion realizada por Patricia lnés Perry, investigadora de “ una empresa docente”, del
origina Swafford, J. & Langrall, C. (2000). Grade 6 students' preinstructional use of equa-
tions to describe and represent problem situations. Journal for Research in Mathematics
Education, 31, 1, 89-112. Traducido y reimpreso con la autorizacion del Journal for
Research in Mathematics Education, copyright 2000 del National Council of Teachers of
Mathematics. Todos |os derechos reservados. EIl NCTM no es responsable de la precision
o calidad de la traduccion.

Unaversion anterior de este articulo se present6 en la reunion anual del American Educa-
tional Research Association, Chicago, marzo de 1997. Agradecemos a los revisores anoni-
mos por sus valiosos comentarios a las versiones previas de este articul o.
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Aunque ha habido unainvestigacién extensa acerca del aprendizaje del al-
gebra, los educadores no tienen una imagen clara de lo que los estudiantes
pueden hacer en @ gebra antes de lainstruccion formal. Por tanto, no se sabe
cuales de los aspectos del conocimiento informal crean un fundamento (til
sobre el cual pueda construirse lainstruccion.

Varios investigadores han indagado acerca de la comprension intuitiva
delos estudiantes o de los usos informales del dgebra escolar en el periodo
inmediatamente anterior a punto inicia de la instruccién en dgebra. Los
usos que |los estudiantes dan alas variables 0 alos simbolosliterales (Booth,
1984; Herscovics y Chalouh, 1984; Kuchemann, 1978, 1981; Wagner,
1981), los métodos intuitivos de los estudiantes para resolver ecuaciones
(Filloy y Rojano, 1989; Gallardo y Rojano, 1987; Herscovicsy Linchevski,
1994; Kieran, 1984), las habilidades de los estudiantes para aplicar intuiti-
vamente lapropiedad distributiva (Peck y Jencks, 1988), y susinterpretacio-
nes del signo igual (Herscovics y Kieran, 1980) y de los signos de
agrupacion (Kieran, 1979) son algunos de los tOpicos que se han estudiado
ampliamente. La habilidad de |os estudiantes de secundariay de los adultos
para expresar generalizaciones también ha sido investigada (Arzarello,
1992; Lee, 1996; Mason, 1996) lo mismo que & uso que los estudiantes de
grados intermedios hacen del razonamiento aritmético pararesolver proble-
mas que podrian ser resueltos con una ecuacién o con un sistema de ecua
ciones lineales (Bednarz y Janvier, 1996; Boero y Shapiro, 1992). Estos
estudios ilustran las poderosas habilidades para dar sentido, que los estu-
diantestraen consigo alainstruccién formal, y también destacan algunas de
las dificultades que | os estudiantes encuentran cuando comienzan su estudio
del dgebra

Hay una evidencia creciente que proviene de varios dominios de conte-
nido matematico acerca de la eficacia de construir sobre el conocimientoin-
tuitivo de los estudiantes. Por gjemplo, investigadores que han estudiado la
adicion y la sustraccion de nimeros enteros positivos han identificado las
estrategias informal es usadas por |os estudiantes a través de diferentes tipos
de problemas (Carpenter y Moser, 1984). Estainvestigacion se ha utilizado
posteriormente en la Instruccidn Guiada Cognitivamente para apoyar alos
profesores en latoma de decisiones instruccional es mas apropiadas (Fenne-
maet al., 1996). Mack (1990) ha demostrado en sus experimentos de ense-
flanza cémo la instruccion personalizada puede construir sobre €l
conocimiento informal delos estudiantes acercade lasfracciones. Un traba
jo similar ha sido conducido en razonamiento proporcional (Lamon, 1993)
y en probabilidad (Jones, Langrall, Thorntony Mogill, 1997, 1999).

Aunque lainvestigacion acerca de laemergenciadel razonamiento alge-
braico ha sido extensa no hay una descripcién coherente del conocimiento
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preinstrucciona de los estudiantes en dgebra que sea suficiente parainfor-
mar |as decisiones instruccionales. Algunos estudios (e.g., Filloy y Rojano,
1989; Peck y Jencks, 1988; Sutherland y Rojano, 1993; Thompson, 1988)
han ilustrado de qué manera lainstruccion puede construir sobre el conoci-
miento intuitivo de los estudiantes para acceder aideas algebraicas particu-
lares. Sin embargo, los investigadores siguen teniendo la necesidad de
describir de manera completa el alcance del conocimiento preinstruccional
que los estudiantes tiene del dgebra.

METASY MARCO CONCEPTUAL

Nuestra meta general para este estudio fue determinar el alcance del uso
gue los estudiantes dan a las ecuaciones para describir y representar situa-
ciones problema contextualizadas antes del estudio formal del dgebra. En
entrevistas individuales, se les presentd alos estudiantes una serie de tareas
através de seis situaciones problema contextualizadas que representan fun-
ciones lineales, exponencialesy racionales. La serie de tareas representalas
varias etapas en €l desarrollo histérico del dgebra. Se ha sugerido (Sfard,
1995) que el desarrollo psicologico del razonamiento algebraico de los
individuos reflgja el desarrollo historico del dgebra a través de los siglos.
Es decir, inicialmente, antes de que |os métodos al gebrai cos hubieran emer-
gido, los problemas se resolvian de forma numérica. Desde tiempo atras
hasta el siglo XV1, la gente desarroll6 descripciones verbales de los proce-
dimientos computacionales generales o utiliz6 una combinacion de pala
brasy simbolos. La primera préctica se designa como algebraretéricay la
segunda como agebrasincopada. En el siglo X VI, Viéteintrodujo el uso de
las variables como coeficientes de ecuaciones y las ecuaciones llegaron a
ser objetos de estudio por derecho propio. Esto marcé el advenimiento del
algebra simbdlica. La etapa final en el desarrollo del dgebra fue la intro-
duccién del dlgebra abstracta por Galois en €l siglo XIX cuando € dgebra
se convirtio en el estudio de estructuras abstractas. El desarrollo histérico
del dgebra hasta la etapa algebraica- simbdlica proporcioné un marco con-
ceptual parala seleccion y la secuenciacion de las tareas que les presenta-
mos alos estudiantes.

Primero fue menester determinar si 1os estudiantes eran capaces de re-
solver problemas que involucraran casos especificos. Es decir, ¢serian capa-
ceslos estudiantes de encontrar respuestas correctas paraval ores especificos
delavariable o delas variables en la situaci6n problema? Esperabamos que
antes delainstruccion en algebra, ellosfueran capaces de encontrar respues-
tas realizando operaciones numéricas sobre valores dados de lavariable in-
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dependiente o sobre vaores previamente calculados de la variable
dependiente.

L uego tuvimos que determinar si |os estudiantes eran capaces de gene-
ralizar larelacion. En € proceso de generalizacion se identifican las carac-
teristicas comunes a los casos especificos (Dreyfus, 1991). Mas
especificamente, generalizar una situacién problema es identificar los ope-
radores y la secuencia de operaciones que son comunes a los casos particu-
lares, y extender esto al caso general. La generalizacién de una situacion
problema se puede presentar verbal o simbdlicamente utilizando variables.
Cualquiera de estas dos se consideraria una representacion de la situacion
problema.

L as representaci ones son medios con |os cuales losindividuos organizan
y dan sentido alas situaciones (Kaput, 1989). Una representacién de una si-
tuacion problema de indole mateméticaes un dibujo delasrelacionesy ope-
raciones de la situacion. Las representaci ones pueden tomar una diversidad
de formas que van desde la verbal hastala simbdlicay pueden representar
casos especificos 0 €l caso general. Los diagramas son representaciones pic-
téricas de uno 0 més casos especificos y |as tablas son representaciones sis-
teméticas de una serie de casos especificos. Las representaciones gréficas
pueden ser tanto representaciones de casos especificos s se miran punto a
punto o representaciones de la generalizacién s se miran holisticamente.
L as descripciones narrativas del caso general son representaciones verbales
de la generalizacion mientras que las ecuaciones que utilizan variables son
representaciones simbdlicas del caso general.

Con respecto alas representaciones, primero fue necesario determinar si
los estudiantes podian describir €l caso general verbalmente. Luego les pe-
dimos que representaran la relacion existente en la situacion problema, de
manera simbdlica utilizando variables. Teniamos que determinar si 1os estu-
diantes podian producir representaciones simbdlicas antes de su instruccion
en dgebray s este era el caso, qué formas tomarian esas representaciones
simbodlicas.

Finalmente, fue necesario determinar si |os estudiantes utilizarian lasre-
presentaciones simbdlicas para resolver problemas relacionados y de qué
maneralo harian. Es decir, antes de lainstruccion formal en algebra, ¢étratan
los estudiantes las ecuaciones como objetos mateméticos por derecho pro-
pio y operan sobre ellas usando manipulaciones algebraicas? La nocion de
una representacion ssimbdlica que se convierte en un objeto matematico se
derivadel concepto de abstraccion reflexivade Piaget. Los objetos matema-
ticos son entidades mentales abstraidas a partir de experiencias, entidades
gue se pueden manipular mentalmente en forma separada de las experien-
cias que les dieron origen. Kaput (1989) describi6 los objetos mateméticos
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como entidades mentales construidas a través de “reificacion de acciones,
procedimientos'y conceptos en obj etos fenomenol 6gi cos que pueden enton-
Cces servir como base para nuevas acciones, procedimientos y conceptos en
un nivel superior de organizacion” (p. 168). Lo més probable es que los es-
tudiantes no utilicen ecuaciones como objetos mateméticos antes del estudio
formal del agebra.

Nuestra segunda meta en este estudio eraproponer € mismo conjunto de
tareas a lo largo de diferentes dominios matematicos y para distintos tipos
de problemas en la clase de funciones lineales. Examinando las respuestas
de los estudiantes a las mismas tareas a través de una variedad de dominios
mateméticos, esperabamos ser capaces de dar una descripcién sustanciosa
del uso que los estudiantes hacen de |as ecuaciones para generalizar las si-
tuaciones problema, antes de lainstruccion en dlgebra. Més aun, contrastan-
do su desempefio através de diferentes familias de funcionesy dentro de la
familia de funciones lineal es esperabamos contribuir con ideas (tiles sobre
como se debe construir lainstruccion.

METODO

Participantes

Los participantes en este estudio se seleccionaron de un curso de grado
sexto, Cuyos prerrequisitos se tratan en el mismo curso, en una escuela ele-
mental localizada en una poblacion de tamafio mediano, del medio oeste de
los Estados Unidos. Se seleccionaron a azar diez estudiantes, cinco nifiosy
cinco nifias, de niveles de desempefio en matematicas que iban desde
mediano hasta alto. No se incluyeron estudiantes del grupo de bajo desem-
pefio porque €l profesor creyd que no estarian en la misma capacidad que
los estudiantes de los otros dos grupos para expresar sus pensamientos ver-
balmente.

Ninguno de los estudiantes participantes habia recibido instruccién for-
mal en algebra. Todos habian cursado € quinto grado en dicha escuela. La
escuela estaba usando en los grados de cuarto a sexto, una serie elemental
publicada en 1991, de carécter tradicional. Tanto los profesores de quinto
como de sexto reportaron cefiirse completamente al tratamiento que daba el
libro de texto al dgebra. El Gltimo capitulo del texto de grado sexto es una
introduccion al dgebra. Sin embargo, el uso de variables como sumandosy
factores que faltan, la evaluacion de expresiones simples, y € uso de formu-
las geométricas se introducen en el texto desde el comienzo. En el nivel del
curso anterior hubo sdlo unaleccion “exploratoria’ de dlgebraen laque se
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pidié alos estudiantes que generaran unatablay generalizaran un patrén. En
grado séptimo se utiliza un texto tradicional de predgebra

[temsdelaentrevista

En entrevistas individuales, a cada estudiante se le presentaron seis situa-
ciones problema enunciadas verbamente y se le pidié resolver una serie de
tareas similares para cada situacion. Las situaciones involucraban contex-
tos familiares y representaban los siguientes dominios de contenido mate-
matico: variacion directa/proporcionalidad, relaciones lineales, secuencias
aritméticas, relaciones exponenciales y variacion inversa. Para cada situa
cion, primero se pidid a los estudiantes solucionar problemas que involu-
craban numeros especificos. Después se les pidié que describieran la
relacién funcional entre las variables independiente y dependiente y escri-
bieran una ecuacion general. Si los estudiantes tenian dificultades en des-
cribir una relacion funcional se les pedia construir una tabla o se les
mostraba una tabla completa si no habian hecho una previamente; después
se les preguntaba si habian visto alguna relacién entre los nimeros de la
izquierday los de la derecha de la tabla. Finalmente propusimos preguntas
relacionadas con la situacion, que se podian responder utilizando la ecua
cion yafuera resolviéndola para val ores especificos o por sustitucion.

Los seis items de la entrevista que se muestran en la Figura N° 1 fueron
desarrollados por losinvestigadores o adaptados apartir de items publicados
en alguna parte. Con los items se hicieron pruebas piloto a los estudiantes
de grado séptimo y octavo de la misma escuela.

Procedimiento en las entrevistas

Entrevistamos individualmente a los estudiantes en el otofio, usando un
guion para cada uno de los seis items. Aunque se usd el guion para asegurar
gue a cada estudiante se le presentaran las mismas tareas en e mismo
orden, los entrevistadores tenian flexibilidad para formular preguntas adi-
cionales con € objetivo de clarificar el pensamiento de los estudiantes o
para ahondar mas profundamente en €.

A los estudiantes se les proporcion6 una calculadora, papel y |dpizy se
les pidio que explicaran su razonamiento mientras resolvian cada problema.
Cada entrevista dur6 aproximadamente cuarentay cinco minutosy fue gra-
bada en audio y posteriormente transcrita.

Fuentesdeinformacion y analisis
Utilizamos métodos cudlitativos de andlisis que involucraron casos multi-
ples (Miles y Huberman, 1994) para examinar los datos del estudio. Las
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Problema de la devolucidn de dinero (variacién directa/proporciona-
lidad)

En algunos estados se cobra un depdsito por los envases de aluminio,
depdsito que se devuelve cuando €l envase seretorna. En NuevaYork,
el deposito es de 5 centavos de ddlar por envase.

a. ¢Cuanto dinero se devolveria por retornar 6 (10 6 12) envases?

b. Describa como puede el duefio del almacén calcular la cantidad
de dinero que debe devolver por cualquier cantidad de envases
retornados.

c. Si R representala cantidad de dinero devueltay C representa el
nimero de envases retornados, escriba una ecuacion para la
cantidad de dinero devuelta.

d. ¢Puede usar su ecuacion para encontrar cuantos envases debe-
rén retornarse para que el deposito devuelto sea de 3 ddlares?
¢Cud seriael depdsito recibido por 100 envases?

Problema de las horas trabajadasy el salario (relacion lineal)
El salario basico de Maria es de 20 ddlares por semana. Por cada hora
extra que ellatrabaje se le pagan 2 délares adicionales.

a. ¢Cud serd su sdario total s ella trabajé 4 horas extra en 1
semana? Y, ¢si trabajé 10 horas extra?

b. Describalarelacién entre la cantidad de horas extra de trabajo
de Mariay su saario total.

c. Si H representa el nimero de horas extratrabajadas por Mariay
W representa su salario total, escriba una ecuacion para encon-
trar el salario total de Maria.

d. ¢Puede utilizar su ecuacién para encontrar cuanto tiempo extra
tendria que trabagjar Maria para recibir un salario total de 50
délares? Una semana Maria recibié 36 délares. Un compafiero
de trabgjo del mismo nivel salaria que Maria labord 1 hora
extra menos que Maria. ¢Cudl fue el salario del compafiero de
Maria esa semana?

Figura N° 1. [tems de la entrevista
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Problema del borde (relacion lineal, contexto geométrico)
Aqui hay una cuadricula de 10 por 10. (/Cuéantos cuadrados tiene el
borde?

a. Aqui hay unacuadriculade 5 por 5. ¢Cuéntos cuadradostiene el
borde detal cuadricula? No tenemos una cuadricula de 100 por
100, pero ¢como puede usted calcular cudntos cuadrados ten-
dria el borde?

b. Describa como calcular el nimero de cuadrados del borde de
una cuadricula de cualquier tamafio (N por N).

c. N representael nimero de cuadrados alo largo del lado de una
cuadriculay B representa el niimero de cuadrados en el borde
de la cuadricula. Escriba una ecuacion para encontrar €l
numero de cuadrados en el borde.

d. ¢Puede usted utilizar su ecuacion para encontrar € tamafio de
una cuadricula cuyo borde tiene 76 cuadrados?

Problema de la sala de conciertos (secuencia aritmética)
La primera fila de una sala de conciertos tiene 10 sillas. Cada fila, a
partir de la primera, tiene 2 sillas mas que la anterior.

a. ¢Cuantas sillas hay en lafila 10? (Si los estudiantes tienen difi-
cultad para responder, pregunte cuantas sillas hay en las filas
2,3y4)

b. La persona encargada de la boleteria necesita saber cuantas
sillas hay en cada fila. Si ella conoce el nimero de la fila,
explique como puede calcular cuantas sillas hay en esafila.

¢. R representa el nimero de lafilay S representa el nimero de
sillas en esa fila. ¢Puede dar una ecuacion para calcular €l
nimero de sillas?

d. ¢Cuéntas sillas hay en la fila 21? Si la dltima fila tiene 100
sillas, ¢cuantas sillas hay en la sala de conciertos?

Problema del doblado del papel (exponencial)
Doble este pedazo de papel por la mitad y luego abralo. ¢Cuantas
regiones se formaron?

a. Doble el papel por lamitad dos veces. ¢Cuantas regiones se for-
maron? ¢Cuantas regiones se formaran a doblar por la mitad
tres veces?

Figura N° 1. Items de la entrevista
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b. Describa como calcular el nimero de regiones para cualquier
nimero de veces que se doble el papel por lamitad.

¢. Escriba una ecuacion para encontrar €l niimero de regiones si
usted conoce el nimero de dobleces. R representa el nimero
deregionesy F representa el nimero de dobleces.

d. Suponga que tenemos un pedazo de papel méagico que se puede
doblar indefinidamente. Si se dobla € papel por la mitad 10
VEeCes, ¢cuantas regiones se forman?

Problema del lavado de carros (variacién inversa)
Una compafiia contrata personas para lavar carros en su lote. El
gerente sabe que 36 lavadores pueden lavar todos los carros en 1 hora.

a ¢Qué pasa si solamente la mitad de las personas trabajan?
¢Cuanto tiempo requeririan 18 lavadores para lavar todos los
carros? ¢Cuénto tiempo si hay 72 personas? ¢Cuénto tiempo
con 9 lavadores? ¢Cuanto tiempo con 4 lavadores?

b. Describa como podria € gerente calcular cuantas horas se
requieren para lavar los carros con una cantidad cualquiera de
lavadores.

c. Escriba una ecuacion para encontrar €l nimero de horas nece-
sarias para lavar los carros si se conoce € nimero de lavado-
res. H representa el nimero de horas que se necesitan y S
representa €l nimero de lavadores.

d. ¢Puede usar su ecuacion para encontrar cuanto tiempo gastan
10 lavadores?

Nota: Para cada item de entrevista, |as tareas se rotulan respectivamente de a.
ad. para calcular casos especificos, describir relaciones, representar simbdli-
camente y usar ecuaciones.

Figura N° 1. Items de la entrevista

211

fuentes de informacion consistieron en las entrevistas transcritas, el trabajo
escrito de los estudiantes, las notas de los entrevistadores y la informacion

y resiimenes generados durante el andlisis.

El andlisisinicial comenz6 durante el proceso de recoleccion delainfor-
macion. |nmediatamente después de cada entrevista, el investigador que
conduijo laentrevistaescuchd lagrabacion de audio y reviso el trabajo escri-
to del estudiante para completar una matriz de resumen de respuestas. Esta
matriz se organizo de acuerdo con las tareas implicadas en cada item e in-
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cluiacasos multiples. Después de cada sesién de entrevista nos encontramos
paracomparar las notas de la entrevista. Se identificaron evidencias Utilesy
se discutieron respuestas poco usuales de |os estudiantes.

Al terminar de hacer todas las entrevistas, se transcribieron las grabacio-
nes de audio y alas transcripciones se adjuntaron copias de los trabgjos de
los estudiantes. De manera independiente leimos y codificamos cada trans-
cripcién. Para cadaitem se analizé latranscripcion de un estudiante parade-
terminar si éste soluciond los problemas correctamente para valores
especificos, describio larelacion, escribid una ecuacion apropiaday utilizo
laecuacion pararesolver problemas rel acionados. El razonamiento del estu-
diante o la estrategia de solucién también se caracteriz6 y se etiquet6 de
acuerdo con las reglas de codificacién establecidas previamente a esta fase
de andlisis sobre la base de |os patrones discernidos en lamatriz de resumen
de respuestas. Por gjemplo, la descripcidn que un estudiante haciade lare-
lacién plasmada en el problema se podia codificar como funcional si € es-
tudiante describia la relacion entre la variable independiente y la
dependiente o recursiva si describia la relacion entre valores consecutivos
delas variables dependientes; o la solucién de un problema que involucrara
sustitucion podia ser codificada como resuelto usando una tabla, resuelto
usando célculo mental o resuelto usando una ecuacion segin la estrategia
de solucién elegida.

Se compararon las codificaciones y se reconciliaron las diferencias; en
algunos casos estos procesos dieron como resultado el refinamiento de una
codificaciéninicial. Lareconciliacién nos permitié clarificar nuestro pensa-
miento y aguzar la definicién de cada cédigo. Debido a que € conjunto de
datos era relativamente pequefio fue posible “revisar los codigos’ (Milesy
Huberman, 1994) y por tanto al canzar un consenso en €l andlisisdetodaslas
transcripciones. Se organizaron los cédigos en unamatriz de codificacién de
tareas, |0 que nos permitid examinar los datos dentro de cada caso mediante
unalecturahorizontal delamatriz y examinar lastareas através delos casos
con unalecturavertical delamatriz.

Se generaron restimenes descriptivos para proporcionar (a) un recuento
genera de cada caso y (b) un cuadro coherente de los hallazgos a través de
los casos. L os resimenes narrativos de cada caso describieron las estrategias
de solucién de los estudiantes y las dificultades a través de los seis items e
incluyeron citas textuales ilustrativas, sacadas de las transcripciones y del
trabajo de los estudiantes. Estos resiimenes fueron desarrollados por € se-
gundo autor de este articulo y validados por el primero contralas transcrip-
ciones y el trabgjo de los estudiantes. Los resimenes del cruce de casos
fueron desarrollados para cada problemausando lamatriz de codificacion de
tareas que habiamos desarrollado previamente. Contando ocurrencias en los
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datos fue posible determinar los porcentajes de soluciones correctas para
cada tarea, lo mismo que la frecuenciay la consistencia de las estrategias
utilizadas. Seidentificaron tendencias através de casos para cadaunadelas
tareasinvestigadas y se describieron respuestastipicasy discrepantes delos
estudiantes.

Para explicar posteriormente las tendencias identificadas en los resime-
nes del cruce de casos, reexaminamos el conjunto de datos trascritos usando
HyperResearch, un programa de computador para manegjar datos cualita-
tivos. Este programa nos permitio codificar las respuestas de | os estudiantes
y reorganizar la informacion a través de los problemas, creando un nuevo
conjunto de transcripciones agregadas. La informacion fue etiquetada de
acuerdo con las siguientes categorias: resolucion para casos especificos,
descripcidn de relaciones, escritura de ecuaciones, resolucion de ecuacio-
nes, sustitucion en unaecuacion y uso detablas. L as transcripciones agrega-
das fueron analizadas para poner a prueba la validez de las tendencias que
se habiaidentificado para cada una de las tareas. L as respuestas de | os estu-
diantes se compararon y contrastaron y se seleccionaron citas textuales para
ilustrar cada tendencia.

RESULTADOS

Los estudiantes de sexto grado de este estudio mostraron una habilidad
notable para generalizar situaciones problema mediante la descripcion de
relaciones y la escritura de ecuaciones apropiadas en las que utilizaron
variables, aunque su notacién muchas veces no fuera estandar. Sin
embargo, hubo mas estudiantes capaces de describir las relaciones que los
que fueron capaces de representarlas simbolicamente. Aunque los estudian-
tes con frecuencia fueron capaces de escribir ecuaciones, pocos las utiliza-
ron para resolver problemas relacionados y aquellos que lo hicieron
utilizaron las ecuaciones como unalista de operaciones que debian redlizar.

Los hallazgos se reportaran por tarea. Cadatarearepresenta unaetapaen
el desarrollo historico del dgebra: calcular para casos especificos (pre-dlge-
bra), describir relaciones (al gebraretérica), representar simbélicamente (al-
gebra sincopada/simbdlica), usar ecuaciones (algebra simbdlica). Los
hallazgos relativos a papel de las tablas en la elaboracion de generalizacio-
nes por parte de los estudiantes también sera asunto de presentacion en este
articulo. La Tabla N° 1 muestra el nimero de estudiantes que realizo exito-
samente las varias tareas para cada item. En la Figura N° 1, se presenta vi-
sualmente un resumen de los datos.
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Items

Tareas Deposito Salario Borde Concierto Doblado Lavado
gg‘;ﬁ;fs 10 0 9 10 10 1
Describe relacion

Recursiva

Funcional 9 8 9 2 3
Smpolcamete 7 6 T 23 s
Usa ecuaciones
para

Solucionar 2 3 2 12 —

Sustituir 3 0 — 1 4

Nota: Los guionesindican que € item no fue administrado.
4 Estudiante dio una férmulaincorrecta.

Tabla N° 1. Numero de estudiantes que completaron
exitosamente cada tarea por item

94 o Casos especificos
8 m Descripcion
s m Repres. smbdlica
64
5 0 Solucién ecuacion
4
34
2
14
A 2 3 2 g S
7 & s T k 3
& 3 E g 3 &
[a] 8 a -

Figura N° 2. Numer os de estudiantes que completaron
exitosamente las tareas seleccionadas por item

Célculos par a casos especificos

Lamayoria de |os estudiantes fue capaz de resolver problemas que involu-
craban casos especificos, con la excepcion del problema del lavado de
carros (variacion inversa) (ver FiguraN° 1). En los problemas de la devolu-
cion del depdsito, del salario y del borde, para resolver los casos especifi-
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cos, los estudiantes utilizaron la relacion funcional entre las variables
independiente y dependiente implicita en cada problema.

Para los problemas de la sala de conciertos y del doblado de papel, los
estudiantes tendieron a calcular | as soluciones a casos especificos usando la
relacién recursiva descrita en € problema. Para €l problema de la sala de
conciertos, ellos debian comenzar con lafilaly adicionar dos para cadafila
sucesiva hasta llegar a lafila deseada. De manera similar, con €l problema
del doblado del papel |os estudiantes debian continuar duplicando €l nimero
de regiones obtenidas con cada doblez hasta alcanzar €l nimero de dobleces
deseados.

En el problemadel lavado de carros que es una situacién que involucra
una variacion inversa, los estudiantes podian calcular € tiempo requerido
paralavar los carros dadalamitad o el doble del nimero de lavadores, pero
tuvieron dificultad para calcular el tiempo requerido en otros casos. Dado
gue 36 lavadores tomaban una hora, nueve de los diez estudiantes respon-
dieron que 18 lavadores tomarian el doble de tiempo y ocho de los diez es-
tudiantes respondieron que 72 lavadores tomarian la mitad de tiempo.
Cuando los 18 lavadores fueron reducidos a la mitad para obtener 9, sblo
cinco de los diez estudiantes duplicaron el tiempo nuevamente. Cuatro estu-
diantes usaron estrategias aditivas tales como la siguiente:

Ee: Tres horas. ... Bien, si esto toma dos horas [para que 18 laven los
carros] y hay lamitad... entonces deberia gastarse otra hora.

E,: Dosy media horas. [Yo: Bien, y ¢como obtuviste esto?] Sabia que se
gastaban 2 horas para 18 y simplemente agregué otra media hora a eso.

Paralapregunta de cuénto tiempo tomariaa4 lavadoreslavar los carros, so-
lamente un estudiante respondi6 correctamente 9 horas. Algunos estimaron
sobre labase de sus respuestas para 9 lavadores. Por ejempl o, los siguientes
dos estudiantes respondieron correctamente que 9 lavadores tomarian 4 ho-
ras. Se les preguntd cuénto tiempo gastarian 4 lavadores:

E,: ¢Cuatro lavadores? Esto es solo una conjetura, pero 4 horas y 45
minutos. [Yo: ¢Cémo encontraste eso? Solamente trataste de adivinar o
lo calculaste?] No realmente, es casi una personamenos que lamitad de
nueve, asi que es un cuarto menos.

E;: Sobre lo Ultimo que hicimos era nueve [lavadores] y nueve tomaban
cuatro horas. Y lo que hemos estado haciendo todo el tiempo es
duplicando. De modo que yo diria que 4 es casi la mitad de 9, asi que
tendria que igualar el doble del tiempo, que es 8 [horas].
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L os estudiantes fueron capaces de resolver unavariedad de problemas quein-
volucraban casos especificos, con excepcion de la situacién de variacion in-
versa. Operaron sobre |os niimeros usando tanto larelacion entre las variables
dependiente e independiente como |as soluciones paralos casos precedentes.

Descripcion derelaciones

Las habilidades de |os estudiantes para describir verbalmente | as rel aciones
en los seis items tendieron a reflgjar sus desempefios en la resolucion para
casos especificos. Nuevamente para el problema del depésito, para € del
salarioy el del borde, lamayoria de |os estudiantes describi6 correctamente
las relaciones funcionales entre las variables independiente y dependiente,
representadas en |os problemas. L os siguientes ejempl os en los que se pidié
a los estudiantes resolver primero casos especificos y luego describir un
caso general ilustran estas descripciones funcionales.

El problema del depésito

Yo: ¢Puedes describir como el tendero podria calcular la cantidad de dinero
gue debe devolver por cualquier nimero de envases retornados?

E,: Simplemente se multiplica el nimero de envases por 5 centavos.

El problema del tiempo y el salario

Yo: ¢Cud eslarelacion entre el nimero de horas de trabajo extray € salario
total?

E1o: Se toma dos veces € tiempo extra que ella ha trabajado y luego se
agrega 20.

Para el problema del borde se dieron cuatro descripciones funcionales dife-
rentes que reflgjaban en la mayoria de los casos | as estrategias que |os estu-
diantes utilizaron para cacular las respuestas a los casos especificos.
Después de que cada estudiante determiné el nimero de cuadradosen €l bor-
de de una cuadricula de 10 por 10, de 5 por 5, y de 100 por 100, se le pre-
gunto “ ¢Podrias explicar de qué manera calcular el nimero de cuadrados en
el borde de una cuadricula de cualquier tamafio?’ Las siguientes respuestas
a partir de cuatro entrevistas ilustran estas descripciones funcionales. Para
mayor claridad las expresiones correspondientes se dan entre paréntesis.

E;: Si, smplemente hay que multiplicar por 4y restar 4 [i.e., 4n —4].
E,: Serestalysemultiplicapor 4[i.e, 4 (n—1)].
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Es: Bien, es muy fécil. Cuente el nimero de cuadros yendo por el borde de
arriba y después hay que quitar los otros dos [refiriéndose a las dos
esquinas superiores de los lados]. ... Simplemente siga hacia abgjo. ...
Pero se comienza desde uno hacia abajo. Y entonces se tienen que
suprimir estos dos [refiriéndose alas dos esquinas inferiores], y hay dos
menos en la parte inferior. Asi que el total esta en la parte superior. ...
La cantidad total menos uno en los lados. ... La cantidad total menos
dosenlapartedeabgolfi.e, n+ (n—-1) + (n—1) + (n—-2)].

Eg: Hay que mirar los dos lados que estén enfrentados y s hay cierto
numero de cajas, como 10 y 10, se cuentan 10 cajas en ambos lados, y
esto da 20. Entonces se piensa “ya usé dos de las cajas de los lados’, asi
que hay que restar dos de las cagjas en ambos lados y eso da 8. Asi que,
10+10+8+8 yesnda3d6fie, n+n+ (n—-2) + (n-2)].

Al igual que el estudiante (Eg) algunos estudiantes pudieron describir lare-
lacion solamente en términos de gjempl os numeéricos.

Para el problema de la sala de conciertos y el del doblado de papel, la
mayoria de estudiantes describio la relacion pero més que todo lo hizo de
manera recursiva. Los siguientes gemplosilustran que el problema de tipo
exponencial (doblado de papel) mostré ser mas facil que la situacion linea
(salade conciertos, unafuncién de »n — 1) paraque los estudiantes la descri-
bieran.

Problema del doblado de papel

A cada estudiante se le pidié primero determinar € nimero de regiones
producidas por uno, dos, y tres dobleces. A continuacién el entrevistador
pregunté “ ;Puede usted describir cuantas regiones deberia haber para cual-
quier nimero de dobleces?’

E4: Uhm, deberia ser el nimero de regiones por 2. (Recursiva)
E,: Hay quetomar el 2 tantas veces como dobleces haya. (Funcional)

A agunos estudiantes también se les pidid que completaran una tabla para
1, 2, 3, hasta 6 dobl eces.

E;: (Yo: Mira a ver si puedes llenar la siguiente tabla. [El estudiante
completalatablacorrectamente.] ¢Puedes describir algin patrén en esta
tabla?) Cada vez que se dobla, se doblaasi mismo. (Recursiva)
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Eg: (Yo: ¢Puedes completar esa tabla? [El estudiante completa
correctamente la tabla] Bien, ¢ahora ves algunos patrones? ¢Como
podrias describirlos?) Bien. Es un poco dificil. Pero se multiplica por 2
a esa potencia... quiero decir, tantas veces el mismo como esas veces.
(Funcional)

Problema de la sala de conciertos

A un estudiante (Eg) se le pidié que determinara el nimero de sillas en las
filas 2, 3, y 4 dela sala de conciertos. Después de que encontrd esos niime-
ros, €l entrevistador prosiguio:

Yo: Lapersonaencargada de los tiquetes necesita saber cuantas sillas hay en
cada fila. Si ella conoce el nimero de lafila, ¢puedes explicar de qué
manera puede ella calcular cuantas sillas hay en esafila?

Eo: Bien, o que yo hariaes simplemente contar apartir de cadafila, asf, 10,
12, 14, 16, 18. Y simplemente contando de dos en dos, llegariaalafila
gue deseo. (Recursiva)

El estudiante completd unatabla hasta la fila 16 pero no fue capaz de des-
cribir larelacion funcional correctaentre el nimero delafilay el nimero de
sillas.

Otro estudiante (E7) determino correctamente el nimero de sillasen las
primeras filas antes del episodio que sigue.

Yo: ¢Hay aguna manera de calcular cuantas sillas hay en cada fila si se
tiene el nimero de lafila?

E;: Si.

Yo: ¢Cémo?

E;: Simplemente se tiene que ver cudntas sillas hay antes (significando
filas) y luego duplicar eso y luego sumar eso [hasta 10]. (Funcional)

Aunque esta es una descripcidn de larelacion entre el nimero de lafilay el
nimero de las sillas, esincorrecta porque lafila 1 no tiene dos sillas adicio-
nales. El entrevistador entonces le pidi6 a estudiante que tratara de encon-
trar el nimero de sillas en lafila 10.

E;: Diezfilasatrés, asi que setiene 10 y 10 en cadalado, y diez es 30.
Yo: ¢Puedes escribir unaférmula parala persona que manejalos tiquetes?
E;: Sepuede hacer unatabla.
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Por cuenta propia, la estudiante procedio a hacer una tabla que mostré co-
rrectamente |o correspondiente alafila10 con 28 y no 30 sillas. El entrevis-
tador entonces le preguntd cuantas sillas habria en la fila 100 y ella
respondio rapidamente 210 (i.e., 100 + 100 + 10). Notando entonces la in-
consistencia de su tabla con su respuesta previa paralafila 10, la estudiante
comenzd a autocorregirse.

E;: Espere un momento; sé que lo hice mal. Deberia ser 208.

Yo: Y, ¢de dénde sacaste eso?

E;: Bueno, no se puede contar la primera fila, por tanto, hay 99 filas
[99+ 99+ 10]. ... Por tanto, 99 es aproximadamente 100 [lo que] es
200-2 [(i.e, 100+100-2) +10], porque se agregaron esos 2. O,
entonces mas 8 porque se restaron 2 de los 10 [i.e,
100 + 100 + (10—2) = 200 + 8]. Por tanto, deberia ser 208.

Yo: Si te doy e nimero de una fila, ¢como puedes calcular el nimero de
sillas que hay? ¢Puedes escribir eso?

E;: Bien; e nimero delafilamés el nimero delafilaesigua a nimero de
sillas que deben sumarse ala Ultima. Se quitan 2 y luego se agregan 10.

Paralarelacion entre el nimero delafilay el nUmero desillas, laestudiante
procedi6 a escribir una descripcion en formavertical como un procedimien-
to computacional, usando una combinacién de palabrasy simbolos.

Larelacion devariacion inversaen el problemadel lavado de carros fue
lamas dificil de describir paralos estudiantes. Solamente cinco estudiantes
fueron capaces de describir correctamente larelacion y todoslo hicieron en
términos de larelacion entre las variables dependiente e independiente. Las
siguientes explicaciones fueron dadas como respuesta ala pregunta: “ ¢Pue-
desexplicar a administrador cuanto tiempo tomard auna cantidad cua quie-
rade lavadores, lavar los carros si se sabe que 36 lavadores gastan 1 hora?
Inicialmente en la entrevista, cada estudiante determind correctamente el
ndmero de horas necesario para 18, 9, 72y 4 lavadores, 0, bien, gener6 una
tabla parcial antes de que se le pidieradescribir larelacion general.

E;: Secomparael nimero con 36 para ver cuantas veces cabe en 36.

Eg: Bien, si sabe que 36 lavadores pueden lavar todos los carros en 1 hora,
entonces, sin importar cuantos lavadores haya, se puede multiplicar ese
nUmero por otro nimero para obtener 36.

E7: iAh! veo un patrén. El nimero [de lavadores] por el tiempo gastado
iguala a 36.
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Como lo ilustran los gjemplos anteriores, los alumnos pudieron describir
verbalmente las relaciones generales representadas en las situaciones pro-
blema, yafuerarecursivamente o en términos de larelacion entre las varia-
bles independiente y dependiente. Sin embargo, fue un reto mayor
representar estas relaciones simbdlicamente.

Representacion simbdlica

Todos los estudiantes excepto uno fueron capaces de generar una ecuacion
para @ menos una de las situaciones, aunque dos estudiantes generaron
solamente una de las seis ecuaciones. El estudiante que no fue capaz de
representar ninguna situacion simbdlicamente también tuvo dificultad para
calcular con niimeros especificos y para describir las relaciones generales
de manera verbal. La situacion mas dificil para los estudiantes fue la del
problema de la sala de conciertos, una situacion lineal representada por la
expresion a(n—1) +b. Las relaciones en la variacion inversa (problema
del lavado de carros) y exponencial (problema del doblado de papel) tam-
bién demostraron ser mas dificiles de generalizar que aguellas en las que la
situacion era directamente lineal con uno o dos pasos.

Aunque la mayoria de estudiantes pudo representar situaciones lineales
simples de manera simbdlica, algunos utilizaron una notacién no estandar.
LaFiguraN° 3 muestraalgunos ejemplos del trabajo delos alumnos. Un es-
tudiante utilizd de manera consistente unanotacién vertical, similar alosa-
goritmos computacionales estandares, como lo ilustra la solucién al
problemasobre el salario en €l panel A delaFiguraN° 3. Laestudiante tam-
bién etiquetd cada cantidad del problemacon unaletra. En el mismo proble-
ma (ver panel B de la Figura N° 3) (Eg) utiliz6 la letra n para representar
tanto el nimero de horas extras como el nimero total de délares ganados por
ese tiempo adicional. Esta estudiante, lo mismo que seis de los diez estu-
diantes, representd situaciones que involucran mas de una operacion con
dos expresiones 0 dos ecuaciones paraindicar el resultado del primer célcu-
lo. Por ejemplo, el estudiante cuyo trabajo se muestraen el panel C delaFi-
gura N°3 dg6 un espacio en blanco para los resultados obtenidos en el
primer calculo en €l problemadel borde. Otros, como €l estudiante cuyo tra-
bajo se muestraen €l panel D de laFigura N° 3 introdujeron una nueva va-
riable pararepresentar el resultado del primer calculo.

Un estudiante que pudo describir una situacion en forma verbal, no ne-
cesariamente fue capaz de representar la situacién simbdlicamente. De he-
cho, sdlo en el problemadel lavado de carros, cada quien pudo describir la
situacion y también representarla simbdlicamente. En contraste, todos los
diez estudiantes fueron capaces de describir la situacion del doblado de pa-
pel, pero solo tres pudieron representarlaen formasimbdlicasin ayudadela
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notacion exponencial. Sin embargo, estos estudiantes de grado sexto tenian
experiencialimitada con exponentes mas alla de las potencias de dos y nin-
guno utilizé una variable como un exponente.

Para el problema del borde, la mayoria de estudiantes dio una ecuacion
gue generalizabael procedimiento utilizado pararesolver los problemas que
involucraban casos especificos; sin embargo, un estudiante produjo una
ecuacion no relacionada con los procedimientos que habia usado previa-
mente. Inicialmente el estudiante (E4) encontrd el borde de las cuadriculas
de tamafio 10 por 10 y 5 por 5, sumando los nimeros de cuadrados en dos
lados opuestosy en los dos lados restantes, menoslas esquinas[laestrategia
n+n+ (n-2) + (n-2) ]. El entrevistador presiono a este alumno para que
pensara otra manera de resolver € problema parala cuadricula de tamafio 5
por 5.

E;: Mmm, 5 veces 5 es 25, y entonces se tienen 9 en el medio. Se restan
precisamente esos [el nhimero de cuadrados del interior, del nimero del

cuadrado completo].

A, n =20
e }b h ;@%ﬁ ove
:_{;UL_ %’: ?fc welnat
S - - anfwev

S =

B AxA =0 10 =

C. 4= -4=b

D. Nxy B -4 =N

Figura N° 3. Ecuaciones no estandares de los estudiantes

Parala cuadricula 100 por 100, € estudiante (E,) se devolvié a“100 arriba,
100 abajo y después 98 en ese [lado] y 98 alli [en €l otro lado]”. Después se
le pidio completar unatabla paralas cuadricul as de tamafio 3 por 3, 4 por 4,
5 por 5, hasta 12 por 12.
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Yo: Puedes escribir o usar tu calculadora; no tienes que hacerlo
mental mente [pausa mientras (E,) escribe]. ¢COmo estés haciendo eso?
Lo estas haciendo terriblemente répido.

E,: Encontré un patron.
Yo: Encontraste un patron. Dime cudl es.
E,; Mmm, se comienzacon 8y se agrega 4 cada vez.

Yo: Muy hien, ¢puedes escribir una formula para encontrar € borde de un
cuadrado de cualquier tamafio? ... [pausa mientras (E;) escribe
nx4—4 =] Bien, explicaesaformula

E,: El nimero de cuadrados de cadalado por e nimero de ladosy menos 4
porque no se pueden usar estos [las esquinas] dos veces.

Este estudiante, lo mismo que (E;) en e problema de la sala de conciertos
discutido anteriormente, parece usar |0s casos especificosy latabla parare-
ducir sus procesos de soluci6n aformas mas econdémicas. Tuvo dos maneras
dedescribir larelacion entre las variables dependiente e independiente y vio
larelacion recursiva en latabla. Pero cuando sele pidié escribir una férmu-
la, dio unaecuaci 6n que representaba unarel acion diferente delas que habia
descrito verbalmente. Es como si después de describir las varias relaciones
en el problema fuera capaz de sintetizar sus procesos computacionales en
una forma mas econdmica que represento simbolicamente.

Estos estudiantes de grado sexto mostraron de maneranotable, y aveces
creativa, habilidades para representar situaciones mediante el uso de ecua
ciones, especialmente para representar situaciones lineales inmediatas.
Como lo esperabamos sol o aquellos estudiantes que describieron larelacion
entre |l as variables independiente y la dependiente pudieron llegar a generar
ecuaciones. Sin embargo, no cualquiera que hubiera descrito una relacion
necesariamente produjo una ecuacion apropiada.

Uso de ecuaciones

Aungue por |o menos la mitad de |os estudiantes pudo generar consistente-
mente ecuaciones para representar |as situaciones dadas, en raras ocasiones
pudieron usar sus ecuaciones como objetos mateméaticos. Sin embargo, dos
estudiantes usaron explicitamente sus ecuaciones para resolver problemas
realizando las operaciones inversas representadas en |las ecuaciones.
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El problema del tiempo y el salario

Yo: ¢Puedes usar tu formula para encontrar cuanto tiempo adicional tendria
que trabgjar Maria para ganar 50 ddlares?

E,: Bien, en este caso es [escribe en su papel, ver panel A en laFigura N° 4]
50 menos 20 igual ... habria que dividir por 2, igual ... 15 horas de tiempo
extra.

Yo: Bien, explicalo.

E,: Bien, 50 menos 20 es[30], dividido por 2 es 15.

Demodo similar, el panel B delaFiguraN° 4 ilustracémo otro estudiante uti-
liz4 su ecuacién pararesolver el mismo problemarealizando |as operaciones
en formainversa.

A, hxar20=w

BO,QO+Q:L®
B. HX2+20=\

W=20 2= 4

Figura N° 4. Uso que hacen los estudiantes de las ecuaciones
para resolver problemas

Para el problemadel borde, este estudiante explico de qué manera utilizd su
ecuacion (n x 4—4 = b) paraencontrar el tamafio de la cuadricula, dado el
nimero de cuadrados del borde.

Yo: Tavez tu formula puede ayudarte con esto. ¢De qué tamafio es la
cuadriculasi €l borde contiene 76 cuadrados?

Eg: Bien, pienso que dividir ese nimero [76] por 4 seria muy complicado,
asi que resté el 4 de eso... No, espere. (Pausa) Sumé el 4 porque eso

serfa el reverso de laférmula Y, entonces obtuve 80. Y entonces dividi
es0 por 4 y abtuve 20.

Yo: ¢Cémo llegaafuncionar eso?
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Eg: Bien, porque haciendo exactamente |0 opuesto se obtiene el nimero [de
cuadrados en un lado]. ... Usando e nimero [de cuadrados en un lado,
n] se comienza con [el nimero n] para obtener € borde. Asi estoy
usando €l borde para comenzar. Asi que tengo que hacer el reverso de
cada cosa para obtener el nimero [de cuadrados sobre un lado].

Algunos estudiantes utilizaron el mismo proceso de operar en sentido inver-
SO pero no |o asociaron con su ecuacion.

El problema de la sala de conciertos

Yo: Si ladltimafilaen lasaade conciertos tiene 50 sillas, ¢podrias decirme
cuantas filas hay en el auditorio?

Es: Se podria conjeturar y revisar. Se tiene que calcular cuntas veces 2 es
igual a42.

Yo: Y, ¢cOmo obtuviste 42?

Ej: Porque 50 - 8 da 42.

Yo: ¢Sabes cuantas veces 2 es 42?

Eg 21.

Yo: Por tanto, ¢cuantas filas debe haber?

Eg 21.

Yo: ¢Puedes usar tu formula r x 2 = [espacio] +8 = s para calcular €
numero de lafilasi hubiera 50 sillas?

Ez: No.

El problema del tiempo y el salario

En las entrevistas individuales, se pregunt6 alos estudiantes (E3) y (E7), S
podian usar sus formulas para calcular cuanto tiempo extra deberia trabajar
Maria para ganar 50 délares:

E;: (Yo: Tu estds diciendo que no con la cabeza. ¢Puedes calcularlo
mentalmente?) Creo que no. Es conjeturay revision. ... Podria hacerse
en la cabeza. Deberia ser 30 [de tiempo extra] porque 20 + 30 esigual
a 50. Por tanto, ella deberia trabajar 15 horas extra, porque 30 dividido
por 2 es 15.

E;: Bien, 50-20 es 30. Hay que quitarle lo que gana bésicamente. Es decir,
20 ddlaresy aeso que es 30 dividirlo por 2 que es 15.

En vez de usar sus ecuaciones la mayoria de |os estudiantes utilizo estrate-
gias mateméti cas mental es o tablas extendidas para resolver problemas que
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podrian haber sido resueltos utilizando una ecuacién. Por gjemplo, después
de haber generado una ecuacion para el problema del deposito, a los estu-
diantes se les pidio encontrar el nimero de envases necesarios para obtener
un depdsito de 3 ddlares de vuelto. (E,) utiliz6 calculo mental:

E4: 60.
Yo: ¢Cémo lo obtuviste?

E,: Lo que hice fue, 50 centavos son 10 envases, por tanto, 20 envases
hacen un ddlar, y entonces debo multiplicar eso por 3.

Aunque algunos estudiantes utilizaron calculos mentales, otros extendieron
una tabla ya fuera mentalmente o en el papel. Eq extendio una tabla en su
cabeza utilizando sus dedos para imaginarse cuanto tiempo extra era nece-
sario para ganar un salario total de 50 dolares.

Eg: Deberiaser 15 [horas] extra.
Yo: ¢Puedes decirme de qué maneralo obtuviste?
Eg: Pues me imaginé 10 horas extra, es decir, 40 ddlares en total, luego,

segui sumando 2 dolares por cada [hora] extra hasta llegar a 50. Con
mis dedos pude contar cinco veces.

Como loilustran los g emplos, incluso | os estudiantes que dieron ecuaciones
correctas, con frecuencia resolvieron problemas relacionados sin el uso ex-
plicito de sus ecuaciones. De hecho, sdlo dos estudiantes resolvieron los
problemas, claray consistentemente, mediante la especificacion referida a
sus ecuaciones. Sin embargo, solamente uno de los estudiantes dijo no poder
usar ecuaciones para resolver un problema relacionado cuando se le pidio.
Los otros estudiantes simplemente no respondieron la pregunta “ ¢Puedes
utilizar tu férmula paraencontrar...?’ Y no parecen referirse ala utilizacion
de sus ecuaciones pararesolver los problemas relacionados.

Papel delastablas

Aunque hacer o ver una tabla parecia apoyar a algunos estudiantes en sus
intentos para representar una situacion simbdlicamente, para otros estu-
diantes, una tabla parecia obstaculizar sus habilidades para reconocer y
describir la relacion entre las variables dependiente e independiente impli-
citas en la situacion. Este hallazgo se puede ilustrar con el problema de la
sala de conciertos. Para por o menos uno de los estudiantes la tabla apoy6
el reconocimiento de una relacién funcional, 2r + 8, aunque esta relacion
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no fuera la que € entrevistador tenia en mente. La relacion esperada era
10+ 2(r-1) , que representa directamente “ 10 sillas en la primerafilay 2
adicionales para cadafilasiguiente”. Sin embargo, la expresion equivaente
que dio e estudiante, 2r + 8, se puede interpretar en el contexto del pro-
blema de la sala de conciertos, como un inicio con 8 sillasy 2 adicionales
por cadafila.

En otros casos, sin embargo, latabla opacé mas bien que clarificar el re-
conocimiento por parte de los estudiantes de unarelacion entre las variables
independientey dependiente. Tres estudiantesaquienes selespresentd lata-
blaparael problemadelasalade conciertos (ver FiguraN° 5) observaron el
mismo falso patrén: en lafila nimero 8 el nimero de sillas estres veces el
nimero de lafila. Al moverse hacia arriba o hacia abgjo de lafila 8, e nu-
mero de sillas esigual a nimero de lafila por 3, aumentado o disminuido
en 1 cadavez.

Yo: Estésviendo un monton de patrones.

Es: Si, hay una gran cantidad de ellos... Como por ejemplo, lafila[8] por
tres. [Murmura para si mismo] Es dificil de explicar porque
(9%x3) menos 1 es 26;
(8x3) es 24;
(7x3) es21 mas 1 es22;
(6x3) més 2 es 20;
(5x3) més 3 es 18;
(4x3) més 4 es 16.
[Extiende este patrén hacia abajo hasta lafila 1 y hacia arriba, hasta la
fila10].
Cada vez, € nimero que usted suma después de multiplicar por 3 es 1
menos y después de pasar 8, estos niimeros menos 1, multiplicados por
3 entonces [el nimero sustraido] se incrementa un ndmero.

El patron que observaron esos tres estudiantes en la tabla es
s =3r+(8-r), que es equivdente a la ecuacion esperada
s = 10+ 2(r—1) .Aungque el 3r maso menos*“ago” esunadescripcion le-
gitima de la relacion funcional, es dificil de simbolizar. Mas aun, la co-
nexioén entre esta ecuacion y el contexto del problema es oblicua. Por tanto
enfocandose en latabla, estos estudiantes perdieron contacto con el contexto
del problema que les habria podido conducir a una generalizacion.

De manera que € nimero que usted suma, una vez |o ha multiplicado
por 3, selerestacadavez 1y unavez que se pasa de 8, ese niimero digamos
menos uno por tresy luego ese[el nimero a que sele hacelaresta] subeun
ndmero.
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Numerodelafila NUmerodesillas
10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
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Figura N° 5. Tabla para el problema de la sala de conciertos

En otros problemas, la tabla pareci6 fijar la atencion de los estudiantes en la
relacion recursiva entre los val ores consecutivos de la variable dependiente
en cambio de hacerlo entre las variables dependiente e independiente, inclu-
so cuando el entrevistador trat6 explicitamente de enfocarlos sobre larela-
cién entre las dos columnas de la tabla. Por giemplo, en e problema del
doblado de papel varios estudiantes solamente vieron larelacion de “ dupli-
que € anterior”. A la pregunta “ ¢Puedes describir alguin patron en esta ta-
bla?’ se dieron las siguientes respuestas:

E;: Cada vez que se dobla, se duplica é mismo. ... No veo un verdadero
patrén en esto.

Eg: Este nimero [el nimero anterior] debe multiplicarse por 2 porque
cuando se doble por lamitad otravez, habrd el doble de regiones.

Otros estudiantes trataron de forzar unarelacion artificia entre los nimeros
delatablasin considerar €l contexto de la situacién. Después de completar
unatabla, duplicando cada entrada previa, a estudiante (E,) se le pregunt6
si habia alguna relacion entre el nimero de doblecesy € nimero de regio-
nes.

E;: Bueno, para algunos de ellos funciona. No para todos. Dos veces é
mismo es 4 y entonces 4 veces € mismo es 16, pero eso no va a
funcionar para todos porque 3 veces é mismo es 9 no 8. Siemprevaa
ser un nimero par.
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Parece ser que las tablas son mas Utiles cuando los estudiantes las constru-
yen para darle sentido al problema. Sin embargo, cuando el entrevistador
proporciond unatabla a estudiante para que la completara o la examinara,
latablaparecié ser mas unadistraccion que unaayuda, que desviabalaaten-
cion del estudiante del contexto del problema auna serie de nimeros. Otros
han hecho observaciones similares. En un ambiente de computadores, Kie-
ran, Garancon, Boileau y Pelletier (1988) observaron que las representacio-
nes tabulares “ conduj eron a procesos no contextual es basados simplemente
en relaciones de ordeny patrones numéricos’ (p. 149). Asi como lo comenté
uno de los estudiantes en este estudio, “si se hace unatabla, los dos nimeros
no tienen nada en comun. Con una férmula uno tiene que imaginarse qué
hay de comun entre ellos”.

DiscusiON

En este estudio investigamos el conocimiento intuitivo de los estudiantes
acerca del dgebra antes de la instruccién formal. Mas especificamente,
investigamos las habilidades de |os estudiantes de sexto grado pararesolver
problemas que involucraban casos especificos, para generalizar situaciones
problema usando descripciones verbales y ecuaciones, y para resolver pro-
blemas relacionados usando sus ecuaciones. Los estudiantes de grado
sexto, por lo general, pudieron resolver problemas que involucraban casos
especificos y mostraron una habilidad notable para generalizar |as situacio-
nes problemay para escribir ecuaciones utilizando variables, con frecuen-
cia en forma no estandar. Sin embargo, rara vez utilizaron sus ecuaciones
para resolver problemas relacionados y quienes 1o hicieron utilizaron tales
ecuaciones como una lista de operaciones que debian ser “deshechas’.

Aunque antes de estudiar d gebralos estudiantes pueden no ver las ecua
ciones como objetos mateméticos en si mismos, no comienzan el estudio
formal del agebrasin un conocimiento previo a respecto. Como hasido de-
mostrado en otras ocasiones (Bednarz y Janvier, 1996; Boero y Shapiro,
1992; Filloy y Rojano, 1989; Gallardo y Rojano, 1987; Herscovicsy Lin-
chevski, 1994; Kieran, 19984), los estudiantes traen unas intuiciones muy
potentesy unas herramientas para dar sentido alas situaciones. Con este es-
tudio contribuimos a comprender € conocimiento preinstrucciona de los
estudiantes. En particular, queremos subrayar la necesidad de que lainstruc-
cion escolar del nivel medio construya la comprension de los estudiantes
acerca de las estructuras multiplicativas, proporcione oportunidades a los
estudiantes para hacer y representar generalizacionesy los ayude a desarro-
Ilar susintuiciones acercade familias defunciones (lineal, exponencia y ra-
cional).
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Estos estudiantes de grado sexto fueron capaces de resolver numérica
mente todos los problemas que invol ucraban casos especificos con la excep-
cién de la situaciéon que involucraba una variacion inversa (problema del
lavado de carros). Para este problema, los estudiantes generalmente pudie-
ron dar sélo el nimero correcto de horas necesarias para lavar los carros s
el nimero de lavadores eralamitad o € doble del 36 original. Sin embargo,
para otras situaciones de variacion inversa, como por g emplo, €l problema
del timbre, incluso nifios muy pequefios fueron capaces de encontrar res-
puestas correctas a diversos casos especificos (Lubinski y Otto, 1997). En
ese problema, la division (compartir) es explicita—dos nifios comparten de
manera equitativa 12 galletas, pero de pronto suena el timbre y entran mas
nifios a compartir también las galletas. Si el problema del lavado de carros
se hubiera presentado como que 1 lavador necesita 36 horas en lugar de 36
lavadores necesitan 1 hora, ¢J0s estudiantes habrian visto el problemacomo
un problema de compartir (dividir) un trabajo de 36 horas? Claramente los
estudiantes necesitan mas experiencias con situaciones de variacion inversa
antes de estudiarlas analiticamente en algebra.

L os estudiantes de grado sexto también demostraron que podian descri-
bir relaciones usando representaciones verbal es, simbdlicas, o unacombina-
cion de verbal y simbdlica. De hecho, los datos sustentan la afirmacion de
gue el desarrollo cognitivo del dgebrasigue el desarrollo histérico delama
teria. Excluyendo el problemadel lavado de carros que no fue bien entendi-
do, en 98% de las situaciones restantes, |os estudiantes pudieron resolver
problemas que involucraban casos especificos utilizando métodos numéri-
cos (prealgebra). Més aun, en 88% de las situaciones pudieron describir las
relaciones verbal mente (4 gebraretdrica). Pero, en solamente 50% de las si-
tuaciones | os estudiantes pudieron representar las relaciones simbdlicamen-
te o con una mezcla de palabras y simbolos (&l gebra sincopada/simbélica).
En situaciones aun mas raras, 20%, |os estudiantes pudieron utilizar las re-
presentaciones simbdlicas pararesolver problemas relacionados y solamen-
te de manera operacional como una secuencia de operaciones para deshacer.
Por 1o menos en términos del nivel de dificultad de lastareas, € desempefio
del estudiante reflgj 6 las etapas histéricas.

Mirando las mismastareas alo largo de la serie de contextos planteados,
identificamos variaciones en las respuestas de | os estudiantes a describir las
relacionesy escribir las ecuaciones. En |os problemas en que larelacion en-
trelavariableindependiente y |a dependiente se estableci6 de manera expli-
cita 0 era intuitivamente obvia, como en los problemas del depdsito y del
salario, para los estudiantes fue mas fécil generalizar que en aquellos pro-
blemas formulados en términos de la relacion entre valores sucesivos, tal
como laduplicacion del nimero de regiones con cada doblez en € problema
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del doblado de papel, o la adicién de dos sillas mas a la fila anterior en €l
problema de |a sala de conciertos. Los problemas del depdsitoy del salario
representan model os directos de | os significados de operaciones que los es-
tudiantes han estudiado en grados anteriores. El problemadel depdsito esun
problema de multiplicacion por una ciertaratay el del salario esun proble-
ma de dos pasos, que involucramultiplicacion y adicién. Aunque el proble-
ma de la sala de conciertos también es un problema de dos pasos (dos sillas
mas por fila después de 10 en lafila 1) setiene que calcular el multiplicador
constante (nimero de fila menos uno) y aislar €l valor inicial. Nuevamente
ladiferencia en el desempefio en estos problemas indica que la instruccién
escolar necesitaimpulsar la comprension de los estudiantes més alla de las
situaciones de rutina. Los estudiantes parecen poder generalizar la aritméti-
ca que ellos conocen bien pero tienen dificultad para generalizar la aritmé-
ticaque no les esfamiliar. En particular, los estudiantes de la escuela media
se beneficiarian al tener més experiencias con unarica variedad de situacio-
nes multiplicativas en las que seincluyalaproporcionalidad, lavariacionin-
versay laexponenciacion.

El andlisis de las mismas tareas alo largo de diferentes situaciones pro-
blema revelatambién de qué manera al trabajar casos especificos que invo-
lucran diferentes nimeros en € mismo contexto, se apoya €l proceso de
generalizacién. Parece ser que la resolucion de problemas (e.g., problema
del borde) para una variedad de casos enfocd la atencién de los estudiantes
en los procesos que estaban utilizando y les facilitd la generalizacién de
aquellos procesos. Esto apunta a la eficacia potencia de hacer que los estu-
diantes trabajen mas de una vez en el mismo problema, utilizando nimeros
diferentes, en cambio de tener estudiantes que trabajen en una variedad de
problemas con diferentes contextos. Lainstruccion en los grados de prima-
ria se enfoca en el desarrollo de significados de las operaciones a través de
una variedad de contextos. Sin embargo, en los grados de nivel medio el
foco deberia cambiarse a desarrollo de la comprension de los estudiantes
acercadel efecto de cambios en un operador dentro del mismo contexto, tal
como es €l caso, de cambiar el tamafio de la cuadricula en el problema del
borde o €l nimero de envases retornados en €l problema del depdsito.

Los problemas de la sala de conciertos y del borde también ofrecieron
contrastes interesantes. Ambos son situaciones lineadlesde laforma ax +b .
El problema de la sala de conciertos se presentd en términos de filas sucesi-
vas mientras que el problema del borde no se present6 en términos de cua-
driculas sucesivamente méas grandes. Si € problemade la sala de conciertos
se hubiera propuesto como se hizo con el problemadel borde, con un diagra-
madelafila1l0y delafila5, seguido por una pregunta acercade lafila 100,
sin un diagrama, ¢Jos estudiantes se habrian enfocado de manera mas exito-
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sa en un proceso computacional que fuera funcion del nimero de lafilaen
cambio del nimero de sillas en lafila anterior? Estas diferencias en los re-
sultados para dos tipos de problemas de la misma clase de funciones, indica
quétandificil puede ser desarrollar un curricul o que pueda usarse paracons-
truir efectivamente las intuiciones de los estudiantes acerca de una familia
de funciones.

Adicionamente, hay un beneficio potencial a examinar el mismo pro-
blema a través de diferentes representaciones tales como diagramas, gréfi-
cos, tablas, descripciones verbales y ecuaciones. Sin embargo, el uso de
representaciones multiples no es suficiente por si mismo. Por gjemplo, en el
caso de las tablas, |os estudiantes podian identificar patrones aislados entre
parejas de variables dependiente e independiente pero no podian ver un pa
tron que fuera consistente a través de la tabla entera. Como lo sefidé Lee
(1996) €l problemano esta en laincapacidad de ver un patrén sino en lain-
capacidad de ver un patrén Util algebraicamente. Las tablas fueron mas Uti-
les cuando fueron producidas por los estudiantes para tratar de dar sentido
a contexto del problema en cambio de cuando fueron proporcionadas o su-
geridas por € entrevistador. Cual quiera que sea la representacion, 1os estu-
diantes necesitan establecer vinculos entre la representacion y € contexto
del problemay entre unarepresentacion y otra. Dreyfus (1991) ha sugerido
gue el proceso de aprendizaje necesita proceder através de cuatro etapas: (a)
lautilizacion de una solarepresentacion, (b) lautilizacion de més de unare-
presentacion, (c) la elaboracion de vinculos entre representaciones parale-
las, y (d) la integracion y el cambio flexible entre representaciones. La
instruccién con frecuencia se enfoca en las dos primeras etapas con € su-
puesto de que los estudiantes alcanzaran las otras dos etapas como un
subproducto de las actividades en | as etapas previas. En €l nivel de predge-
bra, el énfasisen el curriculo deberia estar en € desarrollo y vinculacién de
representaciones multiples parageneralizar situaciones problemaen cambio
de solamente construir representaciones que |os estudiantes no asocian con
las situaciones problema.

Antes de la instruccion formal en dlgebra, estos estudiantes de grado
sexto, raramente vieron y utilizaron sus ecuaciones como objetos matemati-
cos. Sin considerar €l contexto del problema, estos estudiantes mantuvieron
unavision operacional. Kieran (1979) hadiscutido las dificultades de los es-
tudiantes para percibir las expresiones como objetos mas que como accio-
nes. Es decir, los estudiantes interpretaron 2 + b como “adicioneb aa” en
vez de“lasumadeay b”. Resultados similares se encontraron en este estu-
dio como seilustraen los paneles Cy D delaFiguraN° 3. Los estudiantes,
0 bien asignaron una variable a la cantidad n x4 o dgjaron un espacio en
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blanco para el producto con lo que indicaban que no veian alin la expresion
n X 4 cOmMo un objeto.

Ademés de usar rara vez las ecuaciones como objetos mateméticos, al-
gunos de los estudiantes de grado sexto estaban inseguros de |0s usos apro-
piados de las variables. Por gemplo, aunque una estudiante generd
eventual mente unaecuacion parael problemadel depdsito, ellatuvo dificul-
tad con el uso de lavariable ¢ para representar mas de un envase. Otros es-
tudiantes no pudieron generar una ecuacion aungue pudieron describir 1a
relacion verbalmente. Para estos estudiantes | as | etras deben tener asignado
un valor antes de que puedan ser usadas. Por tanto, antes de estudiar dgebra,
los estudiantes ya han comenzado a usar variables para representar relacio-
nes cuantitativas. Sin embargo, desarrollar una comprension mas completa
de como utilizar las variables parece ser una meta importante que se debe
desarrollar en el estudio formal del dgebra. Algunos enfoques innovadores
hacia el dgebra en los grados medios (“ Algebraic thinking”, 1997) enfati-
zan el uso de variables para representar un rango de valores en situaciones
contextuales, para describir patrones, o paraexplorar familias de funciones.
Estos enfoques son consistentes con | os hallazgos de este estudio.

Por medio de esta investigacion contribuimos a completar un poco mas
laimagen que setiene del conocimiento preinstrucciona de los estudiantes
acerca del dlgebra, describiendo el acance con € que ellos pueden usar
ecuaciones para describir y representar una variedad de situaciones proble-
ma. También llegamos a preguntas adicionales acerca del curriculo méas
apropiado para construir sobre el conocimiento intuitivo de los estudiantes
acercadel dlgebra. Especificamente, los investigadores necesitan investigar
el uso mas efectivo de tablas y otras representaci ones para apoyar las gene-
ralizaciones y también necesitan estudiar como comprenden |os estudiantes
|as diferentes situaciones problema dentro de familias especificas de funcio-
nes. También se requieren estudios en otros niveles o con |os mismos estu-
diantes a través de diversos niveles para poder reportar la emergencia de
varios usos intuitivos de ecuaciones para diferentes tipos de funciones. De
maneramas general, los investigadores deben investigar el efecto del curri-
culo innovador de la escuela del nivel medio en e enriquecimiento de las
habilidades de los estudiantes para usar variables y generalizar relaciones
funcionales.
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