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ALGUNAS PAUTAS DIDACTICAS PARA LA
INTRODUCCION DEL CONCEPTO
DE LiIMITE FINITO!

MONICA DE TORRES CURTH

En la préctica docente en matematica y especificamente con relacién
al concepto de limite, es posible observar algunas dificultades que
ocurren en situaciones de su ensefianza y aprendizaje. En este trabajo
se analizan algunas de esas dificultades y se presenta una propuesta de
trabajo, que fue puesta en practica en € aula con alumnos de primer
afio de una universidad argentina, para la introduccion del concepto
de limite finito de una sucesion de nimeros reales. La experiencia deri-
vada de la aplicacion de la propuesta sugiere la promocion de una
mejor comprension del concepto de limite por parte de los estudiantes.

INTRODUCCION

En los primeros afios de la universidad y en los Ultimos afios de |a escuela
secundaria es usual que se considere la ensefianza del concepto de limite en
los programas curriculares de mateméticas. En ambos casos, es posible
observar en la préctica algunas dificultades que ocurren en situaciones de
su ensefianza y aprendizaje.

Por una parte, los alumnos poseen en general un fuerte marco de ideas
previas con respecto a concepto de limite, concepto que interpretan princi-
palmente como “frontera’, es decir, como algo acanzable pero no “traspa-
sable”’; de ninguna manera lo ven como un proceso de aproximacion y
menos alin como €l resultado de un proceso. Por otra parte, la presentacién
de g.emplos por parte del docente, que a su juicio ponen de manifiesto con-
tradicciones entre la definicién matematica y la idea intuitiva o previa que
tienen los estudiantes, no conduce generalmente al conflicto buscado. A pe-
sar de contar con ladefinicion mateméticade limite, a8 momento de explicar
los procedimientos prevalece en los alumnos la aproximacion intuitiva
Ellos repiten literalmente la definicion, pero no logran vincularla, en gene-
ral, con los procesos que se llevan a cabo.

1. Deseo agradecer a Maria Luisa Bruschi, Nora Scheuer, Virginia Montoro y Maria Martha
Ferrero por sus comentarios al manuscrito de este trabgjo.
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Laensefianzatradicional de lamatemética supone que estacienciatiene
una estructura compl etamente jerarquica, en la cual |os nuevos conceptos a
ensefiar se siguen |6gicamente de los conocimientos previos. Sin embargo,
hay conceptos en matemética que son dificiles de entender debido a que no
se hace claralarelacién entre los conceptos previos y 10s nuevos. La mate-
matica como cienciaformal hacreado definiciones precisas de aquellos con-
ceptos y de sus relaciones con otros conceptos, pero desde el punto de vista
cognitivo pueden aparecer importantes problemas cuando |os conceptos in-
volucrados no se relacionan con otras partes del conocimiento matemético.
Ademés, en d disefio delos programas de estudio, existe lasuposicién tacita
de que el definir explicitamente los conocimientos prerrequisitosen el curri-
culum constituye una base necesaria y suficiente para la construccién de
nuevos conceptos (Lehtinen y Kasanen, 1997).

Es frecuente que los libros de texto de matemética empiecen la exposi-
cion de un tema con la definicidn de un concepto. En general esto se halla
muy algjado del interésy lacomprension delosalumnos. Usualmente, el gje
organizador tanto de |os conceptos tedricos que se desarrollan en los textos,
como del aprendizaje del alumno, es la estructura formal bajo la cual se
construyen los conceptos de la disciplina. El objetivo de los “disefios” que
replican esaidea, es que € alumno sea capaz de reproducir esaestructural6-
gica

Sumado a esto, tenemos la tradicion de la ensefianza de la matemética,
gue es basicamente expositiva, donde el docente presentalos conceptos par-
tiendo de definiciones, intercalando gemplos, enunciando y demostrando
teoremas y, eventualmente, ofreciendo alguna aplicacion del concepto a
problemas de otras ciencias o de otros campos del conocimiento. Si bien no
se puede negar que laforma de ensefianza expositiva posee algin valor di-
déctico, no es menos cierto que para que se produzca la asimilacion de los
conceptos, es necesario que aquello que se expone tenga algunarel acién ex-
plicita con ideas presentes en la mente del alumno.

Sierpinska (1985) —que ha realizado investigaciones donde se combi-
nan los estudios epistemol égicos y €l andlisis de las respuestas de los alum-
nos enfrentados a tareas y procesos de aprendizaje donde esta involucrado
el concepto de limite— sefiala que la dificultad en la ensefianza 'y aprendi-
zaje de este concepto radica, no sblo en su riquezay complejidad sino en €l
hecho de que sdl o con base en la definicion mateméticaes dificil esperar que
el estudiante comprenda €l concepto en toda su riqueza. Se puede recordar
ladefinicion, pero construir €l concepto es algo muy distinto. Por otra parte,
en cierto nivel del aprendizaje de la matematica, el salto delo intuitivo alo
formal esun salto cualitativo importante, que requiere de un cambio concep-
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tual radical®. Estos saltos cualitativos, se pueden relacionar con la supera-
cion de los Ilamados obstacul os epistemol 6gi cos®.

El concepto de obstaculo epistemol dgico no se refiere alas dificultades
derivadas de la ausencia de conocimiento, sino a las dificultades directa-
mente vinculadas con lasformas de considerar el conocimiento o con los co-
nocimientos mismos. Este concepto tiene en cuenta el hecho de que el
conocimiento cientifico no es el resultado de un proceso continuo sino que
necesita de algunos momentos de ruptura con los conocimientos anteriores.
En laescuelalos conocimientos previos de | os estudiantes, pueden transfor-
marse también en obstéculos para el aprendizaje. Por g emplo, en las suce-
sivas ampliaciones del campo numeérico, los estudiantes suelen transferir
espontaneamente las propiedades anteriores a los nuevos objetos, v les es
muy dificil librarse de ello®.

Sierpinska (1985), en su trabgjo acerca de los obstaculos
epistemol 6gicos en relacion al concepto de limite llega, entre otras, alas si-
guientes conclusiones:

* La experiencia ha mostrado que los obstacul os epistemol 6gicos
en relacion a la nocién de nimero y de infinito se reflgjan en
obstaculos de aprendizaje de los alumnos que permanecen a
pesar de una ensefianza sistemética de las nociones en clase.

 Esimportante poner una atencion particular en lanocion de fun-
cion al inicio de laensefianza del andlisis.

» Del mismo modo que los conceptos basicos se “enganchan”
unos a otros, los obstéculos relativos a conceptos tales como
ndmero, infinito, funcidn y limite, se encuentran ensamblados en
[os mismos.

* El recurso de laintuicion geométrica ha resultado, en la historia
del concepto de limite, un obstaculo serio en la formulacion de

2. De acuerdo ateorias recientes, el cambio conceptual deberia ser concebido como un pro-
ceso complejo compuesto de varios mecanismos de aprendizaje, tales como el enriqueci-
miento (0 crecimiento conceptual), la “afincacion” (revisién conceptual) y
reestructuracion (o cambio conceptual radical) (Pozo, 1997).

3. Lanocién de obstaculo epistemol égico puede ser estudiada en el desarrollo histérico del
pensamiento cientifico y en la préctica de la educacion (Bachelard, 1989).

4. Algunos gjemplos que usualmente se presentan en la préctica son:

« de laigualdad ab = c deducir erréneamente que tanto a como b son menores que c,
cuando ay b son reales o alln enteros,

» deab < cdeducir quea< cy b < c, alin cuando los nimeros involucrados no son natura-
les,

« laafirmacion “a< b entonces & < b’ gue es cierta en los nimeros natural es se extiende
errbneamente a otros campos NUMEricos.
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una definicion rigurosa del mismo. Esto indica la necesidad de
tener especial cuidado cuando este recurso se utilizaen laintro-
duccién alas nociones de tangente o de limite.

El advenimiento y laformalizacién del calculo y del concepto de nimeros
real es pueden ser vistos como avancesimportantesy extremadamente Utiles
en lahistoriade lamatematica. Sin embargo, desde |a perspectiva cognitiva
estos avances parecen entrar en conflicto con algunos principios fundamen-
tales de lamatemaéti ca basados en lal 6gicade los nimerosracionales. El ra-
zonamiento deductivo basado en los conocimientos previos de los alumnos
acerca de los nimeros, sisteméaticamente resulta en justificaciones insufi-
cientes de las nuevas operaciones. Hay por €llo una seriadificultad que pro-
viene de la distancia conceptual entre el conocimiento matemético que
interviene en los nUmeros racionales a aquel que interviene en los nimeros
reales.

El aprendizaje delos niimeros real es requeririaun cambio conceptual ra-
dical, el cua fuedificil y lento paralos matematicos en la historia, y parece
ser dificil paralos estudiantes hoy. Los estudiantes, aln cuando tratan con
problemas de cél cul o, intentan encontrar una base para su razonamiento ma-
temdtico en laintuicién, que estarel acionadamas con los nlimeros naturales
0 alo sumo racionales, que con los nimeros reales.

EL PROBLEMA DESDE EL PUNTO DE VISTA DE LA
ENSENANZA-APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE LIMITE

Parece probable que la elaboracién de situaciones didacticas a partir de la
utilizacion de problemas permite la toma de consciencia por parte de los
alumnos de los obstacul os epistemol dgicos ligados a concepto en cuestion
y su posible superacion.

En general se supone que las dificultades que tienen los estudiantes en la
adquisicién de nuevas éreas del conocimiento matematico, no son solo de-
bidas al incremento de la complejidad de los conocimientos, sino también a
gue alas formas de conocimiento previas pueden constituirse en obstacul os.
Especificamente con relacion al aprendizaje del concepto de limite, son re-
levantes | os obstacul os alos que puede estar ligada la nocién de funcién.

Después del andlisis de las propuestas para la ensefianza de los princi-
piosdel calculo de Lehtineny Kasanen (1997), Sierpinska (1985) y Artigue
(1995), y desde mi experiencia personal como docente de matemética de
primer afio de la universidad, creo que una propuesta didéctica conveniente
para abordar €l concepto de limite con un enfoque que apunte a desarrollar
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una primera aproximacion, deberia atender basicamente a las siguientes

pautas:

Realizar con los estudiantes un andlisis de lagénesisy evolucion
histéricadel concepto, rescatando aquellas cuestiones que entor-
pecieron o dificultaron |a formalizacion del mismo®.

Tener en cuenta que las ideas previas personales son muy resis-
tentesa cambio y que por ello esimportante propiciar € quelos
estudiantes sean conscientes de la complejidad del concepto.

Promover la reflexién de los estudiantes acerca de sus propias
Cconcepciones, sUs imagenes, sus intuiciones, sus experiencias,
antes de introducir de manera més formal € concepto. Ademés,
es conveniente que los alumnos tomen consciencia de la diversi-
dad de significados de las palabras que se van a utilizar como
“limite”, “infinito”, y procurar que el contexto sea de resolucion
de problemas.

Tomar como puntos de partida las intuiciones y concepciones de
los estudiantes, para trabajarlas y hacerlas evolucionar por
medio de situaciones cuidadosamente elegidas. El objetivo de
estas actividades seria justamente lograr una estructuracién pro-
gresivadel cdculo, partiendo de una ensefianza organizada alre-
dedor de la resolucién de un conjunto de problemas donde la
formalizacion no intervenga sino cuando sea necesario. Esta
forma de trabajo debe apuntar a logro de una maduracion del
pensamiento matematico.

Mostrar alos aumnos la necesidad de dar definiciones més pre-
cisasy rigurosas y de hacer demostraciones de las conclusiones
alas que se llega, cuando € trabajo que se realiza con e con-
cepto parte de laintuicion y la percepcion; se ponen asi en evi-
dencialas limitaciones de este tipo de trabgjo y sele da un valor
relativo.

Cabe mencionar, que en €l desarrollo del presente trabajo, se revisaron algu-
nos libros de texto con los que usualmente se trabaja en los cursos bésicos
de cllculo y algunos libros de ensefianza media donde el tema de limite es
desarrollado. Fue sorprendente encontrar que tanto el concepto de infinito
en tanto se o interpreta como adjetivo —conjunto infinito, crecimiento in-
finito—, como si se lo usa como sustantivo —lavariable crece ainfinito—,

5.. D’ Amore (1996) hace un breve recorrido por la historiadel infinito matemético, y cita una
buena cantidad de bibliografia para el andlisis de la problemética.
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aparece muchas veces sin explicaciones previas. Mas alin, se utilizael sim-
bolo “«” con distintos significados, ya sea para sefidlar un proceso, para
identificar un atributo de una coleccién o paraindicar un objeto. Vale decir,
gue pareciera aceptarse que el concepto de infinito es “natural” en € cono-
cimiento de los estudiantes. Sin embargo, es justamente la aceptacion y la
comprensién de los procesos que involucran tanto a infinito actual como al
potencial, los que representan un gran obstaculo en la ensefianzay aprendi-
zaje de lamatemética.

UNA PROPUESTA PARA EL TRABAJO EN EL AULA

En esta seccion se presenta una propuesta de trabajo con los alumnos, para
la introduccion de la definicion formal de limite finito de una sucesion de
ndmeros reales. La propuesta atiende por un lado, a las reflexiones hechas
en la seccion anterior, especialmente en referencia a las dos Ultimas pautas
mencionadas como integradoras de una propuesta didactica, y por otro
lado, alaexperienciarecogidaal llevar ala practicauna primeraversion de
la propuesta con dos grupos de 80 alumnos de primer afio del Profesoradoy
Licenciatura en Ciencias Bioldgicas durante dos afios consecutivos.

Se expone unaformainteractivade desarrollar laclase, dirigida desde el
pizarrén. La idea bésica es partir de una expresion intuitiva de lo que los
alumnos definirian como sucesion convergente parallegar, apartir deuntra-
bajo muy detallado y preciso, aladefinicién formal. El papel del docente en
esta clase consiste en ir teniendo en cuenta las distintas respuestas de los
alumnos alos distintos problemas planteados eir dirigiendo el trabajo hacia
€l objetivo perseguido: la definicion formal de sucesion convergente, es de-
cir, de limite finito de una sucesién.

Los problemas alos que se hace referenciaen € parrafo anterior, son si-
tuaciones que se plantean con €l propdésito de buscar continuamente que los
alumnos entren en conflicto con la forma en que van expresando la defini-
cion y que hagan ver lanecesidad de ir dando rigor alamisma.

Unavez que se llegue a la construccion de la definicién formal con los
alumnos, también se recomiendatanto proponer unaserie de problemas para
gue los alumnos trabajen y discutan en grupos, como realizar una puesta en
comuin con el grupo total donde se confronten las formas de resolucion, y se
permita a los alumnos, entre otras cosas, expresar sus ideas, justificar sus
propios razonamientos, utilizar lenguaje y notacion apropiados, etc.

Lapresentacion se divide en dos partes: primero se presentan algunos de
los diversos aspectos que se deberian tener en cuenta antes de trabgjar la
construccion en laclase de ladefinicion de limite de unasucesiony luego si
se presentan las ideas de como se podria desarrollar dicha construccion.
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Trabajo preliminar

En cuanto al desarrollo de contenidos prerrequisitos, es necesario que 10s
alumnos comprendan y manejen los conceptos de funcién, valor absoluto
—interpretado como una distancia—, la definicion de sucesion de niimeros
reales, sucesiones acotadas, operaciones con sucesiones, que analicen
varios gjemplos, elaboren representaciones gréficas, etc. Particularmente
con relacion al concepto de funcidn, se deberia destinar una parte del tra-
bajo preliminar para promover unamejor comprension del mismo. Este tra-
bajo debe dar cuenta de dos de las formas como se puede entender la
funcion®: vista como un proceso”, es decir en su aspecto operacional o
dinamico, y vista como una “entidad conceptual”, es decir en su estatus
estructural, estético. En particular, se debe intentar que el estudiante mejore
su concepcion de laidea de funcion, que lalogre ver més alla de su asocia-
cién con unaférmula o con una curvaregular. Paraello, se recomienda por
gjemplo, que se considere su estudio desde distintos tipos de registros y con
diferentes tipos de objetos funcionales.

Otras actividades que también pueden ser pertinentes como parte del tra-
bajo preliminar son las siguientes:

* Prestar particular atencion a manejo de cuantificadores. Al res-
pecto se puede, por ejemplo, disefiar formas de trabajo en grupo
dirigidas con base en guias de trabgj os practicos.

* Realizar una discusion con los alumnos acerca de sus concep-
ciones previas respecto del concepto de infinito, diferencidndolo
del infinito matemético, con € objeto evitar confusiones’. Las
més importantes, si no los méas comunes, son los siguientes: €l
infinito matemético como distinto de “todo”, “indefinido”, o
“muy grande”; la existencia de conjuntos actualmente infinitos,
el paso del denso a continuo, €l infinito en su aspecto cardinal y
ordinal, la posibilidad de que una suma infinita pueda ser finita,
la aceptacion del principio de induccion, e concepto de nimero
real, los conceptos de magnitud infinitamente pequefia e infinita-
mente grande; la diferencia entre acotado y finito, entre otros.

» Discutir acerca del significado que se asigna coloquialmente ala
palabra “limite’. Los alumnos tienen en general una idea de

6. Paradetalles acercadeladualidad operacional-estructural de lanocién de funcién, ver por
ejemplo, Sfard (1989, citada en Artigue (1995)).

7. Algunos ejemplos de los nucleos de dificultad con los que se encuentran los alumnos en
sus primeros contactos con la nocién de infinito son analizados en Montoro y de Torres
Curth (1999).
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limite como una cota o unafronteray no lo entienden en princi-
pio COMO un Proceso.

» Ofrecer material de lectura adicional, consistente en trabajos
acerca de la evolucion historica del célculo y en particular del
concepto de limite’.

« Destinar algun tiempo de clase para discutir con los alumnos de
lo que una“buena’ definicion ha de ser.

Laclase

En lo que sigue, se reproduce |a clase donde se trabajé con los alumnos en
la definicion de limite finito de una sucesién. Se transcriben aqui las tipicas
intervenciones de los alumnos, las cuaes se escriben en letra itdlica, mas
pequefia y se anteceden con la letra “A”. Las partes en formato regular y
también con letra mas pequefia, muestran las intervenciones del docente en
laclasey se anteceden con laletra“P’.

De las intervenciones de los alumnos sélo se incluyen las mas significa
tivas, que son agquellas que permiten continuar con €l desarrollo de laclase,
hacia el objetivo planteado. Es importante destacar que aunque agui no se
mencionan, todas las intervenciones de os alumnos fueron escritas en la pi-
zarra'y se analizaron una a una, discutiéndolas y encontrando los mismos
alumnos, argumentos para que pudieran ser descartadas. La exposicion de-
tallada de ésta tarea seria bastante trabajosa, y engrosariainnecesariamente
esta exposicion.

Esta caracteristica de la clase hace que sea précticamente imposible
mostrar “cémo” hacer, ya que se basa fundamental mente en lasideas de los
estudiantes. Lo que sigue es un gjemplo que creo adecuado parailustrar esta
propuesta.

Como primeraactividad se presentaron alos alumnos la expresi6n gene-
ral de ocho sucesiones, solicitandoles que realizaran sus gréficos y que bus-
caran agruparlas de acuerdo a algun criterio que consideraran importante
(ver TablaN© 1).

Después de que realizaron esta tarea, (que algunos efectuaron indivi-
dualmente y otros en pequefios grupos), se pidié alos alumnos que caracte-
rizaran cada gréafico y que expusieran |os resultados de la clasificacion. Muy
esgueméticamente se graficaron las sucesiones en uno delos pizarrones para
tener una vision permanente de las mismas.

8. Por géemplo en de Torres Curth (2000), se presenta un material que expone alos alumnos
cudles fueron las dificultades que se presentaron alos mateméticos alo largo de la génesis
del concepto.
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Tabla N° 1. Lista de sucesiones presentadas a | os estudiantes

Dado el caracter particular de las sucesiones dadas, era esperable quelacla
sificacion concordara con € criterio siguiente: convergentes si existe limite
finito, divergentes si existe limite infinito y oscilantes s no existe limite®.
S6lo paralas sucesiones ¢, Y f,»hubo unadisparidad de criterios, ya que
de alguna manera se observa una “oscilacién”.

Se convino que a grupo formado por las sucesiones a, y b, selasde-
nominaria “convergentes’, a grupo formado por las sucesiones d, Ye,,

“divergentes’ y finalmente, que a las sucesiones gy h, seles Ilamaria

“oscilantes’. Dadalafaltade un acuerdo general paralaubicacion delas su-
cesiones ¢,y f, , seconvino en que c, serfaincluidaen el primer grupo,
yque f, seriaincluida en el segundo grupo, acordandose aceptar esta con-
vencion hasta analizar particularmente éstas dos sucesiones, después de ha-
ber construido las definiciones formales.

A continuacion setomd €l grupo de las que se denominaron “ convergen-
tes” y se busco explicitar cudles fueron las caracteristicas que llevaron ain-
cluirlas es ese grupo. L os criterios que aparecieron fueron:

A: Todas estan acotadas.

A: Todas se acercan cada vez mas a una recta horizontal a medida que la variable
crece.

9. Algunos textos de célculo definen dos tipos de sucesiones de nimeros reales: las conver-
gentes, que son aquellas que tienen limite finito y las no convergentes (también llamadas
divergentes) que son las que no tienen limite finito (ver por ejemplo, Salasy otros (1986)).
Dado que € objeto del trabajo eralaintroduccién del concepto de limitey considerando la
importancia particular del Iimite infinito en el estudio del caculo, se dividi6 la clase de
sucesiones no convergentes en: divergentes, cuando el limite es infinito y oscilantes
cuando no existe limite. Diremos que la sucesion a, oscilasi existen a menos dos subsuce-
siones de a, con diferente limite, esto es, uno finito y otro infinito ¢ dos finitos y distintos.
En éste Ultimo sentido, una sucesion oscilante serd acotada si toda subsucesion tiene limite
finito. Para definiciones formales de sucesiones convergentes, divergentes y/u oscilantes,
ver por gemplo, Pastor y otros (1969).
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P: Veamos € primer criterio. ¢Es necesario que una sucesion esté acotada para que
esté en este grupo?

Se discutio y se acordd la necesidad.

Primera conclusion: toda sucesion convergente es acotada.

P: ¢Es suficiente que una sucesion esté acotada para que esté en este grupo?

L os alumnos propusieron argumentos por el si y por el no, y finalmente uno
de ellos sefial 6 que en el tercer grupo (las [lamadas “ oscilantes’ habia suce-
siones acotadas y que sin embargo no fueron incluidas en el mismo grupo,
luego se concluyé que es una condicién necesaria pero no suficiente.

Segunda conclusion: la afirmacion reciproca de la primera
conclusion, “toda sucesion acotada es convergente”, esfalsa.

Tomamos & segundo criterio: “ todas se acercan cada vez mas a una recta
horizontal a medida quelavariablecrece” y lo referimosalacondicién que
debe cumplir una sucesién para ser convergente:

Una sucesion es convergente si a medida que n crece,
sus términos se acercan cada vez mas a unarecta horizontal.

. ¢Qué es esa “recta horizontal” ala que se refiere nuestra caracterizacion?
: Unvalor del gey.
¢Un nimero real?
: S, un nimero real.
. Podemos [lamarlo L.

T U > 0 > T

. Paratodos los casos, ¢ese nimero real es el mismo?

Se andlizaron |os g/ emplos graficados (que permanecian en unade las piza-
rras).

A: No, para cada sucesion es distinto.

P: ¢O sea que para dos sucesiones distintas ese nimero real es distinto?

A: No, para cada sucesién hay uno, pero pueden coincidir.

P: ¢Podriamos decir que ese nimero es propio de cada sucesi6n convergente?

Se reformul 6 entonces |a caracteri zacion:

Una sucesion es convergente si a medida que n crece, sus términos se
acercan cada vez mas a un cierto namero real L bien determinado y propio.
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Convenimosen que si €l nimero real L es propio de cada sucesi6n podemos
decir que “la sucesion convergeal”.

P: Consideremos esta parte: “ sus términos se acercan cada vez mas a L”. ¢Qué

A
A

0

u >

significa?
. ...(varias respuestas)

: Que estén a una distancia de L cada vez menor.

. Consideremos la sucesion a,. ¢Cuéanto vale L en este caso?

13

. Confeccionemos una tabla como la siguiente para a,.

n 1 2 3 4 5

a —3

n

. ¢COomo nos damos cuenta de que “ estén a una distancia cada vez menor” de 3?.

A: Las diferencias son cada vez mas chicas.

P: Agreguemos una fila més a nuestra tabla, donde pondremos la diferencia entre
lostérminos delasucesiény 1.
a —1

n

P: Lostérminos de la sucesion ¢verifican que estan a una distancia cada vez menor
de 1? Necesitamos reformular la expresion “estan cada vez més cerca de L”
porque no es suficientemente precisa. ¢Qué tenemos que pedirle a estas
distancias?

A: ...(varias respuestas).

A: Que sean cada vez mas préximas a cero.

La caracterizacion de sucesi ones convergentes quedd reformulada entonces
de lasiguiente manera:

Una sucesion es convergente si a medida que n crece, sustérminos se
acercan cada vez mas a un cierto nimero real L bien determinado y propio.

P:

¢Colmo podemos escribir simbolicamente “la distancia entre los términos de la
sucesiony L”? (el uso de valor absoluto no es, en general, espontaneo).
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A: Como las diferencias entre a, yL (en ese orden).

A continuacion los alumnos realizaron tablas analogas a las ya readizadas,

; 1 10n .
pero paralas sucesiones b, = 2+E y ¢, = 1*8%% El objeto de esta

tareafue inducir € uso de valor absoluto como expresion de distancia.
P: Vemos que las diferencias entre a,y L pueden ser positivas 0 negativas segiin

a, sSeamayor o menor que L. Pensando que estas diferencias representan una

distancia (y que esindiferente si a, €smayor o menor que L), ¢qué herramienta

tenemos paraincluir los posibles casos en uno solo?
A:Poner a -LOL-a seginseae caso.

A: Utilizar valor absoluto.

Se discute la primera propuestay se acuerda que es “poco préctica’ debido
aque en una misma sucesion pueden encontrarse |os dos casos seguiin sea el
valor den (comoesel casode c,)).

Se considera entonces la segunda propuesta para reformular la defini-
cion en los siguientes términos:

Una sucesion convergea L, s a medida que n crece,
| a, —L | es cada vez mas proxima a cero.

P: Veamos ahora cdmo precisar la expresion " es cada vez mas proxima a cero” .

Paraello, hicimosreferenciaal trabajo con intervalos abiertosen el conjunto
de nimeros reales. (Los alumnos habian desarrollado en précticas anterio-
res, gerciciosy problemas que apuntaban a fortalecimiento de lanocién de
densidad y completitud de 00 ).

P: Supongamos que a, # L. El conjunto de distancias posibles entre a,y Lesun

intervalo de la forma (0, +«). Consideremos cualquier distancia, que
Ilamaremos €, dentro de ese conjunto. Por mas préximo que se tome a € de cero,
siempre habrainfinitos valores de distancias menores que €.

Si consideramos que | a, — L | debe hacerse cada vez mas proximaacero a
medida que n crece, dadacualquier distanciae > 0 (dentro del intervalo) de-
bemos hacer que|a, —L|<e.

P: Analizamos laexpresion | a, —L|<e ¢Qué interval o representa?
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A:

P:

A:

|a —-L|<&gelL-e<a <L+e.

n n
Pero lo cierto es que dada una distancia € > 0, no se verifica siempre que para
todo a, oue |an — L | < & Volvamos a los gréaficos que tenemos de las

sucesiones “convergentes’. Elegimos un valor € y vemos que la afirmacién no
ocurre siempre.

:Peroesciertoquel —e< 4, <L+ eseverificaparalosvaloresde 2, desde

determinado n en adelante.

. Elegimos otro valor de € y vemos que la afirmacion ocurre desde otro valor de n

mayor.

: El valor de n a partir del cual es cierta la afirmacién L — € < a, < L+ ¢

depende del ¢ elegido.
Podemos poner n(¢).

Reformulamos la definicion:

Una sucesion convergeal, si para cualquier distancia elegida € > 0, es
posible determinar un nimero natural n(¢) de modo que si n estomado
mayor que n(€) entonces | a, -L |<e

Se discutio la afirmacién “ para cualquier distancia elegida” y se concluy6
que:

A:

Esto deberia ocurrir para todas las distancias posibles.

Andlogamente se discutio € significado de “ es posible determinar un na-
mero natural n(g)”, concluyéndose que;

A:

El nimero natural n(g) sempre existe si a, converge.

Ladefinicion formal se concluy6 entonces, asi:

Unasucesion convergeal,s [ €>0, [n(e) ONt
al ques n>n(s)D|an —-L|<e.

A continuacion, se trabajo en la resolucion de problemas que apuntaban a
reafirmar |os conceptos trabajados hasta aqui.

Laconstruccion del concepto de sucesion divergente serealizo de mane-

rasimilar. En el caso de este tipo de sucesiones, ladiscusion se orientd a ob-
servar que dado cualquier nimero k positivo, la sucesion d,, verificabaque
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d, >k contal detomar n mayor que un cierto numero natural n(k) elegido

adecuadamente. De forma anal oga, se observo también que paralasucesion
e, Se podiaafirmar que era posible determinar n(k) tal que e <-kcontal

de tomar n > n(k). Entonces, entendiéndose la necesidad de construir una
definicién que abarque todos los casos particulares, se buscd una Unica ex-
presion para estas dos situaciones, [o cual seresolvio apartir del uso del va-

lor absoluto, estableciendo que unasucesion a - seradivergente si paratodo

k positivo, es posible encontrar un n(k) natural tal quesi n> n(k), [a, | > k.

Unavez establecida esta definicion, serealiz6 un andlisis de la sucesién
f, paraverificar la coherencia de su incorporacion en este grupo.

ALGUNAS CONSIDERACIONES RESPECTO DE LA
IMPLEMENTACION DE ESTA FORMA DE TRABAJO

Cabe sefidar que €l trabajo realizado en clase para la construccion de la
definicién de limite de una sucesién, fue acompafiado por un trabajo préc-
tico acorde a esta propuesta, donde se incluyeron situaciones con las que se
pretendia complementar la comprension de los conceptos involucrados.
Este trabagjo implicaba la resolucion de problemas de diferente tipo en
donde se incitaba a estudiante aredizar andlisis de gréficos, de la validez
de razonamientos y afirmaciones, de gemplos y casos particulares que
inducen a conjeturar propiedades; a buscar jemplos, contragiemplosy jus-
tificaciones de determinados razonamientos o afirmaciones, etc., que
siendo de caracter conceptual perseguian mostrar distintos aspectos y
caracteristicas del concepto de limite. También se presentaron a los alum-
nos problemas tedricos de caracter un poco mas formal, problemas contex-
tualizados, donde se hacia necesaria la puesta de |os conceptos “ en accién”
y problemas de calculo de limite sencillos.

A partir de este trabaj 0, noté que los alumnos podian enfrentar estos pro-
blemas con mucha menos dificultad y que eran capaces de explicar € con-
cepto con palabras propias, explicar €l significado y la razén de cada parte
deladefinicion delimite. Estosresultados difieren delos observados previa-
mente en mi experiencia como docente de matemética durante varios afios,
en donde habia notado serias dificultades en lacomprension del concepto de
limite. Gran parte de los alumnos no lograba més que reproducir memoris-
ticamente ladefinicion, y no era capaz de resolver 1os problemas propuestos
en las guias de trabajos practicos.
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La implementacion de esta propuesta metodol 6gica también facilito la
comprensién de los conceptos de continuidad y derivadas que se ensefian en
matematicas basicas universitarias ya que éstos se basan en el concepto de
[imite.

Algunos aspectos especificos que es posible puntualizar con relacién a
lo que sucedio en la clase son los siguientes.

La caracteristica de monotonia de las sucesiones a, y b, indujoenlos

alumnos el criterio de “aproximacion” al limite. Dado que algunos alumnos
no coincidieron con laincorporacion de lasucesion ¢, en el “grupo de las

convergentes’, ya gque adopta aternadamente valores por encimay por de-
bajo del limite, se trabajé primero con las sucesiones mondétonas y después

con ¢,y sevio quesi la sucesion no es monatona también responde ala

definicidn construida.
Unavez queladefinicion delimite divergente fue establecida, se discutid
con los alumnos que dada la condicion |un | > k paran suficientemente gran-

de, podian distinguirse dentro de las sucesiones divergentes tres “tipos” dife-
rentes: sucesiones que divergen a “+”, s a, > k para n suficientemente

grande, sucesiones que divergen a “-” si a, < -k para n suficientemente
grande, 0 sucesiones que divergen a“+o”, cuando los vaores de a, superan

en valor absoluto cualquier cota, pero alternan su signo. En este sentido vale
lapenatener en cuenta, tal como sucedio en el caso delasucesion f, |, ques

unasucesion tiene dos subsucesiones con limiteinfinito pero de diferente sig-
no, no se le consideracomo si tuviera“ diferente limite”. N6tese que formal-
mente esto no entra en contradiccion con lo que hemos llamado “ sucesiones
oscilantes’, en donde la definicién sefiala que se pueden tener dos subsuce-
siones o con distintos limites finitos 0 con uno finito y €l otro infinito.

Posteriormente a la construccion de la definicion, fue interesante la dis-
cusion acercade si una sucesion constante es convergente. En la conceptua
lizacion de convergencia como “aproximacion infinita’ del valor de la
sucesion a un valor constante (el limite), no es evidente para los alumnos
que la diferencia entre estos valores pueda ser cero. Se discutio particular-
mente este punto, y los alumnos buscaron € emplos de sucesiones conver-
gentes que pudieran adoptar €l valor limite, alin sin ser constantes. Este
trabajo, reforzado en los trabajos practicos con problemas de discusion, fue
particularmente importante para desprender € concepto matematico de li-
mite del concepto informal discutido antes de comenzar la construccion del
concepto.
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