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Resumen

Esta investigacion estudia la influencia de la comprension de la aproximacion a
un numero y de los modos de representacion en la construccion de la concepcion
dindmica del limite en estudiantes de Bachillerato. El analisis de realizo usando el
analisis implicativo (Gras, Suzuki, Guillet y Spagnolo, 2008). Los resultados indican
que la construccion paulatina de la concepcion dinamica del limite se realiza mediante
procesos diferenciados de aproximacion en el dominio y en el rango, y, dentro de estos
ultimos, aquellos en los que las aproximaciones laterales coinciden de las que no
coinciden. Ademas, nuestros resultados indican que el modo numérico o el modo
algebraico-numérico desempeiian un papel relevante en el desarrollo de la
comprension de la concepcion dinamica de limite.

Abstract

The goal of this research was to study the influence of the understanding of the
approximations and the modes of representation on secondary high school students’
understanding of dynamic conception of the limit of a function. Analysis was carried out
using implicative analysis (Gras, Suzuki, Guillet y Spagnolo, 2008). The findings
indicate that there is a progressive construction of meanings of the dynamic conception
of limit of a function draw on the understanding of idea of approximation to a number
in the domain and rank of the function, and also considering in the rank the coincidence
of the lateral approaches. Addition, the representation modes played a relevant role in
the development of dynamic conception of limit of a function.
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La comprension del limite de una funciéon en un punto

La comprension del limite de una funcién real de variable real es un aspecto
importante para los estudiantes de educacion postsecundaria (Tall, 1991). La ensenanza
y el aprendizaje del concepto de limite han sido y son objeto de investigaciones en los
ultimos 30 afos. La importancia del concepto de limite radica en que es una idea
fundamental del andlisis matematico vinculada a conceptos como continuidad, derivada,
e integral. Las diferentes investigaciones indican que el concepto de limite es una
nocioén dificil, y que muchas veces la idea de aproximacion a un nimero es el primer
contacto que tienen los estudiantes con este concepto a través de la nocion dindmica de
limite (Cornu, 1991). La metafora mas comun entre los estudiantes se apoya sobre la
idea de aproximacion. La fuerza y la frecuencia de estas ideas no debe sorprendernos,
porque la aproximacién esta incluida en muchas de las motivaciones historicas del
calculo e impregna las clases y los libros de texto (Oehrtman (2009). Los primeros
ejemplos que tienen los estudiantes con el concepto de limite provienen de la idea de
sucesion, por eso no deberia sorprendernos que la imagen dominante del concepto de
limite sea la de una sucesion mondtona o que necesiten una formula como parte esencial
para su comprension (Tall, 1992). Por eso, la utilizacion de formulas para el calculo de
limites hace que el algebra sea al mismo tiempo una ayuda y un impedimento (Bergsten,
2006). Diferentes investigaciones (Cornu, 1991; Cotrill, Dubinsky, Nichols,
Schwingendrf, Thomas y Vidakovic, 1996; Przenioslo, 2004; Roh, 2008; Oechrtman,
2009; Kidron, 2011) senalan la influencia de la concepcion dinamica dada por
Blazquez y Ortega (2002):

“Sea "f" una funcion y "a" un numero real, el numero "L" es el limite de la

funcion "f" en el punto "a", y se debiera escribir lim f@) St cuando "x" se

xX—a
", rn

acerca al numero "a" mds que cualquier aproximacion, sus imagenes ‘f(x)” se
acercan a "L" mas que cualquier otra aproximacion fijada”

en la comprension de la concepcion métrica dada a través de

[im/f(x)=L<Ve>0,30>0talqueV x, 0<|x—al<d=|f(x)-L|<e

xX—>a

Cottrill et al. (1996) indican que la dificultad de los estudiantes para comprender
la definicion formal del limite puede ser el resultado de una comprension insuficiente de
su concepcion dindmica. Estos autores indican que los estudiantes deben construir un
proceso de aproximacion en el dominio y un proceso de aproximaciéon en el rango y
usar la funcidn para coordinarlos. Ademads, conjeturan que la necesidad de coordinar los
dos procesos de aproximacion con la cuantificacién que se deriva de la concepcion
métrica es lo que hace que el concepto de limite sea inaccesible para muchos
estudiantes. En la comprension de la coordinacién de estos procesos de aproximacion
desempefian un papel determinante los diferentes modos de representaciéon. En esta
direccion, Blazquez y Ortega (2001) indicaron que la utilizacion de distintos sistemas de
representacion cuando se trabaja el concepto de limite tropieza con las dificultades del
cambio de sistema de representacion, que podria ser un obstaculo didactico, por el
abuso del registro algebraico en la ensefianza tradicional.
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Las caracteristicas de la comprension de los estudiantes del concepto de limite de
una funcion en un punto

Las investigaciones anteriores nos han proporcionado cierta informacién sobre las
caracteristicas de la comprension del concepto de limite en los estudiantes, y en
particular el papel desempeniado por las traslaciones entre los diferentes modos de
representacion, pero no aportan informacion sobre el papel relevante que desempena la
idea de aproximacion a un numero, tanto en el dominio como en el rango, para el
establecimiento de relaciones significativas con la concepcion dinamica del limite. Por
ello nos hemos planteado las siguientes preguntas:

- (Cudl es el papel que desempefia la comprension de la idea de aproximacion a
un namero en la construccidon de la concepcion dindmica del limite?

- (Coémo influyen los distintos modos de representacion en la comprension de la
aproximacion a un numero?

Método

Participantes

En la investigacion han participado 129 estudiantes de bachillerato (66 de 1° curso
y 63 de 2° curso de Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud. A los
estudiantes de 1° de Bachillerato se les habia introducido la nocién de limite de una
funciéon en un punto dos semanas antes de contestar el cuestionario. A los de 2° de
Bachillerato les habian introducido la misma nocion seis meses antes de que realizaran
el cuestionario.

Instrumentos y procedimiento de recogida de datos

Inicialmente revisamos investigaciones previas (Engler, Vrancken, Hecklein,
Miiller, y Gregorini, 2007, Roh, 2008)) sobre el concepto de limite de una funcion,
analizamos libros de texto, materiales curriculares y las nociones de aproximacion
dindmica y métrica de limite de una funcién con el objetivo de identificar los elementos
matematicos que la constituyen. Dichos elementos se muestran en la figura 1.
Disefiamos un cuestionario y entrevista inicial (Valls, Pons y Llinares, 2011; Pons,
Valls, y Llinares, 2011).

o Sea funa funciony xy un niimero real. El valor de la funcion f en x=x,, f(xg)
si existe o no, (E0)

o Jdea de aproximacion

» x se aproxima al niimero a (E1)
» f(x) se aproxima a L (E1)

e Coordinacion en la concepcion dinamica: cuando x se aproxima al
mimero a, sus imdgenes f(x) se aproximan a L (E2)

e Coordinacion en la concepcion métrica: se puede encontrar para cada
ocasion un x suficientemente cerca de a tal que el valor de f(x) sea tan
proximo a L como se desee (E4)

o Formalizacion como una manifestacion de ser consciente de la
existencia del limite L de la funcion f(x) en el punto a, escribiendo lim

fx) =L (E3)

Figura 1. Elementos matematicos considerados en el esquema limite de una funcion
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A partir de los resultados de este primer enfoque revisamos el cuestionario e
incorporamos nuevas tareas con la finalidad de obtener mayor informacioén sobre el
papel que desempefian los diferentes modos de representacion en la comprension de los
estudiantes de la idea de aproximacion. Este segundo cuestionario constaba de 8 tareas
con un total de 30 items. Las tareas se presentaron en tres modos de representacion:
numérico (N), grafico (G), y algebraico-numérico (AN).

A continuacion, describimos dos de las tareas (Figura 2). La Tarea 1 procede de la
investigacion de Engler y otros (2007) y se presenta en modo N. La Tarea 8, creada para
esta investigacion, se presenta en modo AN. Ambas tienen como objetivo poner de
manifiesto como los estudiantes comprenden las ideas de: (i) “aproximacion a un
numero” (E1), (ii) “coordinacion de las aproximaciones en el dominio y en el rango de
la tabla” (E2) y (ii1) “manifestar formalmente la existencia del limite” (E3).

Tarea 8
Tarea ]

Siendo
Apartir dea tabla, responde:

x 1919
flx) 1421 149201

2999 29099 [.. 30001 300 301 |3 L
14992001 | 1499920001 | .. 15,00080001 15.0080001 150801 | 1531

x 01 [-001 [-0.001 [-0.0001 ...[0.0001 ] 0.001 [ 001 | 01 |
) | | | I | | | |

a. ;A quénimero a se aproxima x?
a. Completa la tabla

b. ;A qué nimero se aproxima la funcion, (x)?

¢ Descrbe el comportamiento de la funcion, f(x), con relacin al
comportamiento de la variable x

. ;A qué nimero a se aproxima x?

. ¢A qué nimero se aproxima la funcion f(x)?

. Describe

el comportamiento de la funcion, f(x), con relacion al

comportamiento de la variable x.

d. Di, si es posible, cual es el limitede la funcionen x=3 - . - .
e. Di,si es posible, cual es el limite de Ia funcion en x=0

Figura 2. Tareas 1y 8
Analisis

En primer lugar, tres investigadores realizaron una lectura conjunta de las
respuestas a cada uno de los items con el objetivo de generar criterios y unificar la
codificacion dicotomica, (1 respuesta correcta, O incorrecta). A continuacion,
ejemplificamos este proceso a partir de las respuestas dadas por una estudiante a la
tarea 1. En la Tarea 1 (Figura 2) el item la y el 1b reflejan la aproximacion a un nimero
en el dominio y el rango, respectivamente, el item Ic la coordinacion de las
aproximaciones en el dominio y en el rango, y el item 1d la formalizacion. La respuesta
a la Tarea 1 de la estudiante EST 74 (Figura 3) fue codificada como (1,1,1,0) al
responder de forma correcta a los items la, 1b, y lc al asociar la aproximacion a un
numero en el dominio a un numero natural (x = 3), la aproximacion en el rango a un
numero natural ( f(x) = 15), y al coordinar las aproximaciones en el dominio y el rango
(Cuando mas se acerca x al 3, mds se acercara f(x) al 15). Finalmente, el item 1d se
codifico 0 al no haber sido contestado.
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Tarea 1

A partir de la tabla, responde:

x | 29 | 299 | 2999 | 29999 [..[ 3.0001 [ 3001 [ 3.01 | 3.1_!
[£(x) | 1421 | 14.9201 | 14.992001 | 14.99920001 ["... | 15.00080001 | 15.0080001 | 15.0801 | 15.81

a) A qué nimero a se aproxima x? 3
b) ;A qué niimero se aproxima la funcién f(x)? 15

¢) Describe el comportamiento de la funcién, f(x), en relacién al comportamiento de la
variable x

wanky mas se acerca x af 3, mas se acercar@ f(x) et IS,

s

d) Di, si es posible, cuil es el limite de la funcién en x = 3

~

Pim =
X223

Figura 3. Respuesta de EST74 a la Tarea 1

En segundo lugar, se llevo a cabo un andlisis estadistico implicativo (Gras et al.,
2008) con el objetivo de dar respuesta a las preguntas de investigacion planteadas.
Trigueros y Escandon (2008) sefialan que, en la estadistica implicativa, dada una
poblacion E, los estudiantes, y un conjunto de variables, los items del cuestionario, “se
busca dar sentido estadistico a una implicacion no estricta a = b” (pag. 66). En esta
metodologia, “la implicacion a = b serd admisible en una experiencia si el numero de
individuos de E que la contradicen es muy pequeno, en términos probabilisticos, en
relacion con el numero de individuos esperado bajo la hipotesis de ausencia de
relacion. Si esto ocurre, se puede decir que A, conjunto de observaciones que satisfacen
la caracteristica a, estd “casi” contenido en B, comjunto de observaciones que
satisfacen la caracteristica b” (pag. 67).

Para realizar el analisis estadistico implicativo se usdé el software CHIC
(Classification Hiérarchique Implicative et Cohésitive) (Gras et al., 2008). Este analisis
traduce graficamente el conjunto de las relaciones cuasi-implicativas entre las variables
en distintos niveles de significacion. Para realizar este andlisis se configuraron un total
de 30 variables a partir de los elementos matematicos del esquema del limite de una
funcioén vinculados a cada item y al modo de representacion usado en la redaccion de
cada problema. Las variables fueron simbolizadas mediante un codigo. En dicho
codigo, la letra Ei (i = 0, 1, 2, 3, 4) indica el elemento matematico que se pone de
manifiesto en el item, la letra que le sigue hace referencia a la inicial del modo de
representacion usado en la presentacion del problema (G, N, AN) y, por ultimo, el
numero y la letra en mintscula hacen referencia, respectivamente, a la tarea y al item al
referenciado. Por ejemplo, el item

;A qué numero se aproxima x?

fue codificado como “E1Nla” indicando: el elemento “aproximacién a un
numero” E1, en modo numérico (N), en la tarea 1, y en el item a. Las respuestas de los
129 estudiantes fueron organizadas en una tabla de doble entrada, 30x129.

El andlisis implicativo realizado al 99% de significacion estadistica muestra
diferentes ideas, a través de implicaciones sefialadas por las flechas de la figura 4, que
indican de qué manera se articula la comprension de la idea de aproximacion en el
dominio y en el rango para construir el significado de la idea de limite y su
formalizacién, asi como la manera en qué intervienen los diferentes modos de
representacion en este proceso. Ademads, usamos una de las posibilidades del programa
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CHIC “suprimir o centrarse” solamente en determinadas variables (Gras y Kuntz,
2009). En los graficos implicativos generados, las respuestas de los estudiantes a los
items que inician las ramas conllevan que esos estudiantes respondan acertadamente a la
mayoria de los items que aparecen en la parte inferior del gréafico.

Resultados

Los resultados estan organizados en dos secciones. En la primera seccidon se
describen las relaciones implicativas considerando los distintos modos de
representacion y el acceso a la idea de aproximacion a un nimero. En la segunda

seccion describimos la relacion entre la aproximacién a un numero y la comprension
dindmica de limite.

Acceso a la idea de aproximacion a un numero. El papel de los modos de
representacion.

En el diagrama implicativo al 99% de significacion (Figura 4) hemos
seleccionado las variables que hacen referencia a los elementos matematicos EO y E1.
Este grafico muestra dos ideas relevantes relativas al papel de los modos de

representacion y el acceso a la idea de aproximacion a un numero (Figura 5a y b,
extraidas de la figura 4).

[E I.L\'SCJ [E 1.\'13 [I 1.\'61:]
<
\ /
.\"-. .n".'
\ y
\

.

(o) () (mae)

/N AR

! 4 J \

In' kY J 4
¥ b |l !
A Yoo I::.
| E0ANSa | | E 1.\'13 | E1N3b

IO.&‘_‘\'SE
Figura 4. Relaciones implicativas al 99% de las variables relativas a los elementos
EOyEI

Las figuras S5a-b se pueden interpretar indicando que si los estudiantes
comprenden:

a. en modo numérico, la aproximaciéon a un numero cuando las aproximaciones
laterales coinciden, son capaces de identificar esta misma aproximacién en modo
algebraico-numérico (EIN1b=E1AN3c). La misma relaciéon se da cuando las
aproximaciones laterales en modo numérico no coinciden (EIN6b—=> E1AN3c).
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Figura 5a-b. Relaciones al 99% de variables en modos N y AN relativas al elemento
El

b. en modo algebraico-numérico, la aproximacion a un nimero cuando las
aproximaciones laterales coinciden, son capaces de identificar esta misma
aproximacion en modo numérico (E1IAN3c=EINla y EIAN3c= EIN3b). La
misma relacion se da cuando las aproximaciones laterales en modo algebraico-
numérico no coinciden (E1AN8c = EIN8b).

Estas dos ideas indican que los estudiantes utilizan indistintamente los modos de
representacion numérico y algebraico-numérico para acceder a la idea de aproximacion
a un numero.

La idea de aproximacion a un numero y la comprension dinamica de limite

En la figura 6a (extraida de la figura 4) se puede interpretar que comprender la
aproximacion a un numero en el dominio estd vinculado al célculo de los valores de la
funciéon en un punto (EIN8b=> E0ANS8a, y EIN3b= E0AN3a), necesario para la
construccion de la sucesion de nimeros que muestran la aproximacion en el rango.
Estas dos implicaciones deben ser entendidas en el contexto del tipo de items que
constituian el cuestionario presentado a los estudiantes.

Por otra parte, las cuatro variables que hacen referencia a la idea de aproximacion
en el rango (Figura 6b, extraida figura 4) dan lugar a dos relaciones implicativas:
E1AN8c = E1AN3c, y EIN6b= E1AN3c indicando que: (i) la comprension de la
aproximacion a un numero en el rango se inicia en modo algebraico-numérico y se
consolida en este mismo modo, y en ¢l numérico, y (ii)) la comprension de la
aproximacion a un numero en el rango cuando las aproximaciones laterales no
coinciden (E1ANS8c, y EIN6b), se apoya en la comprension de la aproximacion a un
numero en el rango cuando las aproximaciones laterales coinciden (E1AN3c).

(s (e (e

= =

Figura a Figurab

Figura 6a-b. Relaciones al 99% entre las variables “idea de aproximacion
numérica’, en el rango (El)
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Si analizamos la subestructura de la Figura 6b, en funcion del resto de variables y
relaciones de la Figura 4, podemos inferir que: (a) la comprension de la aproximacion
a un nimero en el rango (cuando las aproximaciones laterales coinciden, y cuando no)
estd vinculado a la comprension de la aproximacion a un nimero en el dominio (en
modo numérico), y que (b) la aproximaciéon a un numero en el dominio no implica
necesariamente la comprension de la aproximacion a un nimero en el rango. Este hecho
establece una diferencia cognitiva entre los procesos de aproximacién en el dominio y
en el rango.
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Figura 7. Relaciones al 99% entre las variables relativas a los elementos E1 y E2

Del diagrama implicativo al 99% (Figura 7) en el que hemos seleccionado todas
las variables que hacen referencia a los elementos matematicos “aproximacioén a un
niamero” (E1) y “coordinacion de los procesos de aproximacion en el dominio y en el
rango” (E2), hemos extraido relaciones en las que toma parte la idea de aproximacién a
un numero en el rango cuando las aproximaciones laterales no coinciden (Figura 8). Su
analisis permite identificar dos ideas relevantes relativas al papel que desempefia la idea
de aproximacion a un numero en la comprension dinamica de limite.

La figura 8 se puede interpretar como que si los estudiantes comprenden la
aproximacion a un numero en el rango cuando las aproximaciones laterales no
coinciden:

a) en modo algebraico-numérico, son capaces de identificar: (i) la aproximacion en el
dominio, en modo numérico (E1AN8c= EIN8Db); (ii) la aproximacion en el rango
cuando las aproximaciones laterales coinciden, en modo algebraico-numérico

(E1AN8c= E1AN3c); y (iii) la coordinacion de las aproximaciones en el dominio
y en el rango cuando las aproximaciones laterales coinciden, en modo numérico

(EIANSc = E2Nlc).

b) en modo numérico, son capaces de identificar: (i) la aproximacion en el dominio,
en modo numérico (EIN6b= E1N6a); (ii) la aproximacion en el rango cuando las
aproximaciones laterales coinciden, en modo algebraico-numérico (EIN6b=
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E1AN3c); y (iii) la coordinacion por la izquierda las aproximaciones en el dominio
y en el rango cuando estas coinciden, en modo grafico (EIN6b= E2G2b).

Estos datos indican que comprender la aproximacion a un nimero cuando las
aproximaciones laterales no coinciden implica ser capaz de coordinar las
aproximaciones en el dominio y en el rango cuando las aproximaciones laterales
coinciden. Es decir, la no coincidencia de las aproximaciones laterales a un numero en
el rango “incide” en la generacion de relaciones implicativas.

\

\ | ki
X 3 & B N
\ |[E L-t\’Bcl EL\'S!J TE 1.\'6% |£ 2N
\

Figura 8. Relaciones al 99% entre variables relativas a los elementos E1 y E2

Conclusion

El objetivo de esta comunicacion ha sido aportar informacién sobre cémo los
estudiantes de primero y segundo de bachillerato construyen, en este nivel, el
significado para el concepto de limite de una funcidén en un punto a partir de la
aproximacion a un numero, y qué papel desempefian los modos de representacion. Los
resultados indican que la comprensiéon de la coincidencia o no coincidencia de las
aproximaciones laterales en el rango es un elemento importante en el proceso de
construccion del significado de limite de una funcién en un punto. Ademas, indican que
la construccidn de la concepcidn dindmica del limite se realiza de forma paulatina.

En un primer momento, la idea de aproximaciéon a un numero en el dominio se
apoya en el calculo de valores de la funcion dada en modo algebraico y que la idea de
aproximacion en el rango se apoya en la idea de aproximacion en el dominio. Ademas,
la idea de aproximacion en el rango se inicia en modo algebraico-numérico y se
consolida en los modos numérico y algebraico-numérico. Nuestros resultados indican
que los modos numérico o algebraico-numérico desempeiian un papel relevante en el
desarrollo de la comprension de la concepcion dindmica de limite.

Ademas, la idea de aproximacion a un numero en el rango, cuando las
aproximaciones laterales no coinciden, en los modos numérico y algebraico-numérico,
se apoya en la coordinacion de las aproximaciones en el dominio y en el rango, cuando
las aproximaciones laterales coinciden. Es decir, que la construccion paulatina de la
concepcion dindmica del limite se realiza mediante los procesos de aproximacion
diferenciando por una parte los que se realizan en el dominio, de los que se realizan en
el rango, y dentro de estos ultimos aquellos en los que las aproximaciones laterales
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coinciden de aquellos en las que no coinciden. Sin embargo, un hecho importante
puesto de manifiesto por nuestros resultados es que la comprension de la idea de
aproximacion en el rango, cuando las aproximaciones laterales no coinciden, implica la
coordinacion de las aproximaciones en el dominio y en el rango, cuando las
aproximaciones laterales coinciden, pero no implica necesariamente ser capaz de
establecer esta coordinacion cuando las aproximaciones laterales no coinciden. La
importancia de este hecho radica en que podria sefialar la diferencia cognitiva que para
el estudiante resulta tener que en la aproximaciéon a un nimero en rango, coincidan o no
las aproximaciones laterales (Valls et al., 2011; Pons et al., 2011)
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