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EQUILIBRAR ALGO DESEQUILIBRADO:
LOS ESTANDARES DEL NCTM
A LA LUZ DE LAS TEORIAS DEL APRENDIZAJE
DE LASMATEMATICAS

ANNA SFARD

Este articulo! es respuesta a la pregunta formulada por Jeremy Kilpa-
trick, “ ¢Qué dicen la investigacion y la teoria acerca de la ensefianza
y €l aprendizaje de las matematicas que se plasman en |os documentos
de los Estandares [del NCTM] y en varias de las criticas hechas a
ellos?” (Kilpatrick, 1997). Me centro aqui en aquellas necesidades de
los alumnos, que segln las teorias disponibles, son la fuerza conduc-
tora que subyace al aprendizaje humano y debe ser lograda s se
quiere que éste tenga éxito. En este articulo se identifican diez de tales
necesidades. Mi analisis se basa en € supuesto de que todas ellas son
univer sales aunque se puedan expresar de modos diferentes en diferen-
tesindividuosy en diferentes edades. Para cada una de las diez necesi-
dades se consideran cuatro preguntas. ¢qué sabemos acerca de esta
necesidad?, ¢;como enfrentan esta necesidad los Estandares del
NCTM?, ¢qué puede resultar mal al implementar las recomendaciones
delos Estandares?, ¢qué se puede hacer para prevenir esto? Alo largo
del articulo, sefialo ciertos dilemas inherentes al proyecto de ensefiar
matemdticas y sostengo que aunque algunos de los problemas no
parezcan solubles, quizas su impacto se pueda reducir considerable-
mente con solo mantenernos conscientes de su existencia. Este articulo
se ha dividido en dos partes para su presentacion en la Revista. Aqui
se incluye lo referente a las cinco primeras necesidades identificadas;
en el siguiente nimero se expondra lo relativo a las otras necesidades.

1. El origina de este articulo “Balancing the unbalanceable: the NCTM Sandards in the

light of theories of learning mathematics’ fue preparado para la conferencia “ Research
foundations of NCTM Sandards’, de marzo de 1998 en Atlanta, USA. Aungue la nueva
version de los Estandares, que circula desde abril de 2000, es bien diferente en varios
aspectos a la version de 1989, preserva los principios basicos de ésta. Puesto que €l pre-
sente articulo serefiere alos peligros de exagerar o interpretar ligeramente tales principios,
estan relevante para el actual esfuerzo de reforma como para el anterior.
Este articulo fue traducido por Patricia Inés Perry, investigadora de “una empresa
docente”, y Hernando Alfonso, con la autorizacion del National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM). Una version editada del original aparecera en el libro A research
companion to principles and standards for school mathematics del NCTM, que esta en
preparacion. Todos |os derechos reservados.



96 ANNA SFARD

CUAL ESEL PROBLEMA
Y COMO PUEDEN AYUDAR LAS TEORIAS

El problema

Las mateméticas son dificiles. Ciertamente estén entre los esfuerzos méas
complegjos del intelecto humano. Como materia escolar, con frecuencia es
inmangjable. A lo largo de | os afios se ha pensado mucho acerca de cémo se
puede ensefiar exitosamente a pesar de la dificultad. Los educadores y los
matemaéticos que han tratado de trabajar con el problema, a menudo se han
encontrado oscilando entre soluciones extremas.? Vacilaron entre progra-
mas tales como las famosas mateméti cas modernas, resultado de la preocu-
pacion acerca del tipo de mateméticas que debian aprender los nifios, y
proyectos que, como reaccion ala debilidad didéctica que representaba un
enfoque demasiado riguroso, se centraron en las necesidades y capacidades
del estudiante.

Los Estandares del NCTM son €l resultado de un intento serio y amplio
de ensefiar “matemdticas con una cara humana’. Esto significa tener gran
consideracion hacialas matematicasy haciael estudiante. Lo que se estaen-
sefiando son “las matematicas en el hacer” en vez de un cuerpo estético de
conocimientos. En este proceso, las necesidades del nifio que aprende nunca
desaparecen de los ojos de quienes llevan a cabo las reformas. Sélo hasta
hace poco estas necesidades se convirtieron en materia de un estudio disci-
plinado, y por tanto puede ser la primeravez en lahistoriaque podemos apo-
yar un proyecto educativo de dimensiones tan impresionantes con un
conocimiento pedagdgico sistemético. Dificilmente puede haber una con-
troversia acerca de los valores humanisticos inmanentes en |os principios
curriculares que supuestamente guian el cambio actual en la ensefianza de
las mateméticas. Incluso los criticos més extremos estén de acuerdo en que
“lareformatiene sus méritos’ (Wu, 1997, p. 946), y aun |os més escépticos
aplauden el hecho de que

hareemplazado algo del aprendizaje memoristico en el curriculotra-
dicional, a proporcionar motivacién y argumentos heuristicos. Ha
hecho conscientes alos estudiantes del proceso normal de hacer ma-
tematicas, tal como hacer conjeturasy buscar contragjemplos. Tam-
bién ha hecho las mateméticas més relevantes a estudiante
promedio a promover el uso de aplicaciones reales en € curriculo.
(p. 946)

2. Cf. Kilpatrick (1992).
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Este aplauso es poco sorprendente. Los Estandares del NCTM proporcionan
esperanza en relacion con la clase de cambio en el que todos hemos estado
sofiando durante largo tiempo. Desde que se convirtieron en una parte obli-
gatoria de los curriculos escolares, las matematicas se han conocido como
el terror escolar —una materiaen laque setrataa estudiante como unama-
quinaprogramabley no como aun ser humano creativo. Aqui, por o menos,
las necesidadesintel ectualesy emocionales del nifio se han tenido en cuenta.
Lareforma, por tanto, representa una posibilidad razonabl e de ser buenatan-
to para la mente del estudiante como para su ama: a lado del entusiasmo
intelectual, la reforma devuelve alos estudiantes de mateméticas su autoes-
tima perdida hace tiempo. La importancia educativa de tal cambio va més
aladelaclase misma.

Sin embargo, a pesar de |o que parece ser un consenso sobre el espiritu
general de los Estandares del NCTM, se pueden escuchar también voces de
insati sfaccion de quienes aprueban sus metas. Ultimamente estas voces han
Ilegado a hacerse muy fuertes. Si no son las metas, entonces, ¢qué eslo que
Se cuestiona?

Que el péndulo de la reforma se niegue a llegar al estado de equilibrio
no debe sorprender. Como estoy tratando de mostrarlo en este articulo, las
necesidades de las matematicas y las de los nifios que se supone deben
aprenderlas, no necesariamente concuerdan. Cualquier cosa que se hagate-
niendo en cuenta solamente las mateméticas parece ir en detrimento del ni-
fio; y cuaquier cosa que se haga a favor del nifio invariablemente
compromete algunos contenidos y habilidades de indole matemética. Cual-
quier movimiento de reforma que trate de arreglar |as deficiencias de méto-
dos anteriores de ensefianza parece estar ligado a desplazar € péndulo a
polo opuesto. Cada vez que se vislumbra que estaen peligro el equilibrio de
cada quien, se pone en camino un viragje de reforma.

De acuerdo con las criticas, son las mateméticas que se supone debe
aprender el estudiante las que han salido afectadas por el actual movimiento
dereforma. Hay poca duda de que esto es opuesto alo quelos autoresdelos
Estandares del NCTM tenian en mente cuando escribieron sus propuestas.
La preocupacion acerca de las matematicas ha sido genuina, en tanto que la
intencion eracomprometer alos estudiantes en o que debe contar como una
actividad auténticade matematizacion y no en aprender hechos mateméticos
terminados. Sin embargo, €l éxito de lasideas educativas nunca es unasim-
ple funcién de las ideas en si mismas. No hay ruta directa alguna que vaya
delos principios curricul ares general es alainstruccién exitosa. Mientras se
escuchan las voces criticas es facil advertir que, en efecto, laverdaderara-
zon delapresente controversiano reside tanto en los Estandares como tal es,
sino en las formas como algunas veces se traducen en la practica. Un cierto
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sesgamiento en esta traduccién puede ser laprincipal causa. Como intentaré
mostrarlo, cuando se trata de implementar ideas promisorias, nuestro entu-
siasmo nos hace incurrir en €l error del rey Midas. profundamente conven-
cidos de que nuestras ideas son de oro, estamos predispuestos aver que todo
se convierte en oro. Cuando ello ocurre quedamos sin varios elementos vi-
tales. En efecto, las practi cas educativas se conocen por su fuerte propension
hacia aternativas y soluciones definitivas. También con mucha frecuencia,
se adopta una nueva idea promisoriay se excluyen totalmente las posibles
aternativas. De esamanera, lo que se pretendia que fuerasélo uningredien-
tellegaaser todalacomida; o que se suponia que debia ser unatécnica op-
cional para quienes la encontraran Util y agradable, gradualmente se
convierte en la tnica forma legitima de hacer las cosas. Tal exclusividad es
una prescripcion efectiva para el fracaso.

Mi proposito en este articulo estratar de sustentar |as afirmaciones ante-
rioresal responder lapregunta” ¢qué dicen lainvestigaciony lateoriaacerca
de laensefianza y € aprendizaje de las mateméticas que se plasman en los
documentos de los Estandares y en varias de las criticas hechas a ellos?’
(Kilpatrick, 1997). Aunque me centre en el estudiante, también trataré de ver
como las necesidades del nifio y las de las matematicas algunas veces se
mueven en direcciones que difieren. Eventualmente, se haraun intento para
encontrar las formas de balancear esas necesidades divergentes. Todo esto,
sin embargo, no se hara antes de pensar en las formas en las que las teorias
del aprendizaje pueden apoyar la préctica educativa. Al mostrar lafuerzay
las limitaciones del argumento tedrico, espero poder dar €l mejor uso alas
teorias, y alavez, protegerlas de ser interpretadas en €l sentido de que digan
mas de lo que posiblemente dicen.

Qué se puede hacer con lasteorias

Los proponentes de los Estandares tienen un arma poderosa para luchar
contra la critica reciente. Sus ideas curriculares innovadoras no son resul-
tado de creencias arbitrarias —varias de ellas se pueden ver como deriva-
das de teorias de ensefianzay aprendizaje. Las teorias mismas, resultado de
muchas décadas de un desarrollo impresionante, se fundamentan en mucha
experiencia y en investigacion empirica que ha mostrado la inefectividad
de los métodos antiguos y haindicado €l potencia de las nuevas direccio-
nes. Parece, por tanto, que quienes proponen las nuevas ideas y los que
solicitan la expulsion de los enfoques tradicionales tienen buenas razones
para hacerlo: tienen a su favor teorias de ensefianza y aprendizaje. Sin
embargo, al usar esta clase de argumento, sdlo haremos nuestro trabajo de
manera convincente si nos mantenemos realistas acerca del poder de las
teorias.
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Para estar seguros, las teorias y la investigacion son las mejores herra
mientas que tenemos para mejorar la précticay tomar decisiones pedagdgi-
cas sensatas. Esto no significa, sin embargo, que su poder seairrestricto. La
afirmacion que se ha hecho antes en el contexto de los principios curricula
resy sus implementaciones en el salén de clase, se repetira ahora con res-
pecto alasteorias y a sus interpretaciones: cuando se traduce de lo general
alo concreto y de lo tedrico a lo préactico, hay siempre varias maneras de
proceder. Al estar arraigadas en metéforasy anal ogias (Bruner, 1986; Sche-
ffler, 1991; Sfard, 1998), las teorias de ensefianza y aprendizaje no propor-
cionan respuestas Unicas a preguntas practicas. Una teoria, si esta bien
concebida, puede prestar apoyo a una variedad de précticas educativas sin
privilegiar aninguna de ellas. Es decir, la teoria slo puede sugerir, no dic-
tar; los principios curriculares y los enfoques instruccionales concretos de-
ben ser implicados o sustentados por la teoria, pero ciertamente no son
necesitados por argumentostedricos. De manerasimilar, €l éxitoy € fracaso
educativo se pueden comprender y explicar con la ayuda de un argumento
tedrico, pero dificilmente puede ser predicho o controlado tedricamente.

Hay agunos otros aspectos de |a discusion que sigue que deben ser ex-
plicados antes de emprender la tarea misma. El lector advertira pronto que
mi andlisis es algo ecléctico. No sélo promuevo multiples interpretaciones
de ideas generales, sino que también busco inspiracion y apoyo en varias
teorias diferentes. Puesto que algunos de |os marcos conceptual es que voy a
usar, se consideran algunas veces mutuamente excluyentes, estoy corriendo
€l riesgo de ser acusada de volubilidad, si no deincoherencia. Por tanto, per-
mitaseme declarar que estoy haciendo todo esto de maneradeliberada, guia-
da por la misma creencia que fue presentada antes en un contexto un poco
diferente: laexclusividad es enemigadel éxito. Lasteorias educativas, igual
que las soluciones préacticas, responden mal cuando se les degja actuar solas.
Ellas pueden tener éxito en la compafia de otras teorias. Aunque somos li-
bres en la eleccion de metéforas, una vez hecha la eleccion comenzamos a
estar restringidos en nuestro pensamiento y decisiones posteriores. Las me-
téforasy lasteorias resultantes solo pueden llevarnos tan |ejos como susim-
plicaciones nos lo permitan. En la medida en que la metéfora en la que
pensamos no sea desafiada por una metéfora aternativa, sus implicaciones
parecen naturales, autoevidentes, e incuestionables. S6lo ante la presencia
de otrametaforay otra teoria podemos llegar a ser criticos hacialo aparen-
temente obvio; sdlo cuando una teoria aternativa nos hace conscientes de
|as raices metafdricas de nuestras creencias actual es estamos en capacidad
de abrirnos a nuevas posibilidades que no se podian considerar antes. Esta
pluralidad de perspectivas es en extremo importante porque, paraponerlo en
pal abras de Freudenthal (1978), “laeducacién es un campo tan vasto quein-
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cluso lo que concierne a una actitud cientifica es demasiado amplio para
apreciarlo con sblo un par de ojos’ (p. 78).

También quiero explicar por qué no temo ser incoherente cuando cambio
la mirada atenta de una teoria a otra, e incluso més peligrosamente, de un
marco epistemoldgico a otro. La multiplicidad de perspectivas tedricas no
implica necesariamente una contradiccion. Las controversias tedricas son
muy a menudo (si no siempre) un resultado de diferencias entre metéforas
subyacentes. Si esto es asi, |as teorias mismas solo raras veces son verdade-
ramente incompatibles; la mayoria de las veces, més bien, deben ser vistas
como complementarias, esdecir, que conciernen adiferentes aspectos de los
mismos fendmenos, o, inconmensurables, es decir, que hablan diferentes
lenguajes en vez de entrar en conflicto una con otra. En este Gltimo caso,
simplemente no hay un conjunto de criterios comunes que ayuden aresolver
racionalmente la controversia aparente (Kuhn, 1962; Rorty, 1979). Junto
con Bruner (1996), me gustaria afirmar que incluso las perspectivas piage-
tianay vygotskiana, ampliamente reconocidas como incompatibles, de he-
cho, pueden ser tratadas como inconmensurables en lugar de mutuamente
excluyentes. Todo esto habla alafuerzaen favor del pluralismo tedrico. El
uso de perspectivas tedricas multiples se evidencia no sdlo como posible
sino también como deseable. Una combinacion de perspectivas tedricas
puede tener un efecto sinergético.

Finalmente, unas palabras acerca de | as teorias especificas alas que me
referiré en este articulo. A lo largo de las Gltimas centurias se han propuesto
muchos enfoques al desarrollo cognitivo del ser humano. Lamayor parte del
tiempo, €l estudio del pensamiento ha esta guiado por lametéforadel apren-
dizaje como adquisicion: se hadicho que unapersonaque aprende algo nue-
vo adquiere un concepto o procedimiento nuevo. Estas nuevas entidades
cognitivas se pueden retener entonces en lamemoria gracias a que se incor-
poran en ciertos esquemas mental es. Posteriormente, hemos sido testigos de

3. No esimposible pensar en incluir teorias inconmensurables en un marco conceptual méas
extenso. La aceptacion de las geometrias no euclidianas es una buena evidencia de tal
posibilidad, y la fisica actual con e principio complementario de Bohr es otra evidencia
Visto desde la perspectiva “mas alta” del sistema comun, los conceptos bésicosy las ten-
dencias de las varias teorias adquieren, por supuesto, un significado ligeramente diferente.
Asi por ejemplo, después de la aceptacion de la geometria no euclidiana, la nocion de
axioma ya no se entiende méas como “una verdad evidente en si misma’, sino como una
proposicion gue se elige como un elemento atdmico de la teoria. Cuando se integran aun
marco comun, las ideas de Piaget y de Vygotsky también estan limitadas en cuanto deben
ser entendidas de manera algo diferente alo que se entiende en el contexto original de las
teorias respectivas. A propésito, este proceso de ascender a sistemas conceptual es globales
més altos que, en ciertas coyunturas especiales, deben aportar una reconceptualizacion de
lo que se sabia antes, es totalmente consistente con lo que Piaget y Vygotsky dicen acerca
de como se desarrolla el conocimiento humano.
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laemergencia de una nueva perspectiva. Se ha propuesto que el aprendizaje
debe considerarse como “participacion periférica’ (Lave y Wenger, 1991)
en un cierto tipo de préctica. De acuerdo con este nuevo enfoque, € estu-
diante de mateméticas es una persona que gradualmente se convierte en
miembro de una comunidad matematizante y la teoria, por tanto, se enfoca
en Ios4|igémene£ delaevolucion entre € individuo y el grupo de profesio-
nales.

En e siguiente andlisis, sustentaré mis argumentos con ambos tipos de
teorfas.” En vista de la tendencia existente a considerar que es dificil recon-
ciliar los enfoques adquisicionistay participacionista, permitaseme enfati-
zar una vez mas que, confiando en el principio del pluralismo tedrico, no
trataré de elegir una met&fora como generalmente “mejor” quelaotra, y no
le concederé a una de €ellas la calidad de proveedora exclusiva de criterios
parala evaluacion de los Estandares del NCTM. Como espero haberlo po-
dido mostrar, cada uno de los dos marcos generales tiene algo que ofrecer.
Mas aun, algunas veces las dos perspectivas se refuerzan mutuamente pro-
porcionando perspectivas complementarias sobre las mismas necesidades
basicas de quien aprende. Es por tanto bastante obvio que ciertas ideas im-
portantes acerca del aprendizaje se perderian si decidiéramos dar la espalda
acualquiera de las dos epistemol ogias.

Quésehara

En lo que sigue, examinaré los marcos tedricos disponibles mirando las
necesidades de |os estudiantes que, de acuerdo con las teorias, son lafuerza

4. Podemos por consiguiente hablar informalmente de dos super-marcos conceptuales que
dividen todas las teorias en dos categorias. El grupo “adquisicionista’ consta de todos los
enfoques cognitivistas tradicionales que explican el aprendizaje y el conocimiento en tér-
minos de entidades mental es tales como esguemas cognitivos, model os tacitos, conceptos-
imégenes, o concepciones erréneas. El marco “participacionista’ abarca todas las teorias
relativamente recientes que prefieren ver el aprendizaje como una reorganizacién de la
actividad que acompafia laintegracion de un individuo que aprende con una comunidad de
préctica. En el lenguaje de la psicologia discursiva, este Ultimo marco sigue el proceso a
través del cual quien aprende se convierte en un participante diestro de un discurso dado
(e.g., e matemético). Sobra decir que las dos met&foras no pueden estar completamente
separadas y ambas usualmente estén presentes en cada teoria. No obstante, en cada teoria,
una metéfora es usual mente méas prominente que la otra. Por tanto, la divisién de todos los
marcos conceptual es en |os dos grupos se puede hacer de acuerdo con su ingrediente domi-
nante. (Para una discusion mas extensa, ver Sfard, 1998).

5. Antetodo, haré referencia a Piaget y a Vygotsky. Ciertamente, Piaget se puede considerar
como un representante paradigmético del marco adquisicionista. La teoria de Vygotsky se
ha usado como inspiracion para el marco participacionista, pero €l lenguaje de “internali-
zar" y construccién de conceptos que usa el mismo Vygotsky, lo calificaa menos parcial-
mente como perteneciente al marco adquisicionista.
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conductora subyacente al aprendizaje humano y deben ser satisfechas si se
pretende que este aprendizaje sea exitoso. Se identificaran diez de tales
necesidades. El supuesto que subyace a mi andlisis es que todas €llas son
completamente universales, aungue se puedan expresar de maneras dife-
rentes en diferentes individuos y en diferentes edades. Para cada unade las
diez necesidades, se dirigira la atencion hacia las cuatro preguntas que se
proponen a continuacion.

a. ¢Qué sabemos acerca de esta necesidad? Se resumira e conoci-
miento tedrico que explica la naturaleza y las maneras posibles de
satisfacer la necesidad en cuestion, y se citaran algunos hallazgos
empiricos relevantes cuando estén disponibles.

b. ¢Como enfrentan esta necesidad los Estandares del NCTM? Aqui
se discutiran los principios rel evantes que se presentan en los Estan-
dares.

¢. ¢Qué puede resultar mal? En esta seccién me guiara la pregunta de
si hay algo en la manera en que se han enfrentado las diferentes
necesidades que pueda dar cuenta de algunas de las criticas escu-
chadas uUltimamente.

d. ¢Qué se puede hacer? Esta parte aportara reflexiones sobre formas
posibles de asegurar que los principios relevantes, que ya existen o
gue aln se requieren, sean traducidos en procedi mientos instruccio-
nales realmente efectivos que respondan a la necesidad en cuestion
sin limitar nuestra habilidad para considerar otras necesidades.

A lo largo de todo e camino, apuntaré hacia ciertos dilemas inherentes a
proyecto de ensefiar matematicas. Afirmaré que aunque algunos de los pro-
blemas no parezcan solubles, quizas se pueda reducir considerablemente su
impacto con sdlo mantenernos conscientes de su existencia.

1. LA NECESIDAD DE SIGNIFICADO

a. ¢Qué sabemos acer ca de esta necesidad?

“La culturay la bisqueda de significado dentro de la cultura son causas
propias de la accién humana’ afirma Bruner (1990, p. 20). Hoy, pocos de
nosotros estariamos en desacuerdo con esta concepcion de la naturaleza
humana. La necesidad de significado, culturalmente matizada pero en esen-
ciauniversal, y lanecesidad de entendernos a nosotros mismosy al mundo
que nos rodea, llegé a ser reconocida ampliamente como la fuerza conduc-
tora bésica que subyace a todas nuestras actividades intelectuales. Diferen-
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tes pensadores tratan de dar cuenta, de diferentes maneras, de esta
tendencia humana fundamental. Para Piaget quien construy6 su teoria alre-
dedor de la metafora de la evolucion darwinianay del crecimiento biol6-
gico, la blsgueda de conocimiento y de significado es parte integrante de
nuestro esfuerzo por sobrevivir.

Vygotsky considera el dar significado como la Unica actividad humana
gue origina la necesidad de comunicar nuestras experiencias a otros seres
humanos. El reconocimiento general de cuan central eslabusquedade com-
prension hace que los fil 6sof os, psicélogos, antropdlogos y linguistas con-
temporaneos estén preocupados de manera casi obsesiva con la pregunta
acercade qué es el significado y donde se encuentra (ver, e.g., Eco, Santam-
brogioy Viali, 1988).

Si lanecesidad de significado es |o que pone en movimiento todas nues-
tras actividades intel ectual es, también debe ser 1o que motivay guia nuestro
aprendizaje. En efecto, la busqueda de conocimiento es nada menos que €
intento por enriquecer nuestra comprension del mundo. Quienes aprenden,
por tanto, pueden considerarse como criaturas que dan sentido y que buscan
orden, l6gica 'y dependencias causales detras de las cosas, eventos y expe-
riencias. L as mateméticas son unade nuestras herrami entas mésimportantes
en este esfuerzo. Con su ayuda, con frecuencia nos las arreglamos para ver
relaciones significativas entre fendbmenos aparentemente no relacionados.
También es importante notar que una vez creadas, |as matematicas se con-
vierten en una parte integral de nuestro mundo y que como tal, llegan a ser
un nuevo objeto de nuestros esfuerzos por dar sentido. En este articulo, el
foco estard en lanecesidad de entender las mateméti cas en su doble papel de
herramientay objeto (Douady, 1985). Se vera esta necesidad como primaria
y todas las otras necesidades se presentardn como derivadas de ella. Antes
de profundizar en este asunto, sin embargo, haré dos consideraciones mas
acerca de lanocion de significado.

En primer lugar, esimportante mencionar que en este siglo se ha escrito
mucho acerca de la insostenibilidad de la concepcion largamente aceptada
del significado como algo independiente de la mente humanay que reside
en los simbolos. Los filésofos, psicologos, linglistas y semidlogos de hoy,
estan de acuerdo en que € significado de las ideas se construye de nuevo
cadavez que alguien aprende estas ideas (Reddy, 1979; Piaget, 1970; John-
son, 1987; Rorty, 1979; von Glasersfeld, 1993; Cobb, Wood y Yackel, 1991,
1993). Esto conlleva un rechazo de la posicion empirica tradicional, segiin
lacual quien aprende no es mas que unatabula rasa que absorbe de manera
pasiva las experiencias que se generan externamente. También significa un
repudio de laidea aprioristica de una mente humana como un producto pre-
disefiado de la naturaleza que sblo puede despl egar aquellas habilidades que
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han sido programadas en ella previamente. Hoy, a estudiante seleda el pa-
pel mucho més estimulante y responsable de un constructor® auténomo de
significado.

Mi segunda observacién le sale a paso aunaduda con respecto alacual
la afirmacién radical sobre € ‘hambre’ de significado por parte de quien
aprende puede ser acogida en ciertos circulos. Algunos profesores pueden
sentir que considerar a estudiante como alguien que esta determinado adar
significado es algo utépico y que contradice su experiencia. S6lo que con
mucha frecuencia oimos quejas acerca de que el pensamiento de los estu-
diantes esta lleno de ‘ concepciones erréneas’, y acerca de estudiantes que
prefieren simplemente aprender ‘de memoria’, considerando el manejo de
las técnicas como el camino més corto a éxito en los examenes finales. Es
facil mostrar, sin embargo, que ninguna de estas quejas, por justificada que
sea, debilitarealmente el supuesto acerca de la necesidad humana basica de
significado y comprension.

Primero trataré €l asunto de las ‘ concepciones erréneas’ . Esta expresion
se refiere a un fenémeno bien conocido tanto por los profesores como por
los investigadores: mientras se aprenden las mateméticas, los nifios con fre-
cuenciatienden a“ crear sus propios significados—significados no apropia-
dos’ (Davis, 1988, p. 9). Laexpresion “no apropiados’ no se refiere tanto a
lacoherenciainternadel pensamiento del estudiante como alasposiblesdis-
paridades entre las concepciones de |os estudiantes y las versiones publicas
de las mismas ideas. Asi, por gjemplo, los estudios han mostrado repetida-
mente que una mayoria abrumadora de estudiantes de grados superiores
tiende a pensar que cualquier funcion debe tener un algoritmo subyacente;
mas aun, esta conviccion persiste apesar del hecho de que ladefinicion, que
lamayoriade | os estudiantes puede repetir sin dificultad, no requiere de nin-
gunaclase de ‘regularidad’ (Malik, 1980; Markovits, Eylony Bruckheimer,
1986; Sfard, 1992; Vinner y Dreyfus, 1989). De manera similar, se sabe que
| os nifios pequefios creen que la operaci 6n de multiplicacién debe incremen-
tar el nimero multiplicado, mientras que la division debe hacerlo més pe-
quefio (Fischbein, 1987, 1989; Fischbein, Deri, Nello y Marino, 1985;
Harel, Behr, Post y Lesh, 1989). Val e lapenaenfatizar quelas nocionesidio-
sincréticas de los nifios tienden a ser consistentes entre si y por eso, aveces,
son muy dificiles de cambiar. Todo esto ha sido ampliamente documentado

6. Como fue explicado en general, primero por Piaget (ver e.g., Piaget, 1952; Piaget e Inhel-
der, 1969), y luego por Van Hiele (1985) en términos especificos a pensamiento geomé-
trico, los medios de los nifios para comprender y la construccion de significado cambian
cualitativamente con la edad; asi que los procesos de dar sentido y sus productos pueden
ser bastante diferentes en diferentes edades, incluso parael mismo nifio y los mismos con-
ceptos.
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en lainvestigacion sobre ‘ concepciones erréneas’, probablemente el tipo de
investigacion méas desarrollado en Educacion Matemética (ver Smith, diSes-
say Rochelle, 1993; Confrey, 1990; ver también estudios acercadeideasre-
lacionadas, e.g., conceptos imagenes como en Tall y Vinner, 1981; Vinner,
1983; o model os tacitos como en Fischbein, 1989). En laactualidad, nuestro
conocimiento sobre las maneras en que los nifios piensan acerca de los nU-
meros, las funciones, las pruebas, etc. es impresionantemente rico. Este co-
nocimiento ciertamente puede ser de gran ayuda para quienes desean apoyar
alos nifios en su esfuerzo de construccién de significado. El punto principal
al que quiero audir, sin embargo, es que la aparicion de las ‘ concepciones
erréneas’ no contradice la vision de los estudiantes como constructores de
sentido. En efecto, no es a pesar de la necesidad de significado sino mas
bien a causa de ella que los nifios tienden a construir sus propias ideas. Es
precisamente por razon de su necesidad de acomodar nuevos conceptos a su
conocimiento previo que sus comprensiones algunas veces discrepan de las
definiciones oficiales’.

Para resumir, laidiosincracia de las concepciones de los estudiantes no
puede contar como evidencia de ‘falta de pensamiento’, sino por €l contra-
rio, debe ser considerada como sustento de la tesis de la presencia perma-
nente de la necesidad de coherencia y significado. Declaro ahora que esta
tesis también es resistente ante la preferencia aparente de algunos estudian-
tes por €l aprendizaje de memoria. Esimportante entender que el estudiante
de mateméti cas puede en algunas ocasi ones abstenerse de comprender, dela
misma manera que una persona sujeta a una dieta puede abstenerse de co-
mida. En ambos casos, |a persona puede vivir temporalmente con la priva-
cién parcia y en ciertas situaciones puede incluso privarse totalmente de
manera deliberada. Sin embargo, la preferencia sostenida del aprendizaje de
memoria, como los casos extremos de dieta que resultan en anorexia, debe
considerarse como una excepcion mas que como unaregla. Es mas posible

7. Esto se evidencia en el hecho, aparentemente sorprendente, de que lo que tendemos a ver
hoy como comprensién ‘errénea’ de un concepto por parte del estudiante es con frecuencia
casi idéntico con lo que se puede halar en fuentes historicas (Sfard, 1992, 1994, 1995;
Sfard y Linchevsky, 1994). Lo mismo que |os estudiantes de hoy, |os mateméticos que por
primera vez hablaron sobre un nuevo concepto y pudieron solamente pensarlo en términos
de su conocimiento previo no llegaron de manerainmediata ala version que sobrevive en
nuestra época. Sus conceptualizaciones iniciales imperfectas, sin embargo, con frecuencia
resultaron ser bases aceptables para lainnovacion. En el mismo sentido, las concepciones
erréneas de |os estudiantes se deben ver como escalones hacia un desarrollo posterior més
que como obstéaculos para el aprendizaje. Esta eslarazén por lacual laexpresion ‘ concep-
ciones erroneas’ con sus matices peyorativos puede ser malinterpretada en ciertaformay
por ello aparece entre comillas simples en este texto. Para una critica més extensa de la
teoria de concepciones erréneas, ver Driver y Easley (1978); Nesher (1987); Smith,
diSessay Rochelle (1993).
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gue ocurran situaci ones de abstencién voluntaria cuando el ambiente parece
favorecer lasupresion delanecesidad através de su sistemade recompensa.
Asi que si setienelaimpresién de que la mayor parte de los estudiantes de
mateméticas tienden a quedar satisfechos con la destreza técnica y nunca
muestran un interés genuino en la estructura conceptual subyacente, esto
debeinterpretarse como evidenciade ciertasfallas basicasen el ambientede
aprendizaje mas que como evidenciade la‘ natural’ falta de pensamiento de
esos estudiantes.

b. ¢Como enfrentan esta necesidad |os Estandares?

Una ojeada a los Estandares es suficiente para darse cuenta de que las nue-
vas ideas curriculares estan imbuidas por € espiritu de dar significado. De
hecho, si auno lo pusieran contralapared paradecir cudl eslaesenciadela
reforma, 10 mejor que podria decirse es que promueve la vision de que el
estudiante es un constructor de sentido. De los cinco cambios principales
requeridos por los Estandares, cuatro apuntan hacia un aprendizaje més
significativo; estos son los cambios:

1 haciala evidencialdgicay matematica —alejandose del profesor
como la Unica autoridad para determinar cuales son las respuestas
correctas;

2 hacia el razonamiento matemético —alejandose de la simple me-
morizacion de procedimientos;

3 hacialaformulacion de conjeturas, lainvencion y laresolucion de
problemas —al gjandose de un énfasis en la blsqueda mecanicade
respuestas;

4 haciala conexién de las mateméticas, susideasy sus aplicaciones

—algjandose del tratamiento de las mateméticas como un cuerpo
de conceptos y procedimientos aislados. (NCTM, 1991, p. 3)

Este énfasis explicito en la construccion de significado es probablemente la
innovacion méasimportante de los Estandares, y su contribuci 6n mas impor-
tante. Durante mucho tiempo se ignord en las clases de matematicas la ne-
cesidad humana basica del significado. Ahora que €lla ha sido reconocida
explicitamente parece que tenemos unamayor posibilidad de mejorar laen-
sefianza. Puesto que esta necesidad es la que nos hace aprender, se puede es-
perar que lainstruccion que se enfocaen € significado seamés efectiva que
aquella que lo soslaya. Actualmente comienza a irrumpir la evidencia que
parece respaldar esta afirmacion (ver, e.g., Cobb, Wood y Yackel, 1991,
1993; Cobb, Boufi, McClain y Whitenack, 1997; Hiebert y Wearne, 1992,
1996; Yerushalmy, 1997). Mas aun, a deslegitimar €l aprendizaje memori-
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sitico, los Estandares proporcionan un mensgje refrescante sobre laidenti-
dad del estudiante. Muy a largo plazo, €l estudiante de mateméticas se
perfila como un ser humano auténomo cuyo derecho a pensamiento inde-
pendiente debe ser respetado por todos, incluyendo alos profesores. EI men-
sgje educativo proporcionado por este principio estan importante en laclase
de mateméticas como fuerade ella

c. ¢Qué puederesultar mal?

A continuacion formularé un asunto importante aunque elusivo de lo que
puede suceder si el Ilamado de |os Estandares para el aprendizaje con com-
prension se interpreta de una manera no apropiada. Precisamente debido a
la importancia educativa y a la belleza, implicitas en los Estandares, del

nuevo modo de perfilar las mentes en desarrollo, este llamado puede con-
ducir facilmente a un extremo peligroso. Si no se explica, este principio se
puede malinterpretar en el sentido de una exclusién total de la instruccién
gue no proporcione de manera inmediata una comprension como recom-
pensa. Quienes implementan los Estandares pueden concluir falsamente
gue de ellos se espera que, atoda costa, protejan a estudiante de la molesta
experiencia de la comprensién insuficiente. Tal interpretacion extrema
podria llegar a ser antiproductiva. Las mateméticas significativas sin
esfuerzo solo pueden ser triviales y carentes de inspiracion y el curriculo
construido alrededor de este “ principio” estd condenado adiluirse (Jackson,
1997, p. 695). Sin embargo, por encima de todo, el miedo de profesores y
estudiantes alas fallas en la comprensién puede engendrar actitudes derro-
tistas que son dafiosas tanto para la ensefianza como para el aprendizaje.

Quienes creen en la posibilidad de un aprendizaje completo, uniforme-
mente significativo, ignoran el hecho de que labulsqueda del significado, es-
pecia mente en matematicas, es una empresainherentemente dificil. Si bien
en la época de los Estandares del NCTM, “la meta de muchos esfuerzos de
investigacion e implementacién en Educacion Matemética ha sido promo-
ver el aprendizaje con comprension,” cadavez mas gente admite que “lograr
esta meta ha sido como la blsqueda del Santo Grial” (Hiebert y Carpenter,
1992, p. 65). Unade las explicaciones para esta molesta dificultad es que €l
camino hacia la comprensién es, por su propia naturaleza, retorcido y en
cierto sentido, circular. Para decirlo sin rodeos, contiene una contradiccion
intrinseca inevitable. Voy a dedicar algunas lineas a sustentar esta afirma-
cion.

Muchos pensadores como Piaget y Vygotsky han enfatizado de manera
reiterada que lacomprensién de un concepto puede lograrse solamente atra-
vés de unaactividad del sujeto con este concepto. Lafamosa declaracion de
Wittgenstein (1953) segiin lacual € significado de unapalabraequivaleasu
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uso en €l lenguaje, implica que uno no puede “capturar” (o construir) €l sig-
nificado antes de familiarizarse con sus usos. La situacion parece ser relati-
vamente simple cuando la idea nueva que se esta tratando de aprender se
refiere aun objeto fisico perceptual mente accesible. En efecto, afirma Witt-
genstein, aun cuando €l objeto en cuestidn se puedamostrar, hay muchama-
yor complejidad en el proceso de dar significado que en lo que ven los ojos.
Piaget, quien argumentaba que lo que realmente aprendemos cuando trata-
mos con objetos son nuestras propias acciones (reales 0 mental es) sobre es-
tos objetos y no nuestras impresiones pasivas de €ellos, ciertamente estaria
de acuerdo con esto. Puede haber pocas dudas de que también era asi para
Vygotsky, quien consideraba que la actividad total de dar significado tiene
raices en la comunicacioén humana mas que en el encuentro directo con la
naturaleza.

Suficiente 0 no, laimpresion perceptua ciertamente puede ayudar. Por
consiguiente cuando se trata de las matematicas, donde no hay objetos ma-
teméti cos prefabricados alos cuales sefiaar, €l problemade la comprension
se vuelve particularmente critico. Se puede argumentar que las definiciones
mateméticas reemplazan apropiadamente las “ definiciones ostensivas® (de-
finiciones por sefialamiento): aunque los nimeros, las funcionesy los con-
juntos se pueden representar sélo simbdlicamente y no se pueden mostrar
realmente, podemos comprender palabras y simbolos gracias a la descrip-
€ion matemética precisa de su significado. Sin embargo, ¢puede alguien de-
cir que un nifio comprende una idea matematica, digamos, un nimero
negativo o unafuncidn con solo la fuerza de una definicidn antes de que sea
capaz de trabagjar con el concepto? ¢Declararia el estudiante tener un buen
sentido de la idea de nimero negativo antes de poder manipular simbolos
como -2y -0.5, de las maneras que caracterizan alos nimeros? ¢Estariamos
de acuerdo en que € estudiante realmente “capté laidea’ de funcién antes
de que pueda aprovechar las relaciones entre los diferentes simbol os que se
usan como “representaciones diferentes’ de funciones? No es extrafio en-
tonces que la investigacion empirica haya mostrado unay otra vez que las
concepciones mateméticas desarrolladas en realidad por los nifios puedan
no tener mucho que ver con las definiciones que han aprendido (Tall y Vin-
ner, 1981).

Todo esto implica que en la busqueda de la comprension uno no puede
escapar alacontradiccion: si e significado es unafuncién de uso, entonces
hay que manipular un concepto paraentenderlo; por otra parte, ¢cémo puede
uno usar el concepto antes de haberlo comprendido? Para ponerlo en térmi-
nosdiscursivos, todos|os discursosy en particular, el matemético, sufren de
unacircularidad inherente: 1os significados se pueden construir solamente a
través de actividad discursiva con significadores, mientras que la existencia
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de los significados es un requisito para el uso exitoso de los significadores.
O, para decirlo de manera més simple, la falta de significado puede surgir
solamente de usar un concepto pero al mismo tiempo es un requisito parael
uso exitoso de este concepto. Esimportante entender, sin embargo, que esta
circularidad parece ser una trampa seria para quienes aprenden mateméti-
cas, es, en efecto, lafuerza conductora que esta detras del crecimiento ince-
sante del conocimiento. Esto eslo que alimentael proceso de aprendizaje en
el que nuestra comprension y nuestra habilidad para aplicar conceptos ma-
tematicos impulsan el desarrollo de los demés conceptos. En este proceso,
€l sentido de lacomprension de un concepto y lahabilidad paraaplicarlo son
como dos piernas que hacen posible moverse hacia adelante graciasa hecho
de que nunca estan exactamente en € mismo lugar. Es caracteristica rele-
vante del aprendizaje matemético que en cualquier momento dado, una de
estas dos habilidades esté adelante de la otra®.

d. ¢Qué se puede hacer?

La discusion anterior nos deja con un dilema que debe resolverse si se
quiere llegar a una solucién practica. No pretendemos que tal solucién sea
facil de hallar. Tampoco debemos engafiarnos pensando que € dilema
basico pueda desaparecer. Mas bien, tenemos que aprender a vivir con la
dificultad mientras hacemos lo mejor posible para hallar un camino razona-
ble entre necesidades conflictivas. la necesidad de comprender y la necesi-
dad de actuar aun antes de que se haya dado la comprension. Pospondré
para las siguientes secciones, algunas sugerencias concretas sobre como
podria hallarse tal camino. Aqui me contentaré con una observacion sobre
laimportancia de las expectativas reales y |as actitudes constructivas.

Laimportancia de ser honesto con los estudiantes con respecto ala difi-
cultad de las mateméticas, dificilmente puede sobreestimarse. Desde un
punto de vista pedagdgico, laideautopicadel aprendizaje significativoy sin
dificultades es simplemente perjudicial. Como lo ha demostrado la investi-
gacion, el estudiante que no esta preparado para esperar fallas en su com-
prension y por consiguiente no considera que €ellas ocurren como un
fendmeno natural, no esta dispuesto a hacer un esfuerzo real para superar
unadificultad cuando ella aparezca (Schoenfeld, 1985, 1989). La conscien-
ciadeloinevitable de esta dificultad inherente es necesaria para desarrollar
la pacienciay la persistencia necesarias para enfrentarla. Si los estudiantes
no pueden posponer la gratificacion de su necesidad de significado, s mues-

8. Paraun tratamiento més exhaustivo de estas circularidades véase Sfard (1991, en prensa).
Para una discusion de lo que se conoce como paradoja del aprendizaje y su relevancia
paralos presentes dilemas, véase Bereiter (1985) y Petrie y Oshlag (1993).
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tran intolerancia hacia cualquier falta de claridad, entonceslas instancias de
comprensién insuficiente tienden a interpretarse como una sefial para reti-
rarse mas gque como un reto motivante y unafuente potencial de satisfaccién
futura. En esta situacién el aprendizaje simplemente no tendria lugar.

Alguien puede objetar diciendo que el estar abierto a las dificultades
puede ser dafiino parala creencia del estudiante en la posibilidad de apren-
der matematicas. La respuesta a esto podria ser, una vez més, que todo es
cuestion de medida. Unadiscusion apropiada de lanaturaleza exigente dela
empresa solamente hara que el aprendizaje de las mateméti cas sea mas reta-
dor y atractivo a los ojos de quienes aprenden. Desde luego, €l énfasis en
esta afirmacion est4 en la palabra apropiada: no puede esperarse el efecto
deseado con simplemente enunciar que las mateméticas son dificiles. Tam-
bién esimportante cultivar la creencia del estudiante en su propia habilidad
para enfrentar las dificultades. Esto ciertamente esta a tono con el espiritu
general de los Estandares del NCTM que estan “basados en la hip6tesis de
gue todos los estudiantes son capaces de aprender matematicas’ (NCTM
1995, p. 1). Los estudiantes pueden tranquilizarse de muchas maneras dife-
rentes con respecto a que las dificultades alas que se enfrentan no son insu-
perables. Se puede traer a cuento la historia completa de lahumanidad y de
sus impresionantes logros matematicos para mostrar que la naturalezainhe-
rentemente paraddjica de la construccién de significado es una fuente de
progreso y no un obstaculo.

Volvamos alalargalistade otras necesidades, todas |as cual es conllevan
lanecesidad primaria de significado y comprension.

2. LA NECESIDAD DE ESTRUCTURA

a. ¢Qué sabemos acer ca de esta necesidad?

En diferentes épocas, quienes trataron de capturar |a naturaleza elusiva del
significado propusieron una amplia variedad de definiciones. El tema del
significado como un asunto de relaciones entre conceptos méas que solo
conceptos como tales, y € de la comprension como habilidad para ver la
estructura que emerge de estas relaciones, se repiten de una manera u otra
en lamayoria de estas propuestas. Ciertamente se encuentran en laideapia-
getiana de aprendizaje significativo como construccién y reorganizacion de
esquemas mentales. También estan presentes en el énfasis que hace
Vygotsky en la naturaleza sistémica de |o que [lama conceptos “ cientificos”
y en sus observaciones sobre la artificialidad de aguellas nociones que no
se desarrollan en un sistema bien definido de otros conceptos ya conocidos.
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La definicién rigurosa de Vygotsky (1962, 1987) de conceptos cientificos
implicatambién que €l sistema debe desplegar unaorganizacion jerarquica.

Laidea de que la comprension es casi equivalente a ver relaciones fue
traidaal contexto de la Educacidon Mateméti ca hace més de sesenta afios por
Brownell (1935), pero llegb a ser prominente gracias a trabajo seminal de
Skemp (1976) quien, inspirado por Mellin-Olsen, sugirid ladistincién ahora
bien conocida entre comprension instrumental y relacional.® Desde enton-
ces se ha dicho mucho sobre las ventgjas del aprendizaje asistido siempre
por |la consciencia de ligamenes altamente cohesivos y bien organizados, |o
gue hace de las mateméticas una construccion impresionantemente ordena-
da (ver, e.g., Hiebert y Carpenter, 1992). Si hien ver la estructura es Gtil en
cualquier dominio del conocimiento, en matematicas puede ser la esencia
misma del aprendizaje. Después de todo, las mateméticas pueden conside-
rarse como una ciencia de estructura, como “¢l estudio de construcciones
ideales (aplicable con frecuencia a problemas reales), y € descubrimiento
consiguiente de relaciones entre las partes de estas construcciones, antes
desconocidas’ (Charles Peirce, en Moritz, 1942, p. 8)1°. Lablsquedade es-
tructurasereflejaen la propiaformabien organizaday jerérquicade las ma-
tematicas. Es decir, aprender mateméticas implica ver estructuras en varios
niveles diferentes. primero, las estructuras que se pueden extraer directa-
mente de cosas concretas y accionesy que constituyen los conceptos mate-
maéticos basicos (e.g., |os nimeros naturales, formas geométricas simples),
luego las estructuras obtenidas a través de investigacion de relaciones entre
estas estructuras matematicas fundamentales, y asi sucesivamente. Este pro-
ceso notiene queterminar, yaqueni siquierael cielo esel limite paralanun-
ca estética jerarquia de los conceptos matematicos. Sin embargo, 1o que
determinala calidad del aprendizaje eslavisibilidad de laldgicainternade
este cuerpo especia de conocimiento. Si comprender significa ver estructu-
ra, entonces es importante que las conexiones bien organizadas entre con-
ceptos ya aprendidos y aquellos que los estudiantes hasta ahora van a
aprender nunca desaparezcan de su vista.

Aqui debe afiadirse una observacién dirigida a aquellos pensadores que,
convencidos de que €l aprendizaje es esencialmente situado, oponen laidea

9. Lacomprension relacional, de acuerdo con Skemp, es “tanto saber qué hacer, como por
qué’, mientras que la comprension instrumental equivale a “conocer reglas sin razones’.
Para explicar su idea, Skemp sugiere a lector que imagine a una persona que trata de
aprender a moverse en una ciudad no conocida. Basicamente hay dos maneras en que se
puede realizar latarea: se puede aprender ‘un nimero creciente de planos fijos [caminos]’,
0 se puede tratar de ‘ construir en la mente un mapa cognitivo de la ciudad’ (Skemp, 1976,
p. 25).

10. Ladescripcion de las mateméticas como la“ ciencia de ver regularidades” esta rel acionada
con esto (National Research Council, 1989; Schoenfeld, 1992).
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de abstraccion in extenso alaideadelos matematicos de abstraer estructuras
apartir de cosas en particular (ver e.g., Lavey Wenger, 1991). Tal abstrac-
cion, pueden protestar algunos, no se puede aprender “comota”. Enlamen-
te de quien aprende, un concepto siempre permanecerd inmerso en el
contexto dentro del cual se aprendio; por tanto, debemos renunciar a esperar
gue quien aprende pueda trabajar con la estructura matematica“ pura’ o sea
capaz de transferirla a una situacion diferente. Sin embargo, se puede mos-
trar que esta posicion extrema es resultado de una cierta confusidn concep-
tual. Este no es el lugar para tratar de presentar e argumento en detalle, 1
asi que diré algo muy breve. El razonamiento de quienes se oponen alaabs-
traccion y latransferencia se origina en un marco participacionista. Puesto
gue desde un punto de vista puramente anal itico, las nociones de abstraccion
y transferencia son parteintegral delametaforadel aprendizaje como adqui-
sicion, su mensaje metaforico simplemente no encaja en marcos participa-
cionistas. Cuando se escoge conceptualizar el aprendizaje en términos de
participacion y no de estructuras cognitivas, entonces uno se excluye del
discurso adquisicionista en vez de decir que las afirmaciones engendradas
por tal enfoque son falsas (o verdaderas, parael caso). Infortunadamente, los
proponentes de los dos marcos no siempre son conscientes de lainconmen-
surabilidad bésicade sus posicionesy eso generadiscusionesentreellos. Sin
embargo, |as aseveraciones adquisicionistas acerca de la abstraccion y de la
transferenciano pueden ser probadas o refutadas por un participacionista, |0
mismo que | os teoremas de la geometria de L obachevski no se pueden pro-
bar o refutar con los axiomas de la geometria euclidiana. Y si esta explica
cion analitica un tanto intrincada no es suficiente, entonces permitaseme
traer un argumento mésinmediato: € poderoso cuerpo de conocimiento ma-
tematico construido através de las épocas por generaci ones de matematicos
y exitosamente aprendido unay otravez por mucha gente joven, parece una
evidencia poderosa parala posibilidad de pensar en estructuras abstractas.

b. ¢Como enfrentan esta necesidad |os Estandares?

Los Esténdares se refieren extensamente a “extraer” estructuras mateméti-
cas a partir de una variedad de situaciones. A través de todos ellos, se pro-
mueve la idea de que las “concepciones mateméticas se crean a partir de
objetos, eventosy relaciones’ (NCTM, 1989, p. 11). También se presta bas-
tante atencién a la necesidad de apreciar la estructura general de las mate-
méticas. El cuarto estandar en cada nivel se titula “Conexiones
mateméticas’ y los autores del documento explican e fundamento 16gico:

11. Para conocer detalles, ver Sfard (1998).
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Este titulo enfatiza nuestra creencia de que [ ...] las mateméticas se
deben enfocar como un todo. Conceptos, procedimientosy procesos
intelectual es estan interrelacionados. En el sentido significativo, “el
todo es més grande que la suma de las partes.” Es decir, €l curriculo
debe incluir intentos deliberados, a través de actividades instruccio-
nal es especificas, de conectar ideas y procedimientos tanto entre di-
ferentes topi cos matemdticos como con otras areas de contenido. (p.
11)

Este llamado origind mucha literatura acerca de las maneras en que los di-
ferentes topi cos mateméticos ensefiados en la escuela se pueden ‘ conectar’
con otros (y también con e mundo ‘externo’, pero este es otro tépico que se
discutira en secciones posteriores de este articulo; ver e.g., House, 1995; y
consultar las revistas Arithmetic Teacher (febrero de 1993), Mathematics
Teacher (noviembre de 1993), Mathematics Teaching in the Middle School
(marzo-abril de 1996)).

c. ¢Qué puede resultar mal?

Algunas veces, diferentes ideas curriculares que atienden a diferentes nece-
sidades del estudiante pueden entrar en conflicto entre ellas. Este parece ser
el caso del énfasis en laestructura, por un lado, y del principio del aprendi-
zaje principalmente a través de la resolucién de problemas de la vida real,
por €l otro. Sin embargo, este Ultimo principio de aprendizaje debe ser dis-
cutido y justificado. Por ahora voy a mostrar |as razones por las que los dos
reguerimientos curriculares pueden entrar en conflicto.

En primer lugar, 1o quelos Estandares afirman puede ser muy facilmente
traducido en la creencia de que | os estudiantes pueden hacer por si mismos
todo el trabajo de construir estructuras. Esta creenciatiene poco fundamen-
to. Obviamentetieneraices en laconviccion de que laestructura esindepen-
diente del simbolo y es objetiva, y esta justamente esperando ser
“descubierta’. Esta conviccion, sin embargo, es casi tan inaceptable como
la modesta afirmacion de Miguel Angel Buonarotti de que en su trabajo
como escultor su tnico papel fue exponer lasformas que“ya’ estaban “alli”
en lapiedra. Lo mismo que esculpir, “extraer laestructura’ es, de hecho, un
trabajo creativo. Es invencion més que descubrimiento. Creer que el estu-
diante puede, por su propia cuenta, extraer las mateméticas de las situacio-
nes de la vida real es como creer que cualquier persona habria podido
producir el arte de Miguel Angel. Hacer las famosas estatuas del David o €
Moisésreguiereel don delacreatividad del artista; inventar los nimeros, las
funcionesy las derivadas requiere el ingenio de los mateméticos.
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A partir de las criticas hechas a los Estandares se percibe |la preocupa
cion acercade lo cerrado de las mateméti cas, acompafiada por la preocupa
cion de que los estudiantes no parecen llegar a ella por cuenta propia.
Algunas de las criticas (e.g., Wu, 1997) enfatizan la importancia de hacer
explicitalaabstraccion mateméticay de ayudar alos estudiantesaver como
€l resultado puede transferirse de un contexto a otro. El “énfasis exagerado
en larelevanciay las ‘aplicaciones del mundo real’”, afirmaWu, va en de-
trimento de la estructura.

Por la misma razon, algunas personas expresan preocupacion acerca de
laefectividad del llamado a“ conectar” |as matemaéticas. Este llamado pare-
ce implicar que los hechos matematicos deben primero aprenderse y sdlo
después deben conectarse. Estaformade proceder quizas no sealamejor. El
estudiante puede tener gran dificultad al tratar de construir la estructura or-
ganizadora general apartir de pequefios fragmentos de mateméati cas disemi-
nados en diferentes problemas y contextos. La tarea puede ser tan dificil
como juntar piezas de un rompecabezas sin saber cudl debe ser lafigura fi-
nal. Mientras que hay casi tantas formas de organizar €l conocimiento como
estatuas potencial es se pueden sacar de un pedazo de piedra, slo ciertos ti-
pos de resultado final parecen verdaderamente deseables. En realidad, que-
remos que nuestros estudiantes sean capaces de ver la totalidad de las
matemaéticas como un cuerpo de conocimiento cohesivo y jerarquico. Si se
les deja solos, ellos pueden permanecer convencidos de que las mateméticas
son unared amorfade vincul os accidentales. Mientras que el disgusto delos
matematicos con este resultado es dictado principalmente por la preocupa-
€ion con respecto alaimagen delas matematicas (“ un estudiante provenien-
te de un curriculo hecho bajo la perspectiva de la reforma podria no
comprender por qué lareciente pruebadel Ultimo teorema de Fermat es una
piedra angular en la cultura humana,” afirma Wu, p. 956), la preocupacién
de los educadores mateméticos deberia provenir del cuidado con respecto al
estudiante: tal como se sustentd, la apreciacion insuficiente de la estructura
significa comprensién insuficiente (cf. Tietze, 1994).

Finalmente, quiero agregar que aprender exclusivamente de la “vida
real” puede dejar al estudiante en el nivel de aquellos conceptos mateméti-
cos primarios que sélo son el comienzo de lo que son las matematicas. Tal
aprendizaje no le permite a estudiante despegar hacia los estratos de la je-
rarquia matemética en donde uno comienza a actuar de maneras verdadera-
mente mateméticas. Esta puede ser otrarazén por la que algunos criticos se
lamentan acerca de una “disolucién” del curriculo.
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d. ¢Qué se puede hacer ?

Puesto que la estructura de las cosas reside en |os ojos del espectador més
gue en las cosas mismas, y puesto que € proceso de construir la estructura
no puede controlarse totalmente “ desde fuera’, no seriarazonable pedir que
solo sele“muestre” al estudiante. Sin embargo, se puede hacer mucho para
ayudar a los estudiantes a que la vean por si mismos. En primer lugar y
principal mente, se puede pedir alos estudiantes que sean mucho mas expli-
citos acerca de la organizacion de las matematicas como un todo, 1o mismo
que acerca de aquellas estructuras mateméti cas especificas que nos gustaria
que “extrgjeran” de lasituacion de lavidareal. En segundo lugar, podemos
mantener € contexto de aprendizaje de la vidarea dentro de unos limites
razonablesy extender la parte de las mateméticas abstractas en €l curriculo.
Detallaré esta posibilidad mas adelante.

Otraformade ayudar al estudiante estratar de organizar al menos algu-
nas partes del aprendizaje de maneras que reflgjen las conexiones matemé&
ticas que se quiere que | os estudiantes vean. Esto puede significar que haya
que guiar a estudiante através de lajerarquia de conceptos mateméticos de
unamaneratan sistematica como sea posible sin poner en peligro otros prin-
cipios basicosdd curriculo. Usando la metéfora de Skemp, podemosimagi-
nar alos estudiantes de mateméticas como turistas en unaciudad extranjera,
tratando de comprender como esta construida. ¢Qué parece mas plausible:
gue ellos prefieran que se les muestren barrios aislados de una manera acci-
dental, o que se les permita explorar la ciudad de manera sistemética, guia-
dos por un mapa de la ciudad? Es importante que los estudiantes tengan la
posibilidad de referirse a algo como un “mapa’ mientras trabajan con pro-
blemas especificos, conceptos y procedimientos. En una seccion posterior
daré gjemplos concretos que muestren cdmo se pueden construir tales es-
tructuras organizadoras. Aqui solo agregaré que en tal marco general, en €
gue varias de las conexiones importantes entre diferentes elementos son f&
cilmente visibles, la mayoria de las ideas no tienen que ser recordadas —
€llas se pueden reconstruir facilmente siempre que seanecesario. En presen-
ciade la estructura general, la comprension se puede construir simultanea-
mente en ambas direcciones, de lo particular alo general y de lo general a
lo parti i:zular, por lo cual los dos intentos se encuentran en a guin punto inter-
medio.

12. Naturalmente, cada nifio puede tener sus propias maneras de proceder, pero esto solo sig-
nifica que entre mas diversidad de el ecciones haya, es més probable que cada nifio encuen-
tre algo por si mismo. La presencia de “un mapa’ no obliga al nifio a usarlo, pero abre tal
posibilidad.
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3. LA NECESIDAD DE ACCION (REPETITIVA)

a. ¢Qué sabemos acer ca de esta necesidad?

Una recapitulacion: de acuerdo con los tedricos, la principal necesidad que
hay detras del deseo humano de aprender es la necesidad de comprender, y
comprender, a su vez, se puede interpretar como ser capaz de ver orden y
estructura. Cuando se trata de las matematicas, la pregunta que ahora debe
hacerse, es. ¢estructura de qué? ¢Cud es la “disposicion” primaria de las
estructuras que constituyen nuestro conocimiento matematico y cual es el
mecanismo através del cual somos capaces de (re-) construirlas por nuestra
cuenta? En esta seccidn, sustentaré que las estructuras que aprendemos a
ver mientras hacemos matematicas son estructuras de nuestras acciones.

Enrealidad, estano esunanuevaafirmaciony no serefieresolo alasma-
tematicas. Como se pudo mostrar antes, ambos Piaget y Vygotsky son los
precursores de la idea: ambos enfatizaron la importancia fundamental de
nuestras acciones en el aprendizajey la comprensién. Como ya fue mencio-
nado, la afirmacién central de Piaget fue que nuestro conocimiento tiene sus
raices no tanto en |os objetos estéticos como en nuestras acciones sobretales
objetos. Un mensaje similar fue &l de Vygotsky cuando dijo, como Kozulin
(1990) lo parafrased, que “através de la actividad se crea una funcion men-
tal més elevada, es una objetivacion delaaccion” (pp. 113-114). Los segui-
dores de Vygotsky, los proponentes de |0 que se ha denominado |a Teoriade
laActividad, enfocan su estudio en lo que se describe como la“internaliza-
cion delasacciones’. No es de extrafiar entonces, que Bruner (1990), quien
define accion como “ una contraparte de comportamiento con base intencio-
nal” (p. 19) ladeclare como lanocion focal de la psicologia.

Ciertamente, en mateméticas todas estas afirmaciones tienen fuerza,
pero reciben un significado especial. Al igual que el aprendizaje sobre el
mundo fisico, el aprendizaje de las mateméticas acerca de la “realidad vir-
tual” implica el estudio de acciones, mientras que en el caso dela*“realidad
de hecho”, no. Sin embargo, la mayoria de estas acciones se realizan sobre
objetos matematicos intangibles tales como nimeros, funciones y conjun-
tos. Seradificil de entender el asunto de lacomprension de las mateméticas
sin tratar de responder la pregunta acerca de qué son esos objetos matema-
ticos.3

Una forma de explicar la idea de “objeto matematico”, como en efecto
lo han hecho algunos investigadores (e.g., Greeno, 1983; Thompson, 1985;
Dubinsky, 1991; Sfard, 1987, 1991; Harel y Kaput, 1991), es afirmar que es

13. Naturalmente, aqui se hace esta pregunta desde un punto de vista psicolégico y no desde
uno filosofico.
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una construccion mental creada al “extraer” estructura de las acciones. En
otras palabras, declarar que uno “ha aprendido aver” un objeto matemético
es afirmar que tal persona es consciente de una estructura constante, repeti-
tivade ciertas acciones, y que puede verlatan bien que es capaz de “reificar-
la’14. La relacion entre nuestras acciones y nuestra habilidad para “ver
objetos mateméticos’ (esdecir, estructura) es, por tanto, reflexiva: las accio-
nes se realizan sobre ciertos objetos, pero extraer la estructura de esas accio-
nes significa construir nuevos objetos, y en consecuencia, nuevas acciones
sobre estos nuevos objetos, y asi sucesivamente.®

Esta interdependencia esencial de las acciones matematicas y los obje-
tos, esdecir, delasaccionesy lacomprension, se expresaen ladualidad pro-
ceso-objeto de los conceptos mateméticos. Simbolos tales como 5, 2/3,
-3, J-1, olafuncién 3x — 2, aunque claramente se refieran a objetos, tam-
bién se pueden ver como apuntando a ciertos procesos mateméticos: el con-
teo de cinco objetos, ladivision de un objeto en tres partesigualesy latoma
de dosdeéllas, lasustraccion de 5 apartir de 2, laextraccién de laraiz cua-
dradade -1, y un procedimiento computaciona (lamultiplicacién deun nd-
mero por 3 y la sustraccion de 2 a resultado), respectivamente. Esta
dualidad eslafuente tanto de la potencia como de la dificultad de las mate-
méticas.1® Permitaseme construir €l resto del argumento alrededor del testi-
monio de un matemético:

L as mateméticas son sorprendentemente condensables: uno se pue-
de esforzar mucho tiempo, paso a paso, en trabgjar a través de un

14. Reificar significa ser capaz de pensar y hablar acerca del proceso, de las mismas maneras
en gue pensamos y hablamos de los objetos: como s fuera una entidad permanente, la
estructurainterna que no tiene que ser recordada cada vez que se trata con ello.

15. Esimportante entender que laidea de “objeto matemético” es tan sélo unametéforay que
la expresion “ objeto matemético” realmente no se usa sola. Ella solo puede venir dentro de
una oracion tal como “una persona ha construido un objeto matemético (nimero, funcion,
conjunto)” o “el estudiante usalanocién de funcién de una manera mediada por el objeto”.
Ladultimaexpresion se refiere aunamaneramuy especial de participar en el discurso mate-
maético. Este tipo de discurso puede llamarse “mediado por un objeto” puesto que esta
construido sobre laimagen de un discurso acerca de objetos tangibles (fisicos), tales como
mesas 0 arboles. En efecto, el discurso matemético (como cualquier otro, paralo que inte-
resa agui) se crea claramente reciclando formas linglisticas que son tomadas del discurso
sobre la realidad accesible perceptualmente (es decir, aqui estamos hablando acerca del
mecanismo de la metéfora). Si se transfieren las formas en que hablamos acerca de, diga-
mos, mesas y &rboles, a un contexto més abstracto, terminamos construyendo e mundo
virtual de las mateméticas sobre la imagen del mundo fisico. Mé&s aun, con frecuencia
hacemos esto tan bien que eventualmente | os objetos supuestamente virtuales de las mate-
maéticas se convierten en experiencialmente reales para nosotros. Cuando eso ocurre,
comenzamos a creer en su existenciaindependiente.

16. Ver también laidea de procepto en Gray y Tall (1994).
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proceso o unaidea desde diversos enfoques. Pero, unavez que real-
mente se comprende eso y se tiene la perspectiva mental para verlo
como un todo, hay una tremenda compresion mental. Se puede ar-
chivarlo, evocarlo répida y totalmente cada vez que se necesite, y
usarlo justamente como un paso en algin otro proceso mental. La
ideabrillante que acompafia a estacompresion es uno delos placeres
reales de las matematicas. (Thurston, 1990, p. 847)

Si la“compresidn” se construye como un acto de reificacion —como una
transicion de lavisién operacional (orientada por €l proceso) alavision es-
tructural (objetal) de un concepto,l’ este corto paso pone de relieve los as-
pectos mas importantes de este intrincado proceso. Primero, muestra que
debemos estar hien familiarizados con un proceso matemético para ser ca
paces de llegar a su concepcion estructural. Segundo, implicaque lareifica
cion hace mucho bien a nuestra comprension de conceptos y a nuestra
habilidad para trabajar con €llos. Tercero, dice que lareificacion a menudo
sblo viene después de un largo esfuerzo. Estudios en Educacion Matemética
y en historia de las mateméticas (e.g., Breidenbach, Dubinsky, Hawksy Ni-
chols, 1992; Sfard, 1992; Sfard y Linchevski, 1994) confirman esta Gltima
aseveracion: sugieren que ya sea que se esté hablando acerca de funciones,
nimeros, espacios lineales, o conjuntos, es dificil alcanzar lareificacion. La
fuente principal de esta dificultad inherente es, una vez més, la naturaleza
circular de nuestra comprensién (que, en el caso especifico de las matemé&
ticas, lo [lamé algunavez “€l circulo vicioso delareificacion”): por unlado,
uno no puederealizar acciones (digamos, operaciones aritméticas) sobre ob-
jetos matematicos (digamos, nimeros racionales), antes de construir estos
objetos; por €l otro lado, uno no puede construir 10s objetos antes de operar
sobre ellos.

Ladltimalinea de todo esto es que la estructurade acciones es €l princi-
pal objeto delaindagacion matematicatal como laestructuradel cuerpo hu-
mano es el objeto de investigacién en anatomia. Més aun, puesto que la
estructura significa un cierto patron repetitivo, podemos decir que no hay
matemaéticas sin acciones bien definidas que se repitan. Finalmente, aunque
launica“evidenciaempirica’ que ofreci fue €l testimonio de un matematico,
todo esto también es verdadero paralas mateméticas basicas: ciertaclase de
reificacién —de ver estructuraen accion— es necesariaincluso en |las etapas
tempranas del aprendizaje (cf. Nesher, 1986). En efecto, jlatransicion desde
los procedimientos de conteo a la nocidn de nimero natural, es incluso un
acto de reificacion!

17. No tiene que ser construido de estaforma, pero tal interpretacion es consonante con lo que
se dijo antes acerca de |as concepciones estructurales.
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b. ¢Como enfrentan esta necesidad |os Estandares?

Parece que los autores de los Estdndares se han aproximado al reconoci-
miento de laimportancia de laaccion y de la reflexion en la accion cuando
afirman que “‘saber’ mateméticas es ‘hacer’ matemédticas’ y que “una per-
sona redne, descubre, o crea conocimiento en € curso de alguna actividad
al tener un proposito” (NCTM, 1989, p. 7). Sin embargo, mientras que esta
aseveracion se puede interpretar de muchas maneras, lainterpretacion dada
por los escritores de los Estandares parece generar practicas que no estan
de acuerdo con lo que se ha dicho antes. En el resto de esta seccion, quiero
enfocarme en un aspecto especifico del topico que, en € debate actual dela
reforma, es claramente objeto de la més acalorada controversia. En lo que
sigue trataré €l asunto de las destrezas basicas que, a ser un dominio de
acciones mateméticas bien estructuradas, parecen tener estrecha relacion
con las necesidades explicadas antes.

Desde el punto de vistadel publico general, quizés el cambio mas obvio
guetrgjo lareformaeslaremocion de las destrezas béasicas del lugar central
gue ocupaban en €l curriculo. El nuevo proceso de aprendizaje “ es diferente
del dominio de conceptosy procedimientos’, dicen los autores de los Estan-
dares. Lo demés esta dicho en una serie de enunciados negativos en lugar de
afirmaciones directas: “No afirmamos que el conocimiento de informacion
no tenga valor, sélo que su valor reside en la medida en que sea Util en €
curso de alguna actividad que tenga un propésito” (NCTM, 1989, p. 7) y
“que la disponibilidad de calculadoras no eliminala necesidad de |os estu-
diantes de aprender algoritmos, pero tal conocimiento debe provenir de las
situaciones problemas que han originado tales algoritmos” (p. 8). Si selee
cuidadosamente, ninguno de estos enunciados expresa que se deban aban-
donar por completo |as destrezas basicas; més bien, requieren que se desa-
rrollen las destrezas de maneras nuevas, méas “naturales’. Sin embargo,
puesto que las cosas se enuncian de forma negativa, es muy posible que se
considere que los Estandares presentan un mensaje mucho masradical.

c. ¢Qué puederesultar mal?

A juzgar por lo que han dicho los criticos, tal es la manera en que se han
interpretado |os Estandares. La mayoria de la gente tiende a interpretar los
Estandares como si ellos negaran cualquier importancia real a las destre-
zas. Estainclinacion es entendible alaluz de ciertas tendencias generales,
gue son bastante independientes de los Estandares mismos. Como lo
explicd Keith Devlin (1997), €l editor de Focus, en su reciente editorial:

Necesitamos reducir dréasticamente el tiempo gastado en la ensefian-
zade las destrezas basicas en | as clases de matematicas de laescuela
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mediay superior... El proposito de la ensefianza de las mateméaticas
deberia ser producir un ciudadano educado, no una imitacién pobre
de una calculadora de 30 ddlares.

Pero estano es ni la Ginica ni lamas importante razon por la que la gente ha-
bla contra la ensefianza de destrezas bésicas. Estas, vistas como algo que
solo se puede adquirir a través de una préactica aburrida, sin significado, ha
tenido una mala prensa por mucho tiempo. Nuestro reciente énfasis en la
comprensién hatraido intolerancia hacia cual quier cosa que no parezca con-
ducir a un aprendizaje significativo. Por esto, las destrezas bésicas fueron
consideradas un gjemplo paradigmético. Como consecuencia, la gjecucion
de algoritmos ha llegado a verse como antinomia del aprendizaje con com-
prension.

Todas estas afirmaciones y creencias parecen méas bien exageradas.
Cuando se trata de enjuiciar las destrezas basicas, el argumento de la falta
de aplicabilidad ala vidareal, como el que utilizd Devlin, es en efecto ver-
dadero y convincente siempre que estemos de acuerdo en que la Unicarazén
posible para aprender cualquier cosa en las mateméticas es su utilidad por
fuera de las mateméticas mismas. Sin embargo, algunos tipos de conoci-
miento pueden ser necesarios no porgue tengan aplicaciones practicas sino
por su importanciaa interior de las matematicas —por ser un elemento in-
dispensableen el proceso de construir el conocimiento matematico. Lasdes-
trezas basicas pueden pertenecer a esta categoria. Asi parezca paraddjico,
sostendré ahora que un nivel razonable de manejo diestro de los algoritmos
basi cos puede, de hecho, ser necesario para nuestra comprension de las ma-
teméticas.

La idea que quiero promover es simple. A laluz de lo que se ha dicho
antes, alguna proficienciaen | os procedimientos matematicos basi cos puede
ser necesariasi se quiere que e proceso de aprendizaje sea posible. En pri-
mer lugar, hay estudios empiricos que parecen apuntar en esadireccion (Fu-
sony Kwon, 1992; Stevensony Stigler, 1992; Fusony Briars, 1990; Hiebert
y Wearne, 1996). En segundo lugar, aunque estano eslanicainterpretacion
posible de lainformacién empirica, llegaa ser mas plausible dada lafuerza
del argumento tedrico que es como sigue. Si las mateméticas son un resul-
tado de reflexidn acerca de nuestras propias acciones, primero fisicasy lue-
go mentales, entonces el estudio de las acciones es la esencia de la
matematizacion. Para poder reflexionar sobre |os procesos que realizamos,
primero tenemos que adquirir un cierto dominio de estos procesos, algunas
veces quizas incluso a grado de la automatizacion; o, como lo plantea
Vygotsky (1962), “ Para sujetar lafuncién al control intelectual, primero de-
bemos poseerla’ (p. 90). Los nifios que no tienen una habilidad razonable
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pararealizar algoritmos basicos no van a tener nada sobre lo cua construir
posteriormente |as mateméticas. Es decir, por gjemplo, un nifio que no tenga
una experiencia razonable con operacionestalescomo 3—-5 0 8(1-4) po-
siblemente no sea capaz de reflexionar sobre tales operaciones y reificar
3-5 0 1-4 en objetos mateméticos. Este nifio estara privado, por consi-
guiente, de una comprension de los nimeros negativos, y su progreso ulte-
rior sera blogueado. Podemos ahora resumir y decir que, paraddjicamente,
€l énfasis sobre la comprensi6n podria haber sacado de |os nifios algo para
comprender. La afirmacion acerca de la posibilidad de aprender mateméti-
cas significativamente sin algiin dominio de procedimientos béasicos puede
ser comparada con la afirmacién acerca de la posibilidad de ser exitoso en
la construccion de una casa sin tener ladrillos.

d. ¢Qué se puede hacer?

Los autores de los Estdndares enfatizan la actividad intencionada como
una situacion apropiada para €l aprendizaje. En efecto, tener unaintencion,
un propdsito, es la mejor motivacion para aprender. El que se pueda consi-
derar la adquisicion de destrezas como una “actividad intencionada’, es
cuestion de lo que se entiende por proposito. A partir de 1o que dicen los
Estandares, es muy claro que sus autores no consideran que € deseo de
dominar procedimientos mateméaticos merezca la denominacion de “prop6-
sito”. Sin embargo, un trabajo cuidadosamente planeado acerca de procedi-
mientos mateméticos, en donde la blsqueda de significado va de la mano
con el crecimiento de la destreza técnica (jlo que puedeinvolucrar €l uso de
calculadoras!) tiene una buena posibilidad de ser recibido por los nifios
como una actividad intencionadayy significativa.1® Realizar procedimientos
mateméticos acompariados por un incesante esfuerzo® para dar significado
yano se volveraaver como memorizacion. En cambio, tomaréalaformade
un proceso dialéctico de crecimiento sincronizado en proficienciay com-
prension, en el que € dominio de unaaccion conduce alareflexién sobre el

18. Desde mi experiencia como profesora, a muchos estudiantes les gusta practicar porque el
llegar a ser &giles en la técnica les da una sensacion de éxito y la seguridad necesaria para
proseguir.

19. Naturalmente, puesto que no todos | os estudiantes aprenden de la misma manera, la canti-
dad relativa de lo que hacen y reflexionan puede cambiar de uno a otro estudiante. Hoy, €l
“dar significado” puede hacerse con la ayuda de los computadores. Asi por jemplo, resol-
ver ecuaciones se puede hacer aplicando simultaneamente métodos algebraicos y gréaficos.
Como se ha mostrado en varios estudios (Kieran y Sfard, 1999; Schwartz y Yerushalmy,
1995) esta técnica instruccional puede, ciertamente, tener un efecto benéfico en la com-
prension de | os estudiantes acerca de los algoritmos. Resultados similares pueden provenir
de actividades de programacion que requieren un buen sentido de los procedimientos
(Breidenbach, Dubinsky, Hawksy Nichols, 1992; Sfard, 1992).
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significado de esta accidn, y el incremento en la comprensién conduce a
nuevas acciones mas complejas.

No estoy tratando de afirmar que implementar esta sugerenciavayaa ser
facil, o que habra un movimiento directo paratraer de vueltalas destrezas a
los colegios. Todo esto puede ser dificil, aun si lo que tenemos para ofrecer
€s una nueva manera de aprender destrezas, una que se pueda llamar préac-
tica reflexiva. Que esto sea posible depende en gran medida de nuestra ha-
bilidad paracambiar € clima—convencer atodoslosinteresados, de que €l
dominio de destrezas, especialmente cuando éste se hace a través de la
“précticareflexiva’, no significaignorar la necesidad basica de comprender
gue tiene €l nifio, sino por el contrario, es una condicién parala compren-
sién. Esto requerird, entre otras cosas, que saguemos a laluz algunas falsas
creencias acerca de la comprension matemética. Primero, tendremos que
clarificar que tratar la comprension y el hacer repetitivo (practica) como si
fueran dos cosas separadas, y como si una fuera posible sin la otra, es un
error fundamental. Segundo, debemos explicar que €l hacer persistente en
situaciones de comprension parcial es la condicién para progresar.

Es natural terminar esta seccién con la observacion hecha ya hace algu-
nos afios por Jim Hiebert y Tom Carpenter y que parece dar en el blanco de
estadiscusion:

Uno de los eternos debates en la Educacion Matemética tiene que
ver con la relativa importancia de la comprension versus la destre-
za.... Confrecuencia, € debate sellevé acabo en €l contexto de pro-
poner un programa instrucciona que enfatizara un tipo de
conocimiento sobre el otro. Lavision prevalente ha oscilado, refor-
zada por la capacidad de persuasi6n del vocero en cada posicién par-
ticular. Aunque los argumentos puedan haber sido convincentes a
veces dentro de la comunidad de Educacién Matemética, no hemos
progresado mucho en nuestra comprension del asunto. (Hiebert y
Carpenter, 1992, p. 77)%

En vistade laintrincada interdependencia entre el hacer y el comprender, y
por razén de la circularidad inherente a proceso de su desarrollo, estos en-
fogques instruccionales zigzagueantes no son sorprendentes. Quizads sea
tiempo, sin embargo, de reconocer € hecho de que la pregunta de laimpor-
tanciarelativaestdmal propuesta, puesto quelacomprensiény el hacer pue-
den ser simplemente dos caras de la misma moneda.

20. Ver también Hiebert y Lefevre (1986).
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4. LA NECESIDAD DE DIFICULTAD

a. ¢Qué sabemos acer ca de esta necesidad?

Como se dijo antes, de muchas maneras diferentes, el verdadero aprendi-
zaje implica enfrentar dificultades. Puesto que la gente le teme a la dificul-
tad e instintivamente trata de escapar de ella, es importante enfatizar que
cuando se trata del aprendizaje, la dificultad es de hecho una buena cosa,
previsto que béasicamente se pueda manejar. Se puede decir que ladificultad
es a aprendizaje lo que &l rozamiento es al movimiento: esla condicion de
su existencia. Sin dificultad no hay aprendizaje, de |a misma manera que no
hay movimiento sin rozamiento. De otra parte, por supuesto, una dificultad
muy grande haria imposible cualquier aprendizaje, |o mismo que un gran
rozamiento detendria cualquier movimiento. Para hacer el argumento més
“cientifico”, permitaseme pasar ahora a la autoridad de Piaget y Vygotsky,
y asu controversiaacercadelarelacion entre el desarrolloy €l aprendizaje.

En su discusion, € término desarrollo se refiere a proceso de madura-
cion natural. Inspirado por la metafora del crecimiento bioldgico, Piaget
creia que nuestras funciones mentales se desarrollan de manera natural, lo
mismo que nuestro cuerpo. Sin embargo, el desarrollo natural no eslalnica
causa posible de un cambio en los procesos cognitivos. Estos procesos tam-
bién se pueden moldear através del aprendizaje; es decir, atravésde un in-
tento deliberado de enriquecer y reorganizar nuestros esquemas coghitivos.
Por tanto, el aprendizaje nos puedeimpulsar hacia metas que no parecen po-
derse alcanzar espontdneamente. Piaget también tenia una clara concepcion
acerca de la relacién entre el aprendizaje y e desarrollo. Guiado, como
siempre, por lametéforadel crecimiento biol gico, él creiaque basicamente
el aprendizaje esta subordinado a desarrollo, y por tanto, tiene limites bien
definidos. Lo mismo que un neonato no puede aprender amanejar bicicleta,
tampoco un nifio puede aprender cosas que requieren una maduracién inte-
lectual que alin no posee.

Vygotsky adopté la terminologia de Piaget y, como su predecesor, dis-
tingui6 entre desarrollo y aprendizaje. Sin embargo, criticd a Piaget en lo
guetiene que ver con laprecedenciadel desarrollo sobre el aprendizaje. Mas
especificamente, Vygotsky estuvo en desacuerdo con la afirmacién extrema
dePiaget segiin lacual el desarrollo no puede ser influido por el aprendizaje.
Su famosa idea de zona de desarrollo préoximo (ZDP) condensa la creencia
de que € desarrollo intelectual del nifio se puede acelerar mediante un
aprendizaje planeado cuidadosamente. Puesto que el propdésito del aprendi-
zaje debe ser llevar a nifio através delaZDP—es decir, impulsarlo a partir
de las habilidades que posee ahora hacia las que, aungue no se hayan desa-
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rrollado todavia, estan yaen €l proceso de hacerlo— lamejor manerade en-
sefiar esasignar a estudiante tareas que vayan méas alla de su actual nivel de
desarrallo. Claro que estastareas, aunque exigentes, no pueden ser demasia-
do avanzadas: tienen que gjustarse ala ZDP, que también tiene sus limites.
Sin embargo, hay algo claro en esta propuesta: € aprendizaje verdadera-
mente sustancial solo puede ocurrir cuando €l nifio experimenta una cierta
dificultad. Por tanto, se puede interpretar que Vygotsky enfatiza el papel de
la dificultad, mientras que Piaget, aungque no fuera su intencién, hasido in-
terpretado como si exigiera que €l nifio esté asalvo del reto frustrante de ta-
reas que superen sus habilidades actuales. Independientemente de la
posicién que uno tenga con respecto a asunto origina de la relacion entre
aprendizaje y desarrollo, una persona que reconozca la necesidad de la difi-
cultad encontrara més atractiva la concepcion de Vygotsky.

b. ¢Como enfrentan esta necesidad |os Estandares?

El papel de la dificultad para echar a andar €l proceso de aprendizaje se
reconoce en algunos de los principios que promueven los Estandares, pero
sobre todo, se reconoce en lainsistencia hecha en torno a la resolucion de
problemas “ya sea como medio o como fin de la instruccién” (NCTM,
1989, p. 129). Es obvio que esta sugerencia tiene que ver con el deseo de
crear € “rozamiento” necesario para que el estudiante se mueva hacia ade-
lante a partir del modo en que se ha definido el “problema genuino”. De
acuerdo con los Esténdares, “es una situacion en la que para €l individuo o
el grupo, tienen que ser desarrolladas una o més soluciones apropiadas’ (p.
10). Laausencia de la solucion es la dificultad que, combinada con la nece-
sidad natural que el estudiante tiene de comprender, es una fuerza motiva-
cional poderosa. Con respecto a grado de dificultad, los autores de los
Estandares piden que “la situacion debe ser suficientemente compleja
como para ofrecer un reto, pero no tan compleja que seainsoluble” (p. 10).
Esto es ciertamente razonable y esta de acuerdo con lo dicho antes.

c. ¢Quépuederesultar mal?

Hay a menos dos areas en las que las buenas intenciones de los autores de
los Estandares pueden conducir a interpretaciones poco Utiles. En primer
lugar, apesar de lainsistenciaen laresolucion de problemas, losintérpretes
del documento pueden atenuar € papel didactico de la dificultad y no solo
por el popular suefio acerca del “aprendizaje sin rozamiento” tratado antes,
sino también por una posible malinterpretacion acerca de ciertas afirmacio-
nes especificas de los Estandares. Los Estandares afirman, entre otras
cosas, que “las situaciones problema deben mantenerse de acuerdo con la
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madurez —tanto matematica como cultural— y con la experiencia de los
estudiantes.” (NCTM, 1989, p. 10). Aungue este enunciado suena muy
razonable, sin una explicacién apropiada se puede interpretar que esta de
acuerdo con la exhortacion de Piaget de proteger a nifio de tareas que
parezcan estar por encimadel nivel de su desarrollo actual, pero que justa-
mente por eso, serian consideradas por Vygotsky como perfectamente apro-
piadas para “atraer” al estudiante asu ZDP.

En segundo lugar, mucho depende de la comprensién que €l implemen-
tador tiene de laidea de situacion problematica, del tipo de problemas que
Se usan paracrear tales situaciones, y sobretodo, de qué tan relacionadas en-
tre si estan las diferentes situaciones problema, y de la direccién general del
aprendizaje (jsi es que hay algunal).?! De manera muy facil la exhortacion
de“problematizar” puede terminar en “cursos difusos, |lenos de actividades
agradables pero mateméticamente carentes de sentido” (Jackson, 1997, p.
695). Esto significa que aprender de esa manera dura, tiene algin sentido.
Como lo sustenté en secciones anteriores, esta situacion viola la necesidad
basi ca de estructura que tienen los estudiantes.

Quienes han sido acusados de introducir tales implementaciones no es-
tructuradas pueden tener buenos argumentos para dar cuenta de su enfoque.
Encontrar “problemas genuinos’ que también deban ser buenos para €l
aprendizaje se convierte en algo en extremo dificil, y encontrar las maneras
parainterconectar estos problemas de suerte que también conduzcan aideas
mateméti cas verdaderamente importantes esincluso més dificil. Paraque un
problema matemético sea efectivo debe confrontar al estudiante con unadi-
ficultad auténtica pero manejable. Esto significaquelapreguntaen si misma
debe ser bien entendida y ademas parecer significativa (en la siguiente sec-
cion setrata el concepto de significacion), pero la solucién debe ser desco-
nocida. Si a esto se agrega la exigencia de que el problema esté inmerso en
un contexto de lavidareal (como en efecto puede ser el caso con los Estan-
dares—véase la siguiente seccion), que esté en estrecha conexién con algu-
na idea matematica verdaderamente importante y con otros problemas
significativos, y finamente, que el problema le permita a uno satisfacer un
espectro amplio de preferencias y habilidades de los estudiantes, se tiene
que conceder que lamision del desarrollador de curriculo es en extremo di-
ficil, si no totalmente imposible. No debe extrafiar entonces que la pregunta
acerca de qué debe contar como un “buen problema’ se convierta en topico
de un acalorado debate (ver e.g., Yerushamy, Chazan y Gordon, 1990; Ne-
mirovsky, 1996%%).

21. Se ha sostenido recientemente una importante discusion de la idea de “problematizar la
materid’ en la revista Educational Researcher entre Hiebert, Carpenter, Fennema, Fuson,
Human, Murray, Olivier y Wearne (1996); Smith (1997); Prawat (1997).
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d. ¢Qué se puede hacer?

Lo primero que viene a la mente en respuesta a los dilemas esbozados
antes, es que en lugar de tratar de eliminar una dificultad del curriculo,
debemos simplemente ser mas cuidadosos acerca de la eleccion de “situa-
ciones probleméticas’. Como ya lo expresé, esto es mas fécil de decir que
de hacer. Se debe prestar mucha atencién a asunto si se quiere encontrar
algunaimplementacion que funcione, de unaidea que es ciertamente atrac-
tiva, pero inherentemente dificil. Tengo toda la intencidn de dar un paso en
esa direccion. Sin embargo, como la dificultad de un problema asignado a
un estudiante, no se puede considerar asi no mas un verdadero reto y como
para convertirse en una poderosa fuerza conductora para el aprendizaje
debe percibirse como un obstaculo para €l logro de alguna meta significa-
tiva, voy a analizar la nocion de significacion antes de proponer cualquier
otra solucion mas concreta a los dilemas esbozados antes.

5. LA NECESIDAD DE SIGNIFICACION (Y RELEVANCIA)

a. ¢Qué sabemos acer ca de esta necesidad?

Cuando se trata de motivar el aprendizaje de los estudiantes explotando su
hambre de significado, la significacion es un complemento necesario de la
dificultad. En este articulo, la significacidn seré concebida como una habili-
dad para comprender y apreciar €l lugar y laimportancia de o que debe ser
aprendido dentro del sistema de conceptos que ya han sido bien comprendi-
dos. En otras palabras, se le construird como una consciencia de la forma
en que el conocimiento existente genera un problema que estd ala mano y
necesita solucion. Con estainterpretacion, se puede ver el sentido dela sig-
nificacién como un tipo de comprension que tiene que ver con las relacio-
nes interconceptual es, como opuesta (y complementaria) ala que se enfoca
en la estructura interna de los conceptos.

Lanecesidad de esta clase de comprension yaes obviaa partir deladis-
cusion que esta teniendo lugar, pero también se puede reforzar con el enun-
ciado tedrico de acuerdo con €l cual, e conocimiento nuevo sdlo puede
crecer a partir de conocimiento existente. Esta verdad casi autoevidente ha
sido traducida por Piaget en una definicion de aprendizaje como enriqueci-
miento y reorganizacion de esquemas mentales existentes. Se imparte €l
mismo mensaje en el constante énfasis que Vygotsky hace sobre la natura-
lezaen “espira” del conocimiento més que en la natural eza netamente acu-

22. Un tépico relacionado es el de los criterios para la evaluacion de problemas construidos
por estudiantes; ver e.g., Silver y Cai (1996).
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mulativa del mismo. De acuerdo con Vygotsky, € conocimiento se
desarrolla gracias a nuestra constante insatisfaccion e incesante “volver a
trabajar” sobrelo que yasabemos. Puesto que significacion quiere decir vin-
cular 1o nuevo alo vigo, esta afirmacion tedrica se debe interpretar como
una asercion sobre la necesidad que los estudiantes tienen del sentido de la
significacion. Los ya mencionados conceptos artificial es—una nocion acu-
flada por Vygotsky— son los Unicos que, cayendo desde arriba como para-
caidas sobre el estudiante, en lugar de ser generados por un problema
genuino bien entendido, estédn condenados a permanecer desprovistos de
cualquier significacion a sus 0jos. Con mucha frecuencia, esta es laimagen
de los nimeros negativos, las operaciones algebraicas y las funciones, con
la que salen |os estudiantes del colegio.

b. ¢Como enfrentan esta necesidad los Estandares?

El énfasis en la significacion, entendida como se describio antes, se trans-
mite mediante enunciados tales como “[los nifios] aceptarén las nuevas
ideas solo s sus ideas antiguas no les funcionan o les son insuficientes’
(NCTM, 1989, p. 10). También surgen de la ya mencionada insistencia en
€l cambio “hacia establecer conexiones en las mateméticas, susideasy sus
aplicaciones’ (NCTM, 1991, p. 3). En esta ocasidn, |as aplicaciones se con-
vierten en el asunto central. Una vez més, los Estdndares urgen a profeso-
resy aestudiantes para que relacionen las mateméticas con otros dominios
y para que persigan laidea de que las mateméticas deben “crecer” através
de situaciones conaocidas, preferiblemente de la vidareal. Paraterminar, la
ya citada afirmacién de que “una persona recoge, descubre o crea conoci-
miento en el curso de alguna actividad intencionada” (NCTM, 1989, p. 7),
se debe interpretar en términos de la significacién, dado que la palabra
“intencionada’ se refiera a una situacion en laque los estudiantes tengan un
impulso genuino para enfrentarse y estén bien conscientes de las razones de
sus acciones. Tal impulso s6lo puede surgir de la necesidad de encontrar
una respuesta a una pregunta bien entendida que se considera verdadera-
mente importante.

c. ¢Qué puede resultar mal?

Como en todos los casos anteriores, en esta ocasion € peligro también
reside en unainterpretacion extremay Unica de lo que basicamente es una
idea muy promisoria. Puede ocurrir que debido a énfasis que los Estanda-
res hacen sobre las aplicaciones, con frecuencia la significacion se con-
funda con larelevanciadelavidareal. Ciertamente, la necesidad natural de
significado y de significacion puede ser la fuerza conductora mas impor-
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tante subyacente al aprendizaje; y por supuesto, € nuevo conocimiento
sblo puede crecer a partir del ya existente. Més aun, aunque los criticos
tienden a admitir laimportancia de la relevancia diaria, Wu (1997, p. 956)
dice que “Lanecesidad de las aplicaciones en €l curriculo de las matemati-
cas escolares estd més alla del debate”. Sin embargo, ¢quién dice que €l
“vigjo conocimiento” del cual se supone debe surgir el nuevo, sélo puede
ser el conocimiento de lo concreto y lo real? Esto, en efecto, es una forma
mas bien limitada de interpretar la significacién, que como ya se enfatizo,
también puede provenir de las mateméticas mismas.23 No obstante, esta
Ultima interpretacion con frecuencia se pasa por alto o se rechaza activa
mente. La tendencia a equiparar la significacion con la significacién de la
vida real, fue recientemente impulsada por una mole de investigacion que
apunta al hecho de que la gente tiende a hacerlo significativamente mejor
cuando aplica las mateméticas a los problemas de la vida real que en sus
intentos de trabajar con el mismo contenido matemético en el contexto de
problemas escolares tipicos (Lave, 1988; Walkerdine, 1988; Nunes, Schlie-
man y Carraher, 1993; Saxe, 1991; Rogoff y Lave, 1984; Schlieman y
Carraher, 1996). A todo lo anterior, agrego una vez mas nuestra tendencia
dominante a tallar la solucidn educativa, y aqui estamos, totalmente pre-
ocupados por encontrar un contexto realista para todos |os conceptos mate-
maéticos y abiertamente hostiles hacia cualquier cosa que no sea ensefiada
de esta manera. Al erradicar del curriculo lo abstracto y proponer que las
matematicas solo se pueden aprender a través de los problemas de la vida
real, quizas estemos cometiendo simultaneamente varios errores conse-
cuenciales.

En primer lugar, existe un argumento tedrico enraizado en la idea de
Vygotsky de los conceptos cientificos (como opuestos a los conceptos del
diario vivir) y presentado en detalle por Davydov, quien habla en contrade
un “enfoque empirico” en laensefianza de las mateméticas en oposicion ala
natural eza de estos conceptos. No repetiré aqui lalinea de razonamiento de
Davydov, sino que solo citaré su descripcion de actividades consideradas
por é como més apropiadas para el aprendizaje;

Tal actividad debe guiar alos estudiantes desde |0 abstracto hastalo
concreto, es decir, a partir de la relacion caracteristica més general

23. Los miembros del proyecto “ Realistic Mathematics Education” (Gravemeijer, 1994; Stree-
fland, 1991; Treffers, 1987) desarrollan este punto con particular claridad a insistir en que
los problemas con los que se espera que 10s estudiantes trabajen sean experiencialmente
redes, y a enfatizar que este término “significa sdlo que los puntos de inicio deben ser
vividos como reales por |os estudiantes dada su participacion anterior en las précticas den-
tro y fuera de la escuela, y no que deban necesariamente involucrarse en las |lamadas
situaciones del mundo real.” (Cobb, 1998, p. 189).
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dela materia educativa hasta sus manifestaciones empiricas concre-
tas. (Kozulin, 1990, p. 259; he afiadido €l énfasis)

En segundo lugar, s estamos muy avidos en nuestros intentos para mostrar
laaplicabilidad de las mateméticas paramotivar alos estudiantes, podemos
terminar con un efecto opuesto. Como yase dijo, |as matematicas més avan-
zadas —las que se ensefian en €l nivel secundario— pueden no ser suficien-
temente necesarias en la vida de todos para emplear la utilidad como un
argumento Unico para su aprendizaje. Por tanto, nuestrainsistencia en ense-
far solo lo que responde a algunas necesidades de lavidareal no convence
al estudiante de que las matematicas son real mente Utiles; en cambio, parece
hacerle creer que lo que tiene poca importancia practica no tiene que ser
aprendido.

En tercer lugar, puede mostrarse que la ecuacién “significacion = rele-
vanciaen lavidareal”, amenudo atribuida a quienes adhieren ala perspec-
tiva ' participacionista’, realmente no se sigue de las afirmaciones acercadel
caracter esencialmente situado del aprendizaje. Como se explicard con mas
detalle en una de las siguientes secciones, lo que hace ‘real’ a un problema
y accesible alos ojos de quien o resuelve no es sdlo su contenido sino tam-
bién, y de manera no menos importante, el contexto dentro del cual se ori-
ginay seresuelve. Eslarazény el propdsito delavidareal quetienelatarea
lo que motivaal resolutor, le da sentido a estatarea particular y proporciona
claves con respecto alaformacomo se puede lograr mejor lameta. En otras
palabras, lafuerzade un problemade lavidarea estden suinmersion en el
contexto delavidareal, esdecir, €l estar atado orgéni camente a necesidades
auténticas y a los instintos de quien lo resuelve. Traerlo a la escuela es un
medio de despojarlo delo que le da su fuerza especial.

Finalmente, volvemos alo que ya habia dicho antes: la peticidn de ense-
far sdlo lo que puede ser ensefiado a través de aplicaciones de las matemé-
ticas a la vida real, esta ligada a conducir a una segmentacion y
empobrecimiento de lamateria. Es poco probable que de los pequefios frag-
mentos de las, a menudo, mateméticas insignificantes que se pueden abs-
traer de los problemas reales, pueda eventuamente emerger un dibujo
completoy bien organizado. L os efectos adversos de este estado de cosasen
lacomprension de | os estudiantes fueron ya discutidos en la seccién dedica
daalanecesidad de estructura. Donde aparece el asunto de la significacion,
tomamos una perspectiva adicional del mismo problema?*.

24. Cf. Schlieman (1995).
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d. ¢Qué se puede hacer?
Dos tipos de accion pueden ser Utiles para prevenir que la buena idea de
conectar las matematicas alavida, degenere en la“hegemoniade lo aplica-
ble”. Primero, debemos tratar de rehabilitar €l principio del conocimiento y
la comprensién por su propio bien. Ampliaré este tépico mas adelante.
Aqui me gustaria referirme principalmente a otraformade corregir lasitua-
cion, una que involucra ser mas abierto acerca del asunto de la significa-
cion. Podriamostratar de aclarar que la significacion puede provenir menos
de problemas aidlados de lavidareal que se pueden producir relativamente
répido pero con soluciones més bien locales (y para las cuales el nombre
“acertijo” puede ser mas apropiado), que de problemas que, aunque mas
abstractos, son partes de un sistema dirigido a una meta general importante.
Lo voy a decir de manera ligeramente diferente. Los Estandares pro-
mueven laideade “situacion problemética’ en laquelaactividad delos es-
tudiantes debe tener un proposito; sin embargo, |os autores no explican el
significado exacto de las palabras. Ahora ellos quieren afiadir que se debe
entender que el adjetivo “problemética’ se refiere a una situacion en la que
| os estudiantes son ayudados a ver que su conocimiento actual esinsuficien-
te para satisfacer ciertas necesidades genuinas o para responder preguntas
gue emergen de lo que ya se sabe. Un reto real es resultado de un problema
comprensible, cuya solucion requiere un esfuerzo prolongado y mucho tra-
bajo. En esta clase de problema, lainversion necesaria puede ser considera-
ble, pero la recompensa que se espera al final del camino, y es codiciada a
lo largo del mismo, estarian en consonancia. En verdad, preguntas que pa
recen conducir a ideas matematicas importantes requieren mayor atencion
gue los pasatiempos que se pueden solucionar durante uno o dos periodos
de clase.?® También con sistemas comprensibles de problemas interrelacio-
nados, |os estudiantes parecen no encontrar su camino hacia sus propias so-
Iuciones; después de todo, los mateméticos con frecuenciatrabajaron en este
tipo de problema durante varios siglos. Por tanto, en esta clase de instruc-
cioén las demandas para el profesor son muchasy dificiles. Mantener laaten-
cion delosestudiantes, sostener el sentido dereto, y preservar laconsciencia
delos estudiantes de unadireccion global durante los periodos en que se es-
tan solucionando problemas locales, no es unatarea facil. Ciertamente hay
clasesenlasque unatal “navegacion general” del aprendizaje puede parecer
casi imposible. Pero como el sentido de direccion escasi equivalente a sen-
tido delasignificacién y puesto que no es posible ninglin movimiento ni ha-
ciaadelante ni hacia atras sin €l sentido de la direccion, sostenerlo merece

25. Los Estandares piden extender la atencion (“los estudiantes necesitan trabajar sobre pro-
blemas que les puedan tomar horas, dias e incluso semanas para resolverlos” NCTM,
1989, p. 6), pero esto evidentemente ha sido subestimado por muchos implementadores.
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el esfuerzo necesario. Y, como lo ha mostrado la experiencia previa, con un
poco de planeacion cuidadosa se puede llevar a cabo esta dificil tarea. A
continuacién menciono sdlo dos gjemplos.

Primero voy areferirmea curso de célculo de nivel secundario, desarro-
[lado en Israel hace algunos afios.?® Laidea general eracomenzar €l estudio
ayudando a los estudiantes a crear un marco conceptual paratodo el curso.
Con tal marco, los conceptosy métodos del cél culo sblo aparecerian cuando
yase hubieran anticipado. Esto significa, entre otras cosas, que la necesidad
de una herramienta que méstarde sellamarialaderivada, laformacomo de-
bia ser construida y sus usos futuros, se podian percibir y comprender por
adelantado. El bosguejo de tal marco se presenta en la Figura N° 1. Se de-
bian destinar al menos veinte horas a actividades a través de las cuales las
preguntas y las observaciones que constituian este marco podian ser desa-
rrolladas. Recientemente, se implement6 un marco similar con actividades
de computador ingeniosasy retadoras (Schwartz y Yerushalmy, 1995).

Meta general: Ganar confianza con familias de funciones.

Problema: Los métodos conocidos para investigar funciones
(construir una tabla, dibujar una gréfica) parecen no
servir para funciones méas complejas (jni siquiera con
computadores!).

Submeta: Encontrar una nueva herramienta analitica, mas
confiable parainvestigar funciones.

La mayoria de las gréficas cas siempre resultan
lineales cuando se miran “de cerca’ (una pequefia
vecindad de un punto se aumenta mucho) —la
existencia de una aproximacion lineal.

Un fendbmeno
promisorio:

Laspreguntasque 1. ¢Es € fendmeno anterior suficientemente comun
sedebenresponder parallamar la atencion?

ahora 2. Si asi es, ¢cOmo encontrar aproximaciones lineal es?

3. Cuando sepamos cémo hallar aproximaciones
lineales, ¢cdmo usarlas parainvestigar funciones?

Figura N° 1. El marco para el célculo introductorio

Mi segundo g/ emplo proviene de un estudio realizado por Carolyn Kierany
por mi (Kieran, 1994; Kierany Sfard, 1999) hace algunos afios en Montreal.

26. El sistema educativo de Israel es centralizado y existe un curriculo nacional del que las
mateméticas son parte central. El programa en cuestion, el de los grados 10-12, fue pro-
ducto de un trabajo en equipo del que tomd parte |a autora de este articulo.
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En el experimento, en e que & algebra introductoria se ensefid a nifios de
doce afios de edad, el marco conceptual de guia (Figura N° 2) fue creado
muy a comienzo presentando gréficas como objetos que requerian estudio.
Se transmitié de manera natural un mensaje acerca de laimportancia de las
gréficas y su investigacion por e hecho de que €ellas se construyeron para
modelar situaciones que eran significativas alos ojos de los estudiantes (y
esto no quiere decir necesariamente que estas situaciones fueran todas rea-
les). Desde el comienzo se reconoci6 el proposito del curso: latarea de los
estudiantes era construir formas de investigar |as gréficas. Esto |os condujo
ala“invencion” y uso de expresiones algebrai cas. Mas aun, no solo llegaron
aalgunas delas equivalencias a gebrai cas basi cas por su propia cuenta, sino
gue también comenzaron a resolver ecuaciones e inecuaciones antes de te-
ner alglin método al gebraico para hacerlo. El desafio que estaban enfrentan-
do ahora era encontrar un método de solucién que fuera més répido, mas
efectivo, més preciso, y totalmente confiable. Este giemplo muestra, entre
otras cosas, que con la ayuda de los computadores, |a cuestion de mantener
un sentido de la significacion conservando una direccion claramente defini-
da puede no ser unatareatan dificil después de todo.

Lista de contenidos

1. Introduccién de gréficas cartesianas

11 Gréficas discretas, sin regla

12 Gréficas continuas, sinregla

1.3 Gréficas basadas en historias, con unaregla

14 Gréficas abstractas, con unaregla

2. Expresiones algebraicas y nocion de funcion

21 Expresion algebraica como representacion simbdlica de unaregla
22 Interaccion entre historia, tabla, expresién y gréfica

23 El concepto de funcién—una introduccion

3. Exploracion de funciones

31 Investigacion de funciones con expresion, tablay gréfica
32 Correspondencia de gréficas con expresiones

33 Funciones lineales

4. Operaciones sobre funciones: equivalencia de expresiones

41 Operaciones sobre graficas: adicion y multiplicacion por un nimero

Figura N° 2. El marco para el algebra introductoria
(adoptado de Kieran y Sfard, 1999)
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Lista de contenidos
42 Expresiones equivalentes

43 Adicion de expresiones linealesy multiplicacion de unaexpresion por
’ un ndimero

5. Comparacion de funciones—Ecuaciones e inecuaciones

51 Comparacion de valores de dos funciones usando gréficas

5.2 Solucion de ecuaciones lineales con gréficas

5.3 Solucioén de inecuaciones lineal es con gréficas

Figura N° 2. El marco para el & gebra introductoria
(adoptado de Kieran y Sfard, 1999)
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