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RESUMEN

En este trabajo se aborda una de las més significativas relaciones entre la
matematica y el arte, surgida en una época de cambio frente a la perspectiva
del universo. El Renacimiento es el escenario de donde surge esta relacion,
mas precisamente en Nuremberg, Alemania en donde nace un artista quien
con su inventiva y animo por llevar el arte a un nivel mucho mas alto, construye

una relacion entre la pintura y la geometria.

Alberto Durero (1471-1528) es un artista que utiliza la geometria en aras de
teorizar bajo la certeza de la ciencia todas las practicas del pintor, teniendo en
cuenta diferentes estudios preliminares de artistas italianos, textos matematicos
como Los Elementos de Euclides y ayuda de filésofos, humanistas y amigos

que vivieron de cerca la construccion de su tratado de pintura.

A lo largo de su tratado, Durero abarca diferentes nociones matematicas que
serviran al artista en la realizacién de su trabajo, dandole cierta materialidad a
los objetos matematicos, de los cuales mostraremos el trabajo realizado con las
espirales, los problemas irresolubles con regla y compas (triseccion de un
angulo, duplicacion del cubo), el concepto de infinito en acto y potencia y la
espiral de Durero o espiral logaritmica en relacion con diferentes teorias

matematicas.

En este trabajo también se muestra la composicion pictérica del retrato de
Giovanna Tornabuoni (1490) realizado por Domenico Ghirlandaio y por ultimo
las conclusiones respectivas en torno al trabajo del artista, el matematico y el

docente en matematicas.

Palabras y términos claves: Alberto Durero, Renacimiento, teorizacion, practica,
espiral de Arquimedes, espiral de Durero, aplicacion, problemas irresolubles,
lineas acompasables, infinito en potencia y acto, el nimero de oro, relacion en

extrema y media razon, rectangulo aureo y pentalfa.
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INTRODUCCION

La geometria (del latin geometria, que proviene del idioma griego yewpueTpia,
geo tierra y metria medida), es una rama de la matematica que se ocupa del
estudio de las propiedades de las figuras geométricas en el plano o el espacio.
Siendo una de las més antiguas ciencias, la geometria ha permitido cimentar
otras disciplinas, fortalecer practicas y dar explicacion a sucesos naturales,

entre otros.

Como rama de la matematica, la geometria va mas alla de la percepcion, de lo
que se puede intuir a través de los sentidos, requiriendo una estructura
organizada y un método que permita, bajo la certeza matemética, seguir un
procedimiento bien fundamentado, utilizando una gramatica formal, la cual

permita modelar diferentes propésitos, conocido como sistema axiomatico.

El primer sistema axiomético lo establece Euclides con su obra Los Elementos;
tratado matematico que se compone de trece libros. Escrito hacia el 300 AC,
su sistema axiomatico compuesto por definiciones, nociones comunes,
postulados y proposiciones presenta de manera formal un estudio de las

propiedades de lineas y planos, circulos y esferas, triangulos y conos, etc.

En esta obra, Euclides expone un compendio organizado de demostraciones
geomeétricas las cuales ya se habian trabajado antes de él; sin embargo, no es
precisamente estas demostraciones las que ponen en un nivel relevante los
Elementos. Mas bien es el poder recoger todo ese bagaje mateméatico que ya
se tenia y organizarlo de manera formal, siendo él el artifice del orden

deductivo con que aborda cada una de ellas.

La geometria de Euclides, ademas de ser el primer sistema axiomatico en la
matematica, ha sido util en muchos campos del conocimiento, como en el caso

de la fisica, la astronomia, la quimica, diversas ingenieras y el arte.
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La relacion entre la geometria y el arte no sélo es un tema importante en
aquella época porque se trata de encontrar la relacion de esta rama de las
matematicas con otras disciplinas, sino que es busqueda desde las entrafias
de la practica del artista tratando de encontrar los cimientos formales que

permitan edificar las practicas de taller y sus experiencias en torno al arte.

Esta busqueda de los artistas se da en las postrimerias de la época llamada
Medioevo; época en donde se empieza a vivir un nuevo despertar del
conocimiento antiguo permeando las nuevas actividades y puntos de vista
frente a la vida y el saber. Muchos pintores emprendieron la busqueda de
formalizacién en la practica de taller, como Filippo Brunelleschi (1377-1446),
quien formula las primeras leyes de la perspectiva central, Leon Battista Alberti
(1404-1472) creador del primer tratado sobre perspectiva en base a sus

investigaciones y a lo investigado por Brunelleschi, etc.

Pero fue el artista aleman Alberto Durero (1471-1528), quien se nutre no sélo
del trabajo que con anterioridad artistas italianos empezaron a desarrollar
alrededor de la pintura, sino que también indaga en el conocimiento
matematico las bases tedricas para poder crear un tratado para los artistas bajo
la certeza matematica. Las principales fuentes para establecer su tratado de la
pintura son: Las espirales, de Arquimedes, el tratado de las construcciones

geométricas de Abu’l-Wafa y Los Elementos de Euclides.

Para poder apreciar una parte del trabajo desarrollado por Alberto Durero, esta
monografia aborda el tratado de Durero a la luz del texto De la Medida de
Jeanne Peiffer y el texto de Carlos Alberto Cardona Suéarez, La geometria de

Alberto Durero: estudio y modelacién de sus construcciones.

En el primer capitulo se trata de ubicar al lector en el contexto que nutrié al
pintor en la busqueda de la teorizacién de su experiencia como artista, Alberto
Durero es uno de los tantos personajes que enmarca un periodo en donde se

deja de lado el papel del hombre como admirador de la belleza de la
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naturaleza, para empezar a ser aquel ser creativo que tiene también el poder

de construir su propio mundo.

En el siguiente capitulo se aborda la vida y obra del artista aleman, su ciudad
natal Nuremberg como una de las puertas hacia el enriquecimiento intelectual,
el proceso, que como tedrico del arte, tuvo que afrontar y la ayuda que en
reiteradas ocasiones recibiria de su mas allegado amigo. Asi mismo, la
descripcion de su tratado y los conocimientos matematicos que aborda,
dejando claro que su tratado no es un compendio de demostraciones
matematicas, sino que es la relacion que con las matematicas puede llegar a

tener el arte, especificamente la pintura.

En el capitulo 1ll, se aborda la relacién y diferencias entre la naturaleza de los
objetos matematicos para Durero y lo que en el libro | de los Elementos de
Euclides se afirma, enfatizando el artista en el caracter practico de los objetos
matematicos, que para €l es lo que se necesita en la practica de su oficio; sin
embargo, deja claro, desde un comienzo, al lector la importancia de no olvidar
el caracter abstracto de dichos objetos.

De igual forma, se mostrard las primeras construcciones de espirales que
Durero trazé, basandose en el Tratado de las espirales de Arquimedes y las
respectivas aplicaciones a la pintura como son la espiral con hojas, el baculo

episcopal y la linea para labores de follaje.

Durero también trabaja en torno a los tres problemas irresolubles con regla y
compas, mostrando la construccion aproximada al problema de trisecar un
angulo y a partir de esta solucion, traspasar esta division a un segmento de
recta donde se construird una espiral. Este traspaso de medidas entre un arco
y un segmento, Durero las llama lineas acompasables y también sirven en la
aplicacién de dicha teoria a la pintura, como la construccion de una escalera en

forma de caracol teniendo la planta y el alzado de dicha espiral.
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Asi mismo, en el capitulo IV se muestra la solucion de otro de los problemas
irresolubles, la duplicacion del cubo escrita por Eutocio de Ascalon (480 - 540).
A partir de esta construccién Durero ensefia como se puede doblar o reducir un

cubo con su doble.

Una de las diferencias mas marcadas entre la teoria de Durero y la de
Euclides, se remonta a uno de los debates mas suscitados a lo largo de la
historia, la nocion de infinito en potencia y acto. En el quinto capitulo se
relaciona la idea de infinito para Euclides a la luz del pensamiento aristotélico y
su diferencia con el pensamiento que tal vez llegé a tener Durero desde el
punto de vista de Giordano Bruno.

A partir de esta apreciacion surge una construccion que grosso modo trabaja
Durero, pero que lo diferenciara de los demas artistas de su época, la que se
conoce actualmente como la espiral de Durero o la aproximacion a la espiral
logaritmica. En este capitulo se recreard paso por paso la construccion de

dicha espiral y se evidenciaran las diferencias con la espiral arquimédica.

En el Ultimo capitulo se muestra la relacion de la espiral de Durero como parte
de todo un bagaje histérico relacionado con el numero de oro o razon aurea.
Desde Pitagoras, pasando por Euclides con la definicibn de media y extrema
razén, la sucesiéon de Fibonacci por Leonardo de Pisa y las construcciones
anonimas como la del rectangulo aureo, la espiral logaritmica hacen parte de
las mdultiples manifestaciones de dicho numero en las matematicas, la
naturaleza y las artes. Como ejemplo de esta manifestacion se muestra la
pintura de Giovanna degli Albizzi Tornabuoni creada por Domenico Ghirlandaio
(1449-1494) a la luz de un estudio compositivo en donde se utiliza la espiral de

Durero y la estrella pitagorica.

Por ultimo se arriesgan algunas reflexiones frente a la relacion matematica y
arte y su repercusion en el aula de clase, exponiendo unas propuestas las
cuales permitiran en la medida de lo posible ampliar la mirada del estudiante
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sobre las matematicas y sus multiples relaciones con las expresiones
humanas.
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CAPITULO |
ALGUNAS IDEAS QUE CARACTERIZAN LA EPOCA LLAMADA EL
RENACIMIENTO

Imagen 1. San Jer6nimo en su gabinete. Grabado del pintor aleman Alberto Durero (Albrecht
Durer). Realizado en 15141

1.1 INTRODUCCION

uando se habla de Renacimiento se puede entender como un nuevo

comienzo en torno a algo o alguien, una nueva forma de ver las cosas

o de entenderlas, esto es precisamente lo que pas6 en un lapso de
tiempo en Occidente. Tanto la forma de vida como el pensamiento propio de
esa época tuvieron transformaciones, contradicciones y todo un marco de
sucesos, los cuales dieron nombre de El Renacimiento a este momento
histérico. ¢Por qué es importante conocer esta época histérica llamada el
Renacimiento? ¢Cudles son las caracteristicas mas importantes de ésta
época?

! Sobre la firma de Durero en este grabado ha surgido una teoria segin la cual esta obra seria
un homenaje de Durero a Leonardo da Vinci. 1514 + 1 (valor numérico de A) + 4 (valor
numérico de D) sefiala 1519, afio de la muerte de Leonardo da Vinci. Mas aun, Jeronimo se
parece a un autorretrato de da Vinci. http://www.esacademic.com/dic.nsf/eswiki/1054475
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Méas que conocer lo que acontecidé en este momento, en este capitulo se trata
de comprender lo que dio forma a este “renacer historico”, explorar esa idea

que paulatinamente tomo forma en una sociedad.
1.2 RENACIMIENTO: ORIGEN E IDEAS DE UNA EPOCA

Esta nueva manera de pensar tiene su expresion mas clara en el siglo XVIIl y

es lo que se conoce como pensamiento moderno?.

Los origenes de éste pensamiento se dan en el mismo periodo llamado
Medioevo, en donde se da la disolucién entre la idea medieval por una nueva

idea, dando inicio a la época llamada Renacimiento.

Es entre los siglos XVI y XVII donde se empieza a tener “el primer germen”?, de
una concepcion distinta del hombre y del mundo, teniendo como contexto
principal algunas ciudades de ltalia “este germen no es universal todavia”,

para después extenderse por los paises Bajos y repercutir a lo largo del tiempo.

Para poder entender éste pensamiento, se parte de “una idea regulativa, o de
ciertas ideas basicas™, las cuales surgen del pensamiento actual, Villoro

afirma:

“‘Habremos de partir de una idea previa de lo que tenemos que buscar, y esta
solo puede provenir de la conciencia de nuestra época (VILLORO, 1992, p.
11)".

Estas ideas pueden ser aparentes o ciertas, sin embargo, permitirdn esclarecer
la realidad de una época y tener una direccion hacia la caracterizacién del

pensamiento de la misma, “las ideas basicas que caracterizan a una época

> Se podria hablar de los origenes del Renacimiento desde el siglo Xlll con hombres que en su
trabajo individual, tuvieron ideas renovadoras las cuales permiten en muchos otros trabajos
respecto a la época, pensar en un rango de tiempo mucho mas amplio respecto al surgimiento
del pensamiento moderno, lo que denota este periodo como el momento donde empezé una
nueva vision del mundo y de si mismo, es que fueron “ideas compartidas por un grupo de
personas: humanistas, artistas, hombres de empresa que tuvieron que enfrentar el
Eensamiento antiguo” (VILLORO, 1992, p. 10).
Ibid., p. 9.

* Ibid., p. 8.
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sefialan la manera como el mundo entero se configura ante el hombre”®,
teniendo en cuenta esa mentalidad® se puede reconocer caracteristicas del
hombre y el mundo que en su momento le rodeaba, permitiendo esclarecer de

forma paulatina el pasado.
1.2.1 El mundo sublunar y celeste: no todo cabe en la mufieca rusa.

a idea que origind un cambio en el pensamiento del hombre moderno es

la idea del universo, esta idea cambi6 totalmente la concepcion que se

tenia del espacio, Villoro muestra mediante un ejemplo, como se
concebia la idea del universo finito antes del Renacimiento:

Es como una cajita, como una de estas mufiecas rusas o polacas en las cuales, al

abrir cada una, se encuentra otra exactamente igual, al abrir ésta, otra mas y asi

sucesivamente hasta llegar a una muy pequefia que es, por asi decirlo, el centro o
nucleo de toda la mufieca (VILLORO, 1992, p. 14).

Cada mufieca, una dentro de otra, es un cuerpo celeste, por
fuera de ellas esta la presencia de dios, “el mundo fisico
tiene pues un limite preciso”’. La primera mufieca contiene

todas las estrellas fijas que se ven desde la tierra.

Poco a poco cada mufieca que se va abriendo, son los cinco
planetas descubiertos hasta el momento los cuales
‘contienen materia sutil y transparente”, abriendo luego la
mufieca que representa al sol y la penudltima mufieca que
seria la luna, al final la Ultima mufeca, el centro de todo, la

tierra.

Imagen 2. Matriuska o mufieca rusa.

®Ibid., p. 8.

®El autiz)r aclara que no se trata de un sistema de pensamiento sino de una mentalidad. No se
quiere hacer referencia a un sistema de enunciados precisos, se quiere saber la relacién del
hombre con el mundo a partir de ciertos valores y estilos generales de razonar implicitos en
varios sistemas. (VILLORO, 1992, p. 8).

" Ibid., p. 13.
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Este orden finito donde el centro de todo es la tierra, “cada cosa tiene asignado
un sitio”, es lo que el hombre medieval también relaciona no solo con un orden
celeste, sino con su modo de vida, este orden es trasladado a su relacion con
el medio, “la sociedad se ordena respecto de un centro politico y uno espiritual:
la doble potestad de la corona y la tiara”, todos ocupan un lugar determinado
dentro de la misma y de esta forma todo es equilibrado, “la sociedad humana,
de modo semejante, es una sociedad jerarquizada en donde cada estamento

ocupa su lugar™®.

Imagen 3. Retrato de Nicolas de cusa por el Meister des Marienlebens

Ahora bien, en el Renacimiento se dio una
ruptura a este mundo ordenado segun un
centro. Las leyes que rigen tanto las cosas
del mundo sublunar o terrestre como las del
mundo celeste en el Medioevo son totalmente
distintas, en el Renacimiento se empieza a
suponer que “estas leyes son las mismas para
ambos mundos, de modo que las mismas
propiedades de la Tierra las comparte la

esfera de las estrellas fijas™".

Uno de los primeros precursores de esta idea que diferencia el pensamiento
del hombre del Medioevo con un pensamiento moderno desde mediados del
siglo XV es Nicolas de Cusa®™ (1401-1464), filésofo de la época renacentista,
quien define el universo de acuerdo a la definicion hermética de Dios: “Una

esfera cuyo centro esta en todas partes y la circunferencia en ninguna”, la

® Ibid., p. 14.
° Ibid., p. 16.

% 1bid., p. 15.
" |bid., p. 16.
2 Nicolas de Cusa (Cusa, Tréveris, 1401 -tTodo, Umbria, 11 de agosto de 1464). Su nombre

era Nicolaus Krebs o Chrypffs, pero fue conocido por Nicolas de Cusa por la ciudad en que
nacié, Kues. Hijo del naviero Johan Cryfts y de Catherina Roemer. Teblogo y filésofo, es
considerado el padre de la filosofia alemana y, como personaje clave en la transicion del
pensamiento medieval al del Renacimiento, uno de los primeros fildsofos de la modernidad.
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imagen del universo seria “la de una esfera de radio infinito, donde la
circunferencia y el radio se confunden, ambos son igualmente infinitos™?,
concluyendo que no se podria hablar de un Gnico centro cuando cualquier
punto puede considerarse como centro, la tierra empieza a dejar ser para
algunos pensadores esa Ultima mufieca rusa la cual es centro de todo, para
tomar su lugar mas adelante el sol, permitiendo romper con la idea de que cada
planeta es un cascaron vacio, tomando forma de cuerpos que vagan en el

vacio alrededor de esta estrella.

1.2.2 En el Medioevo todo tiene su lugar, en el Renacimiento todo tiene su

funcion.

eniendo en cuenta la importancia del orden en el Medioevo, puesto que
cada cuerpo tenia un lugar en el universo, al pensar por un momento
que “la tierra deja de tener un centro geografico” (VILLORO, 1992, p.
19), se empieza una época de descubrimientos en donde “cualquier parte

puede ser centro”*

, N0 se tiene un orden establecido, todo depende de las
relaciones que se tengan entre distintos cuerpos, eso era en el momento lo que
el universo en si mostraba y en cierta forma lo que en ese contexto se
manifestaba, Villoro afirma:

No interesa conocer el lugar natural que corresponde a cada cuerpo, sino las

relaciones que tiene con otros, las funciones en que se encuentra el movimiento de
un cuerpo respecto a los movimientos de otros (VILLORO, 1992, p. 19).

Empieza la busqueda del hombre por cualquier nuevo lugar, cualquier punto de
referencia en la esfera terrestre, ampliando la vision de lo que se daba por

anico y certero, transformando la vision del mundo y el hombre.

A partir de la navegacibn se empiezan a conocer otras culturas, otras
religiones, se empieza a pensar que “todas las religiones son validas como
caminos a Dios y todas tienen semejantes derechos a considerarse ordenadas
por €I’ (VILLORO, 1992, p. 20).

Y Ibid., p. 17.
“Ibid., p. 18.
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El comercio se expande teniendo como principales centros las ciudades
maritimas del norte de ltalia y paises bajos, formandose en estas ciudades
grupos de empresarios que empezaron a formar empresa, todo esto permite al
hombre del Renacimiento “constituir un nuevo poder que ya no esta ligado al
nacimiento ni al puesto ocupado en la jerarquia social sino a su propia

»n15

capacidad de empresa’”, de esta forma el lugar que se ocupaba ya no

interesaba sino lo que se podria hacer para poder tener lo que se quisiese, “es

la virtud personal y no la condicidn social la que importa en estos casos”®

1.2.3 “El hombre es un todo”

sta afirmacion hecha por Nicolas de Cusa podria enmarcar lo que el
hombre empezaba a sentir por si mismo, poder llegar a ser un todo

"17 el ser

porque él “tiene la potencia de llegar a ser cualquier cosa
humano tiene el libre albedrio de escoger que quiere ser, es el Unico ser que

tiene el poder de eleccion.

No solamente se trata de poder poseer todas las propiedades que el hombre
desea, se trata también de la capacidad de poder ser lo que quiera, Villoro,
rremontandose a la fisica aristotélica, sefala que “cada cosa tiene su propia
ousia, su propia esencia, y cada una sigue las finalidades que le son
determinadas por su entelequia” (VILLORO, 1992, p. 28).

Todas las cosas tienen un rumbo determinado, el hombre no; él tiene la
posibilidad de elegir qué hacer con su vida, no tiene una ousia por lo tanto es
visto “como accion que se da a si mismo una esencia” (VILLORO, 1992, p.

32), es libre de escoger que hacer con su vida.

A partir de ver al ser humano como aquel que puede hacer lo que quiera, tiene
de entrada todo un marco de posibilidades, “lo que caracteriza al hombre entre

los deméas entes es el estar abierto a un conjunto indeterminado de

¥ Ibid., p. 20.
® Ibid., p. 21.
Y Ibid., p. 24.
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posibilidades™® lo cual lo deja en medio de inseguridades respecto a lo que
sucedera, “esta constantemente sujeto al riesgo, a la inseguridad de la
libertad”*®, al perder el centro, el lugar que le corresponde como todo lo natural
tiene su lugar, el hombre del Renacimiento puede llegar hacer todo lo que
quiera, teniendo todas las posibilidades lo cual genera en él un futuro incierto

gracias a la libertad unica dada a los seres humanos de poder escoger.
1.2.4 El mundo creado por el hombre: la cultura

| hombre, al tener toda una eleccion de posibilidades es entonces
trascendencia (VILLORO, 1992, p. 34), no se trata de trascender a
otro nivel distinto al del mundo que nos rodea sino de poder pasar del
orden de la naturaleza al de la posibilidad. ¢De qué forma trascendera el
hombre si en el mundo natural que habita todo tiene un comienzo y un fin? El
hombre al poder escoger, tiene la posibilidad de crear un mundo en donde su
estadia trascienda los limites del tiempo, se hace necesario “trascender de la

naturaleza a la cultura”®®

, €l mundo que él crea de acuerdo a sus necesidades
es el que le permite ser prevaleciente en un mundo natural de vida corto, como

es el caso de la vida humana.

El hombre puede crear, y en su actividad crea un “nuevo mundo el cual esta

por encima de la naturaleza”*

, puesto que este mundo es “producto del trabajo
del hombre??, de ahi su diferencia con el mundo natural, el cual es creado por
Dios. Manetti (1396-1459)%, describe cémo lo que Dios crea es material para la
creacion del hombre:

Toda la naturaleza fue creada para el hombre, como sefiala el Génesis. El la

moldea, la usa como materia prima para formar sus propias obras. El mundo propio
del hombre no es la naturaleza, aparece ya al crear el lenguaje; luego, desde que

¥ |bid., p. 32.

9 1bid., p. 33.

% bid., p. 34.

! Ibid., p. 36.

*2 |bid., p. 37.

® Giannozzo Manetti (hacido en Florencia el 5 de junio de 1396 y fallecido en N&poles en
1459) fue un humanista italiano dedicado especialmente a la filologia. Ademéas desarroll6
encargos como politico y diplomatico de Florencia. Gran orador y conocedor de las lenguas
clasicas y del hebreo.
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aprende a hacer fuego hasta que inventa la magia y el arte, transforma el entorno a
su imagen (VILLORO, 1992, p. 37).

¢ Qué le permite al hombre poder crear a su imagen todo lo que se imagine
gracias a los materiales dados por dios? La naturaleza es la materia prima
entonces, ¢Cuales serian las herramientas del hombre del Renacimiento en la

elaboracion de ese nuevo mundo?

La capacidad cognitiva permite imaginar, vislumbrar lo que podemos
transformar a nuestro alrededor, pero de nada sirve tener una vision de lo que
se quiere cambiar sino se trabaja en ello, “el conocimiento esta ligado a la
practica y esta carece de sentido si no estd guiada por el conocimiento”®,
haciendo una alegoria del conocimiento y la practica, el autor sefiala “el ojo

»25

ordena a la mano cambiar el mundo que él contempla””, el hombre crea este

mundo gracias a su capacidad de conocer y a la practica de eso que él conoce.
1.2.5 El arte y la ciencia, maneras de ordenar el conocimiento y la practica.

illoro afirma que las dos maneras de ordenar el conocimiento y la
practica es a partir de “la ciencia y el arte y estas dos van tan ligadas
como caras de una moneda” (VILLORO, 1992, p. 38).

El arte no tiene como fin el imitar la naturaleza, al ser parte de la creacion del
hombre, del nuevo mundo construido a partir de lo que la naturaleza le brinda,
el arte es pues también una nueva creacion, la cual persigue sus propios
ideales, “el arte es una creacion de un ambito humano que no coincide con el

I”26

espacio natural™”, por el arte se empiezan a crear espacios nuevos, inventando

las reglas de la perspectiva, y el claroscuro®’ permitiendo representar espacios

Ibid., p. 38.
?® | eonardo da Vinci (1452-1519) da una idea acerca de la accién transformadora del hombre,
simbolizando esta accién en dos érganos: el ojo, simbolo de la contemplacion intelectual, y la
mano, instrumento del trabajo, argumentando en su tratado de pintura ¢Hay algo que no se
haya hecho con él el ojo? —El mueve a los hombres de oriente a occidente, para ello ha
inventado la navegacion y supera a la naturaleza en esto: los elementos naturales son finitos y
las obras que el ojo ordena a la mano, son infinitas, como demuestra el pintor en las ficciones
966 animales y hierbas, plantas y lugares. Citado en (VILLORO, 1992, p. 37-38).

Ibid., p. 38.
2" Claroscuro consistente en el uso de contrastes fuertes entre volimenes, unos iluminados y
otros ensombrecidos, para destacar més efectivamente algunos elementos. Desarrollada
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imaginarios con reglas totalmente distintas a las naturales, “son reglas que

rigen los objetos tal como solo el ojo los contempla”®.

La ciencia esta totalmente ligada a la préctica, al igual que en las artes, el
autor afirma que primero se estudia una ciencia o el arte para luego ordenar a
las manos ejecutar su obra, se remonta el conocimiento “al ojo” para luego,

llevar éste conocimiento a la practica “las manos”.

El hombre construye esta segunda naturaleza, la cultura, “la cual esta hecha a

n29

su imagen ideal™”, el arte es aquella herramienta que permite construir este

nuevo mundo, la ciencia permite nutrir el arte, que no tendria sentido sin esta:
“gracias al arte, este nuevo mundo esta formado por espacios y objetos bellos, y la

ciencia, esta constituida por objetos racionales, dociles a su voluntad, Gtiles a sus
fines (VILLORO, 1992, p. 40)".

El hombre renacentista admira lo creado por Dios y de igual forma, admira lo
que su nuevo mundo le brinda gracias a su capacidad de creacion, pero no es
precisamente esto lo que permite distinguir una ruptura en cuanto al
pensamiento del hombre en la antigledad y el pensamiento del hombre
moderno, sino también el saber que se puede crear y hacerlo, poder recrear
una naturaleza donde se garantice una trascendencia de sus ideas, de lo que
construye y transforma, durante mucho tiempo el ser humano admiraba lo que
alrededor suyo estaba, era tiempo de empezar a crear y este momento
historico es precisamente en donde el hombre empezaba a tomar papel como
creador activo, el autor enmarca con dos palabras el pensamiento del hombre

de esta época: poiesis accion creadora y tejné arte y técnica.

inicialmente por los pintores flamencos e italianos del cinquecento, la técnica alcanzaria su
madurez en el barroco.

%8 |bid., p. 38.

? Ibid., p. 41.
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CAPITULO Il
ALBERTO DURERO: UN ARTISTA ALEMAN QUE SE APROPIA DE UN
LEGADO ITALIANO

Imagen 4. Autorretrato 1498 del pintor Alberto Durero. Oleo sobre madera 52 x 49 cm®.

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se muestra de manera general la vida y obra del pintor Alberto
Durero, quien reside en una de las mas afluentes ciudades del norte de
Europa, teniendo la oportunidad de acceder desde temprana edad a todo el

conocimiento artistico y cientifico del momento.

De igual forma se describe la obra de su autoria, realizada en 1525, y de la
cual se desprendera el resto de los capitulos de la monografia asi como las

nociones matematicas empleadas en el tratado.

% | a realizacion de este Autorretrato se ubica tras su primer viaje a Italia (1494-1495). Segin
se ha supuesto, debid ejecutarlo en los meses de abril y mayo de 1498, al inicio del deshielo,
como lo sugiere la ola en el lago del paisaje del fondo, que evoca las aguadas ejecutadas por
Durero en el viaje de vuelta de Venecia a Nuremberg en 1495.
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2.2 VIDA'Y OBRA DE ALBERTO DURERO

Iberto Durero Nace el 21 de mayo de 1471, en Nuremberg, Alemania.
Este artista aleman, hijo de un orfebre emigrante de Hungria, es el
tercero de un total de 18 hermanos. Empieza como aprendiz en el
taller de su padre y éste mismo lo retira de la escuela para entrar a los 15 afos,
en 1486, como alumno en el taller del pintor Michael Wolgemut, donde inicia
técnicas de pintura y grabado en madera. En 1490 parte a un viaje de
aprendizaje durante cuatro afios como artesano oficial a Basilea, Colmar y

Estrasburgo para completar su aprendizaje.

Imagen 5. Ciudad de Nuremberg en 1493.

“Nuremberg, ciudad natal de Alberto Durero, junto con Augsburgo y UIm fueron
en tiempos del Renacimiento uno de los centros del humanismo en Alemania”
(Peiffer, 2000, p. 17), puesto que al ser esta ciudad una de las mas pobladas
de la época (50.000 habitantes en 1500), tenia grandes intercambios
comerciales con Italia del norte, en especial con Venecia, dando origen a la
divulgacién del humanismo italiano y el neoplatonismo florentino, temas de

gran interés para Durero.
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Imagen 6. Firma de Alberto Durero.
Interesado por ir mas alla de lo que normalmente en los

talleres se estudiaba y motivado por aquel espiritu

renacentista, surgido en ltalia, su principal labor fue

remontarse a las bases del conocimiento dadas por

antecesores como Platon, Aristoteles, Euclides, entre

otros, para la construccion teérica de su trabajo como

artesano. Este artista se nutri6 del saber impartido por los italianos y tenia
como objetivo fundamentar el arte de la pintura sobre la certeza matematica,
“fundamentar su arte sobre las reglas exactas de la geometria” (VILLORO,
1992, p. 23).

Su versatilidad en cuanto al latin es poca, lo cual le impide en un comienzo
acceder a libros como los Elementos, tratando de enriquecerse en las

discusiones que se iniciaban en grupos pequefios de trabajo.

Los analisis de Durero alrededor de los textos en latin y griego fueron
apadrinados por su gran amigo interlocutor y consejero Pirckheimer®, quien lo
7 inici6 en estudios como letras antiguas,
geometria griega y canones de arquitectura de
Vitruvio.  Siendo  Pirckheimer  consejero
municipal vastago del patriciado mas antiguo
de Nuremberg, sus lazos afectivos con Durero
se incrementan cuando el artista llega de

Venecia con un espiritu inquietante de

conocimiento teérico de su arte, ayudandolo a

traducir distintos textos de su interés.

*' Willibald Pirckheimer (Eichstatt, Baviera, 5 de diciembre de 1470 — Nuremberg, 22 de
diciembre de 1530) fue un abogado aleman renacentista, autor y humanista, fue una importante
figura en Nuremberg en el siglo XVI, y miembro del gobierno de la ciudad durante dos
periodos. Fue amigo intimo del artista Alberto Durero, el cual lo pintd en numerosos retratos,
también amigo del gran humanista y te6logo Erasmus.
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Imagen 7. Dibujo al carboncillo elaborado por Durero de Willibald Pirckheimer (1470 — 1530).

Pero no solo Pirckheimer es su unico quia intelectual, Durero trata de nutrirse
de todo lo que Nuremberg pueda ofrecerle, estableciendo contacto con la elite
social, artistica e intelectual del momento, quienes pronto llegarian a ser sus
mecenas O maestros en el proceso de comprension de conocimiento
matematico en torno a su labor, no so6lo nutriéndose de lo que su ciudad natal
le pueda brindar. En sus dos viajes a ltalia, Durero tiene encuentros con
matematicos y artistas, quienes personalmente le atendieron o llegé a tener
acceso a escritos realizados por varios artistas italianos (PEIFFER, 2000, p.
91).

Es este artista quien desarrolla a lo largo de su vida todo un trasegar
investigativo en pro de la labor del artista, no supeditAindose en la practica
empirica del taller, sino cargando todas estas practicas de un contenido teérico
valido para todo tipo de representacion, en donde el fin era precisamente
representar, no a partir de la representacion particular que se tenia del objeto,

sino de lo que intrinsecamente lo regia.
2.2.1 Hacia la teorizacion de la practica del pintor

urero redacta en 1525 su tratado de Geometria Underweysung der
messung / mit dem Zirckel und Richtscheyt / in Linien ebnen unnd
gantzen corporen / durch Albrecht Darer zu samen getzogen / und zu
nutz aller kunstliebhabenden mit zu gehdérigen figuren / in truck gebracht / im jar
M.D.XXV... (Instruccion para la medida con el compas y la regla de lineas,
planos y todo tipo de cuerpos, reunida por Alberto Durero en provecho de todos
los aficionados al arte, con las correspondientes figuras, impreso en el afio
1525) “es catalogado el primer documento literario en que un problema
estrictamente representacional recibe un tratamiento estrictamente cientifico

de manos de un artista.

Las caracteristicas goticas utilizadas para la impresion del volumen fueron

disefiadas por Johann Neudrfer y después grabadas por Hyeronimus Andreae
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(PEIFFER, 2000, p. 41). El volumen comprende 16 cuadernos (A a Q), 89
folios 0 178 paginas no numeradas.

El Underweysung se divide en cuatro libros: el primero dedicado a las lineas, el
segundo a las superficies y los dos ultimos dedicados a los volumenes.

Durero recoge a su manera, toda la tradicibn antigua, aproximandose de
manera personal a las tradiciones sabias para poder tener unas herramientas
pertinentes alrededor de la labor del artesano que apenas empieza ésta labor y
quiere nutrirse de los conocimientos que €l, como artesano, también conoce y
sabe que se necesitan para poder ejecutar un trabajo de forma coherente y

precisa, “su intencién era mas pedagdgica que polémica o dogmatica”?.

Peiffer sefiala que “Durero va de lo abstracto a lo concreto”?; en su tratado,

Durero parte de las definiciones de los objetos matematicos para pasar a
construcciones concretas determinadas por un cierto numero de

procedimientos, estos objetos matematicos tratados en el Underweysung son:

e Curvas estudiadas en la antigiedad como hélices y espirales

e Secciones conicas

e Concoide con su instrumento trazador

e Teoria de las proporciones

e Transformacién isométrica de las areas

e Teorema de Pitagoras

e Construcciéon de medias proporcionales

e Construccion de poligonos regulares: Pentdgono segun el método
ptolemaico. Los poliedros platonicos

e Tres problemas clasicos de la antigiedad: cuadratura del circulo,
triseccion del triangulo, duplicacién del cubo.

e Construcciones euclidianas elementales: Determinar el punto medio de

un segmento, el centro de un arco dado, hacer pasar un circulo por tres

*bid., p. 25.
*bid., p. 59.
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puntos dados, bajar una perpendicular sobre un segmento de recta
dado.

Otras se utilizan sin estar presentes o descritas en el libro como:

e Por un punto dado, trazar la recta paralela a otra dada.

e Construir un cuadrado sobre un segmento dado.

Euclides esta muy presente en el libro | de su tratado. En este texto empieza
con un homenaje al gedbmetra griego; sin embargo, Durero incorpora la esencia
de lo geométrico a una cierta materialidad, lo imaginado a lo fabricado, el
artesano trata de crear una representacion coherente de la realidad que se

percibe, necesitando de herramientas que permitan representar esta realidad.

El estilo del texto de Durero, “no es muy distinto a los tratados medievales,
tienen la misma forma prescriptiva” (PEIFFER, 2000, p. 52), describe de
manera repetitiva diferentes pasos de una construccion, asi mismo, no son
demostraciones matematicas, segun (Shelby citado en PEIFFER, 2000, p. 52),
‘los pasos que Durero indica en las construcciones con ayuda de regla y
compas, no es una geometria demostrativa”, solo se puede encontrar una
demostracion en su tratado y tiene que ver con la duplicacion del cubo,

demostracién que no es propiamente de Durero.
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CAPITULO Il

APROXIMACION A LA TEORIA DE LAS ESPIRALES DE ARQUIMEDES:
DURERO Y EL MANEJO DE LOS OBJETOS MATEMATICOS

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo se analiza una parte del libro | del tratado de Durero, el artista
empieza caracterizando los objetos matematicos que se van a utilizar en su
tratado, evidenciandose una estrecha relacion con el libro | de los Elementos
de Euclides.

La atencion se centra en torno a la aproximacion que Durero realiza de las
espirales de Arquimedes, resaltando procedimientos que para el pintor son
omitidos por estar implicitos dentro de sus construcciones, como la division de
un segmento en partes iguales, dividir una circunferencia en partes iguales

desarrollada por Euclides en el libro IV, prop. 15.

Por dltimo se muestran las aplicaciones de las espirales a la pintura, se
encuentra la espiral con hojas, el baculo episcopal y la linea para labores de
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follaje. Todas estas se generan a partir de diferentes variantes de la espiral
arquimédica.
3.2 HACIA LA CONSTRUCCION DE LAS ESPIRALES

Imagen 9. Logotipo de pagina web formacién en espiral®*

Iberto Durero trata de mostrar a los artistas, la
utilidad que tiene todo lo que en su tratado
construye, afirmando al comienzo de su tratado
gue todas estas cosas deben y pueden usarse en las
obras en funcion de su utilidad; cuando esto no es asi,
uno se rompe la cabeza en vano (PEIFFER, 2000, p.

135), este artista-pintor aleman, fue el primero en unir

practica con reflexion tedrica, incluso teorizd sobre la
relacion existente entre practica (Brauch) y teoria (Kunst). Panofsky, citado en
PEIFFER, 2000, p. 35, sefala también la incorporacion de cierta materialidad

del sustrato geométrico:

Su andadura va de lo abstracto a lo concreto, fijando las definiciones abstractas de
objetos matematicos (como las espirales de Arquimedes) en operaciones concretas
de construccién gréfica, efectuadas en un numero determinado de pasos,
(PEIFFER, 2000 p. 59).

Es por eso que todo lo que este artista plantea en su tratado, empezando por
las definiciones de punto, linea, superficie y cuerpo solido, podria
caracterizarse como euclidianas, pero no del todo. Peiffer sefiala una doble
aproximacion que este artista hace a los objetos mateméticos, una relacién
entre lo imaginado y lo ya hecho (PEIFFER, 2000 p. 60), donde el artista
sustituye la naturaleza por la fabricacion, puesto que se necesita lo que se
puede percibir, lo que tiene una posicion y una dimension espacial, esto es lo
que le interesa a Durero, lo que tiene sentido en la préctica del pintor, Peiffer

afirma:

* Esta pagina web ensefia las diferentes espirales construidas por matematicos y artistas al
igual que la evidencia de estas formas en las plantas, animales, etc. De igual manera, este
logotipo permite ser la representacion de la primera espiral con origen en el punto f construida
por Alberto Durero e lustrada mas adelante en el texto. Véase
http://www.ite.educacion.es/formacion/enred/web_espiral/principal.php
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Se trata de poner a disposicibn del pintor los conocimientos matematicos
necesarios para el ejercicio de su arte. Y no es como matematico sino en tanto que
pintor como trata la geometria. Las propiedades abstractas de las figuras no le
interesan mas que en la medida en que pueden incorporarse en los objetos
realizados por el artesano, (PEIFFER, 2000, p. 62).

Cuando habla en su primer capitulo de la espiral o linea serpentina, También
llamada por el artista como “linea de caracol”, Alberto Durero descarta emplear
la terminologia clasica (latina), inventando su propia prosa cientifica alemana,
bien sea por obviar las dificultades que tenia con esa lengua o para poder
relacionar a los artistas con un conocimiento matematico a partir de los
términos conocidos en las practicas de taller, “palabras sugestivas que evocan
la figura” (PEIFFER, 2000, p. 44). Esta linea la clasifica como una de las tres
lineas que se pueden construir si se continla desde su inicio a otro extremo:

linea recta, linea circular y linea serpentina.

Estas lineas al momento de dibujarlas o combinarlas, permiten tener una gran
cantidad de posibilidades en la representacion pictorica, se pueden hacer en
cualquier direccion o longitud tratandose de una linea recta; pueden dibujarse
grandes o0 pequefias en el caso de la linea circular al igual que toda la linea o
parte de ella, y en el caso de la espiral, Durero sefala que es a partir de la
linea circular que surge la linea serpentina, la prolongacién de la linea circular

en cualquier direccién permite tener esta Gltima linea®, al respecto él afirma:

Esta linea circular se puede hacer grande o pequefia. Pero si se prolonga
hacia arriba o hacia abajo, se obtiene una linea serpentina. La linea
serpentina se puede variar sin fin y hacer con ella cosas maravillosas, ya sea
en longitud, anchura, altura o profundidad, (PEIFFER, 2000, p. 134).

Alberto Durero, al introducir la idea de paralelas, no solo muestra paralelismo

entre lineas rectas, sino que también existen lineas paralelas®® para curvas

* Alberto Durero pretendia hacer una aproximacién con regla y compas de la definicién de
espiral difundida por Arquimedes.

% “| as paralelas son, en su terminologia, lineas pareadas, parr o bar Lini o Paralell Lini, es
decir, lineas dispuestas por pares. La idea de equidistancia esta presente cuando habla de
lineas que progresan paralelamente juntas, gleych miteynam der lauffen, o0 que avanzan
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planas como circulares y serpentinas, definiéndolas como “las que siempre

estan a la misma distancia una de otra, sea su trazado sencillo, serpentino o

circular™’.

3.3 CONSTRUCCION DE UNA ESPIRAL

Imagen 10. Voluta®

ara empezar a construir la espiral,
Durero aclara que lo primero que se
utilizara, ya sea una linea o un cuerpo,
serd el plano en latin planum y en
aleman ebne. Alberto Durero lo define como
longitud que tiene una anchura al igual que en la

def. 5 Libro | de los Elementos de Euclides, en

donde se afirma que el plano es una superficie

gue solo tiene longitud y anchura.

Durero habla del plano que no tiene fin en ninguno de sus lados (PEIFFER,
2000, p. 135), al igual que la linea y el punto que carecen de partes, sin
embargo, aclara que en su tratado no hablara de estos objetos, o al menos no
hablara de su infinitud, Durero solo hablara de los que tienen principio y fin y se
pueden delimitar con lineas, adquiriendo asi, una forma®, mostrando en su
texto con la punta de una pluma el punto, haciendo con un trazo de la pluma la
linea y mostrando siete planos utiles para el pintor: plano cuadrado
completamente liso, plano circular, plano esférico, plano concavo y plano

abollado®.

conservando siempre la misma distancia entre si...” Véase glosario De La Medida, Peiffer
2006, p. 351.

¥ De igual forma, Alberto Durero sefiala las lineas que no son paralelas, pero, para la vista
humana parece que lo fueran, son lineas que a lo lejos se unen y forman angulo agudo. Se
podria decir que hace referencia a las lineas que en el dibujo se encuentran en un punto de
fuga y sirven para crear un espacio tridimensional en el plano.

** Adorno en forma de espiral o caracol que se coloca en los capiteles de los 6rdenes jonico y
corintio.
* Ibid., 135.

“OIbid., 136.
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Imagen 11. Representacién grafica de Alberto Durero sobre los distintos planos existentes
(PEIFFER, 2000, p. 136).

A partir de un plano cuadrado el cual construye trazando una linea horizontal
ab y llevandola hacia abajo hasta una distancia igual que su longitud, Durero
construye la siguiente espiral suponiendo ya conocido el teorema de Tales en
donde se divide un segmento en n partes iguales. A continuacién se muestra

esta Ultima construccion:

Se hace una linea vertical, a arriba y b abajo, y la divido con tres puntos C, d y

€ en cuatro partes iguales, Durero tiene en cuenta el teorema de tales el cual

permite dividir en n partes un segmento dado, tomando como patron de medida

los radios de una circunferencia:

Figura 1. Teorema de Tales, division de un segmento en 4 partes iguales.




Luego se divide de con un punto f en dos partes iguales, a partir de la
construccion del punto medio del segmento de, teniendo como radio la longitud
del segmento y cambiando de centro primero por d y luego por €, para después
en la interseccién de los arcos trazar un segmento que cruza de indicando la
ubicacion de f (donde se origina la espiral) y luego pongo una g a la derecha de

la linea y una h a la izquierda, permitiendo una mejor orientacion al trazar los

arcos de la espiral. Alberto Durero empieza a construir los arcos de la espiral:

Luego cojo un compas y pongo uno de sus brazos en el punto d y el otro en el
punto a, y, girando hacia h, trazo una linea curva hasta el punto b. Luego cojo el
compas y pongo uno de sus brazos en el punto fy el otro en el punto c, y, girando
hacia g, trazo una linea curva hasta el punto b. Cojo el compas, pongo uno de sus
brazos en el punto d vy, girando hacia el lado h, trazo con el otro brazo una linea
curva desde el punto ¢ hasta el punto e. Luego pongo uno de los brazos del
compas en el punto f y el otro en el punto d, y, girando hacia g, trazo una linea
curva hasta el punto e. Luego pongo uno de los brazos del compas en la linea ab,
en medio de d y f, y el otro brazo lo pongo en el punto d, y, girando hacia h, trazo
una linea curva hasta el punto f (PEIFFER, 2000, p. 137).

=1

Figura 2. Espiral construida por Durero trazada con el compas.

3.3.1 Inscripcion de poligonos, division en partes iguales de una circunferencia

para la construccion de espirales.
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n las siguientes construcciones de espirales, Durero inscribe éstas
dentro de una circunferencia, la cual, dependiendo de sus espiras,
divide la circunferencia en tantas partes iguales. La divisién a la que
recurre, en la mayoria de los casos, es la de dividir la circunferencia en doce
partes iguales. Durero inicia con la construccion de un hexagono equilatero y
equiangulo en un circulo dado, método de Euclides indicado en el libro IV

proposicion 15 de los Elementos:

Sea ABI'AEZ el circulo dado.

Asi pues, hay que inscribir un
hexagono equilatero y equiangulo en el
circulo ABI'AEZ. Tracese el diametro
AA del circulo ABI'AEZ, y tomese el
centro H del circulo, y con el centro Ay
la distancia AH describase el circulo
EHI®, y una vez trazadas EH, H
llévense hasta los puntos B, Z, y
trdcense AB, BI', A, AE, EZ, ZA.

Digo que el hexagono ABI'AEZ es
equilatero y equiangulo.

Pues como el punto H es el centro del
circulo ABIF'AEZ, HE es igual a HA.
Como el punto A es a su vez el centro
del circulo HI©, AE es igual a AH.

A
Figura 3. Construccién de la division en 12 partes iguales de una circunferencia.

Pero se ha demostrado que HE es igual a HA; por tanto, HE es también igual a EA;
luego el triangulo EHA es equilatero; entonces sus tres angulos EHA, HAE, AEH
son iguales entre si, porque los angulos de la base de los triangulos isésceles son
iguales entre si [l, 5]; y los tres angulos de un triangulo son iguales a dos rectos I,
32]; por tanto, el angulo EHA es la tercera parte de dos rectos.

De manera semejante se demostraria que también el angulo AHI es la tercera
parte de dos rectos. Y como la recta 'H levantada sobre EB hace los angulos los
adyacentes EHI, 'HB iguales a dos rectos, entonces el (angulo) restante 'HB es
también la tercera parte de dos rectos; por tanto, los angulos EHA, AHI', THB son
iguales entre si; de modo que los angulos BHA, AHZ, ZHE correspondientes a sus
vértices son iguales [l, 15].

Luego los seis angulos EHA, AHIM, THB, BHA, AHZ, ZHE son iguales entre si. Pero
los angulos iguales estan sobre circunferencias iguales [lll, 26]; por tanto, las seis
circunferencias AB, BI, TA, AE, EZ, ZA son iguales entre si. Pero a las
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circunferencias iguales las subtienden rectas iguales [lll, 29]. Por tanto, las seis
rectas son iguales entre si; luego el hexagono ABI'AEZ es equilatero.

Digo, ademas, que es también equiangulo.

Pues como la circunferencia ZA es igual a la circunferencia EA afiddase a ambos la
circunferencia ABI'A; entonces la (circunferencia) entera ZABI'A es igual a la
(circunferencia) entera EAIBA; y el angulo ZEA sobre la circunferencia ZABI'A, y el
angulo AZE sobre la circunferencia EAIMBA; por tanto, el angulo AZE es igual al
(dngulo) AEZ [lll, 27]. De manera semejante se demostraria que también los
angulos restantes del hexagono ABI'AEZ son cada uno igual a uno de los angulos
AZE, ZEA; por tanto, el hexagono ABI'AEZ es equiangulo. Pero se ha demostrado
que es también equilatero; y ha sido inscrito en el circulo ABI'AEZ.

Por consiguiente, se ha inscrito un hexagono equilatero y equiangulo en el circulo
dado. Q. E. F (VEGA, 1991, p. 362 - 363).

Figura 4. Inscripcion de algunos poligonos dentro de una circunferencia
Esta construccion es el inicio hacia la divisiobn en

partes iguales de una circunferencia, puesto que

al inscribir un poligono regular en la circunferencia
sus Vvértices dividen en partes iguales la misma.

Durero afirma que a partir del hexagono ABrAEZ se

puede construir también un tridngulo BAZ vy, asi

mismo, con la horizontal gue pasa por el centro H'y
divide los segmentos Bl y Ez en partes iguales puedo construir el cuadrado
BrAEZz, permitiendo dividir la circunferencia en tres, cuatro y seis partes iguales.
Alberto Durero construye otros poligonos como el pentadgono y el heptagono
teniendo en cuenta otros métodos de construccion ya conocidos como en el

caso del pentagono:

En la época de Durero ya se conocian tres construcciones (del pentagono): la de
Euclides (Elementos IV, prop. 11), la de Ptolomeo (Almagesto I, cap. IX), ambas
exactas, y una construccion aproximada que se remontaba, sin duda, a los
matematicos del Islam, incluida en la Geometria deutsch. Durero opté por presentar
las dos dltimas (PEIFFER, 2000, p. 194).
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El heptadgono se construia teniendo como base el triangulo derivado de la
construccion del hexagono, pero su
construccion diferia de las otras por la forma
como se tomaba la medida de los lados; “El
método, que consiste en igualar el lado del
heptagono regular al semilado del triangulo
equilatero es antiguo. Era conocido por los

arabes, como prueba el tratado de las

construcciones geomeétricas de ABU'L- 'H :
WAFA™, en donde el segmento AZ se divide
en dos partes y esa longitud Ab se lleva con F z
un arco a la circunferencia siete veces

A

alrededor, uniendo los vértices para obtener
el poligono.

Figura 5. Construccion de un heptagono tomando como patrén el segmento Ab.

3.4 APROXIMACION A LA ESPIRAL ARQUIMEDICA*

sta segunda espiral podria reemplazar, segun Durero, la espiral
construida anteriormente, sirviendo también en la practica de los
artistas, dicha espiral se ajusta a la regla de construccion de una
espiral de Arquimedes®® y es esta misma construccién la que evoca una

aproximacion de la definicion arquimédica de la espiral: es el lugar de los

bid., p. 192.

* Llamada por Cardona como la espiral de Arquimedes-Durero debido a su aproximacion
(CARDONA, 2006, p. 27).
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puntos que recorren un radio de circulo con una velocidad constante, mientras
que el radio gira sobre si mismo con una velocidad angular constante”
(PEIFFER, 2000, p. 63)*.

Comienza la construccion de la espiral en el centro a, de donde se puede
construir la espiral tan larga como se quiera, teniendo en cuenta que el espacio
existente entre las espiras sera siempre el mismo, salvo en la primera
(PEIFFER, 2000, p. 137)*. A partir del punto a, traza una circunferencia tan

grande como se quiera la espiral y ésta se divide en doce partes iguales.

12 Para la construccion de la
espiral, Durero trabaja con la
division de la circunferencia
en doce partes, para lo cual
utiliza la construccion de la

3 ‘ A i + 1+ inscripcion del hexagono para
luego dividir todos sus lados
por el punto medio siendo sus

* Una aproxirﬁacic’m en-regla y compas a la teoria de las espirales realizada por Arquimedes.
Entre los textos que Dureré podria haber dispuesto a menudo en forma manuscrita “entre el
siglo XV y el XVI, Clagett cita la traduccién del griego de Guillermo de Moerbeke, 1269, Liber
Archimedis de quam pluribus theorematibus [de figuris elicis], el Quadripartitum numerorum de
Juan de Murs, Lib. IV, Tract. 1, cap. 31 «Motu elyco qui valet ad quadraturam circuli», y el De
arte mensurandi del mismo autor, que incluye un extracto procedente, en lo sustancial, de la
traduccion de Moerbeke del tratado de las espirales de Arquimedes. En el mismo momento (h.
1450) en que Jacobus Cremonensis realiza su nueva traduccion del corpus arquimédico,
Nicolas de Cusa formula bien conocida critica de la utilizacién de las espirales por Arquimedes
para demostrar la existencia de una linea recta igual a la circunferencia de un circulo. El
humanista italiano Giorgio Valla hace referencia a la espiral en este mismo contexto de la
cuadratura del circulo, y también Leonardo da Vinci se interesa por las espirales” (Peiffer, 2000,
p. 65).

* La definicion textual de espiral que da Arquimedes es: si permaneciendo fijo uno de los
extremos de una recta, esta gira en un plano con velocidad uniforme hasta volver a la posicion
inicial y un punto, también con velocidad uniforme, recorre al mismo tiempo la recta que gira a
partir del extremo fijo, este punto describird una espiral, (ARQUIMEDES, p. 163).

> peiffer sefiala gue esta propiedad es una vaga reminiscencia de la proposicién 27 del tratado
de las espirales de Arquimedes, en donde las espirales evolucionan paralelamente p. 138,
Entre las areas comprendidas por las espirales y las rectas iniciales de la evolucion, la tercera
es doble de la segunda; la cuarta, triple; la quinta, cuadruple, y asi sucesivamente, siendo la
primera area la sexta parte de la segunda (ARQUIMEDES, p. 178).
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vértices puntos los cuales indican la divisibn en partes iguales de la

circunferencia.
Figura 6. Espiral de Arquimedes-Durero (CARDONA, 2006, p 27).

Una vez divida la circunferencia en doce b
partes iguales, desde el punto a hasta la parte
superior de la circunferencia, trazo una linea
recta cuyo extremo serd b y desde este
mismo punto y en contra de las manecillas del
reloj, empieza a enumerar los puntos que
dividieron la circunferencia empezando con 12

en el punto b.

Figura 7. Espiral de Arquimedes-Durero (CARDONA, 2006, p. 28).

La linea ab se divide con 23 puntos en 24 partes iguales aplicando el teorema
de Tales de Mileto, empezando de forma ascendente a enumerar de a -1, 2, 3,
etc. Toma luego una regla y pasa la escala que esta en la recta ab, y sin
moverse un extremo de la regla del punto a, empieza a girarla y a ubicar los
puntos de la regla colineales a los puntos que estan sobre la circunferencia. Si
te fijas bien en los nimeros no te puedes equivocar (PEIFFER, 2000, p.
138)*°, estos nimeros permiten tener un orden dependiendo de las espiras que
se quieran agregar a la espiral, teniendo en cuenta que se puede aumentar el

namero de puntos a la regla sin cambiar los de la circunferencia.

“ Esta construccion pone en practica la definicion misma de la espiral de Arquimedes, de la
que se construyen 12 puntos. En un estado anterior, publicado en Rupprich 3, pp. 319-320 [=
Londres 5229 f° 80], se encuentra ya el mismo principio de construccién, pero sin que el
namero de puntos esté fijado y sin que éstos estén numerados. El hecho de numerar los
puntos de la circunferencia y de la regla da, efectivamente, mas claridad a la construccion
(PEIFFER, 2000, p. 138).
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La circunferencia que se traza para realizar la espiral, dependiendo de su
tamarno sera la amplitud de la espiral, “el radio del circulo determina el tamafio
que se desea dar a la espiral” (PEIFFER, 2000, p. 138), de igual forma
Cardona sefala que si se quiere aumentar las curvas de la espiral, se deben
aumentar también las divisiones de los radios y los radios a su vez,
conservando la relacion 1:2 p. 27, mostrada en la construccion anterior en
donde tenemos 12 radios de la circunferencia cada uno dividido en 24 partes

iguales, al respecto Peiffer 2000 afirma:

Cuando se quiere tener varias espirales el nimero de subdivisiones de la regla
debe ser un multiplo del de la circunferencia (PEIFFER, 2000, p. 63).

En este caso la regla a la cual hace referencia el autor es la que en la
construccion de Durero permite ir trazando la espiral puesto que es esta la que
permite poner los puntos del radio dividido (los 24 puntos) en los radios

sefalados por las 12 divisiones que se hacen en la circunferencia.

3.5 LA ESPIRAL ARQUIMEDICA Y SUS APLICACIONES

Imagen 12. San Agustin
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Iberto Durero muestra varias construcciones en las aplicaciones que
se pueden tener con la espiral en la representacion pictorica.
Construyendo primero una espiral con hojas de la cual surge la
construccién del perfil de un baculo episcopal*’ (PEIFFER, 2000, p. 143), al

igual que una linea para labores de follaje?®.

Empieza con la espiral construida anteriormente, mostrando lineas rectas en
medio de cada uno de los puntos en donde se forma la espiral, teniendo como
linea que divide en partes iguales cada arco, estas lineas convergentes* a
cada arco, se construyen a partir del punto de interseccion de los arcos de dos
puntos colineales a la circunferencia y el radio a de la misma. Para poder
“encontrar la longitud de cada una de las lineas rectas” (PEIFFER, 2000, p.

142), se debe hacer lo siguiente:

*Segun algunos historiadores, es un heredero cayado que llevaban los augures romanos;
originalmente fue de madera y bastante corto, como una especie de bastén de mando, pero al
confeccionarse de materiales y metales pesados fue preciso alargarlo para poderlo descansar
en el suelo. Es uno de los primeros simbolos externos que la Iglesia prescribe a sus ministros,
y San Agustin, obispo muy a pesar suyo, que accedid al episcopado en circunstancias poco
comunes, famoso por su fe, por su autoridad episcopal en la Iglesia occidental, se le representa
valiéndose de este cayado de pastor de almas; es el emblema de su jurisdiccién pastoral en los
obispos, simbolo de una autoridad de origen celeste, cuya forma representa la vibracion
superior dirigida hacia la tierra, la comunicacion de los bienes divinos, la columna vertebral
como canal de energias sutiles que ascienden por los diversos chakras-rueda sefialados en el
baculo mediante los  diversos nudos y que acaba en la  voluta.
Tomado de http://www.campillodealtobuey.com/baculo.htm

*® Ibid. P. 145.

* Alberto Durero llama a estas lineas, verticales convergentes, lineas que parecen
perpendiculares a la vista del ojo pero que en algin momento se cruzan en un Unico punto o
centro de la tierra y forman angulos agudos, Joachim Camerarius (1500 a 1574), aleman
estudioso de los clasicos, nacido en Bamberg, Baviera, traduce lineas convergentes por
perpendiculares (PEIFFER, 2000, p. 135).
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Coge un compas, pon uno de sus brazos en el punto 12 y el otro en el punto 1y
traza desde aqui una linea curva en sentido ascendente. A continuacion pon un
brazo del compés en el punto 1y el otro en el punto 12; traza desde aqui otra linea
curva ascendente. Donde se cortan las dos lineas curvas, pon un punto c.

Haz asi con todos los puntos de la espiral -1y 2, 2 y 3, etc.-, y designa el lugar
donde se cortan las lineas
curvas de forma consecutiva
con todas Ilas letras del
abecedario —d, e, f, g, etc.-,
hasta donde alcance. Si unes
con lineas rectas cd y de vy fg,
etc., es decir, todas las letras
alrededor, te cortaran las lineas
trazadas desde los puntos 1, 2,
3, 4, etc., y asi por todos los
demas numeros.

Mas si  quieres  dividir P
convenientemente con una - :
mediana las hojas formadas 4
por las lineas curvas, traza ] :
desde el punto c, y luego :
desde los puntos d, e, f, g, etc., 5
lineas rectas hacia el centro a

hasta llegar a la espiral®.

"
[l]

Figura 8. Espiral con hojas (CARDONA, 2006 p. 29).

La variacion en la construccion de dichas lineas rectas, de donde surgen las
hojas de la espiral, genera otro estilo de espiral, denominada por Durero como
baculo episcopal, en donde la cantidad de vueltas que da la espiral se restringe
solo a una vuelta, es decir, doce veces se divide la circunferencia que contiene
la espiral y doce veces se divide el radio central de la circunferencia que, al
trasladar esta medida a la regla e ir girando dejando inmovil el extremo de la
misma con el centro a, cada punto de la circunferencia con cada punto de la

regla, indica los puntos que forman la espiral. Durero muestra como a partir de

*%bid., p. 142.
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esta espiral se construyen las lineas convergentes que determinaran la nueva

aplicacion de la espiral:

Primeramente traza una circunferencia desde el centro a y marcala con puntos y
numeros como antes. La linea vertical ab, con la que vas girando, dividela con 11
puntos en 12 partes iguales. Vuelve a moverla como se te ha dicho antes, y marca
con puntos la espiral hasta llegar al centro a. Asi queda hecha esta linea, que es
atil para muchas cosas; se puede usar en especial para un baculo episcopal, para
el que hay que hacer lo siguiente.

Dibuja desde el punto 6 de la circunferencia una linea recta hacia abajo. Utiliza la
espiral y la mitad de la
circunferencia con los nimeros
mas altos. La otra mitad de la
circunferencia, con los
nameros mas bajos, déjala a
un lado. A continuacién coge
un compas, pon uno de sus
brazos en el punto 9 de la
circunferencia y el otro brazo
en el punto 7, y traza desde
aqui un arco de circulo hacia
afuera.

e

A continuacion pon uno de los
brazos en el punto 7 y con el
otro traza desde el punto 9 una
linea curva hacia fuera. Donde
se corten las dos curvas pon
un punto c, y desde el punto 8
de la circunferencia traza una
linea recta al punto c. Has lo
mismo entre los dos puntos 9y 11, y en la union de las curvas pon una d.

Figura 9. Baculo episcopal (CARDONA, 2006, p. 30).

A continuaciébn pon uno de los brazos del compas en el punto 11 de la
circunferencia y el otro brazo en el punto 1 de la espiral, y traza desde aqui una
linea curva hacia fuera. Luego con uno de los brazos en el susodicho punto 1 vy el
otro en el punto 11, y traza desde aqui una linea curva hacia fuera. Donde las
lineas curvas se corten, pon una e. Has esto mismo en la espiral entre los puntos
1-3ala2-5y3-5y7-9y9-11, y marca correlativamente con f, g, h, i, k, sus puntos
de unién. Luego traza en las hojas, sobre la linea espiral, las rectas el12, 2, g4, h6,
i8, k10. Aun quedara un espacio entre 11 y el centro a; Unelo también con el
compas y el punto de union sera | (PEIFFER, 2000, 143).
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3.5.1 Lineas para labores de follaje

sta es otra aplicacion de la espiral de Durero, surge de la anterior
construccion del baculo episcopal, teniendo una variante la cual no se
especifica en el tratado de

este artista, quien solo muestra la

representacion gréafica de esta linea.

Cardona explica la variante de dicha
linea para labores de follaje
generandola a partir de Cabri*,
ajustando el trazo libre realizado por
Durero a un ambiente de geometria

dinamica:
Figura 10. Linea para labores de follaje (CARDONA, 2006, p. 30).

Se replica el procedimiento anterior pero se dejan de construir las tres ultimas hojas
que caen sobre la circunferencia y se sustituyen por una mas pequefia hecha entre
los dos dltimos puntos de interseccion, entre los didmetros y la espiral (PEIFFER,
2000, p. 142).

> El programa Cabri-géométre es un programa desarrollado por Ives Baulac, Franck Bellemain
y Jean-Marie Laborde del laboratorio de estructuras discretas y de didactica del IMAG (Instituto
de Informatica y Matematicas Aplicadas de Grenoble, Francia). Es un programa netamente
didactico geométrico, es decir un programa que ayuda a aprender cémo se hace geometria o
mejor, a estudiar las propiedades geométricas de las figuras y sus multiples componentes para
luego entender mejor la rigurosidad matematica de las demostraciones. Tomado de
http://miguelp.lacoctelera.net/post/2009/03/18/que-es-cabri-geometre
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CAPITULO IV
CONSTRUCCIONES EN TORNO A ALGUNOS PROBLEMAS
IRRESOLUBLES CON REGLA Y COMPAS

Imagen 13. Ala de una carraca. Acuarela y aguada sobre pergamino. 19,7 x 20 cm. Alberto

Durero®2.

4.1 INTRODUCCION

Este cuarto capitulo analiza la ultima aplicacién de la espiral de Arquimedes
teniendo como variable de construccion la division del segmento inicial a partir
de lineas acompasables.

Es a partir de estas lineas que surge uno de los problemas irresolubles con
regla y compas, la triseccion del triangulo. En este capitulo se muestra
brevemente de que tratan dichos problemas y la imposibilidad de resolverse

*2 Este grabado resulta sorprendente por su precision y minuciosidad. Es un estudio parcial de
un ala multicolor en el que podemos apreciar la realidad de una forma tan fidedigna que podria
ser utilizado como apoyo para explicaciones de biologia.
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con regla y compas asi mismo, como aborda Durero este problema y la

solucién aproximada que realiza de la misma.

Teniendo la espiral construida a partir de las lineas acompasables, se da inicio
a la dltima aplicacion de la espiral arqguimédica, realizar una escalera en forma
de caracol. Para esta construccién se necesita tener la espiral en planta y
alzado, definiciones propias de la arquitectura de la época y una vez Durero
indigue como se construyen estas perspectivas de la espiral, el dibujo puede

ser utilizado en la composicién de un cuadro.

Durero trabaja otro de los problemas irresolubles con regla y compaés, la
duplicacién del cubo. En el libro IV de su tratado Durero muestra la solucion
aproximada realizada por Eutocio y a partir de esta, construye una forma

particular para duplicar o reducir dos cubos, a partir de uno dado y su doble.

4.2 CONSTRUCCION DE LAS LINEAS ACOMPASABLES: RELACION CON
LA TRISECCION DE UN ANGULO CON REGLA Y COMPAS.

a variante que Durero incorpora a esta nueva construccion de la espiral

y de la cual surge la ultima aplicacion sefialada en su tratado, tiene que

ver con el radio central de la circunferencia en donde se inscribe la
espiral. En las construcciones anteriores, este radio se divide en tantas partes
se quiera, teniendo en cuenta que todas las partes son iguales.

En esta construccién, Durero divide de otra forma el radio central, teniendo en
cuenta dos lineas (un arco y una linea recta), la primera se divide en n partes
para luego, esta division, ser traspuesta a la linea recta y con esta medida,

trazar la nueva espiral identificada por Durero.

¢, Qué hace distinta a esta nueva espiral? Cuando se afirma que un angulo se

puede dividir en tres partes iguales, se esta afirmando que se encontrd una

51



solucion a uno de los tres problemas irresolubles con regla y compas en

matematicas: trisecar un angulo.

Esta nueva construccion junto con la cuadratura del circulo y la duplicacion del
cubo, hacen parte de los tres problemas clasicos de las matematicas de la
antigua Grecia. La triseccion del angulo data de la isla de Delos centro de
reunion del mundo griego perteneciente a las islas Cicladas, situadas al este de
la peninsula del Peloponeso. Por ser esta isla punto de encuentro de las
celebraciones (Delias) a las divinidades Apolo y Artemisa se aprovechaban
dichas reuniones para el comercio, el intercambio no solo de mercancia, sino
de ideas de tipo matematico, siendo una de estas ideas los conocidos

problemas irresolubles con regla y compas.

La cuadratura del circulo la cual relaciona el radio de la circunferencia con el
area del circulo o la longitud de la circunferencia, es decir por determinarz En
el contexto griego se trataba de construir un cuadrado equivalente a un circulo
dado, usando los cinco postulados de la geometria euclidiana®®. Los antiguos
egipcios hicieron una aproximacion de pi en el segundo milenio antes de
nuestra era, calculando el area de una circunferencia, como se puede constatar

en el papiro de Rhind.

Otro de los problemas tiene que ver con la duplicacion del cubo, originandose

con la leyenda del oraculo de Delos:

> Los postulados de Euclides aparecen en el libro | de los Elementos estos son: 1. Dados dos
puntos se puede trazar una y solo una recta que los une. 2. Cualquier segmento puede
prolongarse de manera continua en cualquier sentido. 3. Se puede trazar una circunferencia
con centro en cualquier punto y de cualquier radio. 4. Todos los angulos rectos son
congruentes. 5. Si una recta, al cortar a otras dos, forma angulos internos menores a dos
angulos rectos, esas dos rectas prolongadas indefinidamente se cortan del lado en el que estan
los angulos menores que dos rectos (VEGA, 1991, p. 35).
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...una epidemia de peste que aparecid en Atenas hacia el 428 a.C.
atemorizo tanto a los ciudadanos que los dirigentes atenienses tuvieron
qgue recurrir a pedir ayuda al dios Apolo para que les ayudara a acabar
con la epidemia. Se consulta al oraculo de Delos para saber que se
podria hacer para acabar con dicho mal. El oraculo de Apolo en Delos les
dijo que para terminar con la peste tendrian que construir un altar de
volumen doble que el que tenia Apolo en el templo. La peste no acabd,
pero los supervivientes trataron de construir un altar con un volumen

doble del que tenia Apolo.

Por ultimo aparece el problema de la triseccion de un angulo, el cual
consistia en dividir un angulo cualquiera en tres partes iguales con el uso de la

regla y el compas.

Desde esta época, hasta nuestros dias, se han intentado muchas
aproximaciones a estos problemas; pero soOlo hasta épocas relativamente
recientes se pudo demostrar que la cuadratura del circulo es irresoluble. Para
el caso de la triseccién del angulo y la duplicacién del cubo fue René
Descartes, en 1630, quien mostré la imposibilidad de dar solucion a estos
problemas con los postulados de la geometria euclidiana y los resolvié con
geometria analitica. En términos modernos los tres problemas: la cuadratura
del circulo, la triseccién del angulo y la duplicacion del cubo, se pueden
expresar respectivamente mediante el lenguaje de las ecuaciones asi:

x? = z; radio del circulor =1

x® = 3x—q; cuerda del arco dado del circulode radior =1

x* = 2I3;1 : lado del cubo
Para las dos ultimas ecuaciones de grado cubico, Descartes demostré que no
se pueden resolver con intersecciones de rectas y circulos, sino con
intersecciones de parabolas y rectas. Para el caso de la primera ecuacion sélo
hasta el siglo XIX se demostré que 1 es un numero irracional trascendente y

por tanto no construible con regla y compas.
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La geometria griega carecia de herramientas que pudiesen dar solucién a
dichos problemas, las aproximaciones en torno a la solucion de los dos ultimos
problemas matematicos sin regla y compas fueron muchos, la cuadratura del
circulo fue un poco mas dificil de generar aproximaciones, Durero trata, con
estas herramientas, de dar solucion aproximada al problema de la triseccion del
angulo, argumentando que todo segmento circular que se pueda imaginar, lo

puede dividir en tres partes iguales.

Durero presenta en su tratado los tres problemas irresolubles con regla y
compas, sin embargo, “cada uno de ellos se encuentran tratados de manera
muy diferente” (PEIFFER, 2000, p. 75), Peiffer sefiala:

Si la solucion aproximada de la triseccién del angulo parece dificil de relacionar con
una fuente conocida, la cuadratura del circulo se efectua de manera bastante tosca
segun su metodo que parece haber gozado de amplia difusion en la Edad Media.
Por el contrario, en lo que respecta al problema de la duplicacion del cubo, Durero
propone procedimientos mecanicos de los antiguos descritos y comentados por
Eutocio (PEIFFER, 2000, p. 75).

4.3 SOLUCION APROXIMADA A LA TRISECCION DE UN ANGULO

os extremos del arco del circulo ab estan unidos con una linea recta.
Divide (figura 11) la recta ab con dos puntos c y d en tres partes iguales,

por el teorema de Tales (figura 12).

A continuacién pongo un brazo de un
compas en el punto a y con el otro trazo
desde el punto ¢ una linea a b
[circunferencia] que corte el arco, Vv,
donde lo haga, pongo una e. A
continuacion pongo un brazo del
compas en el punto b y con el otro trazo
desde el punto d una linea que corte el
arco, y, donde lo haga, pongo una f. A
continuacion trazo dos lineas verticales
desde c y d al arco, poniendo g y h. Asi
las tres longitudes ae, gh y fb seran
iguales entre si, quedando dos
pequefios espacios eg y hf (PEIFFER,
2000, p. 197).
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Figura 11. Arco ab el cual se va a dividir en tres partes iguales aproximadamente.

Figura 12. Construccion triseccion de un arco | parte.

Durero trata de mostrar que un segmento al ser unido en sus extremos por un
arco, estas dos lineas tienen una longitud aproximada, por lo tanto, se podria
hablar de una misma medida. Asi que tanto ac como ae, radios de una misma
circunferencia, comparten una relacion de igualdad con el arco ae. De igual
forma fb y db, al ser radios de una misma circunferencia, el arco fb también es
igual. A partir de dos lineas verticales traslada el segmento cd hacia arriba del
arco formando el segmento gh, siendo iguales por lo tanto también el arco gh
es igual. Todos estos segmentos al surgir de la divisién igual del segmento ab,

son radios iguales, por lo tanto los arcos ae, gh y fb también lo son.

En la construccion quedan los arcos eg y hf, los cuales Durero debera dividir en
partes equitativas para poder dividir el arco en tres partes iguales, el artista

argumenta:
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A continuacion cojo un compds, pongo un brazo en el punto a y el otro en el punto
g, Y desde aqui trazo un arco hasta la recta ab, y pongo una i. Luego, pongo un
brazo del compas en el punto b y desde el punto h trazo con el otro un arco hasta la
linea ab y pongo una k. A continuacion divido ci y kd con dos puntos en tres partes,
como he ensefado antes. Pongo un brazo del compas en el punto a 'y el otro en el
punto mas cercano a i. trazo una linea hasta el arco de circulo y pongo alliuna . A
continuacion pongo un brazo del compas en b y el otro en el punto méas cercano a
k, y trazo una linea desde aqui al arco de circulo, y pongo una m. Asi, el arco de
circulo ab queda dividido con los puntos | y m en tres partes (PEIFFER, 2000, 197).

Figura 13. Relacion entre la medida del arco eg y el segmento ci.

Durero traslada la medida del arco eg al segmento ab, formando el nuevo
segmento ci, el cual al ser dividido otra vez en tres partes y trasladar estas
divisiones a los dos arcos restantes se reparte de la siguiente forma: dos
partes para el arco ae; una parte Ig se suma al arco gh y al lado derecho
se realiza el mismo procedimiento para sumar a gh otro pequefio arco y
por ultimo se suman dos partes al arco fb. Durero ha dividido

aproximadamente un arco en tres partes iguales®, concluyendo que

Quien desee una mayor precision, que la busque por via demostrativa
(PEIFFER, 2000, p. 197).




Figura 14. Division de los arcos eg y hf en tres partes iguales.

En geometria dinamica se aprecia la aproximacion que hace Durero teniendo
en cuenta la relacion entre segmentos y arcos aproximadamente iguales.
Durero construye la triseccion de un angulo con regla y compas teniendo
errores minimos, que van mostrando la imposibilidad de resolver este problema

con las herramientas griegas.

Existen algunos angulos que se pueden trisecar con regla y compas, pero no
todos son posibles, aqui algunos ejemplos mostrando la medida de los
segmentos y su relacion de igualdad con los arcos que comprenden el angulo

trisecado:

i . .
A-TE \ 33 . 280¢ p

|
THem 336em ;

n 336 om 23
178 cm . y b

B

Figura 15. Construccién de triseccion de un arco en al, Im y mb partes aproximadamente

iguales.
Con esta particular aproximacion de la division de un arco en partes iguales a
partir de un segmento dado, Durero realiza la construccién de su nueva espiral

a partir de lineas acompasables.

4.4 CONSTRUCCION DE UNA ESPIRAL A PARTIR DE LA DIVISION EN n
PARTES DE UN ARCO
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| segmento que Durero quiere dividir, teniendo en cuenta la division de
un arco determinado, y de este modo, construir una nueva espiral, la

desarrolla de la siguiente manera:

Trazo una linea vertical del largo de la regla con la que voy a hacer la espiral; sea a su
extremo inferior y b el superior. Luego trazo una linea horizontal cd que forma angulos
iguales con el punto a de la linea vertical.

Luego trazo una linea oblicua
N db, cojo un compés y pongo
N uno de sus brazos en el punto
N dy el otro en el punto a.

-

5 Desde aqui trazo una linea

2 curva hacia arriba hasta la
SO oblicua db, y, donde la toque,
N pongo el punto e. A
N continuacion divido esta linea
N curva ae con 23 puntos en 24

S partes iguales, y desde el punto
3 d trazo lineas rectas por todos
5 los puntos de ae hasta la linea
5 ab (PEIFFER, 2000, p. 139 -

\ 140).
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Figura 16. Division de un segmento a partir de la division de un arco (CARDONA, 2006, p.
140).

En esta primera parte de la construccion, Alberto Durero afirma que divide el
arco en 24 partes iguales, por lo tanto divide también en 24 partes iguales el
segmento ba, luego, contradiciéndose en lo anteriormente dicho, concluye que
dependiendo de como se trace ba los 24 espacios de este segmento pueden

ser mas angostos en su base que en el otro extremo y viceversa.

Si el segmento ba forma angulo recto con cd, los espacios superiores seran
mas amplios que los espacios inferiores, pero si el segmento ba tiende mas
hacia el punto c, se vuelve a trazar la oblicua bd y se tendria menos espacio
entre cada punto de la parte superior y mas espacio entre cada punto en la

parte inferior. Teniendo en cuenta que la linea ba debe ser radio de una
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circunferencia y el segmento cd seria diametro del mismo, dando como
resultado una espiral en donde sus espiras no se desarrollan en paralelo,

Durero explica lo anterior al final de la construccién:

Mas si quieres que el espacio entre las espiras sea mas amplio hacia fuera y mas
estrecho hacia dentro, inclina la linea vertical ab acercando el extremo b al punto c,
y traza de nuevo la linea oblicua db. La linea curva ae sera asi mas corta. A
continuacion vuelve a dividirlo todo como antes. Obtendras un gran cambio en el
trabajo (PEIFFER, 2000, p. 140).

Figura 17. Line ab perpendicular a cd, el arco que se divide para después pasar estas medidas
al segmento es mas amplio y los espacios en ba seran mas amplios en la parte superior y mas

cortos en la parte inferior.

Figura 18. Linea ab tiende al extremo c, el arco que se divide para después pasar estas
medidas al segmento es mas amplio y los espacios en ba serdn mas cortos en la parte superior

y mas amplios en la parte inferior.
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Una vez se tenga el segmento dividido, con este se traza una circunferencia la
cual se divide en doce partes iguales, a partir de la division del segmento se
empieza a trazar circunferencias de

1 centro a y radio al, a2, a3, etc. Por las
divisiones de la circunferencia se
trazan rectas las cuales se encuentran
en el mismo punto a, la interseccion

. entre estas rectas y las circunferencias
dan como resultado la espiral
construida a partir de lineas

acompasables.

6

Figura 19. Construccién de una espiral a partir de las lineas acompasables.

45 CONSTRUCCION DE UNA ESCALERA EN FORMA DE CARACOL:
ESPIRAL EN PLANTA Y ALZADO A PARTIR DE LAS LINEAS
ACOMPASABLES

urero construye, a partir de la aproximacién a la
teoria de las espirales de Arquimedes y las lineas

acompasables, una espiral la cual permite
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representar otro tipo de objeto dentro de una representacion pictérica, una
escalera de caracol: proyeccion vertical de la espiral en planta® (CARDONA,
2006, p. 31), en el tratado de Durero es la ultima aplicacion de dicha espiral
arquimédica.

Imagen 14. Escalera de caracol

En este caso, la proyeccion vertical también conocida por los pintores y
arquitectos de la época como alzado, es la representacion plana de un objeto
o figura vistos de frente, en el caso de dibujar un edificio en alzado se dibujaria
la fachada del mismo, sin tener en cuenta la profundidad del objeto
conservando todas sus proporciones.

Hasta el momento, Durero habia construido solo la imagen vista desde arriba
de una espiral, también conocida como planta o seccién horizontal. Era
momento de mostrar como se alza la espiral respecto de su planta, para poder

dar forma a otra utilidad de la linea serpentina en la pintura, Durero sefiala:

Asi se traza una espiral en un plano regular; a continuacién quiero ensefiar a
trazarla de abajo hacia arriba. Hay que sefialar que, cuando se quiere hacer algo,
lo primero que se debe establecer, sea un edificio o cualquier otra cosa, es su
planta. Por eso la espiral no se puede proyectar bien en vertical, si antes no se ha
hecho lo propio con la planta en un plano (PEIFFER, 2000, p. 145).

Lo primero que se debe hacer entonces es trazar la planta de la espiral que
anteriormente y por las lineas acompasables se ha construido solo que se
dividira el segmento en doce partes. La variante de esta espiral es que al llegar
al punto 11 de la division de la circunferencia se sigue la secuencia numerica
dentro de los puntos que conforman la espiral, empezando con el ultimo punto
que la conforma que seria el 12, el pendltimo punto seria el 13 y asi

sucesivamente hasta llevar al origen de la espiral con el nimero 24.

planta se obtiene mediante una proyeccign
horizontal. Es una de las repr sentacioneg
También se denomina plantala la represéntagion de la setti6

paralela, pefpendicular al plano proyectante
ipales del sistema diédrico, junto con el alzado.
‘horizontal de un edificio, un




Figura 20. Planta de la espiral (CARDONA, 2006, p. 32).

Luego de dibujar la planta, traza una linea recta vertical desde el punto 6 hacia
arriba pasando por el centro a y el punto 12, tan alta como la necesites, y en su
extremo superior pon una a, pues este punto estd encima del centro a. A
continuacion corta esta linea vertical a en su parte inferior con una horizontal cd;
ese punto sera el b. Divide esta linea ab con 23 puntos en 24 partes iguales.
Quiero disponer en vertical en el orden que se ha indicado anteriormente, por lo que
vuelvo a seguir el mismo camino, solo que invierto las dos letras, poniendo la a
arriba y la b debajo (PEIFFER, 2000, p. 146).

En la afirmacion divide esta linea ab con 23 puntos en 24 partes iguales
(PEIFFER, 2000, p. 146), la cual aclara que invierte las letras de la imagen 26,
esta en contradiccion con la construccion que realiza después, puesto que esta
linea ab es igualmente dividida a
por las lineas acompasables
como en el caso del radio central
ba.

Esta nueva construccién que esta
sobre la espiral, no tiene la misma

dependencia en el segmento ab

que la construccion de la espiral
en el segmento ba, el segmento
ab se puede hacer tan largo como
se quiera y los segmentos cb, ab
y bd, no son radios de una misma

circunferencia, caso contrario de




la espiral puesto que por tener origen en el centro de la circunferencia cb, bay

bd son iguales por ser radios de la misma circunferencia.

Figura 21. Proyeccion vertical de la espiral de  Arquimedes — Durero | parte (CARDONA,
2006, p. 32).

Durero construye de la siguiente forma, la division del segmento ab y el primer

punto del alzado de la espiral como sigue:

23+
2.
21,
20 .
19 ] 18

ST
* 15

-

L]
. 14

11
10 i 112 13
-
9 L]
-
g . ] 3
7 & * .
.3
] 2 o
C h d

Figura 22. Proyeccién vertical de la espiral de Arquimedes-Durero (CARDONA, 2006, 32).

Comienzo asimismo a numerar de abajo hacia arriba 1, 2, 3, etc. Cuando esta linea
en vertical se eleve dividida con sus puntos y nimeros en mitad de la planta, llevo
hacia arriba con una vertical, atravesando la horizontal cd, el punto 1 de la planta.
A continuacion llevo desde el punto 1 de la linea ab una horizontal hacia la vertical
trazada desde el punto 1 de la planta, y donde estas dos lineas se crucen formando
angulo, pongo un punto 1. Este es el primer punto de la proyeccion vertical de la
espiral (PEIFFER, 2000, p. 146).
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El mismo procedimiento se repite para todos los puntos que definen la espiral,
trazando lineas paralelas las cuales se encuentran en Unico punto, y estas
como coordenadas, indican el trazo a seguir para poder realizar el alzado de la

espiral.

Figura 23. Proyeccion vertical de la construccién continua de la espiral (CARDONA, 2006, p.
34).

46 CONSTRUCCIONES EN TORNO AL PROBLEMA DE LA
DUPLICACION DEL CUBO CON REGLA Y COMPAS

Iberto Durero en el capitulo IV, dedicado a los cuerpos regulares y a
los principios de la perspectiva, muestra varias construcciones de la
duplicacion de un cubo con regla y compas. Durero parte
contextualizando en su tratado, la historia que originé6 dicho problema
matematico, en donde el pueblo de Atenas debe de duplicar el altar de Apolo

para poder dar fin a la peste que los aqueja, sin poder encontrar solucion
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alguna recurren a Platon quien les responde que no duplicaron el altar sino que

habian hecho el altar bastante mayor del doble®.

Durero al igual que Platon en su momento, mostrara la utilidad que tiene esta
construccion no solo para resolver aproximadamente dicho problema, sino
también para el ejercicio continuo del pintor, quien gracias a esta construccion
perfecciona la labor que realiza:
Como este arte ocultado y tenido en gran secreto por los sabios, es muy util y sirve
a todos los trabajadores, quiero sacarlo a la luz y ensefiarlo, pues con €l se pueden
fundir bombardas y campanas, duplicandolas y aumentandolas como se quiera,
siempre con correcta proporcion y manteniendo su peso. Con él se pueden

asimismo, agrandar toneles, arcas, medidas, ruedas, habitaciones, cuadros y lo que
se quiera®’.

4.6.1 Duplicacion de un cubo: solucion transmitida por Eutocio

Primero junta dos cubos iguales abc. Pon
esta misma longitud ac en vertical sobre una
horizontal de formando angulo recto, y desde
el centro c traza un semicirculo dae. A
continuacion traza una linea recta desde e
hasta la circunferencia pasando por b; pon
una f (PEIFFER, 2000, p. 304).

a Fy C
Imagen 15. Cubos iguales los cuales comparten una misma longitud ac.

Toma luego una regla estrecha, marca en ella un punto central y gradlala a ambos
lados con nameros, y pon los numeros tanto en un lado como en el otro, de modo
gue a cada lado del centro el primer niumero sea uno. Moviendo la regla tienes que
encontrar la primera linea con la que se debe hallar la del cubo doble. A
continuacion pon uno de los extremos de la regla que acabamos de hacer en el
punto d y déjalo siempre alli, ya se desplace hacia arriba o hacia abajo. Si mueves
la otra parte de la regla, deja siempre la regla con su centro en la linea abc, y
muévela hasta que encuentres un punto central entre la linea ef y la circunferencia;
donde la regla movil corte la linea ef, pon una g, y donde corte la linea abc, pon
una h, y donde la susodicha regla toque la circunferencia, pon una i.

Con gh y hi se obtienen, de este modo, dos longitudes iguales. hc es la primera
linea encontrada, con la que se hallara el lado del cubo doble. A continuacion haz
una linea horizontal con hc y el lado ab del cubo simple, obteniendo ahc. Pon el

*®En la historia narrada por Durero, Platén responde que no duplicaron el altar al poner una piedra del
mismo tamafo, sino que habian hecho el altar bastante mayor del doble, Peiffer sefiala que esta
afirmacién es falsa puesto que el altar obtenido superponiendo dos piedras idénticas a las que
constituye el primer altar es doble del primero, pero ya no es un cubo (PEIFFER, 2000, p. 304).

> |bid., p. 304.
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brazo de un compas en el centro de ac y traza un semicirculo ac. Desde h dibuja
una vertical hasta la circunferencia, y pon alli una k. Esta linea kh te proporciona un
lado del cubo doble, como lo he dibujado a continuacion., Siguiendo el mismo
proceso de la construccion anterior, Durero muestra como se puede triplicar o
cuadriplicar un cubo (PEIFFER, 2000, p. 304-305).

Cardona construye el lado doble a partir de las indicaciones de Durero:

1. Se trazan dos rectas
perpendiculares, una horizontal
y la otra vertical. En la vertical

se marcan los extremos AC (C /
en el cruce de las rectas) de un

segmento de longitud igual al

doble del lado del cubo inicial. G

2. Con centro en ¢, y radio

AC se construye un
semicirculo que corta la recta
horizontal en dos puntos Dy E.

3. Se traza una semirrecta de
origen E, que pasa por el punto D
medio B del segmento AC.

Figura 24. Construccion lado del cubo doble (CARDONA, 2006, p. 87).

4. Se dibuja una semirrecta con el origen en D tal que, al cortar la vertical AC en
el punto H, lo hace de tal modo que la distancia de ese punto a la interseccién | de
esta recta con la circunferencia sea igual a la distancia desde H hasta la
interseccion G de las dos semirrectas.

5. Los segmentos BC y CH se trasladan sobre otra recta de tal manera que uno
guede a continuacion del otro. Se traza la circunferencia con centro en el punto
medio M del segmento BH y
con radio MH. Se levanta una
perpendicular a la recta en el
punto C y nombramos con la
letra K el punto de corte de
esta recta con la
circunferencia. De tal modo se
obtiene el segmento CK, que
es el lado del cubo cuyo
volumen es el doble del
volumen del cubo inicial, de
B C M H lado BC (CARDONA, 2006, p.

87).

K

Figura 25. Construccion del segmento ck el cual es el lado del cubo doble (CARDONA, 2006,
p. 87).
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Con esta construccion Durero esta construyendo dos medias proporcionales

entre a y 2a, si denominamos a al lado del cubo. Veamos:

Sea z=CH y x=CK y dado que GH=HI se pueden establecer las proporciones:

Expresion que lleva a las siguientes ecuaciones:
x?=azy z?=2ax
de las que se puede derivar:
k= 20>,
Ecuacion que resuelve la duplicacion del cubo.

Sin embargo esta ecuacion no se puede resolver con los postulados de la
geometria euclidiana pues la construccion del punto H en la figura 24 no se
puede hacer con regla y compas. O dicho de otra manera, si bien se puede
construir con regla y compas la media proporcional entre dos segmentos, no se
puede construir con esos instrumentos dos medias proporcionales entre dos

segmentos.
4.6.2 Método de Durero para doblar o reducir a la mitad un cubo

Para esta construccién Durero parte de un cubo y su doble para duplicar o

reducir a la mitad cada uno de ellos.

. /. Ponuna linea vertical ab. Apoya en ella los lados de los

b dos cubos susodichos, de manera que estén en
= y contacto, el mayor encima y el mas pequefio debajo.
o Los dos vertices de la izquierda del cubo superior, que
° f estan en la linea ab, serdn cy e, y los dos de la derecha
i - d y f. Los dos vértices de la izquierda del cubo inferior

mas pequefio, en la linea ab, designalos con gi, y los
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dos exteriores con hk. Une los dos vértices f y k con una linea recta;
prolongala hacia arriba tanto como quieras y pon una r, y luego hacia
abajo hasta la linea ab y pon una z, cortaras las caras inferiores de los

dos cubos.
Figura 26. Cubo doble y el inicial sobre una recta.

Si prolongas esta linea oblicua hasta el extremo x, tendras la forma de

agrandar el cubo, y, si lo haces hacia abajo, de disminuirlo. Hazlo de la

ko

siguiente manera.

Primero prolonga la linea horizontal superior del
cubo cd hasta la linea oblicua zr, y pon alli una I.
Lleva luego una vertical desde | hasta la linea zx;

pon una m. A continuacion forma un cubo clmn,

cuyo volumen es dos veces mayor que el del
cubo cdef. Cada vez que subas, se duplicara, y

lo hards con certeza y correccion. Mas hacia e D

abajo, practicamente hasta la punta z, el cubo

siempre es la mitad mas pequefio. Y esto se
hace bajando de la misma manera que

subiendo. Para ello haz lo siguiente.

Figura 27. Duplicacion del cubo cdef.

Donde la linea xz corte el lado inferior del cubo ik, pon
b s ' una o; traza desde aqui una vertical hacia abajo hasta
‘ d la oblicua zr y pon una p. Desde aqui, formando
angulo recto, lleva una horizontal hasta la vertical ab;
pon una q. Este cubo iogp tiene la mitad de volumen
ge f que el cubo superior ghik. Puedes continuar
Z haciéndolo hasta el punto b.
. k
qi/p e ——
68
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Figura 28. Reduccion del cubo ghki.

CAPITULO V

DURERO Y EL RECONOCIMIENTO DEL INFINITO EN POTENCIA Y ACTO

N o he s

Imagen 16. Melancolia |. Grabado — 1514. 31cm x 16 cm™.

5.1 INTRODUCCION

En este capitulo se aborda la discusién que al parecer también Durero no
desconocia sobre el infinito en acto y potencia, de donde parte una de las
diferencias sefialadas por Peiffer entre el artista y Euclides.

% En el grabado hay muchos elementos relacionados con la geometria, la aritmética y la

medida del tiempo. Sobre el muro hay una esfera de madera torneada, un poliedro truncado de
cristal de alunita formado por pentdgonos irregulares y triangulos (en que se puede apreciar un
rostro humano difuminado), una regla, un reloj de arena, una balanza y un cuadrado de 4x4.
También hay una campanilla y una escalera de siete peldafios, que asciende hasta una torre o
edificio que no se vislumbra su final. En la torre se encuentra un cuadrado magico el cual tiene
la fecha 1514, afio en que realiz6 el grabado.
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Estos diferentes puntos de vista de Euclides y Durero son abordados a partir de
las ideas de Aristoteles y Giordano Bruno, quienes parecen coincidir en sus
respectivas ideas sobre el infinito: la obra los elementos obedece en sus
principios filoséficos al pensamiento aristotélico y esto se puede ver claramente
en la nocion de infinito subyacente a ella. Veremos que el pensamiento de
Durero en cuanto al infinito encajara mejor en la del filosofo Giordano Bruno,
posterior a él, en este sentido se puede decir que se adelantd desde lo artistico

a la idea revolucionaria de Bruno sobre la existencia del infinito en acto.

De igual forma se muestra la construccion de la espiral de Durero,
aproximacion a la espiral logaritmica, evidenciando las diferencias entre ésta y

la espiral arquimédica.

5.2 DURERO Y LA NOCION DE INFINITO

| comienzo del libro | de su tratado, Durero deja claro al artista el
conocimiento sobre la naturaleza de los objetos matematicos, su
intangibilidad y la necesidad de sus representaciones para poder
moverse dentro del conocimiento matematico y a partir de éste, desarrollar

mejores técnicas que permitan al pintor fundamentar su trabajo.

Durero esta familiarizado con la geometria de Euclides, muchas de sus
definiciones coinciden con las mencionadas en el libro de los Elementos, sin
embargo, existen algunos aspectos en los que difieren de ambos autores, en

particular la idea de infinito que se percibe en ambos casos, Peiffer sefiala:

Las definiciones elementales que aqui da Durero no siempre son puramente
euclidianas. Parece recoger una herencia muy vasta y variada (PEIFFER,
2000, p. 133).

Peiffer hace referencia a todo lo que le proporcionaba Nuremberg como

encrucijada de las grandes rutas comerciales de la época y la relacion de su
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familia con los miembros mas influyentes de toda la ciudad, permitiendole tener

acceso al conocimiento que requeria para enriquecer la labor del artesano:

...ge0metra autodidacta (Durero), busca la informacién allda donde pueda
encontrarla. Discute en banquetes mundanos, con sabios que estan de paso. Se
basa en los conocimientos linguisticos de sus amigos para apropiarse, en sesiones
de trabajo colectivo...de las obras clasicas. Gracias a su buena insercion en la élite
intelectual, puede rebuscar en las bibliotecas de los humanistas y satisfacer en ellas
su curiosidad (PEIFFER, 2000, p. 31).

¢, Qué es en lo que difiere la nocion del infinito de Euclides con la definicién del

infinito en Durero?

Durero afirma que existen objetos matematicos los cuales solo pueden ser
aprehensibles por medio del conocimiento, “sin duda, Durero esta planteando,
|59 y
el infinito potencial (CARDONA, 2006, p. 38)”, discusién que tiene como uno

a su manera obviamente, las viejas discusiones a proposito del infinito rea

de sus primeros representantes a Aristoteles (325 a.c — 265 a.c), quien
defiende la postura del infinito existente en potencia al igual que Euclides y la
postura de Giordano Bruno (1548 - 1600) quien refutaria la existencia del
infinito en potencia para adoptar el infinito como sustancia realmente existente

en acto, postura que tal vez adoptaria afios antes el propio pintor.

5.2.1 Elinfinito aprehensible por los sentidos

“ | infinito para Aristoteles tiene que ver con una imposibilidad del
sujeto” (APONTE, 2008, p. 23) sea bien por lo que es imposible
recorrer (la voz), lo que se puede recorrer pero sin llegar a un

determinado fin (la esfera) o la dificultad de lo que se esta recorriendo

(laberinto), Aristételes sefiala:

Por una parte se aplica a aquello que no se puede recorrer, porque esta en su
naturaleza el no ser recorrido (Aristoteles citado en APONTE, 2008, p. 23).

% Cardona distingue el infinito real como el infinito actual.
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...lo que se puede recorrer, pero sin llegar a un término o, a) lo que dificiimente
puede ser recorrido, o b) lo que naturalmente admite ser recorrido, pero no puede
ser recorrido o no tiene un limite®.

Aristoteles plantea su estudio del infinito a partir de lo fisicamente aprehensible,
“parte del estudio del infinito a partir de la naturaleza de la magnitud, para luego

argumentar la naturaleza del movimiento y el tiempo” (APONTE, 2008, p. 24).

Para Aristételes el infinito no puede ser substancia puesto que “si el infinito

fuera substancia toda parte del infinito serd infinita”,®* y si el infinito fuera

substancia entonces, “el todo es mayor que la parte”,®? concluyendo que hay

infinitos mas grandes que otros pues el todo es infinito al igual que las partes.

No se puede, entonces, suponer la existencia de un cuerpo infinito, puesto que
la misma definicion de cuerpo precisa de limites para definirlo, “si en el infinito
se rechazan los limites, entonces se estaria rechazando, al mismo tiempo, la
existencia del cuerpo (APONTE, 2008, p. 24)”.

5.2.2 Del infinito en potencia al infinito en acto: percepciéon por medio del

intelecto

iordano Bruno aborda la discusion del infinito en oposicion a la
adoptada por Aristoteles, partiendo de las nuevas posturas tedricas
sobre el centro del universo y movimiento de la tierra y demas astros,

rechazando la postura que desde tiempos antiguos se tenia entorno al infinito:

“De esta manera, apoyandose en el heliocentrismo de Copérnico sustenta que todo

el sistema aristotélico era falso. Lo anterior produce una ruptura respecto a la

concepcion griega, segun la cual es finito y limitado”®.

% Ibid., 23.

® Ibid., p. 24.
®2 Ibid., p. 24.
% Ibid., p. 30.
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Lo que distingue la apreciacion de Aristoteles con la de Bruno es que este
altimo afirma que el infinito no puede ser aprehensible con los sentidos, al
contrario de Aristoteles quien reafirma su postura partiendo de la pregunta ¢ Es

posible que exista una magnitud sensible que sea infinita?, Bruno afirma:

-Ningun sentido ve el infinito; a ningdn sentido se le puede exigir esa
conclusion, porque el infinito no puede ser objeto del sentido. Por eso
quien pide conocerlo por medio del sentido se parece a quien pretendiera
ver la sustancia y la esencia con los 0jos y quien negara la cosa porque
no es sensible o visible vendria a negar la propia sustancia y el propio
ser... (Bruno citado en APONTE, 2008, p. 31).

Bruno, en contraposicion a lo afirmado por Aristételes, parte de la misma

premisa de su antecesor para demostrar su invalidez:

...si el mundo es finito y fuera del mundo no hay nada, surge entonces el
interrogante ¢Do6nde esta el mundo? O ¢qué lo contiene? A esto,
Aristoteles responde que estaria en si mismo [Ari98, pp. 93-94]. No
obstante, esta respuesta no es satisfactoria desde un punto de vista
l6gico y abre la posibilidad de plantear el siguiente problema: si se piensa
gue fuera del mundo no hay nada, eso seria el vacio. Un vacio que no
tendria limite ni término alguno y solo estaria limitado en su interior. Por
lo tanto, Bruno afirma que es mas dificil de imaginar algo asi, a imaginar
gue el universo es infinito [Bru93, p. 105], (APONTE, 2008, p. 31).

Para entender la nocion de infinito, es necesario segun Bruno, movilizarse en el
plano de la razén o el intelecto, asi mismo, como se imaginan muchas cosas

sin poder llegar a un fin, el infinito asi mismo se puede construir:

..asi como nuestra imaginacion es capaz de avanzar infinitamente,
imaginando siempre una extension mas alla de la extension y un niumero

mas alla del nimero, segun una determinada sucesion y —como suele
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decirse- en potencia, debemos entender igualmente que Dios entiende en
acto una dimensioén infinita y un namero infinito. Y de este entender se
sigue la posibilidad junto con la conveniencia y oportunidad que decimos
existe, pues asi como la potencia activa es infinita, también es infinito por
consecuencia necesaria el objeto de esa potencia... (Bruno citado en
APONTE, 2008, p. 32).

Durero manifiesta la naturaleza abstracta de la nocion de infinito entendida solo
por medio del intelecto o la razén, aunque aclara, no es el tipo de naturaleza
qgue requiere para poder realizar la labor como pintor, debe valerse de las
representaciones de dichos objetos los cuales le permiten trazar, dibujar,
representar en un determinado plano lo que desee, sin embargo aclara al lector
la importancia de los objetos con los que se trabaja, ya sean objetos
matematicos los cuales estan por fuera del contexto del artista, del taller donde

se ejecuta dicha actividad.

Duero no espera elaborar un tratado para eruditos en donde se pensaran
custiones de tipo mateméatico abstracto. Para Durero el principal objetivo era
fundamentar la practica del artista a través del método matemético, evitando

procesos complejos que terminen por confundir mas al artista.

Su mismo manual de geometria, el Underweysung der messung (1525), escrito en
lengua vernacula para uso de artistas y artesanos, no es ni una geometria practica,
una de esas recopilaciones de recetas estereotipadas que florecian en la Alemania
del siglo XVI, ni un tratado erudito, una geometria deductiva demostrativa, sino una
obra singular, fuertemente marcada por la riqueza imaginativa y creadora de Durero
(PEIFFER, 2000, p. 7).
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5.3 CONSTRUCCION DE LA ESPIRAL DE DURERO: APROXIMACION A LA
ESPIRAL LOGARITMICA
ay una construcciéon en particular que muestra grosso modo Alberto
Durero en su primer capitulo y llegaria a ser una de las
construcciones que lo caracterizaria, ha sido llamada como la espiral
de Durero. Peiffer sefiala que es tal vez la primera aparicion semejante en
matematicas de una curva que evoca la espiral logaritmica® (PEIFFER, 2000,
p. 159), una curva novedosa que desafortunadamente (Alberto Durero), no

explora mas alla de su formulacion inicial (CARDONA, 2006, p. 38).

Alberto Durero tiene conocimiento de la naturaleza de los objetos matematicos
y enfatiza la dificultad en la practica del artista de manejar dichos objetos
carentes de partes y posicion, siendo claro que es necesario utilizar el punto
gue se pone, la linea que se traza y el plano que limita; de ese mismo modo, la
espiral al ser trazada por la linea, también tiene una naturaleza intangible,
inconmensurable, infinita. En el siguiente parrafo describe esta espiral sin fin,

tal ves de ahi la razén de no ahondar mucho en su respectivo andlisis:

Se puede imaginar una linea eterna que, en continuo desarrollo en torno a un
centro y describiendo con su otro extremo espiras cada vez mas amplias, nunca
tenga fin. Esta linea no se puede hacer a mano por lo infinito de sus magnitudes
grandes y pequefias. Su principio y su final no existen, ni se pueden encontrar,
salvo en el entendimiento. No obstante, quiero mostrarla en la medida de lo posible
con un principio y un final. Comienzo en un punto a y trazo esta linea con arcos de

* Una espiral logaritmica, espiral equiangular o espiral de crecimiento es una clase de curva
espiral que aparece frecuentemente en la naturaleza. Su nombre proviene de la expresion de

una de sus ecuaciones: ? = 108,(r/a) E| término espiral logaritmica se debe a Pierre Varignon
(1654-1722). La espiral logaritmica fue estudiado por Descartes y Torricelli, pero la persona
gue le dedic6 un libro fue Jakob Bernoulli, que la llam6 Spira mirabilis «la espiral maravillosa.
Tomado de http://es.wikipedia.org/wiki/Espiral_logar%C3%ADtmica.
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circulo hacia dentro, como si transcurriera hacia un centro, y cuando mas gira en
este sentido, acorto en la mitad la separacién de la linea. Lo mismo hago al llevar
la linea desde a hacia afuera. Cada vez que doy una vuelta, aumento en la mitad la
separacion de la linea. Asi que esta linea, cuanto mas larga es hacia dentro, mas
se comprime, y cuando mas larga hacia fuera, mas se dilata, y nunca tiene fin, ni

hacia dentro ni hacia fuera (PEIFFER, 2000, p. 159).

Durero tiene en cuenta la prolongacion de la espiral no solo externamente
sino también dentro de la misma, no tiene un comienzo o punto de partida,
‘un centro que le resulta por completo inaprehensible” (Cardona, 2006, p.
38), la nueva espiral abraza con mayor celeridad las dificultades que
encierra el infinito®®, Cardona muestra detenidamente cual es el proceso de

construccion de dicha espiral:

5.3.1 La espiral de Durero: diferencia con la espiral arquimédica

1) A partir de un punto O se traza un cuarto de circulo que empieza en A. Se
dibujan los dos radios extremos OA y OC. Hemos decidido restringir el arco de
circulo a un cuarto de circunferencia antes de recortar las dimensiones del radio.

Lo hacemos libremente para llenar la laguna

A que deja Durero, pues él no especifica qué

f tanto hay que dejar girar el arco inicial antes de

! reducir a la mitad la distancia desde este a su

centro transitorio.

, 2) Se toma la mitad de la medida del radio
Y ¢ OC y desde alli se traza un cuarto de circulo
gue empalme con el arco anterior.

L 3) Se dibuja el radio que limita el nuevo
E arco, y se sigue el proceso acortando siempre a

el T la mitad el radio con el que se dibuja el cuarto
) de circulo. Se hace esto de modo que el nuevo
arco empalme con el anterior. Asi se puede
obtener la curva que se aproxima a un centro
indeterminado  sin alcanzarlo de ninguna
manera, pues en todo momento habra un
segmento (el radio) que se puede bisecar
(Cardona, 2006, p. 39).

Figura 29. Espiral de Durero (CARDONA, 2006, p. 40).

® Ibid., p. 38.
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n este ultimo punto de la construccion, se puede reconocer las
dificultades de la misma en las aporias de Zenén de Elea®®, filésofo
griego nacido en Elea perteneciente a la escuela eleatica (¢,490-430 a.
C.?), quien para apoyar la doctrina de Parménides de que las sensaciones que
obtenemos del mundo son ilusorias, y concretamente, no existe el movimiento
(fisica), quiso mostrar que el movimiento encerraba en si una imposibilidad

l6gica, en palabras de Cardona sefala:

...no podriamos efectivamente desplazarnos desde un punto A hasta otro punto
arbitrario B, pues tendriamos que recorrer inicialmente la mitad del trayecto entre A
y B, después la mitad de la mitad de dicho trayecto, a continuacion la mitad de la
mitad de la mitad del trayecto y asi indefinidamente, hasta que tendriamos que
reconocer que nunca alcanzariamos la meta deseada®’.

Figura 30. Representacion de la aporia de Zendén

Al afirmar en su construccién que cuando mas gira en este sentido, acorto en
la mitad la separacién de la linea®, afirma que la linea de donde surge un arco
de la espiral es la mitad del segmento de donde surge el anterior arco, y
observando por fuera el trazo de los arcos, éstos son el doble del segmento
donde surgi6 el arco anterior, repitiéndose este proceso infinitas veces, como
en el caso de la aporia de Zendn se tiene como resultado el trazo infinito de la

espiral que se construye a partir de la biseccion infinita de un segmento.

¢Por qué Alberto Durero no se detuvo a construir detalladamente esta
aproximacion de la espiral como anteriormente lo hizo con la aproximacién a la

espiral de Arquimedes? ¢ Qué tiene de particular la formulacion de esta espiral?

*Ibid., p. 38.
*”Ibid., p. 38.
* Ibid., p. 39.
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La diferencia entre la espiral llamada espiral de Durero y las demas espirales
construidas por el artista radica en la teoria que evoca a las mismas, puesto
que la primera surge de la aproximacion a la teoria de media y extrema razén o
también conocida como razén durea o numero de oro y la segunda se genera a
partir de las aproximaciones realizadas por el autor a la teoria de las espirales

dada por Arquimedes.

Figura 31. Espiral Arquimédica.
Al comienzo de su tratado, las espirales estan inscritas

dentro de una circunferencia y el espacio entre cada espira

era igual, a excepcion del primer arco donde se origina,

variando detalles de la espiral como la cantidad de vueltas

gue se quiera de la misma, los adornos en ella, etc. Durero

muestra esta nueva espiral la cual crece y decrece en
progresién geométrica (Cardona, 2006, p. 38), es decir,
cada arco con el que se va construyendo parte de un
patron semejante mas no congruente en todos los casos,
variando el tamafio de los arcos y el espacio entre cada
uno de ellos, no solo extendiéndose hacia fuera como en
las aproximaciones anteriores de la espiral, sino también
internamente, La diferencia reside en su ritmo de expansion
(CARDONA, 2006, p. 38).

Figura 32. Espiral de Durero
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CAPITULO VI
LA ESPIRAL DE DURERO: RELACION CON DIFERENTES TEORIAS.

Imagen 17. Cabeza de Jesus a los 12 afios. 1506, 27,5 x 21,1 cm. Dibujo®.

6.1 INTRODUCCION
La relacion entre la espiral de Durero y otras teorias del arte y la mateméatica
radica en una proporcion numérica implicita en la naturaleza, utilizada en la

construccion del Partendén, utilizada en el simbolo caracteristico de los

% Alberto Durero desafié a todos los pintores de Venecia con su Fiesta del Rosario, un

perfectisimo 6leo que segun él mismo terminé en cinco meses. Pero el desafio fue mayor
cuando presentd a JesUs entre los doctores, 6leo que segun él termind en cinco dias, un
magistral ejemplo de gestualidad y psicologia. Pese a lo que Durero dice, el cuadro contd con
estudios previos, que afiadidos a los supuestos cinco dias de la pintura, alargan un tanto el
tiempo de incubacion de la obra. Entre los estudios previos tenemos esta hermosa cabeza
adolescente, que es el rostro de Jesus con 12 afios, en la posicion definitiva que tendra en el
cuadro. Tomado de http://www.artehistoria.jcyl.es/genios/cuadros/3986.htm.
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pitagoricos y desarrollada a lo largo de los libros de Los Elementos de Euclides,

entre otros, esta es conocida como la razén aurea o divina proporcion.

En este capitulo se muestra la relacidon intrinseca en todas estas teorias asi
como el uso de La espiral de Durero para poder componer a partir de una
divina proporciébn una representacion pictérica, tomando como ejemplo el
retrato de Giovanna Tornabuoni de 1490.

6.2 EL NUMERO DE ORO™EN LA ESPIRAL DE DURERO

Iberto Durero muestra una espiral la cual crece tanto interna como

externamente prolongandose hacia el infinito en ambas direcciones; la

condicion para su construccion radica en que cada arco de la espiral
qgue esté internamente después del punto a de origen, es la mitad del arco
anterior, asi mismo, para los arcos externos al u

punto inicial a, éstos son el doble del arco

anteriormente construido, Durero no hace
explicita algun tipo de relacion entre la
construccion de dicha espiral y la relacion
entre segmentos ya explorada por los griegos
conocida como razén aurea, sin embargo, son
muchas las relaciones que actualmente se
pueden tener de dichas construcciones. ¢En
gué consiste este método y qué relacion tiene
la construccion de la espiral de Durero con
dicha técnica?

Figura 33. Espiral de Durero, realizada por el artista.

" El numero aureo o de oro (también llamado numero plateado, razén extrema y media razén
aurea, razén dorada, media aurea, proporcion aurea y divina proporcion representado por la
letra griega ¢ (fi) (en mindscula) o @ (fi) (en mayuscula), es un nimero irracional. Se trata de
un numero algebraico irracional (decimal infinito no periédico) que posee muchas propiedades
interesantes y que fue descubierto en la antigledad, no como “unidad” sino como relacién o
proporcion entre segmentos de rectas. Tomado de
http://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_%C3%Alureo.
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Euclides define esta relacion en el libro VI de Los Elementos:
Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razén cuando la recta
entera es al segmento mayor como el (segmento) mayor es al menor (VEGA, L.
1991, 56).
" = -
AB AC
AC ~ CB
Al cortar un segmento en un determinado punto C, en donde se halle una
relacion tanto del segmento con su parte mayor y esta ultima parte con la parte
menor, se tiene como resultado la divisibn en extrema y media razon del
segmento. ¢Qué medida debe tener dicho segmento? ¢Por qué hay una parte
mayor y otra menor? ¢Por qué no se puede hablar del punto medio del
segmento o de partes iguales? ¢Qué tipo de relaciébn se encuentra en esta

particular division y cual es su relacion con la espiral de Durero?

6.3 DIVISION DE UN SEGMENTO EN EXTREMA Y MEDIA RAZON
uclides demuestra la relacion existente entre dicho segmento y sus

partes, partiendo de un segmento unitario:

Se toma un segmento de longitud uno para dividirlo en extrema y media razon,
la parte mayor que resulté de dicha division se distingue con la letra X, puesto
gue no se conoce su longitud y la parte menor es el segmento 1 — x puesto que
es la diferencia del segmento con la parte mayor:

v 1 -
A A

La relacion en extrema y media razon del segmento unitario seria:
1 X

x 1—x

Resolviendo la igualdad se llega a la ecuacion cuadratica:
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1 X
= 5>1l—x=x25x24+x-1=0
x 1—x

Al tomar la solucién positiva de la ecuacion puesto que la relacion es entre
—1+/5
2

magnitudes tenemos que x = y al reemplazar en la relacion de dichas

partes con el segmento unitario, se tiene que:

S9N LN NS RSN -2 2VEWSIEEE
X —14+V5 -1+v5 (-1+,5)(-1-v5) -4 2
2
=1618..= ¢
X _1+\/§ _(-14V5)(3+V5) —3-v5+3V5+5 2+2V5
l—x_1_<—1+\/§>_(3—\/§)(3+\/§)_ 9-5 \ ¢
y 2
Ee +2\/§ =1618..=¢

Dando como resultado en ambas relaciones; el segmento con su parte mayor y

la parte mayor con la parte menor, el nUmero de oro o razén aurea.

_1+45
P 2

b =1618..=¢

6.4 EL RECTANGULO AUREO
a razén aurea tiene sus origenes en la antigua Grecia, tomando como
ejemplo el trabajo de Fidias (Atenas, hacia 490 AC. — Olimpia, h. 431
AC.), escultor, pintor y arquitecto de la antigua Grecia, quien utilizé los

principios de esta razén en la construccion del Partenén:
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Imagen 18. El Partendn y la razén aurea.

El Partendn esté inscrito en un rectangulo el cual se divide en media y extrema
razén, la base de este rectangulo es el segmento al cual se le ha dividido
teniendo en cuenta esta proporcionalidad. La construccion de dicho rectangulo

aureo se puede realizar de la siguiente manera:

Se tiene sobre una recta el segmento AB y se construye sobre él, un cuadrado
ABCD. Se halla el punto medio del segmento AB

y tomando como centro este punto y con amplitud C D

hasta D, trazo un arco que cruce la recta que ‘

pasa por el segmento AB, este es el punto H, ’

vértice del rectangulo aureo. Trazando una A B H
perpendicular por H y otra por D, obtenemos un
punto de interseccion E el cual forma el

rectdngulo aureo CAHE.

Figura 34. Construccion de un rectangulo aureo a partir del segmento AB.




Figura 35. Construccién de un rectangulo aureo

La demostracion del por qué el rectangulo ACEH es aureo a continuacion:

AH=7a+Ea=a

V5 1 (\/§+1)

HE =a

V541
AH a( 2 )

HE ~ a
AH  V5+1
iy @

6.5 EL TEOREMA DE PITAGORAS Y EL NUMERO AUREO
uchas son las formas como se puede dividir un segmento cualquiera
teniendo en cuenta esta condicién, para un primer ejemplo se
necesita regla, compas y la aplicacién del teorema de Pitagoras.
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Se tiene el segmento AC desde el cual se traza una perpendicular DC la cual
es igual a la mitad de AC, se unen D
con un segmento los puntos AD. a7
Luego, se traza un arco DC que

cruce el segmento AD en el punto

B’, y con abertura AB’ se traza un T alz

arco que cruce AC en el punto B, el

cual muestra la division del

segmento AC en extrema y media

razon, cumpliéndose que: E
Figura 36. Relacion entre teorema de Pitadgoras y nimero aureo
Por el teorema de Pitdgoras se hallara la hipotenusa quien es a su vez los

segmentos T y a/2:

a
7' I 2
h —(2) +a
2
a
h2=— 2
4+a
h2=5_az
4
h=§a
T + % = ga Despejando T se tiene:
L
7~ 28
] 5 a
I 7 <3

El segmento a puede tomar cualquier valor y a partir de este se puede hallar el
valor de a/2 y T, permitiendo verificar la relacion de dichos segmentos:

a=1
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Para comprobar con lo anteriormente demostrado (pag. 80), tenemos el
segmento unitario y la parte mayor igual a la solucion cuadratica positiva, se
tiene que la relacion que guarda el segmento a, con el segmento mayor AB, es
la misma razon que la que tiene el segmento mayor con el segmento menor

BC, dando como relacion el numero aureo ®.

AC _AB 5+1
AB R "2 N

1.68..= ¢

6.6 EUCLIDES Y LAS CONSTRUCCIONES ALREDEDOR DE LA RELACION
DE EXTREMA Y MEDIA RAZON

lo largo del libro los Elementos de Euclides se trabaja también con

esta relacion, iniciando con la proposicion 11 del libro II: Dividir una

recta dada de manera que el rectdngulo comprendido por la (recta)
entera y uno de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento restante
(VEGA, L. 1991, p. 108):

Sea AB la recta dada.

Asi pues, hay que dividir AB de modo que el rectangulo comprendido por la
(recta) entera y uno de los segmentos sea igual al cuadrado del segmento
restante.

Pues constriyase a partir de AB
- H [l, 46] y dividase en dos Al por el
1+ punto E vy tracese BE vy
prolonguese A hasta Z, y hagase
EZ igual a BE, y constriyase a
partir de AZ el cuadrado ZO, y
prolénguese HO hasta K.

Digo que AB ha sido cortada en
©, de modo que hace el
& = B rectangulo comprendido por AB,
BO igual al cuadrado AG.

Pues como la recta A ha sido
dividida en dos por el (punto) E y
se le ha afiadido ZA, entonces el




rectangulo comprendido por 'Z, ZA junto con el cuadrado de AE es igual al
cuadrado de EZ [ll, 6]. Pero EZ es igual a EB; por lo tanto, el (rectangulo
comprendido) por ['Z, ZA junto con el (cuadrado) de AE es igual al cuadrado de
EB. Pero los (cuadrados) de BA, AE son iguales al (cuadrado) de EB, porque el
angulo correspondiente a A es recto [l, 47]; por tanto, el (rectangulo
comprendido) por 'Z, ZA junto con el (cuadrado) de AE es igual a los cuadrados
de BA, AE.

Figura 37. Construccién de la division de un segmento en extrema y media razén.

Quitese de ambos el (cuadrado) de AE; entonces el rectangulo restante
comprendido por 'Z, ZA es igual al (cuadrado) de AB. Ahora bien, el (rectangulo
comprendido) por I'Z, ZA, es ZK: PORQUE AZ es igual a ZH; pero el cuadrado de
AB es AA; por lo tanto, ZK es igual a AA. Quitese de ambos AK; entonces el
(cuadrado) restante ZO es igual a ©A. Y OA es el (rectangulo comprendido) por
AB, BO: porque AB es igual a BA; pero ZO es el cuadrado de A®; por tanto, el
rectangulo, el rectangulo comprendido por AB, BO es igual al cuadrado de ©A.

Por consiguiente, la recta dada AB ha sido dividida en © de modo que hace el
rectangulo comprendido por AB, BO igual al cuadrado de ©A. Q. E. F. (VEGA, L.
1991, p. 108-109).

6.6.1 PENTALFA Y SUS MULTIPLES RELACIONES CON @

lo largo del libro Xl Euclides construye a partir de la divisién del
segmento en extrema y media razén diferentes proposiciones que
enmarcan la teoria de dicha

proporcion, mostrando en la proposicién 8 la

construccion de dicha relacion en una figura

reconocida como el pentagono estrellado o

pentalfa, simbolo de la escuela pitag6rica y por

medio del cual se reconocian entre si los

miembros de dicha escuela.

Imagen 19. Pentagono estrellado.

Cada linea que compone la estrella da como resultado la razén aurea, siendo
un claro ejemplo de una de los tantos simbolos que tanto para matematicos

como artistas, estaba permeado por dicha relacibn, no solo era un
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conocimiento a la luz de los matematicos, es un orden inherente a la naturaleza
y a la estructura de las cosas, queriendo el artista y propio matematico nutrir su
arte con dicha armonia expuesta en todas las cosas, retomando diferentes
investigaciones para el manejo y perfeccionamiento de diferentes técnicas,

como en el caso de Durero y su espiral.

Si en un pentagono equilatero y equiangular, unas rectas subtienden dos
angulos sucesivos, se cortan entre si en extrema y media razon y sus
segmentos mayores son iguales al lado del pentagono.

Digo que cada una de ellas queda cortada en extrema y media razdn por el punto
©, y que sus segmentos

mayores son iguales al A

lado del pentagono.

Circunscribase, pues, en

torno  al pentagono

ABI'AE, el circulo

ABI'AE. Y como las dos

rectas EA, AB son =)

iguales a las dos (rectas) E E
AB, BI' y comprenden
angulos iguales,
entonces, la base BE es
igual a la base Al y el
triangulo ABE es igual al
triangulo ABI' y los
angulos restantes,
aquellos a los que
subtienden los lados
iguales, seran también
iguales respectivamente il B
[I 4].

Figura 38. Demostracion de la relacién de extrema y media razén del pentalfa.

Entonces el angulo BAI es igual al angulo ABE; luego el (dngulo) AGE es el doble
del (angulo) BAI, porque la circunferencia EAI es también el doble de la
(circunferencia) B [lll 28, VI 33]; entonces el &ngulo ©AE es igual al (dngulo) AGE;
de modo que también la recta OE es igual a la (recta) EA, es decir, es igual a la
recta AB [I 6]. Y como la recta BA es igual a la recta AE, también el angulo ABE es
igual al (&ngulo) AEB [l 5].

Pero se ha demostrado que el &ngulo ABE es igual al angulo BA®. Luego el angulo
BEA también es igual al angulo BA®. Y el angulo ABE es comun a los dos
triangulos ABE y ABO; entonces el angulo restante BAE es igual al (dngulo)
restante AGB [l 32]; luego el triangulo ABE tiene sus angulos iguales a los del
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(triAngulo) AB®; por tanto, proporcionalmente, como EB es a BA, asi AB a BO [VI
4].

Pero BA es igual a EO; entonces, como BE es a EO, asi E© a ©B. Pero BE es
mayor que EO; luego EO® es mayor que OB [V 14]. Por tanto, BE queda cortada en
extrema y media razon por el punto ©, y su segmento mayor OE es igual al lado del
pentagono. De manera semejante demostrariamos que Al también queda cortada
en extrema y media razén por el punto ©, y que su segmento mayor '© es igual al
lado del pentagono. Q. E. D (VEGA, L. 1991, p. 325).

6.7 EL RETRATO DE GIOVANNA
TORNABUONI: APLICACION DE LA
ESPIRAL DE DURERO Y OTRAS
TECNICAS EN LA COMPOSICION
DE UNA PINTURA.

Giovanna, nacida del 18 de
diciembre de 1468, era la octava hija
de Maso di Luca degli Albizzi y de
Caterina Soderini. Recibi6 el tipo de
educacion que se consideraba propio
de una joven de su categoria social.
El acontecimiento mas importante de
su vida fue su matrimonio con
Lorenzo Tornabuoni (1468-1497),
heredero de una influyente familia
vinculada a los Médicis. EI 11 de
octubre de 1487 naci6 Giovannino,
primer hijo de la joven pareja pero,
desgraciadamente, Giovanna murio
al afo siguiente, cuando contaba
diecinueve afios de edad, de resultas
de su segundo embarazo. La
enterraron en la iglesia de Santa
Maria Novella el 7 de octubre de
1488.

Imagen 20. Retrato de Giovanna Tornabuoni. Oleo sobre madera 1490

Giovanna pervivié para la posteridad gracias a Domenico Ghirlandaio, a quien hacia
1489 le encargaron que realizara un retrato péstumo destinado a ser colocado en
un lugar de honor en el Palazzo Tornabuoni. Ghirlandaio subrayé tres aspectos de
la personalidad de la modelo —su belleza, su papel como esposa de Lorenzo y su
virtud y devocién (THYSSEN-BORNEMISZA, 2010).
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ste artista tuvo en cuenta para la realizacion de la pintura métodos
con los cuales ya estaban familiarizados los artistas del
Renacimiento y desde la antigiedad, permitiendo componer con
medidas exactas las figuras o formas dentro del cuadro. EIl primero de los
meétodos utilizados por Doménico Ghirlandaio es la razon aurea o divina
proporcion, el retrato de Giovanna es muestra fiel de que dichos métodos
casan perfectamente en la figura, situando cada elemento del espacio pictorico

en un determinado orden.

6.7.1 Composicion del cuadro a partir de

triangulos isésceles.

Ghirlandaio distribuye el espacio con figuras
geométricas estableciendo relacién entre
armonia y proporcion matematica
(THYSSEN-BORNEMISZA, 2010).

Para ello, mediante incisiones perimetrales,
delimita la extensién con respecto al soporte
y poder trabajar asi con el espacio que va a
utilizar para la composicion’t. De estas
incisiones parten dos diagonales que se
cruzan en aspa y que centran la figura
definiendo perfectamente la posicion de la
cabeza y del busto. Nuevas lineas incisas
sitian la hornacina y de ellas parten tres ejes
gue forman un triangulo equilatero en el que
Ghirlandaio sita el movimiento de la cabeza:
la inclinacién de la nariz respecto del ojo.

Imagen 21. Retrato Giovanna Tornabuoni, composicion triangular.

Ghirlandaio sitla espacialmente la figura trazando ejes geométricos que definen el
movimiento y el perfil de la silueta. La imagen de Giovanna la ubica en un triangulo
isésceles que parte de la zona superior de la pintura. Uno de sus lados determina el
limite de la manga y el perfil del pecho. El otro lado del triangulo define la posicion
erguida de la figura. Previamente ejecuta una primera linea que va desde el
nacimiento del cabello hasta la manga del vestido y que pasa por el perfil del busto
gue realiz6 en el dibujo preliminar que luego rectificé. La hornacina del fondo esta
definida mediante incisiones que marcan los limites y sirven como referencia para la

™" En este caso son las lineas rojas que se muestran en el cuadro.
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disposicién de los elementos decorativos. Mediante la sucesion de lineas y de
elementos geométricos logra una perfecciébn en las formas y una composicion
equilibrada (THYSSEN-BORNEMISZA, 2010).

6.7.2 Composicion por circulos: medallones renacentistas.

n esta composicion se encuentra relacién con el retrato de la mujer y
los medallones renacentistas, basando el pintor en el medallon del
busto de Giovanna realizado en conmemoracion de sus esponsales

con Lorenzo Tornabuoni.

El primer circulo parte de las cintas del
corpifio de la figura. Este circulo muestra la
relacién de la pintura con la moneda y hace
referencia a su disefio pero en una posicién
invertida. El resto de los circulos tiene como
punto de referencia la cinta del peinado de la
figura y estdn conectados entre si en perfecto
equilibrio con la composicion (THYSSEN-
BORNEMISZA, 2010).

Imagen 22. Retrato de Giovanna Tornabuoni, composicion circular.
6.7.3 Composicion con la estrella pentagonal o pentalfa

n el retrato de Giovanna, su rostro esta relacionado con la proporcién
numeérica 0 razon aurea. Esta relacion descubierta desde los
pitagéricos e inmersa en la naturaleza, crea una conexion entre lo
elaborado por el hombre-el cuadro, y lo
elaborado por dios, lo divino-la

naturaleza, era sumamente especial
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poder elaborar una pieza pictorica con las proporciones de dicha relacion:

Imagen 23. Rostro Giovanna Tornabuoni, composicién a partir del pentagono pitagoérico.

Aplicando el niamero alureo en el rostro de Giovanna se observa coOmo encaja
perfectamente en la simetria pentagonal. Los puntos de union de los segmentos
son geométricamente proporcionales (THYSSEN-BORNEMISZA, 2010).

La linea que une el cuello con el nacimiento del cabello en la frente esta
dividida por dos lineas que terminan en la nariz, estas lineas dividen el primer
segmento en extrema y media
razon, esto quiere decir que la
relacion con la totalidad del
segmento y las partes mayor vy
menor del mismo es igual a ¢, 0 a

la razon divina.

AB _BC _
BC AC

Imagen 24. Razén de extrema y media razén en el retrato de Giovanna Tornabuoni.

6.7.4 Composicion con la espiral de Durero
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a construccion de la espiral de Durero tiene como caracteristica que sus

arcos o espiras parten y culminan en los extremos opuestos de un

cuadrado, siendo la base de este cuadrado

segmento dividido en extrema y media razon.

la parte mayor del

Todo parte de un cuadrado cualquiera y un punto medio m de su base CB,

teniendo como centro este punto y uno de los vértices superiores como

extremo, se traza una circunferencia la
cual intersecta la base prolongada en el
punto A. El segmento AB, es un
segmento dividido en extrema y media

razon por el punto C quien anteriormente

era un vértice del cuadrado.

B

\

imagen.

Figura 39. Construccion rectangulo aureo.

Se sefala una relacién entre la espiral
de Durero y el retrato de Giovanna
puesto que al tener una relacién con la
razén de oro, la espiral de Durero al
ser construida bajo esta relacion, de

igual forma tiene cabida dentro de esta

Imagen 25. Composicion a partir de la espiral de Durero del rostro de Giovanna Tornabuoni

Las relaciones giran en torno al rostro de la mujer, como en el ejemplo anterior,

el ojo es el punto desde donde parte esta proporcion numérica, para luego

distribuirse de buena forma por todo el rostro de Giovanna.
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Para la obtencion de la espiral logaritmica se desarrollan una sucesion de
rectangulos aureos unidos mediante un arco. Aplicando el patron de la espiral a la
obra de Ghirlandaio se observa cédmo se distribuye la figura en el espacio. Ordena
los elementos en funcion de un eje y los distribuye de manera ordenada. Todas las
multiplicaciones geométricas estan
recogidas en un todo unitario que es
la obra (THYSSEN-BORNEMISZA,
2010).

Ordena el rostro del retrato de tal
forma que la parte inferior de su
rostro se encuentre en el
cuadrado méas grande, siguiendo
con su cabello y en el proximo
cuadrado se ubica su frente, para
luego seguir con el tabique vy
terminar con sus 0jos, su mirada
hacia el infinito como un mensaje
implicito que transmite la espiral
de Durero.

Imagen 26. Composicion a partir de la espiral de Durero y los rectangulos aureos del rostro de
Giovanna Tornabuoni.

ALGUNAS REFLEXIONES EN TORNO A LA RELACION MATEMATICAS,
ARTE Y ENSENANZA

15 Alberto Durero crea un tratado en donde manifiesta segun él, los
aspectos que como artista se deben tener en cuenta en la practica de sus
oficios, pero ¢Qué distingue el tratado de Durero puesto que su geometria no

es demostrativa ni deductiva? Peiffer sefala:

En efecto, la geometria de Durero no es demostrativa, su estructura no es
deductiva y el orden de exposicién no siempre parece coherente a los ojos de un
matematico. Pero tampoco es una simple compilacién, ni una geometria practica,
aunque por su forma prescriptiva tenga algo que ver con ello. Mientras que los
manuales practicos redactados en aleman se centran en los problemas de
medidas y mediciones, Durero busca, como ha dicho Marshall Clagett de
Leonardo da Vinci, «soluciones graficas a problemas de construccion
geométrica», problemas provenientes de las artes y los oficios (PEIFFER, 2000, p.
Tl3).

Durero no solo se conformé con mostrar unos procesos que debia seguir el
artista o las herramientas a utilizar para poder ejecutar bien su labor. Su

geometria trata de ser exacta en la medida en que persigue la fidelidad en las
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formas que lo rodean, aun de los artefactos matematicos, su trabajo es el de
poder crear, elaborar un mundo el cual no se diferencie mucho de la realidad,
puesto que al contrastar estas dos representaciones, la exactitud en su oficio

radica en poseer minimos detalles diferentes del mundo natural que le rodea.

No solo busca esa exactitud frente al trabajo del pintor a través de la
geometria, de igual forma, estimula al artista a indagar en el trabajo
desarrollado en su tratado ‘como el buen pedagogo que es, incita a sus
lectores a intervenir, a llevar mas lejos sus investigaciones y a variar las formas

discretas”’?.

2. La relacidbn que como artista trata de mostrar entre la matematica y el
arte tiene que ver con el nivel al que quiere llevar su préactica de taller y cémo, a
partir de esta disciplina, la pintura va nutriendo y consolidando una estructura
tedrica propia. El ideal de Durero es poder vislumbrar la pintura como un arte
liberal gracias a una de las artes del quadrivium como lo es la geometria.

Peiffer sefala:

Pocos satisfechos con su status social, artistas como Durero, o Leonardo en ltalia,
intentan hacer que se reconozca la pintura como arte liberal. Fundamentar su arte
sobre las reglas exactas de la geometria les parece el medio mas seguro para
llevar a cabo la transformacion de la pintura, considerada como un trabajo manual
en arte del quadrivium (PEIFFER, 2000, p. 23).

El interés del artista era poder dar estatus a las practicas de taller al igual que
el estatus del cual gozaban practicas como la arquitectura o la muasica, quien
por su relacion con la matematica les permitia tener un reconocimiento no solo
en el medio de los artistas sino en todo aquel contexto en que se movieran sus

representantes.

8, Michel Emmer distingue las diferentes disciplinas como facetas las

cuales permiten diferenciar todo tipo de conocimiento. Estas facetas son

2 Ibid., p. 113.
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necesarias mas no deben ser barreras que impidan el poder relacionar

diferentes areas del conocimiento unas con otras, Emmer afirma:

Facetas que debemos distinguir porque la naturaleza humana, el lenguaje humano
necesita, para ser claro y no ambiguo, fijar cada vez ciertas referencias locales y
especializadas. Pero, al mismo tiempo, no debemos encerrarnos en la
especializacién, encerrarnos en la matematica, encerrarnos incluso en una rama de
la matematica si no queremos esterilizar nuestra creatividad (EMMER, 2005, p. 3).

Durero como artista, recurre a la geometria, la cual le permite enriquecer su
labor dentro del contexto de las artes, €l es consciente del caracter abstracto
de las matematicas, sin embargo, recurre a ellas en busca del sustrato
concreto, de esa representacion de los objetos matematicos para aplicarlo a su
oficio, “su andadura va de lo abstracto a lo concreto, fijando las definiciones
abstractas de objetos matematicos en operaciones concretas de construccion
gréfica, efectuadas en un numero determinado de pasos, (PEIFFER, 2000 p.
59)”. Para Durero el arte y la matematica son tipos de conocimiento en donde
se pueden encontrar multiples relaciones beneficiandose de dicha relacion en
la construccion de la teoria en la pintura, Emmer sefala:

...si la matematica es creadora de belleza y es la destilacion mas pura del
pensamiento exacto, pretenda aportar los instrumentos, ademas de a las demas
disciplinas cientificas, también a las artes; y que, en consecuencia, sea posible
mediante la matematica elaborar una teoria cientifica de las artes que tenga sus
mismas caracteristicas de exactitud y universalidad (EMMER 2005, p. 3).

4. La relacién entre la matematica y el arte no solo se evidencia en la
época llamada El Renacimiento, mas si fue una de las época en donde esta
relacion empez6 a ser mas evidente en todo trabajo tanto de artistas como de

matematicos:

Como se ha visto, la presencia de posibles correlaciones entre matematica y arte
no es un fendmeno limitado so6lo al Renacimiento (EMMER, 2005, p. 5).

Hay momentos en que los lazos de esta relacion se debilitan y muchas veces
no se pueden apreciar, Emmer afirma que esto se debe a que los artistas
desconocen en absoluto las matematicas y solo se remontan a momentos

como la antigua grecia y el arte renacentista. Si para los artistas y
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matematicos, esta ciencia no se compone de un proceso que de igual forma es
también creativo, no se puede observar una relacion entre dichos

conocimientos, que permiten la retroalimentacion de cada oficio.

«Como en las artes, cada detalle de la obra final no se descubre sino que se
compone. El proceso creativo debe, obviamente, producir una obra que posea
disefio, armonia y belleza. Estas cualidades también estdn presentes en la
creacion matematica (Kline citado en EMMER, 2005, p. 2).»

5. De igual forma la matematica se enriquece de dicha relacion con las

artes, Mandelbrojt senala:

«La intuicion inicial del matemaético o del artista es libre, libre de la presién de lo real
gue pesa sobre las ciencias experimentales. La matematica, aparte de la evolucion
relacionada con la fisica, se desarrolla siguiendo una logica propia, y, de hecho, no
esta ligada a la realidad. El matematico practica la matemética por introspeccion,
como haria un artista (Mandelbrojt citado en EMMER, 2005, p. 3).»

Las artes al igual que las matematicas, son aquellas expresiones las cuales
pueden liberarse de la presion del mundo natural, la matematica posee su
propia logica y el arte al ser una expresion de la cultura y ésta ultima ser el
mundo creado por el hombre, tiene el mismo derecho de pensarse por fuera de
las restricciones de lo real. Concluyendo en ambas su amplio poder creativo,
gue al momento de relacionarse se puede tener como resultado un marco
mucho mas amplio de conocimiento tanto para las matematicas como para las

artes.

6. Pensar por un momento en que el trabajo del docente de matematicas
no se puede relacionar con las artes, es dejar a un lado el caracter creativo que

dicha disciplina trae inherentemente:

...se plantea la cuestion fundamental de por qué muchas personas consideran que
la inclusiéon de la matematica entre las artes es injustificada. Una de las objeciones
mas recurrentes es que la matematica no provoca emocion alguna. Morris Kline”
apunta que la matematica provoca indudables sentimientos de aversién y de

7 Morris Kline (1 mayo 1908-10 junio 1992) fue un profesor de Matematicas, un escritor en la historia,
la filosofia y la ensefianza de las matematicas, y también un divulgador de temas matematicos.
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reacciébn y por otra parte genera gran felicidad en los investigadores cuando
consiguen dar una formulacién precisa a sus ideas y obtener demostraciones
hébiles y geniales (Kline citado en EMMER, 2005, p. 3).

Solo se genera gusto por las matematicas cuando se tiene un acercamiento de
tipo practico con ella y dado su caracter abstracto no siempre permite una facil
aprehension de sus conceptos en el aula de clase, creando desinterés,

desgano y no despierta en el estudiante ningun tipo de emocion o sentimiento.

Durero en su tratado permite tener un acercamiento de tipo practico con las
matematicas. El dota a los objetos matematicos un caracter de utilidad, como
es el caso de la espiral y sus mdultiples variantes, Uutiles para representar
baculos, volutas o escaleras en forma de caracol y para la duplicacion del cubo
se puede utilizar dicha aproximacion para reducir o ampliar un objeto

dependiendo de su ubicacién en el plano pictorico.

Como educadores debemos tratar de relacionar con otras facetas del
conocimiento dichos conceptos matematicos inmersos en un mundo intangible
y de dificil acceso para el estudiante. En el caso particular de la pintura el
artista Renacentista empezaba a crear este tipo de relacion ya sea por fines
propios o por llevar a otro nivel la profesion del artista, en el caso de la
educacion matematica también podria haber una retroalimentacién de dicha
relacion, bien sea por mejorar dicha educacion y el paulatino
resquebrajamiento de la idea de las matematicas como disciplina rigida y sin

posibles emociones.

i | Durero a lo largo de su tratado enriquecié su escrito con una variada
muestra de dibujos los cuales permiten tener una idea de la construccion
geomeétrica a tratar y de sus aplicaciones a la pintura. Hoy en dia se tienen
instrumentos dentro de las aulas de clase llamadas Tecnologias Dinamicas, las
cuales, permiten tener una aproximacion mas detallada respecto a
construcciones geométricas como las tratadas por Durero, como la aporias de

Zenon, division de una circunferencia, las lineas acompasables, division en
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partes iguales de un segmento, aproximacion a los tres problemas irresolubles

con regla y compas, etc.

No solo mostrar las diferentes construcciones respecto a un problema
geometrico, estas tecnologias permiten variar caracteristicas respecto a su
construccion, permitiendo al estudiante crear nuevas conjeturas, mirar distintas
alternativas acerca de a una determinada construccion y explorar en estos

ambientes otras construcciones o problemas matematicos.

No se trata simplemente, como se podria pensar, de hacer visibles, visualizar
fendmenos bien conocidos mediante instrumentos graficos, sino mas bhien de
utilizar instrumentos visuales para conseguir hacerse una idea de problemas adn
abiertos, sin resolver, en la investigacion matematica (EMMER, 2005, p. 7).

A lo largo de este documento se ha trabajado con el software Cabri Il plus para
poder construir visualmente distintos problemas o procesos geométricos que a
lo largo del texto de Durero se hacen explicitos y otros no tanto, permitiendo
relacionar construcciones de tipo matematico con la elaboracién de objetos que
se necesitan en el desarrollo de una pintura todo dentro de un contexto

dindmico de geometria dentro del aula.

99



BIBLIOGRAFIA

APONTE, M. M. (2008). El paso del infinito como universo cerrado al
infinito como universo abierto: la critica de Giordano Bruno a la nocién
de infinito de Aristoteles. Tesis trabajo de pregrado, Santiago de Cali,
Universidad del Valle.

ARQUIMEDES. (1912). The Works of Archimedes. Dorer, EE.UU.

BOULEAU, C. (1996). TRAMAS La geometria secreta de los pintores.
Akal ediciones, Madrid.

CARDONA, S. C. (2006). La geometria de alberto durero. estudio y
modelacién de sus construcciones. Universidad Jorge Tadeo Lozano,
Bogota.

DESCARTES, R. (1991). La Géométrie. Jacques Gabay, Paris.

EFLAND, A. (2004). Arte y cognicién. La integracion de las artes
visuales en el curriculum. Octaedro, S.L., EE.UU.

EMMER, M. (Julio de 2005). La perfeccién visible: matematica y arte.
Recuperado el 20 de 4 de 2011, de Universidad abierta de Cataluiia:
http://arthodes.uoc.edu/art/emmer0505.pdf

100



EUCLIDES, (1991). Los Elementos. Gredos, Madrid.

PANOFSKY, E. (1955). Vida y arte Alberto Durero. Alianza Forma,
EE.UU.

PANOFSKY, E. (1991). La perspectiva como forma simbdlica, Tusquets
editores. Barcelona.

PEIFFER, J. (2000). De la Medida. Akal ediciones, Madrid.

THYSSEN-BORNEMISZA, M. (24 de julio de 2010). . . Lostonsite’s
Weblog. Recuperado el 13 de junio de 2011, de . . Lostonsite’s Weblog:
http://lostonsite.wordpress.com/2010/07/24/cuando-pervive-la-belleza-
pasada/

TOMAN, R. (1994). EIl Arte en la Italia del Renacimiento. Kdnemann,
Madrid.

VILLORO, L. (1992). ElI pensamiento moderno. Filosofia del
Renacimiento. Fondo de Cultura Econémico, México.

101



