REVISTA EMA
2001, VoL. 6, N° 2, 159-179

ACERCA DE DIFICULTADES PARA LA
ENSENANZA Y EL APRENDIZAJE
DE LAS FRACCIONES!

CARMEN MARTINEZ Y MARGARITA LASCANO

El presente articulo reporta algunas evidencias que ponen de mani-
fiesto la dificultad para el reconocimiento y la apropiacion de algunos
atributos que estdn presentes en la interpretacion de la fraccion como
relacion parte-todo. En particular, el que considera las partes como
totalidad y el que considera las subdivisiones equivalentes. Estas evi-
dencias se presentaron en el marco del desarrollo de una experiencia
en el aula, que tuvo como propdsito diseriar, aplicar y analizar una
secuencia diddctica para la ensefianza de la fraccion en dicha inter-
pretacion.

INTRODUCCION

El educador matemaético en su practica cotidiana se encuentra con dificulta-
des relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de conceptos matematicos,
como ndmero, drea, funcién, ecuaciones y fraccién, entre otros. En el caso
particular del concepto de fraccién surgen diversas preguntas como: ;por
qué los estudiantes no aprenden qué es una fraccion?, ;qué es en si una
fracciéon?, ;qué es lo que se requiere para que el estudiante las comprenda?,
(,qué estrategias metodoldgicas favorecen su comprensién?

El tratar de dar respuesta a las anteriores preguntas dio origen a un pro-
ceso de indagacidn bibliografica acerca del topico en cuestion y al desarrollo
de un proyecto de disefio e implementacién de una secuencia didactica®
(Lascano, Martinez y Perilla, 1999) que abordara la complejidad de algunos
aspectos relacionados con la ensefianza de las fracciones.

1. Agradecemos a Edna Ruth Perilla, por poner en préctica la secuencia didactica que se des-
cribe en este articulo y a Pedro Javier Rojas y Oriol Mora por sus sugerencias al disefio de
la propuesta didactica. También a Felipe Ferndndez y a Luisa Andrade quienes contribuye-
ron a mejorar el texto del articulo; nuestra interaccién académica con ellos fue apoyada
financieramente por la Fundacién Santillana.

2. La secuencia didactica hace referencia a un trabajo de monografia realizado en 1999 por
Edna Ruth Perilla y las autoras de este articulo, en el marco de la Especializacién en Edu-
caciéon Matemdtica del Proyecto Curricular de Posgrado de la Universidad Distrital Fran-
cisco José de Caldas, Bogota.
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En la indagacién bibliografica encontramos que en los aportes dados por
la comunidad de investigadores en Educaciéon Matematica, existen diversas
interpretaciones para la fraccién: como relacién parte-todo, medida, cociente,
razén y operador (ver por ejemplo, Ohlsson (1996); Schwartz (1988), Freu-
denthal (1983) y Llinares y Sdnchez (1988), entre otros).

Para el caso de la interpretacion de la fraccién como relacién parte-todo,
Piaget, Inhelder y Szeminska (1960, citado en Llinares y Sanchez, 1988, pp.
80y 81) proponen siete atributos que caracterizan dicha relacion:

1. Un todo estd compuesto por elementos separables. Una regién o
superficie es vista como divisible. 2. La separacién se puede realizar
en un nimero determinado de partes. El “todo” se puede dividir en
el nimero de partes pedido. 3. Las subdivisiones cubren el todo; ya
que algunos nifios cuando se les pedia dividir un pastel entre tres
muiiecos, cortaban tres trozos e ignoraban el resto. 4. El nimero de
partes no coincide con el nimero de cortes. 5. Los trozos —partes—
son iguales. Las partes tienen que ser del mismo tamafio —con-
gruentes—. 6. Las partes también se pueden considerar como totali-
dad (un octavo de un todo se puede obtener dividiendo los cuartos
en mitades). 7. El “todo” se conserva.

Mas adelante, Payne (1976, citado en Llinares y Sdnchez, 1988, p. 81), pro-
pone otros cuatro atributos, que ve como esenciales a esta interpretacion de
la fraccién: manejar el control simbdlico de las fracciones, es decir, los sim-
bolos relacionados a las fracciones; considerar las relaciones parte-todo en
contextos continuos y discretos; trabajar con fracciones mayores que la uni-
dad y reconocer subdivisiones equivalentes; por ejemplo, notar que un ter-
cio es equivalente a dos sextos, a tres novenos, etc.

Con respecto al proyecto de disefio de una secuencia didactica se tuvo
como propdsito posibilitar en los estudiantes el reconocimiento y la apropia-
cion de los atributos de la fraccién como relacién parte-todo. Al desarrollar
esta secuencia se observaron varias dificultades en los estudiantes: una rela-
cionada con el uso inadecuado de instrumentos de dibujo y medida como la
regla, la escuadra, el compds y el transportador; y las otras, relacionadas con
el reconocimiento y la apropiacién de algunos de los atributos de la fraccién
en el contexto de su interpretacién como relacién parte-todo.

Este articulo centra la atencién en analizar algunas de las respuestas de
los estudiantes que se encontraron en el trabajo realizado durante la imple-
mentacion de la secuencia didéctica y en particular, en las dificultades que
especialmente se evidenciaron para el reconocimiento y apropiacion de los
atributos que consideran las partes como totalidad y las subdivisiones equi-
valentes, sefialados mas atras.
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El articulo se divide en dos partes. En la primera, se da cuenta de algunas
caracteristicas del contexto en el que se desarroll6 la experiencia e incluye
un resumen descriptivo de la secuencia didactica. En la segunda, se exponen
propiamente las evidencias que apoyan la existencia de las dificultades a las
que hemos hecho referencia.

CONTEXTO DE LA EXPERIENCIA

La experiencia se desarrollé en 1999 con estudiantes del curso 702 del
Centro Educativo Distrital Brazuelos en la jornada tarde. Este plantel estd
ubicado en la zona quinta de Bogota (Usme). El curso en el que se aplicé la
secuencia tenfa una poblacién de 36 estudiantes, con edades que oscilaban
entre los 11 y 16 afios; estos estudiantes provenian de los barrios aledafios
al colegio: Monte Blanco, Usminia, Sucre, Brazuelos, clasificados en los
estratos socioeconémicos 1y 2.

Marcos de referencia de la propuesta

La secuencia didactica que se desarrollé presenta una alternativa de trabajo
diferente a la tradicional, pues no esta orientada por el enfoque numérico y
el énfasis no es en la operatividad.

En las actividades que conforman la secuencia didactica se hace énfasis
en que los estudiantes a través de desarrollar lo que se propone, reconozcan
y se apropien de los atributos que caracterizan a la fraccién en su interpreta-
cién como relacion parte-todo. Para el disefio de las actividades que confor-
man la secuencia diddctica se tom6 como marcos referenciales y tedricos lo
siguiente:

un andlisis de los errores que presentan los estudiantes cuando
realizan trabajo con fracciones;

una actividad de diagndstico que tuvo como propdsito indagar el
estado inicial de los estudiantes con respecto al reconocimiento
de los atributos de la fraccién como relacién parte-todo y a las
formas de representar las fracciones;

las investigaciones sobre fracciones, realizadas por Kieren (1975,
citado en Maza y Arce, 1991), Novillis (1976, citado en Bell et
al., 1983), Freudenthal (1994) y Llinares y Sanchez (1988);

las propuestas para la ensefianza de las fracciones de Coxford et
al. (1975, citados en Llinares y Sanchez, 1988) y de Adalira
Saenz-Ludlow (1998);



162 CARMEN MARTINEZ Y MARGARITA LASCANO

* y algunos trabajos sobre fracciones realizados por estudiantes
del Posgrado en Educacion Matemadtica de la Universidad Dis-
trital Francisco José de Caldas;

Al trabajar sobre fracciones como relacién parte-todo, es necesario realizar
acciones sobre un todo (unidad); una vez que el todo ha sido o estd siendo
rajado, cortado, rebanado, roto o dividido y coloreado en partes iguales, o se
imagina o piensa como si lo fuera, queda constituida la fraccién. Una vez
constituida, ésta pasa a ser el resultado de una accién fisica o mental. Surge
entonces, la necesidad de comunicar la accién y su resultado a través del len-
guaje que puede ser oral, grafico, escrito en palabras y/o escrito en simbolos
numéricos propios de las matematicas. Asi pues, aparecen las diversas repre-
sentaciones que ponen de manifiesto la relacion que se establece entre las
partes y el todo y se dota de sentido y significado a la fraccién en su interpre-
tacién como relacién parte-todo y al simbolo matematico que la representa.

De acuerdo a lo anterior y en consonancia con lo planteado por Llinares
y Sénchez (1988), se puede decir que la fraccién como relacién parte-todo
es generadora de simbolos y lenguaje. Este hecho se tuvo en cuenta para el
disefio de las actividades que conforman la secuencia didactica y también se
refleja en la propuesta de Coxford et al. (1975, citados en Llinares y Séan-
chez, 1988, p. 96). Asi pues, al elaborar un disefio que tuviera en cuenta al-
gunos de los aspectos sefialados, se abrié la oportunidad para que el
estudiante transitara a través de las diferentes representaciones de la frac-
cién —concreta, grafica, verbal y escrita en palabras o simbolos numéricos
(ver Figura N° 1)— y se propici6 la construccién del concepto de fraccién
con significado.

Modelo concreto Diagramas, dibujos
Forma oral =~ Forma escrita

“tres quintos”, “3/5”

Figura N° 1. Representaciones para la fraccion
(Lesh, 1983, citado en Llinares y Sdnchez 1988, p. 88)

Descripcion de la secuencia didactica

La secuencia se inicia con la aplicacién de una prueba de diagndstico ela-
borada por Garcia y Mayorga (1997), cuyo propdsito era indagar acerca del
estado inicial de los estudiantes con relacion al reconocimiento y apropia-
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cién de los atributos de la fraccién en su interpretacién como relacién
parte-todo, tanto para contextos continuos como discretos. Luego, se conti-
nué con la elaboracion de doce planchas de dibujo que se toman de algunos
de los talleres disefiados por Sdenz-Ludlow (1998) en su trabajo sobre frac-
ciones, en los que propone un juego con fracciones, constituido por ciertos
dibujos de figuras geométricas (cuadrados, rectdngulos, circulos y tridngu-
los) con particiones, algunas de ellas sombreadas. Posteriormente, se pro-
ponen otras seis actividades para contexto continuo y dos para contexto
discreto, que tienen como fundamento la propuesta de la secuencia de ense-
fanza realizada por Coxford et al. (1975, citados en Llinares y Sdnchez,
1988), 1a cual hace énfasis en los atributos de la fraccién como relacion
parte-todo y le da importancia a hacer un trabajo que permita el transito
entre las diversas representaciones para la fraccion. Ademas, se elaboraron
seis actividades adicionales que se disefiaron en momentos especificos del
desarrollo de la experiencia. Estas dltimas, surgieron de acuerdo a las nece-
sidades y dificultades que se iban encontrando en los estudiantes para el
reconocimiento de los atributos.
Algunas de las actividades propuestas fueron:

* Para contextos continuos: realizar dibujos de figuras geométri-
cas, (cuadrados, rectangulos, circulos y tridngulos); sobre estos
dibujos realizar particiones y sombrear algunas de las partes en
que queda dividida la unidad; hacer dobleces para obtener dos,
tres, cuatro, etc, partes del mismo tamafio, comparar las partes,
doblar de distintas maneras para obtener partes del mismo
tamafio sobre una unidad determinada (media hoja de papel
tamafio carta) y comparar las diversas maneras de doblar para
verificar que son del mismo tamafio; sombrear las partes y verba-
lizar la fraccién; transitar de lo concreto a la representacioén gra-
fica; transitar de la representacion grafica a la representacién
escrita en palabras; transitar de la representacién escrita en pala-
bras a la representacion concreta; socializar la actividad de tran-
sito de lo concreto a la representacién grifica y numérica;
realizar dibujos (rectdngulos) con subdivisiones; transitar entre
todas las representaciones.

Para contextos discretos: transitar de lo concreto a lo verbal y
escrito en palabras y en simbolos numéricos y transitar de la
representacion grafica a la representacion simbdlica en palabras
y en nimeros.
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Algunos resultados

Al ser aplicada la secuencia didactica y analizar los resultados, se observé
para el contexto continuo un avance en los estudiantes con respecto al reco-
nocimiento y la apropiacién de algunos de los atributos, entre estos: la tota-
lidad de la poblacién logré ver una regién como divisible, se dio cuenta que
el nimero de dobleces no coincide con el nimero de partes y vio la necesi-
dad de mantener la unidad fija (conservar el todo); un alto porcentaje reco-
noci6 la necesidad de la congruencia —que para este contexto, recae sobre
la medida de drea— entre las partes para construir la fraccién como relacién
parte-todo; para modelos rectangulares la totalidad de la poblacién logrd
dividir una regién en el nimero de partes pedido y para modelos circulares
s6lo un octavo de la poblacién no lo logré; en la medida en que se fue avan-
zando en la secuencia, fue aumentando el nimero de estudiantes que logra-
ron reconocer que las subdivisiones cubren el todo, sin embargo, no todos
lo lograron. Para el contexto discreto un poco menos de las tres cuartas par-
tes de la poblacién pudieron formar subgrupos, de tal forma que en cada
grupo quedara la misma cantidad de elementos. Para este contexto la con-
gruencia recae en tener la misma cantidad de elementos en cada subgrupo.

Los resultados sugieren que la estrategia implementada es pertinente
para que los estudiantes reconozcan y se apropien de algunos de los atribu-
tos de la fraccién en su interpretacién como relacién parte-todo. Por ejem-
plo, en las actividades que contemplan la manipulacién de materiales es
posible transitar entre las representaciones concretas, graficas y simbolicas
de la fraccién; preguntas del estilo: ;en cudntas partes qued6 dividida la uni-
dad?, ;cudntas partes de la unidad estin sombreadas y cudntas sin som-
brear?, propician que el estudiante se dé cuenta que la representacién
simbdlica de la fraccién en la forma ‘a/b’ se puede asociar a la representa-
cion grafica interpretando ‘a’ como el niimero de partes que se sombrean o
no se sombrean y ‘b’ como el nimero de partes en que queda dividido el to-
do. Se favorece asi, el que se ponga de manifiesto la relacién en que se en-
cuentran las partes y el todo de una fraccién.

Ahora pasamos a presentar y comentar con mds detalle los resultados en
los que se evidenciaron dificultades alrededor de los dos atributos que pro-
metimos analizar al comenzar este articulo.

EVIDENCIAS DE LAS DIFICULTADES

A través del desarrollo de las actividades se observd que para los atributos
“considera las partes como totalidad” y “reconoce subdivisiones equivalen-
tes”, los estudiantes presentaron dificultades para su reconocimiento y
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apropiacion; las evidencias de estas dificultades se manifestaron inicial-
mente en la prueba de diagndstico y en las actividades originalmente dise-
nadas; aunque se diseflaron actividades adicionales para potenciar el
reconocimiento y la apropiacidn de estos atributos, no se detectaron avan-
ces significativos en los estudiantes al respecto.

A continuacioén se presenta cémo se manifestaron estas dificultades en la
prueba de diagndstico (estado inicial de los estudiantes), en algunas de las
actividades que hacian énfasis en estos atributos y en algunas de las activi-
dades adicionales que fueron disefiadas en el transcurso del desarrollo de la
propuesta didéctica para enfatizar el reconocimiento y apropiacién de estos
atributos.

Prueba de diagnéstico

En la Tabla N° 1, se presentan los enunciados de los items 1b, 1d, 2ay 9 de
la prueba de diagndstico que hacen referencia al reconocimiento del atri-
buto ‘considera la partes como totalidad’, algunas de las respuestas de los
estudiantes a estos items y un breve andlisis descriptivo y porcentual de los
resultados.

Item 1b. Escriba en palabras y en nimeros a qué parte de drea corresponde la
regién sombreada.

Ejemplos de respuestas dadas al item 1b

® un cuarto y un cuarto de un Cmar-fo,'é Y é de é

¢ w7 cuadro dividido en 4 partes pero un cuario de
cuadro estd dividido en ofros cuatro

/

/
* a2 cuarto y wun dieciseisavo, 79 7

2 7
® Jdos septimos, - o siete medios; =
‘7 72

2
® Jdos quintos;, —. ® cuatro Fercios
B

® wuno al Zado izquierdo, wuno arriba; /, /.

2 2 /
o dos Ferciavos, 0 dos Freceavos; Z an cuarto, 7

Tabla N° 1. Resultados con relacion a la prueba de diagnostico
para el atributo “considera las partes como totalidad”
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Analisis descriptivo y porcentual (item 1b)

Las dos primeras respuestas muestran evidencias de que el estudiante reconoce
que una parte se puede considerar como totalidad; en la prueba sélo 2 de los 36
estudiantes (5.55%) dieron ese tipo de respuestas. En los ejemplos de las demds
respuestas no hay evidencias de que se reconozca el atributo; en la prueba, 34
estudiantes (94.45%) dieron respuestas de ese tipo.

Item 1d. Escriba en palabras y en nimeros a qué parte de drea corresponde la
region sombreada.

Ejemplos de respuestas dadas al item 1d

2
* dos enteros mds un tercio o 7 sieteavos, 3 ° 7
/
* dos enteros y un tercio; 2 enteros y 3

® setentaavos; 70

Analisis descriptivo y porcentual (item 1d)

La primera respuesta muestra evidencias de que el estudiante reconoce que una
parte se puede considerar como totalidad; en la prueba sélo 3 estudiantes (8.33%)
dieron respuestas similares. En los demds ejemplos de respuestas no hay
evidencias de que se reconozca el atributo; en la prueba, 30 estudiantes (83.34%)
dieron respuestas parecidas. Por otra parte, 3 estudiantes (8.33%) no respondieron
el item.

Item 2a. Sombree un sexto del rectingulo.

Ejemplos de respuestas dadas al item 2a

Tabla N° 1. Resultados con relacion a la prueba de diagndstico
para el atributo “considera las partes como totalidad”
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Ejemplos de respuestas dadas al item 2a

Analisis descriptivo y porcentual (item 2a)

El rectangulo de la izquierda de la primera, es un ejemplo de respuesta coherente
con lo que se solicita, pero que no permite ver si se reconoce el atributo; lo cual
hace ver que este ejercicio puede no ser el mds apropiado para observar el
reconocimiento del atributo; 5 estudiantes (13.88%) dieron respuestas asi. El
rectangulo de la derecha de la primera fila, muestra un ejemplo de respuesta en la
que no se reconoce que una parte se puede considerar como totalidad, porque para
obtener el sexto aumentan una parte adicional y asi no conservan el todo; 17
estudiantes (47.22%) dieron respuestas de ese tipo. Por otra parte, en la segunda
fila se muestran cuatro ejemplos de respuestas que aunque no son coherentes con
lo que se solicita, si permiten entrever una posible aproximacién para reconocer
que una parte se puede considerar como una totalidad que se puede subdividir; en
la prueba, 11 estudiantes (30.55%) dieron respuestas de ese tipo. Finalmente, hubo
3 estudiantes (8.33%) que no contestaron.

Item 9. Dado el siguiente segmento sefiale con color la sexta parte de su longitud.

———
Ejemplos de respuestas dadas al item 9
—H——t—
11 = =
Attt

Analisis descriptivo y porcentual (item 9)

En la primera fila se exhibe una respuesta que es coherente con lo que se solicita,
pero que no permite observar si el estudiante reconoce el atributo; 4 estudiantes
(11.11%) respondieron asi. En la segunda fila hay tres ejemplos de respuestas que
aunque no son coherentes con lo que se solicita, porque realizan divisiones
distintas a las pedidas, hay evidencia de que reconocen, de alguna manera, el
atributo; 13 estudiantes (36.11%) dieron respuestas similares a las presentadas. En
el ejemplo presentado en la tercera fila se muestra una respuesta en la que no hay
evidencia de que se reconozca el atributo porque aumentan una parte al todo; 5
estudiantes (13.88%) dieron respuestas de ese tipo. Se presentaron 14 estudiantes
(38.88%) que no respondieron el {tem.

Tabla N° 1. Resultados con relacion a la prueba de diagnostico
para el atributo “considera las partes como totalidad”
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En general, a través de las respuestas dadas por los estudiantes a los items an-
teriores y también a los items que se presentan en la siguiente tabla (Tabla
N° 2), se hace evidente que un alto porcentaje de la poblacién no reconoce
los atributos en cuestién. Asi pues, la prueba de diagndstico, nos muestra des-
de un principio la necesidad de elaborar propuestas didacticas para tratar de
superar estas dificultades.

Ahora pasemos a mirar las respuestas dadas a los items 1 (1by 1c) y 6 de
la Tabla N° 2, que se refieren al atributo reconoce subdivisiones equivalentes.

Contexto continuo

Item 1. Escriba en palabras y en nimeros a qué parte de drea corresponde la region
sombreada.

b. E c.

Ejemplos de respuestas dadas al item 1

® cuatro octaves o la mitad. ® cuatro cuartos.

Anadlisis descriptivo y porcentual (item 1)

En el primer ejemplo se presenta una respuesta donde hay evidencia de que el
estudiante reconoce las subdivisiones equivalentes; 2 estudiantes (5.55%)
respondieron asi. La segunda respuesta no muestra evidencias de que se reconozcan
las subdivisiones equivalentes; 32 estudiantes de los 36 (88.88%) dieron respuestas
de ese tipo. Hubo 2 estudiantes (5.55%) que no respondieron.

Contexto discreto

Item 6. En el siguiente conjunto de canicas qué parte corresponde a cada color.

Ejemplos de respuestas dadas al item 6

* Ja mitad, /6/8 (para negrod.

¢ la mitad de la mitad; 8/4 (para gris y blancod

¢ Ja mitad porgue son 8; )/2 (para negvod.

® un cuarto, la mitad, Za wmitad porque son A1/ 4 o )/
2+2

® un cuarto; 4

Tabla N° 2. Resultados con relacion a la prueba de diagndstico
para el atributo “reconoce subdivisiones equivalentes”
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Analisis descriptivo y porcentual (item 6)

En las dos primeras respuestas hay evidencias de que reconocen las subdivisiones
equivalentes, aunque para la representacion simbdlica numérica la realicen como
todo-parte; 4 estudiantes (11.11%) dieron respuestas de ese tipo. Las demds
respuestas son ejemplos de lo que 29 estudiantes (80.55%) respondieron y en ellas
no hay evidencias de que reconozcan las subdivisiones equivalentes. En este caso, 3
estudiantes (8.33%) no respondieron.

Tabla N° 2. Resultados con relacion a la prueba de diagnostico
para el atributo “reconoce subdivisiones equivalentes”

Actividad de dibujo

Esta actividad tiene como fundamento los dibujos propuestos por Saénz-
Ludlow (1998). Los estudiantes realizaron doce planchas de dibujo con
figuras geométricas (rectdngulos, tridngulos y circulos) que se encuentran
divididas o subdivididas y algunas sombreadas. Algunos de estos dibujos
permiten observar el desempefio de los estudiantes con respecto a los atri-
butos que se estdn analizando. Para estos dibujos se solicité que reconocie-
ran y escribieran el nimero total de partes congruentes en que queda
dividida la unidad, el nimero total de partes sombreadas y el nimero total
de partes no sombreadas.

Algunas respuestas con relacién al dibujo 1

o Jas Fres partes estdn iguales y ana
557%1 Adividida en 7%1,%40( media de
wna parte estd sombreada; y 7res y
media 7o estdn sombreadas.

o estd dividida en ocho partes iguales

Dibujo 1

estd wna parte raycwéa Yy siete sk
rayar

* kay T partes iguales, hay wnra parte
50%67’640(4 Yy hay 4 partes sin
sombrear”

o ¢l clveulo estd devidido en cuatro
/:ar%c_s Yy ana de ellas estd sombreada

o cstd dividida exn +res partes 1%@412@5
por que miden igual

Analisis descriptivo y porcentual (dibujo 1)

En las dos primeras respuestas hay evidencias de que el estudiante reconoce que
partes del todo se pueden considerar como totalidad; en la actividad, 3 estudiantes
(8.33%) dieron respuestas de ese tipo. Los tres ultimos ejemplos muestran respues-

Tabla N° 3. Resultados con relacion a la actividad de dibujo
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tas en donde no hay evidencias de que el estudiante reconozca las partes como una
totalidad, parece que ellos ven y cuentan pedazos y no reconocen la necesidad de
congruencia; 17 estudiantes (47.21%) dieron respuestas de ese tipo. En este caso
hubo 16 estudiantes (44.44%) que no respondieron.

Algunas respuestas con relacién al dibujo 2

o estd diwidida en 1T partes igaales
o pere hay wnas gue faz%a Adividirlas,
Dibujo 2 estdn subrayadas &, sin subrayar 8

partes

* /6 partes <guales porgue Zos cuadrados
grandes Zos davidimos, 4 sombreados y
/2 sin sombrear.

o cstd dividida en 8 par%es ‘Guales, si
estin rayadas 4, %o estin rayadas 4

® e By en 4 partes, en 4y en 2
partes, en 4 9 en 2 partes

o Ja wnidad estd dividida en 12, 6
estdn sombreadas, ¢ 2o estdn
sombreadas.

o cstd dividido en |4 partes

Analisis descriptivo y porcentual (dibujo 2)

Los cuatro primeros ejemplos muestran las respuestas de 4 estudiantes (11.11%) en
donde hay evidencias de que reconocen las partes como un todo. Sin embargo, sélo
un estudiante en su respuesta (cuarto ejemplo), da evidencias de que reconoce
subdivisiones equivalentes. En los dos ultimos ejemplos de respuestas no se
encuentran evidencias de que el estudiante reconozca los dos atributos que se estan
considerando; 5 estudiantes (13.89%) dieron respuestas de ese tipo. En este caso se
presentaron 27 estudiantes (75%) que no respondieron.

Dibujo 3 Algunas respuestas con relacién al dibujo 3

o cstd dividida en 8 par%a_s iguales, si

estdn rayadas | y %o estin rayadas 7.

® hay /6 partes ana rayada sobran /T six
rayar

o estd diveidida en 16, estdn ')’aﬂaﬂ(as 2y
estdn sin sombrear )4

o Ja wunidad estd devidida en 12 partes,
wuna sombreada y /) %o estdn.

Tabla N° 3. Resultados con relacion a la actividad de dibujo
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Analisis descriptivo y porcentual (dibujo 3)

Los primeros tres ejemplos corresponden a las respuestas de 3 estudiantes (8.33%)
en donde se perciben algunas evidencias de que se reconocen las partes como un
todo. Sin embargo, ninguno de esas respuestas muestra evidencias de que se
reconozcan fracciones equivalentes. El dltimo ejemplo ilustra el tipo de respuestas
que dieron 6 estudiantes (16.61%) en donde no hay evidencias de que reconozcan
los dos atributos. Para este caso se presentaron 27 estudiantes (75%) que no
contestaron.

Dibujo 4

Algunas respuestas con relacion al dibujo 4

o Ja wunidad estd dividida en 7 partes,
2 estdn pintadas Yy T %o

Analisis descriptivo y porcentual (dibujo 4)

No hubo estudiantes que dieran respuestas en donde se mostraran evidencias de que
se reconocieran los dos atributos; 9 estudiantes (25%) dan respuestas similares a las
del ejemplo y 27 estudiantes (75%) no respondieron.

Dibujo 5
Algunas respuestas con relacién al dibujo 5

* en 6 partes iguales solo dos
sombreadas, cuatro s sombrear

o Ja wunidad estd devidida en 3 partes,
2 estdn pirtadas Yy ) osin pintar

o cstd dividida ex dos partes

Analisis descriptivo y porcentual (dibujo 5)

Sélo un estudiante (2.77%) dio una respuesta (ver el primer ejemplo) en donde hay
evidencias de que reconoce que las partes se pueden considerar como un todo, pero
en esa respuesta no hay evidencias de que reconozca el otro atributo. Los ejemplos
segundo y tercero muestran el tipo de respuestas que dieron 4 estudiantes (11.11%)
en donde no se perciben evidencias de que reconozcan los dos atributos. En este
caso se presentaron 31 estudiantes (86.1%) que no respondieron.

Tabla N° 3. Resultados con relacion a la actividad de dibujo
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Dibujo 6

o Ja wunidad estd dividida en 4 partes,
Ados estdn pirntadas Yy 2 sin pintar

:» Algunas respuestas con relacién al dibujo 6

Analisis descriptivo y porcentual (dibujo 6)

En este caso s6lo 2 estudiantes (5.5%) dieron respuestas y en ellas no se muestran
evidencias de reconocer cualquiera de los dos atributos. 34 estudiantes (94.44%) no
respondieron.

Tabla N° 3. Resultados con relacion a la actividad de dibujo

Las respuestas dadas por los estudiantes en esta actividad también pusieron
en evidencia la dificultad para reconocer los atributos ‘las partes se pueden
considerar como totalidad’ y sobre todo para reconocer ‘subdivisiones equi-
valentes’.

Con respecto al atributo ‘las partes se pueden considerar como totali-
dad’, del andlisis descriptivo-porcentual se puede concluir que en promedio
s6lo en 3 estudiantes hay evidencias de que lo reconocen; los que no lo re-
conocen observan pedazos y no tienen en cuenta la congruencia de las par-
tes. Por otra parte, en la medida en que el grado de dificultad de los dibujos
es mds complejo, se incrementa el nimero de estudiantes que no contestan.

Respecto al atributo ‘subdivisiones equivalentes’, s6lo un estudiante a
través de la respuesta que da para el segundo dibujo presentado en la tabla
anterior, da evidencias de reconocerlo, pero no se puede afirmar que éI se ha-
1la apropiado de éste, porque en los otros dibujos en los que estd presente el
atributo, sus respuestas no dan evidencias. La poblacién restante en sus res-
puestas no hace alusion a la presencia de subdivisiones equivalentes en los
dibujos.

Actividad de dobleces

En esta actividad se propuso a los estudiantes que realizaran dobleces en
hojas rectangulares, acordando primero que se consideraba como ‘unidad’
una hoja; se observd y se discuti6 acerca de las diversas maneras de realizar
dobleces para obtener medios, tercios, cuartos, etc. Con respecto a las difi-
cultades que se estdn analizando en el presente articulo, se destaca el hecho
que ningin estudiante hizo alusién a que es posible obtener cuartos a partir
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de subdivisiones en los medios u octavos subdividiendo cuartos, o sextos
subdividiendo en medios los tercios o los tercios en medios; esto permite
decir que los estudiantes no observan que las partes se puede considerar
como un todo y tampoco expresaron que por ejemplo dos cuartos represen-
tan un medio, es decir no ven subdivisiones equivalentes.

Transito de la representacion en palabras a la forma
concreta
Se present6 a los estudiantes el siguiente problema:

Se quiere construir una valla publicitaria para un nuevo producto con las
siguientes caracteristicas:

e Dos de las cinco partes se pintan de verde.

e Debe llevar un dibujo en cinco de las nueve partes de lo que esta sin pintar de
verde.

e En la parte que estd sin pintar y sin dibujo se escribe un aviso.

Diseiie la valla.

Para resolver el problema, el estudiante debia considerar tres quintos como
un todo y realizar subdivisiones en ésta. Entonces debia, en los cinco nove-
nos de tres quintos hacer el dibujo y en los cuatro novenos de tres quintos
hacer el aviso. Al realizar la actividad la mayoria de estudiantes no presentd
dificultad para pintar la parte de verde. Sin embargo, en la mayoria de los
estudiantes se observo dificultad para comprender el enunciado “debe llevar
un dibujo en cinco de las nueve partes de lo que esta sin pintar de verde”, lo
cudl evidencia el no reconocimiento del atributo “considera las partes como
totalidad” y muestra la persistencia de la dificultad para reconocer dicho
atributo.

Con respecto a al atributo “reconoce subdivisiones equivalentes” ningin
estudiante da evidencias de reconocer que al subdividir los tres quintos en
novenos se obtenian nueve quinceavos de la unidad inicial, que la parte de
verde (dos quintos) corresponden a seis quinceavos y que tener cinco quin-
tos es equivalente a tener quince quinceavos; sin embargo, cabe anotar que
el enunciado del problema no invita explicitamente a que se haga este reco-
nocimiento.

Dibujos con subdivisiones explicitas
Ante la persistencia de la dificultad para estos atributos se diseiié una acti-
vidad adicional que consisti6 en dibujar dos rectdngulos de 4 cm por 6 cm
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con subdivisiones en medios, tercios, sextos y doceavos (ver dibujos de la
Tabla N° 4) e idear algunas preguntas que tenfan la intencién de ayudar al
estudiante a reconocer los atributos. Los dibujos que se propusieron se pre-
sentaron en una cartelera que se peg6 en el tablero.

Los resultados relativos al dibujo 1 se obtuvieron de una discusién en
plenaria con los estudiantes, mientras que los resultados relativos al dibujo 2
se obtuvieron como producto de una tarea. En el caso del dibujo 1, primero
se pidio a los estudiantes que nombraran todas las divisiones posibles sin te-
ner en cuenta las regiones sombreadas y luego se pidi6 tener en cuenta las
regiones sombreadas; en el caso del dibujo 2 la instruccién dada fue que es-
cribieran todas las opciones posibles para relacionar las partes sombreadas
con la unidad.

De acuerdo a las respuestas (ver la Tabla N° 4) s6lo un estudiante hace
evidente que se reconoce las partes como totalidad y subdivisiones equiva-
lentes. Esto lo vemos, cuando afirma “seis medios de sexto”” donde es evi-
dente que observa que hay una divisién en sextos, que cada uno de ellos fue
subdividido en medios, que se sombrean cada uno de estos medios; con re-
lacién a los otros estudiantes la respuesta mas repetida por la mayoria fue la
de “doceavos”, las otras respuestas no fueron tan frecuentes.

Dibujos Resultados
Dibujo 1

Cuando se indic6 no tener en cuenta las regiones
sombreadas, aparecieron respuestas como: “medios”,

”

“tercios”, “sextos” y “doceavos”.

Cuando se indic6 tener en cuenta las regiones
sombreadas, algunas respuestas fueron: “seis de doce”,

“seis medios de sexto”, “tres sextos” y “medios
tercios”.

Sélo 19 estudiantes realizaron la tarea, de éstos sélo 7
escribieron la relacion entre el niimero de partes
sombreadas con la unidad, y de estos 7 estudiantes
s6lo uno considerd todas las posibilidades para cada
una de las intensidades de las sombras, por ejemplo,
para la sombra negra escribi6 “una de las doce partes
tiene sombra negra, un medio de seis tiene sombra
negra y un cuarto de un medio de tres partes tiene
sombra negra”.

Dibujo 2

Tabla N° 4. Resultados con relacion a la actividad
de dibujos con subdivisiones explicitas
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Transito entre todas las representaciones

En esta actividad se les entregd una hoja de trabajo a los estudiantes y se les
pidié que siguieran de manera individual las instrucciones propuestas. El
segundo item, en el que los estudiantes debian escribir en palabras y en
nimeros la relacién entre la parte sombreada y la unidad que se encuentra
presente en la representacion grafica dada, permitié observar el reconoci-
miento de los atributos en mencién. A continuacién se presentan los resul-
tados de esta actividad.

Dibujos Resultados

Dibujo 1 Sélo 7 estudiantes escriben “tres octavos” y en
. e 3 . .
sfmbolos numéricos gise evidencia que reconocen

que una parte se puede considerar como totalidad. La
poblacién restante a través de sus respuestas evidencia
que no reconocen ese atributo.

Dibujo 2 Sé6lo 8 estudiantes a través de su respuesta evidencian
que reconocen que una parte se puede considerar como
totalidad, el resto de la poblacién no. Ningin
estudiante establece subdivisiones equivalentes ya que

no establecen la equivalencia entre }1 y % .

Tabla N° 5. Resultados con relacion a la actividad
de trdnsito entre todas las representaciones (primera actividad)

Esta actividad consistié en producir tres dibujos con representaciones de
fracciones, en una cartelera que se pegd en el tablero; los estudiantes debian
escribir en palabras y en niimeros la relacién entre las partes sombreadas y
la unidad. En la Tabla N° 6 se presentan los dibujos y los resultados de los
estudiantes:

Dibujo 1 Dibujo 2 Dibujo 3

Tabla N° 6. Resultados con relacion a la actividad
de trdnsito entre todas las representaciones (segunda actividad)
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Sélo 17 estudiantes (47.22%) realizaron la actividad y de éstos, tnicamente 3
(8.33%) escribieron la relacién pedida y, a través de sus respuestas, evidencian
reconocimiento y apropiacion del atributo ‘las partes se pueden considerar como

totalidad’. En el dibujo 3, en el que estd presente la equivalencia ‘11 = % = li6 nin-

glin estudiante establece las subdivisiones equivalentes.

Tabla N° 6. Resultados con relacion a la actividad
de trdnsito entre todas las representaciones (segunda actividad)

CONSIDERACIONES FINALES

Desde el comienzo, en la prueba de diagndstico, se detectaron dificultades
en los estudiantes para el reconocimiento de los dos atributos que fueron ob-
jeto de andlisis en este articulo; ademads, a través del desarrollo de la secuen-
cia didéctica, se constaté que dichas dificultades permanecen; finalizadas las
actividades sélo en las respuestas de tres estudiantes se observaron eviden-
cias del reconocimiento del atributo “considera las partes como totalidad” y
Unicamente en las respuestas de un estudiante se evidenci6 el reconocimien-
to de subdivisiones equivalentes.

Asi pues, los resultados a que se llega muestran la necesidad de realizar
un trabajo didéctico atin m4s profundo para abordar de manera especifica es-
tos dos atributos de la fraccién como relacion parte-todo y permitir asi que
los estudiantes los reconozcan y se apropien de ellos. Entonces, se requiere
abordar preguntas mds puntuales tales como: ;cudles son los elementos que
subyacen en estos atributos?, ;qué destrezas o habilidades necesita el estu-
diante para reconocerlos y apropiarse de ellos?, ;cudles son las actividades
que permiten superar en los estudiantes las dificultades en torno al recono-
cimiento y apropiacion de los mismos?

En reflexiones posteriores, al tratar de dar respuestas a estas preguntas
surgen algunas ideas que podrian aportar elementos para el disefio de acti-
vidades que aborden estos atributos. Por ejemplo, tener en cuenta que una
de las dificultades relevantes para reconocer subdivisiones equivalentes
puede ser que el significado de los niimeros esta conectado a cantidad de ele-
mentos, dado que los estudiantes tienen como referente el universo de los
nimeros naturales, y en la fraccién para simbolizar cantidad hay que utilizar
dos niimeros que representan la relacion entre la parte y el todo. La siguiente
situacion para un contexto continuo (ver Figura N° 2), en donde las partes
sombreadas de las figuras rectangulares recubren la misma area del todo (la
unidad), podria contribuir a que los estudiantes identifiquen la relacion entre
las partes y el todo, a partir de la representacion grafica, de manera que al
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pasar a la representacion con simbolos numéricos, noten que las parejas de
nimeros que relacionan las partes sombreadas y el todo —uno de tres, dos
de seis, tres de nueve, cuatro de doce, etc.— no son iguales, pero que la re-
lacién que hay entre las partes y el todo es la misma.

173 2/6 3/9 4/12

Figura N° 2. Ejemplo de subdivisiones equivalentes en contexto continuo

Para contextos discretos (ver Figura N° 3), la situacion se torna mas comple-
ja para ser ensefiada porque ademds, el nifio tendria que reagrupar para ver
tres en donde hay seis, o nueve, o doce y conservar de esta manera la con-
gruencia en este contexto (la misma cantidad de elementos en cada subgru-

po)

@O O O\/O
@..®.' o )\s
o/\o
173 2/6 @)
3/9
4/12

Figura N° 3. Ejemplo de subdivisiones equivalentes en contexto discreto

Hacer uso del atributo mismo en las actividades puede favorecer el recono-
cimiento y la apropiacién del atributo “considera las partes como totalidad”.
En este sentido se podria proponer al estudiante tomar partes de un todo y
subdividirlas para obtener otras fracciones. Por ejemplo, para obtener sex-
tos, se puede considerar a un medio como totalidad y hacer tercios en €él, o
a un tercio considerarlo como un todo y hacer medios en él (ver Figura N°
4). La idea es propiciar que el estudiante pueda ver diversas maneras de ob-
tener otras fracciones a partir de subdividir partes de una unidad.

Una vez obtenidas fracciones a través de subdivisiones en las partes, se
puede realizar conteo de fracciones unitarias para propiciar el reconoci-
miento de subdivisiones equivalentes; si se retoma el ejemplo anterior, se
puede observar que 3/6 es equivalente a 1/2, que 2/6 es equivalente a 1/3.
Las ideas anteriores permiten decir que al parecer los dos atributos estdn re-
lacionados y que habria que trabajarlos simultdneamente.
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Tercios en un medio Medios en un tercio
para obtener sextos para obtener sextos

Figura N° 4. Obtencion de fracciones a través
de subdivisiones de partes de un todo.

Una razén importante para trabajar estos atributos es la relacién de equiva-
lencia presente al abordarlos, la que es primordial para establecer una rela-
cion de orden en los racionales y para insertar fracciones entre otras dos
fracciones dadas. Se favorece asi en los estudiantes un acercamiento al con-
cepto de densidad y a la idea de continuo, caracteristicas propias del sistema
de los niimeros racionales y posteriormente de los nimeros reales.

Por otra parte, si bien es cierto que los resultados de la estrategia imple-
mentada aportan alternativas y nuevas ideas para enfrentar la complejidad
de la enseflanza y aprendizaje de la fraccion, no sobra sefialar que dicha es-
trategia s6lo abord6 una de las interpretaciones de la fraccién. Para una com-
prensién mads significativa de este concepto es aconsejable trabajar las otras
interpretaciones y tener en cuenta el significado que adquiere el simbolo nu-
mérico dependiendo de la interpretacidn con que se esté trabajando.
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