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Resumen

Esta comunicacion forma parte de una investigacion mdas amplia, cuyo objetivo es
describir la evolucion del razonamiento de estudiantes de bachillerato (15-17 arnios) y
profesores de secundaria en formacion inicial sobre la formula binomial. Se describen
v analizan las respuestas a dos preguntas de un cuestionario de 10, que fueron
elaboradas para evaluar los niveles de razonamiento de elementos de conocimiento de
la formula binomial. Se aplico a tres tipos de estudiantes: un grupo de bachillerato sin
instruccion previa de probabilidad; un grupo de bachillerato y otro de futuros
profesores que reciente e independientemente habian estudiado un curso. Se concluye
con una jerarquia de razonamiento de la regla del producto de probabilidades.

Abstract

This communication is part of a wider investigation in which the goal is describe
the evolution of reasoning of high school students (15-17 year-old) and teachers in pre-
service about the binomial formula. The responses given by the students to two
questions of a ten items questionnaire are described and analyzed. The questions were
designed to determine reasoning levels of binomial formula knowledge elements. Three
kinds of students were questioned: a group of high school who have not taken a
probability course and other two groups that have recently and independently taken a
course, one of high school and another of teachers in pre-service. The conclusion is a
hierarchy of reasoning on the product rule of probabilities.
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Introduccion

La distribucion binomial es la mas importante distribucion discreta y forma parte
del contenido de los temas del curriculo de matematicas de bachillerato y de cualquier
curso introductorio de probabilidad y estadistica. Los objetivos de la mayoria de
programas de bachillerato establecen que los estudiantes aprendan a construir
distribuciones de probabilidad de variables aleatorias elementales; a calcular e
interpretar su valor esperado y su variancia; y a utilizar distribuciones en la solucion de
problemas (Jones, Langrall y Mooney, 2007). Esto presupone una comprension y
dominio de la férmula binomial y de los elementos de conocimiento que la constituyen.

Varios investigadores han verificado la existencia y persistencia de sesgos
cognitivos, creencias y concepciones erroneas de los estudiantes cuando resuelven
tareas de probabilidad en situaciones de incertidumbre (Kahneman, Slovic y Tversky,
1972; Fischbein y Schnarch, 1997; Batanero y Sanchez, 2005); la percepcion de
aleatoriedad, los sesgos derivados de la heuristica de representatividad, el sesgo del
resultado aislado y los sesgos de equiprobabilidad y de linealidad son los mas conocidos
en didactica de la probabilidad.

El sesgo de representatividad se presenta en gran variedad de situaciones;
Shaughnessy (1992) opina que persiste atun después de que los estudiantes han
adquirido técnicas de calculo de probabilidades que les permitiria evitarlo. La
verificacion de esta persistencia pondria en entredicho la manera en que se ensefia la
materia. Sin embargo, a pesar de la importancia de aclarar esta cuestion, no se han
encontrado investigaciones que describan y analicen como abordan los problemas que
propician el sesgo de representatividad estudiantes recientemente preparados en los
temas que permitirian superarlo. ;Las respuestas que ofrecen éstos son similares a las de
los que no han llevado el curso de probabilidad?

En este trabajo describimos y analizamos las respuestas de estudiantes sin y con
ensefianza de probabilidad a dos items, uno conocido en la investigacion, que propicia
el sesgo de representatividad y otro (cuya procedimiento de solucién es el instrumento
para resolver el anterior) formulado de manera directa para evitar cualquier
interpretacion desviada. Las respuestas de los items analizados en este reporte ofrecen
también la posibilidad de explorar y organizar los diferentes niveles de razonamiento
que desarrollan estudiantes frente a estas tareas, dando lugar a una jerarquia sobre la
construccion de la regla del producto de probabilidades. Con esto se avanza en
responder a la pregunta: ;Como evoluciona la comprension de la regla del producto de
probabilidad?

Antecedentes

Es escasa la literatura de investigacion que explora la comprension o
razonamiento de la férmula binomial. Van Dooren et al. (2003) exploran la presencia de
la ilusion de linealidad y muestran que hay estudiantes de bachillerato que a pesar de
haber llevado cursos de probabilidad, caen en este sesgo cuando se les plantea
problemas binomiales, cuyo enunciado contiene datos que aparentan ser o son
proporcionales. Cabe sefialar que los autores se proponen documentar la conducta de
resolucion de los estudiantes que no responden correctamente a preguntas cuantitativas
(hay otras similares de tipo cualitativo) y también que, en gran parte, la causa del
fracaso es la ilusion de linealidad. Sin embargo, no enfocan su atencidn hacia los rasgos
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de conocimiento que manifiestan los estudiantes que ofrecen una respuesta correcta, los
cuales no son pocos.

Abrahamson (2009a) realiza tres estudios de caso sobre el razonamiento de
estudiantes universitarios frente a una situacion simple de probabilidad hipergeométrica
(la cual es casi-binomial). En Abrahamson (2009b y 2009c¢) se reporta una entrevista a
profundidad con un nifio de 11.5 afos; utiliza dispositivos de mediacion cuya
comprension requiere diferente niveles de abstraccion. En la entrevista se muestra el
proceso de construccion de una distribucion (casi) binomial que lleva a cabo el nifio con
ayuda de la mediacion de diferentes artefactos. Abrahamson (2009b) se interesa en el
papel de instrumentos de aprendizaje: un dispositivo fisico (marbles scooper), tarjetas
cuadradas divididas en 4 partes para representar las posiciones de las canicas en el
dispositivo y su organizaciéon en un histograma. Llama la atencion que su disefio que
tiene el proposito de que los estudiantes distingan las secuencias THHH, HTHH,
HHTH, HHHT en el evento “I1T y 3H” no incluya los diagramas de arbol, los cuales son
un instrumento de mediacion accesible para el mismo fin.

Landin y Séanchez (2010) informan de las respuestas de 66 estudiantes de
bachillerato a 4 tareas relacionadas con la formula binomial. Tres de esas tareas
inducian un sesgo cognitivo. Proponen una jerarquia para evaluar las respuestas de los
estudiantes a tareas relacionadas con la formula binomial. En Sanchez y Landin (2011),
se describe un proceso para mejorar la fiabilidad de la jerarquia de razonamiento
reportada en Landin y Sanchez (2010).

Perspectiva tedrica

El razonamiento de estudiantes frente a una tarea refleja la comprension
conceptual que han alcanzado y se expresa en el uso de elementos de conocimiento
relacionados con la tarea y con el (o los) concepto (s) en cuestion. Las inferencias y
explicaciones que realizan estudiantes de un grupo de una edad similar y del mismo
nivel educativo al resolver una tarea se pueden organizar en una jerarquia para dar
cuenta de los diferentes grados de integracion de esos elementos; los procedimientos
mas eficientes que desarrollan algunos estudiantes del grupo son un indicio, sin ser
determinante, de los niveles de desempefno que pueden ser alcanzados por los sujetos de
ese rango de edad y nivel educativo; mientras que los niveles inferiores ofrecen
indicaciones de las dificultades que encuentran y los conocimientos clave que permiten
superarlas y mejorar sus niveles de desempefio.

En la literatura de educacion estadistica frecuentemente se ha aplicado la
taxonomia SOLO (Biggs y Collis, 1991) para el andlisis o evaluacion de diferentes
conceptos probabilisticos y estadisticos o se han presentado propuestas de jerarquias
inspiradas en SOLO. Tarr y Jones (1997) presentan una jerarquia de las nociones de
probabilidad condicional e independencia; en Jones, Thornton, Langrall, y Tarr (1999)
se extiende a tareas de espacio muestral, probabilidad teérica, probabilidad
experimental, comparacion de probabilidades, independencia y probabilidad
condicional. En este trabajo se retoman los niveles que definieron estos autores en su
jerarquia, pero ahora es referida a la férmula binomial.

Metodologia

El presente estudio es de tipo exploratorio y las hipdtesis se han precisado o
transformado de manera paralela a la observacion y al analisis de los datos. En el estado
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actual de la investigacion y para los fines de este informe se consideran las siguientes
hipdtesis: 1) Los conocimientos formales de probabilidad son una componente que
contribuye a superar los sesgos cognitivos sin necesariamente garantizar su extincion. 2)
Los conocimientos mas abstractos para los estudiantes de este nivel son las
combinaciones y la regla del producto de probabilidades, y para adquirirlos, los
estudiantes se apoyan fuertemente en los diagramas de &rbol (instrumentos de
mediacion, en terminologia de Abrahamson).

Sujetos: tres grupos, uno de 31 estudiantes de bachillerato sin curso previo de
probabilidad; uno de 28 estudiantes de bachillerato y otro de 18 profesores de
secundaria en formacion inicial, ambos con estudios previos de probabilidad.

Instrumentos: Problemas 3 y 4 de un cuestionario de 10 problemas de
probabilidad, ambos relacionados con la regla del producto probabilistico y la formula
binomial, que a continuacion presentamos:

3. Considere todas las familias en las que hay 5 hijos. Se elige una familia al azar.
Se supone que la probabilidad de ser mujer es igual a la de ser hombre y es igual a
Y. De las siguientes afirmaciones ;cudl es correcta?:

a) El evento HMHMM es mas probable que el evento HHHHH

b) El evento HHHHH es més probable que el evento HMHMM

¢) Elevento HHHHH es igual de probable que el evento HMHMM

Donde HMHMM significa que el mayor es Hombre, el que sigue Mujer, después
Hombre y los dos menores Mujeres. HHHHH significa que todos son Hombres.
Justifica tu respuesta.

4. (Cudl es la probabilidad de que en 5 nacimientos ocurra el evento MMMMM
(nacen cinco nifas)? Justifica tu respuesta.

El problema 3 es una version de un problema que ha sido 1til para confirmar un
sesgo derivado de la heuristica de representatividad (Kahneman y Tversky, 1972). En el
problema 4, se pide el célculo de la probabilidad del evento MMMMM, mientras que el
problema 3 induce un sesgo cognitivo al pedir comparar dos eventos, uno de los cuales
a simple vista parece mas probable que el otro (es mas probable que en una familia de 5
hijos haya hijos e hijas a que solo haya hijos del sexo masculino), el problema no

5
. ., 1 1
requiere hacer comparacion alguna y la respuesta es (E) =13

Procedimiento: Se aplico el cuestionario a cada uno de los grupos examinados en
presencia de los investigadores.

Procedimiento de andlisis de datos. El andlisis de las respuestas es de tipo
cualitativo, y consiste en ubicarlas en diferentes niveles en funcion de los elementos de
conocimiento que se ponen en juego y de la precision de su ejecucion. Tales elementos,
para las preguntas analizadas se reducen a tres: definicion clésica de probabilidad,
diagramas de arbol y regla del producto.

Se elabor6 una jerarquia de razonamiento siguiendo dos pasos: 1) Se defini6 una
jerarquia tedrica de cuatro niveles similares a la propuesta por Jones, Langrall y
Mooney, (2007) para otros conceptos de probabilidad, en este caso, referida a la regla
del producto probabilistico; 2) Con base en los resultados observados se ajustd la
jerarquia de manera que se precisan rasgos o tendencias observadas en los datos que no
fueron previstos en la jerarquia teorica. El resultado se presenta en la Tabla 1.
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Tabla 1. Jerarquia de Razonamiento sobre la Regla del Producto de Probabilidades

Nivel subjetivo:

e Respuesta no relacionada con la situacion o influidas por el sesgo de representatividad

e Muestra rasgos de conocimientos pertinentes pero presenta diagrama de arbol
defectuoso o célculos erroneos, de modo que no llega a la solucion

e Opera con los datos dados, pero de manera inapropiada. con componentes extrafios o
con gran cantidad de errores

Nivel transicional:

e Representacion parcial o total del espacio muestral con diagramas de arbol y aplicacion
de la definicion clasica de probabilidad. Se incluyen casos en que no llegan a la
respuesta correcta, pero su procedimiento es pertinente

Nivel cuantitativo informal:

e Utiliza la regla del producto. la cual deriva de la representacion de un diagrama de
arbol o expresada en un arbol de probabilidades
e Expresa y utiliza la regla del producto pero comete errores de calculo

Nivel numérico:

e Se aplica convenientemente la regla del producto de probabilidades

Resultados

Grupo de bachillerato sin cursos previos de probabilidad. Respecto al problema
3, 28 de las respuestas de estos alumnos se clasificaron en el nivel subjetivo, y 3 en ‘sin
respuesta’ (Figura 4a). A su vez, estas respuestas se han agrupado en tres clases:

1) Respuestas basadas en conocimientos o experiencias personales del estudiante
(conocimientos correctos o incorrectos o experiencias pertinentes o no, pero en todo
caso, sin captar el aspecto teérico de la pregunta), 5 estudiantes dieron este tipo de
respuesta; por ejemplo:

Respuesta c), Pues yo creo que es igual de probable, porque en mi caso mi
familia (papa y mama) es de HMHM y, y no me voy muy lejos, mi tia (hermana
de mi papa) tuvo puros hombres y su otra hermana tuvo puras mujeres, entonces
es igual de probable

Respuesta a), yo digo que a) porque en la actualidad el indice de hombres
predomina en las familias, hay mds hombres que mujeres [Hay que observar,
ademas, que el inciso que esta de acuerdo con la idea que expresa es el b y no el
a, como dice en su respuesta]

2) Respuestas que eligen el inciso a, probablemente influidos por el sesgo de
representatividad y que la “explicacion” consiste s6lo en la afirmaciéon de la opcion
elegida, 12 estudiantes dieron este tipo de respuesta, por ejemplo:

Respuesta a), El evento HMHMM es mas probable que HHHHH ya que es mads
probable que algunos sean mujeres a que todos sean hombres

Respuesta a), es correcto, es el inciso a) ya que es mas probable que haya mas
mujeres con hombres que solo hombres
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3) Respuestas que infieren que a partir de la igualdad de los sexos, la secuencias
de “Hs y Ms” son equiprobables, pero con explicaciones imprecisas o vagas, detras de
ellas se percibe que hay una intuicién correcta pero con escaso nivel de elaboracion
verbal; 8 respuestas fueron de este tipo; en ninglin caso se basan en diagramas de arbol
0 en operaciones aritméticas o combinatorias.

¢) la Respuesta correcta es el inciso c. Ya que existe la misma probabilidad de
que nazca un nino o una nina’”’

c) porque Mujeres y Hombres tienen exactamente la misma probabilidad

En relacion al problema 4 (sin sesgo), 26 respuestas de este grupo se clasificaron
en el nivel subjetivo, 4 en el transicional y 1 no contesta. En el nivel subjetivo se
observan tres tipos de respuestas: las que presentan textos y rasgos incoherentes (12),
las que se basan en una informacién u opinién personal (6) y las que s6lo afirman que la
probabilidad de ambas secuencias es Y2, derivada de la probabilidad de los eventos H y
M (8). Las respuestas clasificadas en nivel transicional presentan arboles incompletos y
la utilizacion de la definicion clasica de probabilidad.

Grupos con cursos previos de probabilidad. En relacion con el problema 3, de las
28 respuestas de los estudiantes de bachillerato, 9 se clasifican en el nivel subjetivo, 17
en transicional, 1 en cuantitativo informal y 1 no responde. De las respuestas de los
profesores en formacion, 8 se clasifican en nivel subjetivo, 7 en transicional, y 2 en
cuantitativo informal. La distribucion de las respuestas de ambos grupos es similar,
aunque con un ligero mejor desempefio en los futuros profesores; las respuestas de estos
fueron mas limpias y ordenadas, pero con niveles de razonamiento analogos a los del
grupo de bachillerato. A continuacion se describen los rasgos principales encontrados en
las respuestas de ambos grupos.

Las explicaciones que se ubican en el nivel subjetivo, son incoherentes o no
ofrecen justificacion alguna, a pesar de que en algunos casos eligieron la opcion
correcta (Figura 1):

¢) 1/5(1/2)=1/10(5/1)=5/10=1/5

Figura 5. Respuesta del nivel subjetivo

Las respuestas del nivel transicional eligen la opcion adecuada, usan arboles
parciales o completos, afirman que la probabilidad de cada secuencia es 2 y exhiben un
arbol combinatorio, de donde deducen que ambas secuencias tienen la misma
probabilidad; en algunos casos exhiben el arbol y encuentran e indican la probabilidad
1/32, sin embargo, no hacen comentarios suficientes o eligen una opcidn incorrecta
(Figura 2).



El razonamiento de estudiantes de bachillerato y profesores 493
en formacion sobre la regla del producto probabilistico

B\ (g
*\
A<
S AP T
H/“\ - /‘x‘: £ M
3 oL 4 :
M('\\\'& A"A A

P(HHHHH)=1/16
= 2
P(HMHMM)=1/16 a) P(x)=1/32

Por lo tanto es el inciso (c) ya que seria
igual de probable a un 1/16

Figura 6. Respuestas del nivel transicional

Es importante sefialar que en 2 respuestas del grupo de bachillerato y 5 de los
futuros profesores no hay errores importantes, y fueron clasificadas en este nivel, ya que
en ellas se elabora un arbol, se encuentra la probabilidad 1/32 y se elige la respuesta
correcta. Estas respuestas estan en la frontera entre transicional y cuantitativo informal,
se distinguen del resto de las clasificadas en transicional en que no contienen errores,
pero no se clasifican en cuantitativo informal debido a que en su justificacion no
muestran conocimiento de la regla del producto.

Del grupo de futuros profesores, s6lo una respuesta se encuentra en nivel
cuantitativo informal pues deriva el producto a partir de un arbol de probabilidades
(Figura 3):

2 \/,- «; ; Inciso ¢
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/
‘\\ La probabilidad es la misma puesto que un
: :\_\ evento solo puede ocurrir una vez.

\

\

Figura 7. Respuesta del nivel cuatitativo informal

No hubo ninguna respuesta clasificada en el nivel numérico, ya que ninguna se
baso solamente en una aplicacion directa de la regla del producto de probabilidades.

Respecto al problema 4, de las respuestas de los estudiantes de bachillerato se
clasificaron 14 en subjetivo, 8 en transicional, 5 en cuantitativo informal y 1 no
contestd. En el caso de las subjetivas, 4 proponen 1/3 o 1/5, el 3 asociado a los 3
eventos exhibidos en el problema anterior y el 5 al tamafio de las secuencias. 5
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proponen un diagrama de arbol defectuoso y obtienen un numero alejado de la solucion.
3 proponen 1/16, pero sin ofrecer indicaciones de como lo obtuvieron.

Las Figuras 4 y 5 muestran las frecuencias de respuestas a los problemas 3 y 4,
segun nivel de razonamiento.

(@) (b)
P-3 Estudiantes de bachillerato sin P-3 Estudiantes de bachillerato P-3 pmfesom(:zie Secundaria
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Figura 8. Frecuencias de respuesta al problema 3, segun niveles de razonamiento
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Figura 9. Frecuencias de respuesta al problema 4, segun niveles de razonamiento
Conclusion

Respecto a la relacion entre el sesgo de representatividad y el conocimiento de
probabilidad, se pudo observar que solo los estudiantes que no estudiaron probabilidad
respondieron a la pregunta con base en la heuristica de representatividad; ademas las
respuestas de éstos a la pregunta 4 fueron clasificadas en el nivel subjetivo, de modo
que no muestran conocimientos de los elementos que hubieran permitido resolver el
problema; por otro lado, en las respuestas de los grupos que tuvieron cursos de
probabilidad, clasificadas en el nivel subjetivo, s6lo un caso puede considerarse influido
por la heuristica de representatividad; no es posible entonces apoyar la afirmacion de
que el sesgo persiste ain después de haber adquirido los conocimientos de probabilidad.

Las herramientas que la mayoria de estudiantes de este nivel utilizan para resolver
los problemas son la regla cldsica de probabilidad y los diagramas de arbol. Estos
conceptos o elementos de conocimiento marcan la diferencia entre el nivel subjetivo y
el nivel transicional. Las respuestas en este nivel aiin no utilizan la regla del producto
probabilistico. En el siguiente nivel jerarquico ya se reflejan estos aspectos, y ademas
también se consideran los posibles errores de ejecucion que frecuentemente impiden
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llegar a la respuesta correcta a pesar de manifestar elementos de conocimiento
pertinentes.

Una aportacion del analisis mediante una jerarquia es que ofrece informacion
sobre los elementos de conocimiento que les permite a los estudiantes superar el sesgo
de representatividad. En las respuestas se aprecia que el uso de diagramas de arbol
inhibe la posibilidad de la presencia de este sesgo y que ademds es un puente para
construir la regla del producto. La informaciéon que proporciona el analisis mediante una
jerarquia, en contraste con los resultados de von Doreen et al. (2003), es que se revisan
tanto las causas de los fracasos como las del éxito. Los resultados aqui encontrados
también sugieren que para hacer emerger la importancia de la distincion de arreglos
ordenados es recomendable considerar en el disefio de situaciones el papel de
‘instrumentos’ como los diagramas de arbol; la propuesta de utilizar para este fin un
dispositivo (como marbles scooper) (Abrahamson, 2009b), es interesante pero los
diagramas de arbol también se pueden convertir en instrumentos en el mismo sentido,
ademas de ser utiles para construir la regla del producto de probabilidades.
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