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Resumen. Presentamos en esta comunicacion parte de un estudio de casos que analiza el proceso de
generalizacion que realizan futuros profesores de Educacion Primaria cuando trabajan expresiones
aritméticas que permiten la generalizacion. Para justificar la pertinencia e interés de este trabajo nos
basamos en investigaciones internacionales relacionadas con esta drea, las cuales nos han permitido perfilar
el marco tedrico de esta investigacion. La recogida de datos se llevé a cabo en dos sesiones, en forma de
entrevistas a dos parejas de estudiantes, en la que cada pareja trabajé conjuntamente en la resolucion de
cuatro tareas escritas. Centramos nuestra atencion aqui en la produccion de una de las parejas en la
primera tarea. Partiendo de la comparacion de los enunciados de generalizacion de ambos estudiantes, en
cuanto a semejanzas y diferencias, presentamos algunas conclusiones acerca de su proceso de
generalizacion.

1. Introduccidén

El estudio del proceso de generalizacidn ha sido abordado en la investigaciéon de la ensefianza y
aprendizaje del algebra en gran medida considerando a alumnos de educacidn secundaria, pero
no asi tanto a alumnos de otros niveles, en particular futuros maestros (Trujillo, 2008; Trujillo,
Castro y Molina, 2008). En esta linea, Waters (2004) hace referencia a la existencia de una
literatura muy limitada sobre la creacidon de patrones, asi como sobre la expresion y justificacidon
de generalizaciones e insiste en la necesidad de proporcionar un mayor apoyo a los profesores en
un esfuerzo para mejorar su conocimiento matematico al respecto. Esta necesidad se intensifica si

nos proponemos el objetivo de que los maestros integren en la ensefianza de las matematicas de

8 Este trabajo ha sido realizado dentro del proyecto SEJ2006-09056 "Representaciones, nuevas tecnologias,
construccidon de significados en Educacién Matematica" financiado por el Plan Nacional de [+D+l del
Ministerio de Educacion y Ciencia y cofinanciado con fondos FEDER de la Comunidad Europea.
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primaria el desarrollo de pensamiento algebraico, como se sugiere desde la propuesta Early-

Algebra.

Diversos investigadores (Becker y Rivera, 2008; Kieran, 2006; Mason, 1996 y Schliemann,
Carraher, Brizuela, Earnest, Goodrow, Lara—Roth et al., 2003), en el desarrollo de sus trabajos, han
tratado de responder a la cuestién qué es el dlgebra, asi como de buscar la forma mas adecuada
de trabajar el dlgebra en el sistema escolar. Como resultado de esta busqueda, se ha reconocido
la importancia de la generalizacién dentro del algebra y se ha llegado a distinguir diferentes
concepciones y componentes del algebra asi como enfoques para trabajarla en el aula. Para
nuestro trabajo tomamos una de dichas concepciones, el dlgebra como aritmética generalizada,
siguiendo a los autores que apuestan por la generalizacion como una via de introduccién al
algebra en la escuela (e.g. Mason, 1996; Mason, Graham y Johnston—Wilder, 2005; Schliemann et

al., 2003; Warren, 2004).

Nuestro interés para realizar este estudio radica en la intencidon de conocer el modo en que
futuros maestros se enfrentan a ciertas tareas aritméticas, propuestas especialmente para
provocar en ellos la realizacion y expresién de generalizaciones, y analizar su desempefo
centrandonos en el tipo de generalizaciones que realizan. En esta comunicacién presentamos la
produccién de una pareja de estudiantes de la diplomatura de Magisterio de la Universidad de
Granada, en una de dichas tareas. Nuestros objetivos aqui son: discernir si dichos sujetos realizan
el “paso” desde las expresiones aritméticas a la generalizacidn; recopilar todas las
generalizaciones que produzcan y clasificarlas utilizando la taxonomia de generalizacion reflejadas
de Ellis (2007); analizar y comparar las producciones en cuanto a semejanzas y diferencias y;

comprobar si perciben los patrones que permiten la generalizacion.
2. Marco tedrico
Kaput (1999) define la generalizacién como:

extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alld del caso o casos
considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud entre casos, o aumentando el
razonamiento o comunicacidn a un nivel donde el foco no son los casos o situacidn en si mismos, sino

los patrones, procedimientos, estructuras, y las relaciones a lo largo y entre ellos. (p.136)

A su vez, Mason (1996) considera la generalizacién como una ruta hacia el algebra, incluso como
la esencia del algebra, y afirma que la estructura de la aritmética, cuando es expresada, produce
algebra como una aritmética generalizada. La visiéon del &algebra como una aritmética
generalizada, es seguida por varios autores que consideran que la generalizacion es una valiosa

via de introduccién del algebra en la escuela. Para Hewitt (1998) el algebra o el pensamiento
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algebraico subyace a la aritmética, ya que la aritmética no consiste en la memorizacién de cientos
de hechos numéricos sino en el aprendizaje de métodos (generalidades) para hacer calculos
aritméticos. Asi mismo, Schliemann et al. (2003) consideran en sus trabajos el algebra como una
aritmética de numeros y cantidades generalizada. Sostienen que este enfoque resalta el cambio
de pensar sobre relaciones entre nimeros y medidas particulares a pensar sobre relaciones entre
conjuntos de nimeros y medidas, y de calcular respuestas numéricas a describir y representar
relaciones entre variables. Por su parte, Kieran (2006) considera que el “adlgebra como
generalizacién” es una perspectiva que tiene sus raices en el uso de la notacién algebraica como

una herramienta para expresar demostraciones.

Siguiendo esta linea, en nuestro trabajo abordamos este enfoque de la ensefianza del algebra
como aritmética generalizada desde la propuesta de cambio curricular denominada Early-Algebra
gue pretende introducir el algebra desde los primeros cursos de la escolarizacion obligatoria
(Blanton y Kaput, 2005; Molina, 2009). Esta propuesta persigue promover un aprendizaje con
comprension de las matematicas y, en especial de la aritmética, a partir de la integracién de
modos de pensamiento algebraicos en la actividad aritmética. Numerosos investigadores
conscientes de que la separacién del dlgebra y la aritmética acentua y prolonga las dificultades de
los alumnos en sus trabajos algebraicos, proponen trabajar con actividades que faciliten la
transicion entre ambas disciplinas, centrando la atencién en la estructura de la aritmética,
convencidos de que la experiencia previa de los alumnos con la estructura de las matematicas, y
especialmente con la estructura de expresiones aritméticas, debe tener un efecto importante en

la capacidad de los alumnos en dar sentido al algebra (Kieran, 1989).

Al promover un enfoque estructural de la aritmética se persigue potenciar el desarrollo del
sentido numérico, operacional y estructural de los alumnos (Molina, Castro y Castro, 2007). Para
la puesta en practica de este cambio curricular, creemos necesario contar con maestros
preparados para tal efecto que sean capaces de promover en sus alumnos modos de pensamiento

algebraicos.

3. Metodologia
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Nuestra investigacidon responde a un estudio de casos. Los sujetos participantes han sido cuatro
estudiantes de primer afio de Magisterio de la especialidad de Lengua Extranjera® del curso
2007/2008, de la Universidad de Granada (tres chicas y un chico). La recogida de datos se llevo a
cabo en dos sesiones, en forma de entrevistas. La primera sesién se realizo a las dos parejas, por
separado. A través del trabajo en parejas provocamos en los estudiantes la necesidad de expresar
oralmente cémo iban abordando las tareas. De este modo se pretendia recoger informacion de lo
gue pensaban mientras realizaban su trabajo. La primera autora de este trabajo realizd la
entrevista siendo su participacién limitada, dedicdndose principalmente a observar el trabajo de
los alumnos. La segunda entrevista, de cardcter semi-estructurado, se realizé de forma individual.
El objetivo era profundizar en las respuestas dadas por los alumnos en la primera sesidn. Fue
realizada por la misma entrevistadora quien participd haciendo las preguntas que, a priori, se

habian elaborado para recabar la informacidn pertinente.

Los datos recogidos son de tipo cualitativo y tienen distinta procedencia: a) documentos escritos
por las investigadoras como preparacion para el desarrollo de las entrevistas, b) observaciones y
notas tomadas por la investigadora-entrevistadora a lo largo de las sesiones, c) documentos
escritos por los alumnos en la resolucidn de las tareas propuestas, d) grabacion en audio de las

dos sesiones y e) la transcripcidn de las mismas.

Tareas. En la primera sesion se le propuso a las parejas de estudiantes cuatro tareas que se
presentaron junto a dos informaciones que aportaban un contexto y una motivacién. Las tareas
estdn compuestas por expresiones aritméticas que guardan entre si una relacion que permite
detectar (al menos) un patrén susceptible de ser generalizado, y en las que intervienen sélo

numeros naturales, de no mas de tres cifras, y las operaciones suma y multiplicacion. En la tarea 1

se pueden observar las relaciones entre un nimero multiplicado por si mismo, axa, y su

siguiente multiplicado por el anterior

— -~
€@+1 X@—1.

En las cuatro tareas se les solicitdé a los alumnos que escribieran expresiones similares a las dadas

y que explicaran de forma general cdmo se pueden construir mas expresiones. En las tareas 1y 2

también se les pididé que observaran las relaciones existentes en y entre las expresiones dadas, y

que expresaran dichas relaciones de forma general. En las tareas 3 y 4, los estudiantes debian

también buscar alguna multiplicacién de dos nimeros que diera igual resultado que las sumas

dadas, y expresar las relaciones encontradas de forma general. Concretamente las expresiones en

8 En Espafia, actualmente, existen siete especialidades para la formacién de un profesor de Educacion
Primaria. Una de dichas especialidades es la de Lengua Extranjera.
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las que trabajaron en cada tarea fueron las siguientes (el formato de las tareas 1y 2 fue vertical y

no horizontal como aqui se presenta por limitacion de espacio):

12x12 4 x4 9x9 2x5+2x7 4x10+4x5 7x9+7x6
13x11 5x3 10x8 2x(5+7) 4 x(10+5) 7x(9+6)
Tarea 1 Tarea 2
3+5= 16 +17+18+19+20 =
27 +29 = 9+10+11+12+13=
9+11=

Taxonomia para categorizar las generalizaciones. Para el andlisis de los datos recogidos utilizamos
la taxonomia de Ellis (2007), la cual tiene en cuenta diferentes niveles de generalizacion. Distingue
entre la actividad de los estudiantes cuando generalizan, denominadas acciones para la
generalizacion, y los enunciados finales de generalizacidn, llamados generalizaciones reflejadas.
En este trabajo utilizamos la segunda parte de la taxonomia para analizar y clasificar los
enunciados finales (orales o escritos) de generalizacion de los estudiantes. Para adaptar la
categorizacién de Ellis a nuestro trabajo hemos realizado las siguientes modificaciones: (a) no
incluir la subcategoria influencia ya que consideramos que hace referencia a acciones que los
estudiantes realizan para llegar a enunciar una generalizacidon, mdas que a un enunciado final; y (b)
distinguir dos tipos de enunciados dentro de la subcategoria de similitud de objetos o
representaciones: estructura y resultado, al apreciar en el analisis de los datos una clara distincién
entre ambos tipos de enunciados. Esta distincidn es pertinente ya que se han tomado expresiones
numéricas que pueden considerarse similares por tener el mismo valor numérico (resultado) o

una estructura idéntica o semejante. La taxonomia utilizada se muestra en la Tabla 1.

1. Fenémeno continuo: La identificacion de una propiedad dindmica que se
extiende mas alla de un ejemplo especifico.

Tipo IV:
Propiedad comun: La identificacidn de la propiedad
Identificacion o | 2. Similitud: comun a objetos o situaciones.
Enunciado de una
enunciado similitud o Objetos o representaciones: La Estructura
igualdad. identificacion de objetos como similares
o idénticos. Resultado
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Situaciones: La identificacidon de situaciones como
similares o idénticas.

Regla: La descripcidn de una férmula general o hecho.

3. Principio Patrdn: La identificacién de un patrén general.

general: Un

enunciado de un | Estrategia o procedimiento: La descripcion de un método

fenémeno que se extiende mas alla de un caso especifico.

general. - — .
Regla global: El enunciado del significado de un objeto o
idea.

Tipo V: . . s . .
1. Clases de objetos: La definiciéon de una clase de objetos que satisfacen
Definicién todos una relacion dada, patrén u otro fenémeno.

Tabla 1. Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas

4. Analisis de datos

Para cada una de las tareas realizadas por los alumnos se organizaron los datos en tablas en las
que incluimos los enunciados finales (verbales o escritos) generados por los alumnos. En estas
tablas sélo incluimos los enunciados finales que los alumnos desarrollaron en la primera sesion,
por parejas; en la cual, la participacidon de la entrevistadora fue limitada. Presentamos aqui el
anélisis del trabajo producido por una de las parejas, Federico y Margarita®, en la tarea 1. Antes
es importante mencionar que en general, no se observd interés por trabajar en equipo por parte
de ambos estudiantes; la interaccion entre ellos fue minima, realizando la mayoria del trabajo de
forma individual. Sin embargo, esta falta de interés por trabajar en equipo por parte de ambos
estudiantes, en especial por parte de Federico, no limité a Margarita en el desarrollo de su trabajo
ni en la busqueda de relaciones entre las expresiones dadas. Por el contrario, ella tomé en cuenta
algunas de las ideas planteadas por Federico, las cuales le permitieron tener otro punto de vista
de las relaciones encontradas por ella.A continuacidon destacamos las semejanzas y diferencias
detectadas en el tipo de enunciados producidos por cada uno de los estudiantes, haciendo uso de
la taxonomia modificada. La tabla 2 resume el tipo de enunciados de generalizacion expresados

por cada estudiante en la primera tarea.

Semejanzas. En la tarea 1 ambos estudiantes produjeron enunciados clasificados en las

subcategorias de similitud de objetos o representaciones como estructura y en principios

8 Federico y Margarita son nombres ficticios
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generales como patrén. A continuacion describimos dichos enunciados. En esta tarea ningun
estudiante expresd enunciados (verbales o escritos) que puedan ser clasificados dentro de las
subcategorias de fendmeno continuo, similitud en propiedad comun, principios generales como

regla y regla global, o clases de objetos.

Estructura. Al principio, ninguno de los dos estudiantes considerd las parejas de expresiones como
un conjunto, sino que analizaron cada expresidn por separado. Esto condiciond el tipo de
relaciones que identificaron. Federico expresé de forma oral y escrita varias relaciones
atendiendo al nimero de digitos que componen cada término de las expresiones dadas y a si los
términos de las expresiones que se estaban multiplicando eran iguales o diferentes (Figura 1F).
Margarita coincidid en indicar una relacién existente en las expresiones dadas relativa a la
cantidad de digitos que componen las expresiones (Figura 1M). Ambos reconocen relaciones que

no verifican todas las expresiones sino un subconjunto de éstas.
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Figura 1F

Figura 1M

Patrén. En general, ambos estudiantes tuvieron poca dificultad para identificar o describir algin
patrén de forma verbal. Federico observd que en la primera pareja de expresiones dadas se
presenta un término que se multiplica por si mismo y, en cambio, en la segunda pareja la

diferencia entre cada término de la expresion es de dos unidades (Figura 2F).
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Asimismo, Margarita expresdé de forma oral y escrita (Figura 2M) las siguientes regularidades:
“aqui es de dos cifras y aqui es de una, pero por ejemplo, aqui siempre se estd multiplicando por el
mismo numero y el de abajo seria un numero mayor y aqui seria la diferencia de dos, la

multiplicacidn de dos, entonces he visto que sigue eso en los tres...”.

Ambos estudiantes identificaron la siguiente regularidad en las columnas de las expresiones
aritméticas dadas: la diferencia entre los términos es de una unidad. Margarita lo explica de la
siguiente forma oral: “aqui es la diferencia de un numero... si miras de abajo a arriba [sefala en el
folio] es restando, si miras de abajo a arriba [sefiala en el folio] es sumando, es la diferencia de un
numero, aqui uno menos [senala en el folio] y aqui uno mds [sefiala en el foliol, aqui resulta lo
mismo de 4 a 5 es uno menos y de 3 a 4 es uno mds... es un numero pero en un lado es por
afiadidura y por el otro es por resta”. Igualmente Federico, identifica y expresa oralmente que en
las expresiones dadas “la diferencia es igual en linea asi como en cruz, la diferencia es de un
numero en los dos”. Ambos estudiante apoyan su explicacion con las anotaciones vy

representaciones pictéricas que se muestran en las figuras 3M vy 3F.
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Diferencias

Dentro de los enunciados producidos por Margarita y Federico en el desarrollo de la tarea 1,
identificamos en el caso de Margarita enunciados clasificados dentro de las subcategorias de
similitud de objetos o representaciones como resultado y situaciones, y principios generales como
estrategia o procedimiento. Ademds, Margarita comete un error de expresién al tratar de explicar
la regularidad que ella habia identificado y que se clasificé en la subcategoria de patrén. Federico

no produjo mds enunciados a los ya antes mencionados en semejanzas.

Patron. En el siguiente enunciado oral: “he visto a posteriori que hay relacidn entre ellos, por eso,
se multiplica por el mismo numero y después lo de abajo seria el numero mayor pero multiplicado
por un numero inferior dos veces, por el multiplicando”, la alumna al tratar de explicar las
relaciones que identifica en las expresiones dadas comete un error de expresion: utiliza la
expresion “dos veces” para indicar que la diferencia entre los dos términos de la expresidn es de

dos unidades.

B AT ele wowm  neAle?
m= |2 PR AR

(Mad) xé._a-

Figura 4M

Resultado. Margarita pone de manifiesto las relaciones que identifica en las expresiones
numéricas a través de un caso particular: Sustituye el nimero 12 por la letra n y escribe las
expresiones dadas en funcién de n (Figura 4M). En la primera entrevista la alumna no se percata
de que con la primera expresion que propone habria bastado para expresar de forma general las
expresiones aritméticas dadas. Mas tarde, al revisar esta tarea en la segunda entrevista se

percatd de este hecho indicando: “sirve para cualquier nimero”.

Estrategia o procedimiento. La alumna expresa de forma oral cual fue el procedimiento que siguié
para crear expresiones aritméticas similares a las dadas: “Ahora me he dado cuenta que llevan
una relacion, un poquito los tres, entonces; en principio, he intentado poner numeros cercanos al
doce y al trece y hacer multiplicaciones mds o menos similares a las que dicen aqui: 14x12, 14x13;
un poco cercanos a los que alli aparecen, pero después, bueno en el siguiente ejercicio, he puesto
multiplicaciones de una sola cifra, también he seguido la misma tdnica que en el primero, nimeros

cercanos al cuatro y al cinco, pero ahora me he dado cuenta que los tres van relacionados”.
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Ademas, es importante resaltar de este extracto, que la alumna impone restricciones a las

generalizaciones que realiza, en este caso, que los nimeros fueran préximos a los dados.

Situaciones. Margarita identifica y expresa oralmente cierta semejanza entre la situacion del
aprendizaje de las tablas de multiplicar y las expresiones dadas: “aqui a la hora de ampliar puedes
hacerlo en vez de orden decreciente en orden creciente igualmente, se supone que si tiene que
guardar una relacion con el anterior se supone que el nifio ya conoce, por ejemplo, toda la tabla
del cuatro de multiplicar, o toda la del cinco...”. Esto se debe a que la primera estrategia o
procedimiento que utilizdé para crear mas expresiones similares la alumna tomaba numeros
cercanos a los dados y planteaba multiplicaciones (ver subcategoria de estrategia vy

procedimiento)

Para resumir la informacién que acabamos de comentar, presentamos numéricamente en la tabla

2 la clasificaciéon de los enunciados de generalizacién de ambos alumnos en la tarea 1.

Taxonomia modificada de generalizaciones reflejadas Federico Margarita

1. Fenomeno continuo

Propiedad comun

Estructura
o Objetos o L L
ipe ez 2. Similitud .
Identificacion representaciones
o enunciado Resultado
Situaciones
Regla

3. Principio Patron 1 o o [

general Estrategia o procedimiento |:|
Regla global
Definicién 1. Clases de objetos
Total 5 1

Tabla 2: Produccion de Federico y Margarita en la Tarea 1
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5. Discusién y conclusiones

En general, observamos ciertas semejanzas con respecto al tipo de enunciados producidos por
ambos alumnos en la tarea 1 de acuerdo con la taxonomia modificada. Asi, en la subcategoria
principios generales, en patrén, los estudiantes identificaron las siguientes regularidades: a) un
término se multiplica por si mismo, b) en la segunda pareja la diferencia entre cada término de la
expresion es de dos unidades y; ¢) la operacién que los relaciona es la multiplicacién. Con
relacion a similitud de objetos o representaciones como estructura, expresaron relaciones
relativas a: a) el nimero de digitos que componia cada término de las expresiones, b) el valor de
los nimeros v; c) si los términos de las expresiones se estaban multiplicando un nimero por si
mismo o dos numeros diferentes. Ademas, apreciamos que algunas de las subcategorias no
fueron necesarias para clasificar los enunciados verbales o escritos producidos por ambos
alumnos, concretamente la de fendmeno continuo, similitud en propiedad comun, principios
generales como regla y regla global; y clases de objetos. Esto puede ser debido en el caso de la
subcategoria de fendmeno continuo por el tipo de tarea propuesta ya que las parejas de
expresiones dadas no sugieren un movimiento o cambio de una a otra, como ocurre por ejemplo
en una sucesion (ej. cada vez se suman cinco mas) sino que comparten una relacidn (estatica)
entre sus términos, y para la subcategoria de clases de objetos: (1) dificultad por parte de los
estudiantes de expresar de forma general las relaciones observadas, y (2) el tipo de enunciados
gue proponen no precisa el conjunto de elementos para los que es aplicable la generalizacidn que

expresa.

Como se ha mostrado Margarita tuvo un mayor nimero de enunciados en comparacién con
Federico (11-5). Ella produjo también enunciados en las subcategorias de similitud de objetos o
representaciones como situaciones y resultado, y principios generales como estrategia o
procedimiento. Este hecho puede ser debido a que Margarita identific6 numerosas relaciones,

incluso algunas diferentes a las consideradas en el disefio de la tarea.

En general, Federico y Margarita tuvieron poca dificultad describiendo un patrén de forma verbal
y en algunas situaciones hicieron predicciones basadas en las relaciones identificadas en un
patrdn. Sin embargo, los estudiantes en esta tarea no proporcionaron una descripcidn algebraica
formal (es decir, mediante lenguaje simbdlico) de las expresiones aritméticas propuestas en dicha
tarea. En este sentido, observamos cierta dificultad por parte de los alumnos en expresar por
medio del simbolismo algebraico las relaciones observadas. Resultados similares se han

observado en Zazkis y Liljedahl (2002), donde estos autores notaron que hay un vacio significativo
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entre reconocer un patrén y ser capaz de expresarlo algebraicamente. En la segunda sesidn,
observamos que esta pareja de alumnos a través de un didlogo guiado con la entrevistadora
proporcionan una descripcidon algebraica formal. Estas observaciones nos sugieren que si los
alumnos trabajaran tareas de este tipo a lo largo de su formacién progresarian significativamente
en el desarrollo de generalizaciones. Es, asi mismo, recomendable trabajar la expresion algebraica
de dichas generalizaciones para enriquecer en detalles y precisidon sus explicaciones. Todo ello
adquiere mayor relevancia en el caso de los alumnos con los que hemos trabajado, debido a que

se estan formando como maestros.
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