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SIMULACION EN EL COMPUTADOR DEL
TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Oscar Brand V.,
Departamento de Matemdtica
Universidad del Valle

INTRODUCCION

El concepto de la Distribucién de las Medias Muestrales, es sin lugar a
dndas, el desarrollo de mayor trascendencia ¢ importancia de la estadistica
clasica. Lo anterior es corroborado en todos los textos de estadistica, en
los cuales el desarrollo en cuestion, es descrito como el Teorema Centrul del
Limile.

Sinembargn, y a pesar de que el teorema es [undamental en la teoria de
la inferencia, el concepto resulta dificil de entender y ser asimilado, ain por
estudiantes de pregrado en estadistica, no ohstante el énfasis que autores
y profesores hacen con el propésito de procurar una buena asimilacién y
comprension del tema, mediante la solucién de ejercicios sobre los cuales
en la mayor parte de los casos se cae en una simple mecanizacion,

En un esfuerzo por lograr una asimilacién del teorema, en algnnos textos
se propone como ejercicio la toma sucesiva de muestras aleatorias del mismo
tamafio y con reemplazamiento a partir de una poblacién finita, en donde
una vez estimadas las medias muestrales se procede a graficar su histograma
con el fin de observar la forma de su distribucién ete.

Aunque el propésito del ejercicio es bueno, dicho ejercicio resulta suma-
mente tedioso debido a que en su ejecucién se consume demasiado tiempo.
Es justamente ésta la razon principal por la cual resulta de gran valor
pedagégico el poder realizar dicha simulacion con la aynda del computa-
dor, pues en un tiempo relativamente muy corto, se pueden simunlar muchas
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muestras del mismo tamano obteniendo, a partir de cada muestra las es-
timaciones basicas de los parametros de la poblacién entre ellos las de Ia
media poblacional cuya distribucién e histograma se pueden graficar.

Esta simulacién la han realizado estudiantes de los cursos de pregrado
en Estadistica I y II a mi cargo y el resultado observado ha sido satisfactorio
desde el punto de vista de su propésito, ya que ha permitido al estudiante no
solamente comprobar y asimilar rdpidamente el concepto, sino que tambien
ha ayudado a generar ese sentimiento de credibilidad sobre la veracidad de
los conceptos tedricos y a valorar la utilidad y las bondades de la estadistica.

En éste articulo, se presenta ademds de una breve resefia histérica,
un enunciado clasico del teorema, una descripcion de los resultados y en la
parte final o apéndice, una presentacién a manera de ejemplo de los resulta-
dos obtenidos con la simulacion utilizando uno de los archivos previamente
grabados el cual contiene una ‘poblacién’ de 400 datos.

ORIGEN DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE

Su origen se remonta al afio 1733 cuando DeMoivre probé el teorema para
variables aleatorias Bernoulli donde resnlta una variable binomial. Una ex-
tension de este teorema fué planteada posteriormente en 1980 por Laplace
y Gauss, pero en revisiones posteriores se plantearon condiciones satisfac-
torias y exactas para su validez las cnales fueron definidas por Lyapunov
en 1901 constituyéndose, desde entonces, en un problema sobresaliente de
la teorfa de la probabilidad desde sus comienzos hasta la decada de 1930.

En 1920 G. Polya le did a este problema el nombre del Teorema Central
del Limite de la Teoria de la Probabilidad aunque otros aseguran que un
nombre mas adecuado seria “Teorema de la Convergencia Normal” (Normal
convergente Theorem).

En 1920 y 1930 el método de la funcion caracteristica se usé para
extender el teorema en varias direcciones y para obtener las condiciones
necesarias y suficientes para su validez, en el caso en el cual las variables
aleatorias son independientes. Aun se continua realizando un intenso tra-
bajo para extender el Teorema Central del Limite para el caso de variables
aleatorias dependientes.

Aunque existen muchas formas de expresar matematicamente el teo-
rema, es conveniente manifestar que es muy comin encontrar en los textos
de Esladistica Aplicada, una lorma incorrecla y vaga de los enunciados al
teorema para poblaciones finitas.

Desde el punto de vista de las aplicaciones estadisticas se consideran
hasicamente dos versiones del Teorema Central del Limile y su validez es
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demostrada matematicamente. Estas dos condiciones se enuncian a conti-
nuacion:

(1) Si las variables aleatorias Xy, Xj,--- son independientes e idéntica-
mente distribuidas.

(2) Silas variables aleatorias X, X3,+-- son independientes pero no idén-
ticamente distribuidas.

Sinembargo, la forma clasica de enunciar este teorema es la siguiente:

Si Xy, X3,---, X, denotan a los elementos de una mucstra aleatoria de
tamaiio n, tomados de una distribucion la cual liene media p y varianza
positiva a?, entonces la variable aleatoria \/n(X, — p)/o tiene una dis-
tribucton limite la cual es Normal con media cero y varianza uno.

PROGRAMA DE SIMULACION DEL TEOREMA CEN-
TRAL DEL LIMITE

El programa de simulacién del Teorema Central del Limite o Distribucion
de las Medias Muestrales ('TCL), estd escrito en lenguaje Basic y puede ope-
rar en cualquier ambiente con sistema operacional D.0.S. y tarjeta grafi
cadora.

Para su ejecucién solo se requiere una vez introducido el diskette en el
drive, teclear tcl <enter> y el programa que es iterativo, permitird al es-
tudiante con sélo teclear las respuestas a los interrogantes que se presentan,
proceder con la simulacién para lo cual es necesario empezar considerando
una Poblacién finita de elementos como resultado de un proceso aletorio,
por ejemplo, el espacio muestral que se origina mediante el lanzamiento
de una moneda o un dado, cuyos datos se pueden entrar durante el ejer-
cicio o considerar otro proceso cuyos datos pueden leerse desde un archivo
previamente grabado, obteniendo:

1. El valor de los parimetros de la poblacién y el histograma de la

distribucion de la poblacién.

2. Muestras aleatorias (no mas de 800) de tamafio no superior a 900,
dénde a partir de cada muestra se estima: La media, la varianza, el
error estindar (desv. estdndar de la media) y el intervalo de confianza
para la media poblacional ¢ con una descripcién sobre si el verdadero
valor de p esld o no en el intervalo.
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Informacién sobre el nimero de intervalos de confianza que contienen
a la verdadera media poblacional y e informacién sobre el mimero
de intervalos de confianza que fallan en el contenido de la media por
razones de la aleatoriedad.

Fstimacion de la media de las medias muestrales, su comparacién
con la media poblacional o pardmetro y , estimacién de la desviacién
estandar de las medias o error estdndar y su comparacién con el
pardmetro poblacional.

az=0fVn

Histograma de la distribucion de las medias y la superposicién de la
Distribucion Normal definida con los pardmetros de la poblacion, lo
que permite observar si el histograma se asemeja a la Distribucién
Normal. En caso contrario, se correran nuevas simulaciones definiendo
tamanos de muestras mayores, lo que permitird observar cémo la
aproximacién se d4 a medida que se aumenta el tamano de la mues-
tra.

Finalmente, se refuerza el hecho de que en la practica solo es nece-
sario la obtencién de una muestra, procediéndose a su seleccién y
estimacién de las estadfsticas basicas e histograma.

Esta simulacién puede ser repetida por el estudiante todas las veces

que desee, utilizando ademiis diferentes poblaciones finitas, hasta lograr su
completa asimilacion.,

Una copia de este programa puede solicitarse al Centro de Cadlculo del

Departamento de Matematicas de la Universidad del Valle, proporcionando
el diskette para su copia e indicando el tipo de tarjeta graficadora que utiliza
su computador.
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ESTADINTICN.,

EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE miy JAPORTANTE Paka AFREHDER
EL T.€.L , LE PERMITE UNCER INFERENCIAS ACERCA DE LA HEDIA, |

PAAG LSARLY, USTED DEBE FESFECIFICAR IR POBLACION O IIN FROCERG.
FOR EJENILO: RL LANZANTENTO DE UHa MONEDA ES I FRUCESU EL CUaL
FUEDE REURESENTORSE MERIntiE: SELLO-® ¥ CARGzI

EL PROCESO DE LoNZAR LN DADO SE REPRESENTARA FOUR © 1,4,4,4,5.6

21 USTED DESEA USAR UNA PUBLACION GRONDE, UTILICE LOS BATOR DE UN
ARCHIVO,~ POR EJEMILO: PSICO DOT @ CON N 4ADH

roHNCER 1 CON M -568
raRa EMPEZAR, CUalL ES EL TAMNHO DE LA POBLOCION T7 404

DESEA LEEK SUS DATOS PESRE DH aRCILIVO (A) © TECLEARLOS (T2 7
NOHORE DFI ARCILIVO CON PATOS PR 1o FONLACIONT peico.Aat
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TR0 DE LA FORLACION. 41
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CAPAS .,  SU DISTRINUCION I'UEDE  ENTOHCES ILUSTROR EL TEORERG UENINAL
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EL MUESTHEO ES COH HEENPLASANTENTO . POIL LO TONTO HSTED MICHE
PEDIR CUNLQUIER TiMindio DE MUESTHO !

ENTRE EL TaMoHO DE MUESTRA DESEADO 2777 107

AHORA, CUANTAS MUESTRAS DE ToMARO- 187 DERO TotnR 7
7 BBY

PaRa AFLICAR EL T .C ). SE DEHE REPFTIR EL MUESTREO MOCHNS UECES
¥ AS1 ONSERVAR EL COUTORTOMITINTG DE LAS MEDIAR HUIESTHOLES .
NO OBSTONTE, EN LA FRAUTICN TOMEROS SOLD UMA MUESTEA . AQUT PARA
TLUSTRAR EL T.C€ L DEBEROS TOHAR AUCHAS FOR EJ. 38,108 ETC.

TANHIEN UMO DERE ESPRCIFICAR T UOLOR Pakn oLFn,
O0SEn  EL AREA EN LA COLAR Rt La CURVA NORNMAL .
1 ALFA, ER FL NIVEL PE CONFIANILIRPAD PEL INTERUNLO
EN EC CUNL Ly HERIN DERF CAER, FOR LO TOMdTo USTER
DEBE RESPONDER tM NIVEL UUnL. 1. E .99,.95. 0 .93
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wanwmswwnnus EETOY  TOMAHDO MUESTRNS DE TAMAHE 107 wvxmmwwruve
NUESTHN # neEviIn ERRON ST, LIMITE DE CONFINMNZ LN NEDIN CAE Y
1 uo am 810 963 18 03 PEMTRO
2.0 9.7 H.10 2.9 9.9% FURRN
J.00 9.97 8.10 9.67 19.08 pEnIRo
4 00 10 16 f.n 9.97 .34 PEMTRO
$.00 9.01 0.10 92.61 10.0% DEHTRO
6.00 8.9 ”.11 9.01 .26 PENTHO
7.00 9.78 8.0 9.9%7 9.90 PEMTRO
Jl am m 2 N1 9.9 MmN PENTRO
9.0 19.90 8.1 9.7 186.21 PENTRO
1.0 189.m an 9.0) 19.2% PRI INO
1L.00 Tsm s n 9. .68 1.0 PENTRO
y2 1n 02 a.in 9.6 n 22 PEMTHO
17.00 9.02 8.11 92.61 10.83 PEMTRO
11.08 10.10 w12 9.07 19,32 PENINOG
15.00 9.95% " n 9.73 .17 PENTHO
16 mwm 1 0.1 9.92 in. " DENTRO
17.00 9.00 ".11 9.67 18.10 PENTRO
19.90) 9.9/ e.n 9.75 19,19 PENIRO
19.00 9am 8. 10 9 69 mo DEM RO
20 o0 1 s n.in 9.06 1H.25 DENTRO
DESEA HAS MEDINS MUESTRALES. DESV. STD EIC. 77 § J
L
22 y,
]
Jj
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Memannsnnmammnnenn HESULTODUS DE LA SIMULACION == mms s mmmnnannnn W
UM TOTAL DE 45 VECES EL IHTENUALO DE COMF IANZA MO IHCLUYE

LA MEDIA REAL DE 1A FORIACION DE 9 978990 TEORICAIENTE ESTE MUNENO
PEGERIA SER 48

0SEA UMA DIFERENCIA DE S MEDINS MUESTROLES EN CONTRA DEL T.C.L

£L MUESTREO DE 187 UMIDADES SE MA REPETIDO 608 VECES

LA MININA MEDIA ESTINADO ES « 9.626321 LA MAXING ES = 1801006

LA MEDIA DE LAS UVY MEDIAS ESTIHADAS ES « 9.972959

LA CUAL DEBE COMPARARSE COM LA MEDIA REAL. QUE ES = 9,978998

LA DESYV. STANDAR DE LAS MEDINS MUESTRALES ES » 1181550

QUE COMPARADA CON EL ERROR STAHDAK TEORICO ES - . 1H566M2

PRES 1OME CUALQUIER TECLA PARA CONTIMUAR ¢
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HISTOGHAA DE LA BISTRIBUCION DE LAS HEDIAS
FRET. T
1A1
77 £ \
/IV
51 \
\\ .
\
. el ) N 30 Y I , T ——
9.6 2.8 9 .1 10.2 1.3
USTED DESEn GROFICOR LOS UNLORES DE SOLO UNn MUESTRN 7
\_ J

EN LA PRACTICA, TOMARIAMOR SOLO LNA MUESTRA CUYOS RESULTADOS SON:
LN MEDIN = 18.150U2 LN DESV. STINNPAR = 1.367746
EL ERROR STAMDAR ES = . 1898195

FRESIONE CUALQUIER TECLA Praltn CONTINUOR 1
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