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Resumen

Mirar profesionalmente es una de las competencias que un maestro debe desarrollar. Las investiga-
ciones en formacion de maestros han mostrado que esta competencia puede empezar a desarrollarse
en los programas de formacion inicial. En este estudio, analizamos las respuestas de 31 estudiantes
para maestro a dos tareas en las que debian interpretar el pensamiento fraccionario de los estudiantes
de primaria usando una trayectoria de aprendizaje sobre fracciones. Nuestros resultados indican que
la trayectoria de aprendizaje de las fracciones doto a los estudiantes para maestro de un discurso
matemdatico profesional para interpretar el pensamiento de los estudiantes de primaria ayudandoles
a focalizar su atencion en los detalles de las respuestas de los estudiantes.

Palabras clave: mirar profesionalmente, pensamiento fraccionario, formacion de maestros, trayec-
toria de aprendizaje.

Abstract

Noticing has been identified as one of the key skills that a teacher must develop. Research on teacher
education has shown that noticing could be developed in teacher education programs. In this study,
we analyse answers of 31 pre-service primary school teachers to two tasks in which they had to inter-
pret primary school students’ fractional thinking using a learning trajectory of fractions. Our results
show that the learning trajectory provided pre-service teachers with a professional mathematical dis-
course to interpret students’ mathematical thinking and helped them focus their attention on the details
of students’ answers.

Keywords: professional noticing, fractional thinking, teacher education, learning trajectory

INTRODUCCION Y MARCO TEORICO

Las situaciones de ensefianza-aprendizaje de las matematicas obligan a los maestros a distinguir y elegir
entre aquellas que pueden tener un mayor potencial para desarrollar el aprendizaje de sus estudiantes.
En este contexto, la competencia mirar profesionalmente es relevante para el maestro (Mason, 2002;
van Es y Sherin, 2002). Para Mason (2011) “mirar profesionalmente implica un cambio o un movi-
miento en la atencion” (p. 45) identificando distintas maneras de prestar atencion: 1) holding holes im-
plica atender a algo pero sin discernir detalles, i) discernir detalles (discerning details) implica atender
a los detalles descomponiéndolos, subdividiéndolos para establecer distinciones, ii1) reconocer relacio-
nes (recognizing relationships) implica establecer relaciones entre los distintos detalles discernidos an-
teriormente, 1v) percibir propiedades (perceiving properties) consiste en ser consciente de las relaciones
particulares entre diferentes situaciones como ejemplos de propiedades y, v) razonar en funcion de las
propiedades (reasoning on the basis of agreed properties) implica utilizar las propiedades justificadas
anteriormente para convencerse a uno mismo y a los demas (Mason 2011, p.47). Jacobs, Lamb y Philipp
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(2010) se han centrado en un aspecto particular de esta competencia: mirar profesionalmente el pensa-
miento matematico de los estudiantes. Estos autores han conceptualizado esta competencia a través de
tres destrezas interrelacionadas: identificar detalles matematicos importantes en las respuestas de los
estudiantes (discernir detalles), interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes teniendo en
cuenta los detalles matematicos identificados previamente (establecer relaciones), y decidir como con-
tinuar teniendo en cuenta el pensamiento matematico de los estudiantes (percibir propiedades).

En las ultimas décadas se ha desarrollado una extensa agenda de investigacion internacional con el
objetivo de identificar diferentes contextos favorables para el desarrollo de la competencia mirar pro-
fesionalmente el pensamiento matematico de los estudiantes (Stahnke, Schueler y Roesken-Winter,
2016). Estos estudios han mostrado que esta competencia puede ser desarrollada por los estudiantes
para maestro en los programas iniciales de formacidn, aunque esta no es una tarea sencilla sin unas
referencias que guien qué y como mirar (Levin, Hammer y Coffey, 2009; Sanchez-Matamoros, Fer-
nandez y Llinares, 2015; Schack et al., 2013; Tyminsky, Land, Drake, Zambak y Simpson, 2014; Wil-
son, Sztajn, Edgington, y Confrey, 2014). En este sentido, investigaciones recientes han mostrado que
las trayectorias de aprendizaje de los conceptos matematicos son un instrumento capaz de ayudar a
los maestros a focalizar la atencion sobre aspectos relevantes en las respuestas de los estudiantes e in-
terpretar su pensamiento matematico (Edgington, Wilson, Sztajn, y Webb, 2016; Sztajn, Confrey, Wil-
son y Edgington, 2012; Wilson, Mojica y Confrey, 2013).

Nuestro estudio se centra en esta linea de investigacion y trata de analizar cambios en la manera en la
que los estudiantes para maestro interpretan el pensamiento matematico de los estudiantes en un mo-
dulo de formacion disefiado para desarrollar la competencia mirar profesionalmente el pensamiento
fraccionario de los estudiantes, usando una trayectoria de aprendizaje sobre fracciones. Nuestra hipo-
tesis de trabajo es que la trayectoria de aprendizaje sobre fracciones puede actuar como marco tedrico
de referencia para ayudar a los estudiantes para maestro a reconocer lo que es relevante de las res-
puestas de los estudiantes.

Una trayectoria de aprendizaje sobre las fracciones

Simon (1995) conceptualizd una trayectoria de aprendizaje como un camino hipotético por el que los
estudiantes podrian avanzar en su aprendizaje que estd formada por tres elementos: un objetivo de
aprendizaje, la descripcion de un proceso de aprendizaje y actividades de ensefianza. En este estudio
hemos elaborado una trayectoria de aprendizaje considerando, y adaptando al contexto espafiol, las
investigaciones sobre como se desarrolla el pensamiento de los estudiantes de Educacion Primaria en
el dominio de las fracciones (Battista, 2012; Steffe, 2004; Steffe y Olive, 2010).

En la trayectoria disefiada, el objetivo de aprendizaje proviene del curriculum de educacion primaria: dar
sentido a la idea de fraccion y su interpretacion como parte-todo y comprender el significado de las ope-
raciones de fracciones. Por lo que respecta al proceso de aprendizaje de los estudiantes de educacion pri-
maria sobre las fracciones, hemos considerado seis niveles de comprension. Presentamos las principales
caracteristicas de los cuatro primeros niveles, que son las implicadas en las dos tareas de esta comunicacion,
atendiendo a la comprension de los elementos matematicos que los caracterizan: 1) nivel 1, no reconocen
que las partes en las que se divide el todo deben ser congruentes, ii) nivel 2, reconocen que las partes pue-
den ser diferentes en forma pero congruentes en relacion al todo en contexto continuo (identifican y re-
presentan fracciones en contexto continuo), iii) nivel 3, identifican y representan fracciones en contexto
discreto, reconocen que una parte puede estar dividida en otras partes y consideran una parte (no necesa-
riamente la fraccion unitaria) como unidad iterativa iv) nivel 4, resuelven las operaciones con fracciones
y problemas aritméticos sencillos con ayuda de una guia (Ivars, Fernandez y Llinares, 2016).

Ademas, se incluyen actividades de identificacion, comparacion y representacion de fracciones y operaciones
con fracciones como actividades de aprendizaje para apoyar la transicion de los estudiantes de educacion
primaria a través de los niveles del proceso de aprendizaje establecidos en la trayectoria de aprendizaje.
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METODO

Participantes e instrumento

En este estudio participaron 31 estudiantes para maestro (EPM) de tercer curso del grado de Maestro
en Educacion Primaria que se encontraban cursando una asignatura relativa a la ensefianza y aprendi-
zaje de las matematicas en educacion primaria. Uno de los objetivos de esta asignatura es desarrollar
la competencia mirar profesionalmente. Las tareas de este estudio estaban incluidas en el modulo de
ensenanza-aprendizaje de las fracciones. Estos EPM habian cursado previamente dos asignaturas de
contenido matematico, una sobre sentido numeérico y otra sobre sentido geométrico.

El modulo de fracciones constaba de 7 sesiones. En la primera sesion se presentaron los elementos
matematicos implicados en las actividades de fracciones a través de la resolucion de actividades de
educacion primaria (identificacion de fracciones, representacion de fracciones, comparacion, opera-
ciones con fracciones...). En la sesion 2, se analizaron resoluciones de estudiantes de primaria (video)
a este tipo de actividades con el fin de identificar qué elementos matematicos estaban implicados en
sus respuestas. En la sesion 3 se les presentd la trayectoria de aprendizaje (objetivo, niveles de com-
prension y actividades para el desarrollo de la comprension). En las sesiones 4, 5y 6 los EPM resol-
vieron 3 tareas donde tenian que analizar respuestas de estudiantes con distinto nivel de comprension
usando la trayectoria de aprendizaje (una de identificacion de fracciones, otra de comparacion de frac-
ciones y la tltima de operaciones con fracciones). En la sesion de evaluacion (sesion 7), los EPM re-
solvieron una tarea similar a la de las sesiones 4, 5y 6.

Los datos de este estudio son las respuestas de los EPM a la tarea de la sesion 4 (tarea de identificacion
de fracciones — Tarea )y a la tarea de la sesion de evaluacion (Zarea 2). Ambas tareas seguian una es-
tructura similar, se presentaban diferentes respuestas de estudiantes de primaria a una actividad que evi-
denciaban caracteristicas de los distintos niveles de comprension sobre fracciones de la trayectoria de
aprendizaje y, a continuacion, los estudiantes para maestro debian responder a las siguientes preguntas:

* Describe la tarea en funcion del objetivo de aprendizaje: ;cudles son los elementos matematicos
que el resolutor debe usar para resolverla?

* Describe como ha resuelto cada pareja de estudiantes la tarea identificando cémo han utilizado
los elementos matematicos implicados y las dificultades que han tenido con ellos.

* (En qué nivel de la Trayectoria de Aprendizaje situarias a cada pareja? Justifica tu respuesta.

* Define un objetivo de aprendizaje y propon una actividad (o modifica la propuesta) para ayudar
a los alumnos a progresar en la comprension de las fracciones segtn la Trayectoria de Apren-
dizaje prevista.

En la tarea 1 (la Figura 1 recoge parte de esta tarea), los elementos matematicos involucrados son: las
partes de un todo han de ser congruentes (elemento 1) y una parte puede estar dividida en otras
partes/considerar un grupo de partes como una parte (elemento 2). Las respuestas de los estudiantes
de educacion primaria reflejaban diferentes caracteristicas de los niveles de la trayectoria de aprendi-
zaje (Ivars et al., 2016): Xaviy Victor (pareja 1) no tienen en cuenta que las partes del todo deben ser
congruentes al decir que las figuras A, B, C y D representan 7 (nivel 1). Joan y Tere (pareja 2) iden-
tifican que las partes deben ser congruentes en contextos continuos, pero no reconocen que una parte
puede ser dividida en otras partes. Esta Glltima caracteristica se evidencia cuando dicen que la Figura
E no representa 3/4 porque esta dividida en 24 partes iguales y hay 18 sombreadas (nivel 2). Final-
mente, Alvaro y Félix (pareja 3) consideran que las partes deben ser congruentes y que una parte
puede estar dividida en otras partes (escogen las Figuras B, D, E y F como representaciones de ¥4)
(nivel 3). Para resolver esta primera tarea (sesion 4) los estudiantes para maestro disponian de un do-
cumento teorico en el que se reflejaban las caracteristicas de la trayectoria de aprendizaje.
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Figura 1. Actividad de identificacion de fracciones (Battista, 2012)

La tarea 2 consistia en las respuestas de tres estudiantes de educacion primaria a dos actividades con
fracciones, la primera de ellas era una actividad de identificacion de fracciones y la segunda una ac-
tividad de reconstruccion de la unidad en la que, ademas de los elementos matematicos 1 y 2 implicitos
en la tarea 1, estd implicado el elemento matematico 3, considerar una parte como unidad iterativa
que les permite construir otras fracciones (Figura 2).

Estudiante 1 Estudiante 2 Estudiante 3

A) y B) no tienen las partes

.Oué ?
¢Qué figuras representan 3/8 Las figuras que F) representa 3/8. A) y B) no son
A) B) ©) D) 3/8 3/8 I congruentes y no son 3/8. C), D), E) y
o XN H representan 3/8 son /8 porque las partes no son F) representan 3/8
@ *e0 HH A), B) y F) porque hay | congruentes. C) son 3 puntos P ’
O:O:C%.g%) % tres partes de 8 pintados y E) son 6 puntos
pintadas pintados. D) son 6/16
) )
= Si nos muestran 5/3 primero divido la
Esta figura representa 5/3 de Divido io que me ion dado en 3 figura en cinco partes que |
Esto son 3 partes partes congruentes y luego cojo ‘

la unidad. Representa la ; representan los cinco tercios.
unidad I cinco partes como esas. Después sombreo 3 partes que

representan 3/3, es decir la unidad.

Figura 2. Tarea 2: identificacion de fracciones y reconstruccion de la unidad

Enrelacion a las respuestas de los estudiantes, el estudiante 1 muestra caracteristicas del Nivel 1 de la tra-
yectoria de aprendizaje ya que, en la primera actividad identifica A y B como 3/8 mostrando que no tiene
en cuenta que las partes en que se divide el todo han de ser congruentes en contexto continuo, ni tampoco
en discreto (no considera la figura C como 3/8). Al no considerar D y E como 3/8 indica que no que no
usa la idea de que una parte puede estar dividida en otras partes / considerar un grupo de partes como una
parte. Ademas, en la segunda actividad no tiene en cuenta la congruencia de las partes (no divide la figura
en partes congruentes) y tampoco identifica ni utiliza la fraccion unitaria como unidad iterativa.

El estudiante 2 muestra caracteristicas del nivel 2 de la trayectoria de aprendizaje porque, en la primera ac-
tividad, usa adecuadamente la idea de que las partes deben ser congruentes en contextos continuos (reconoce
que en A'y B las partes no son congruentes, pero si lo son en F), pero no en discretos (no considera C como
3/8). Como no sefiala las figuras D y E como 3/8 entendemos que no considera la idea de que una parte
puede estar dividida en otras partes / considerar un grupo de partes como una parte. En la segunda actividad
no reconoce el rectangulo como la representacion de 5/3 por lo que evidencia la no comprension de 5/3
como 5 veces 1/3, no siendo capaz por tanto de reconstruir la unidad. Finalmente, la respuesta del estudiante
3 muestra caracteristicas del Nivel 3 de la trayectoria de aprendizaje porque, en la primera actividad, utiliza
la idea de que las partes deben ser congruentes, en contextos continuos (no considera como representacion
de 3/8 las figuras A y B y si la figura F) y en discretos (considera C como 3/8). También considera que una
parte puede estar dividida en otras partes / considerar un grupo de partes como una parte, ya que elige las
representaciones D, y E, como 3/8. Ademas, en la segunda actividad considera la representacion de 5/3
como 5 veces 1/3, por lo que divide la figura en 5 partes congruentes utilizando la idea de que las partes
deben ser congruentes para encontrar la fraccion unitaria (1/3) para después utilizarla como unidad iterativa
para representar 5/3 (iterando 5 veces 1/3) lo que le permite reconstruir la unidad (3 veces 1/3).
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Datos y analisis

Las respuestas de los EPM a las dos tareas fueron analizadas por tres investigadores individualmente
considerando como 1) usaron los elementos matematicos del concepto de fraccion para describir las
respuestas de los estudiantes de primaria (discernir detalles), ii) interpretaron la comprension de los
estudiantes de primaria usando los elementos matematicos identificados (establecer relaciones entre
los elementos identificados en las respuestas de los estudiantes y el nivel de comprension propuesto
en la trayectoria de aprendizaje) y iii) proponian actividades para que el estudiante progresara en su
comprension. Posteriormente se compararon los analisis individuales discutiéndose las diferencias y
similitudes hasta que se consensu6 un acuerdo. En esta comunicacion solo nos centramos en los cam-
bios en relacion a la destreza interpretar entre la tarea 1 y la 2, por lo que se muestran tnicamente las
categorias obtenidas en este andlisis (Tabla 1).

Tabla 1. Categorias obtenidas tras el analisis sobre como los EPM interpretaban la comprension

Categorias
(interpretar Subcategorias Descripcion
comprension)

No relacionan los elementos matematicos de las respuestas
de los estudiantes con los niveles de comprension
Relacionan el elemento matematico 1 con el nivel de
comprension del estudiante aportando evidencias de las

respuestas de los estudiantes para justificar su interpretacion
Relacionan los elementos matematicos 1 y 2 con el nivel de

comprension del estudiante, aportando evidencias de las

respuestas de los estudiantes para justificar su interpretacion
Relacionan los elementos matematicos 1 y 2 con el nivel de

comprension de los estudiantes, aportando evidencias de las

respuestas de los estudiantes, pero afiaden informacion.
Relacionan los elementos matematicos 1 y 2 con el nivel de

comprension de los estudiantes sin aportar evidencias de las

respuestas de los estudiantes para justificar su interpretacion
Relacionan los elementos matematicos 1, 2 y 3 con el nivel de

comprension de los estudiantes aportando evidencias de las
respuestas de los estudiantes para justificar su interpretacion.

No relacionan

Elemento matematico 1
(E1) Con evidencias

Elementos matematicos 1y 2
(Ely2) Con evidencias

Establecen Elementos matematicos 1y 2
relaciones (Ely2) Ariadiendo informacion

Elementos matematicos 1 y 2
(Ely2) Sin evidencias

Elementos matematicos 1,2y 3
(E1, 2y 3) Con evidencias

RESULTADOS

El anélisis realizado a la tarea 1 y la tarea 2 nos permitié establecer comparaciones entre las respuestas
de los EPM a cada una de ellas e identificar cambios en la manera en que los estudiantes para maestro
reconocian evidencias de la comprension de los estudiantes de primaria usando como referencia tedrica
la trayectoria de aprendizaje sobre las fracciones (Tabla 2).

Enlatarea 1, 30 de los 31 EPM fueron capaces de relacionar los elementos las partes de un todo deben
ser congruentes (elemento 1) y una parte puede estar dividida en otras partes/considerar un grupo de
partes como una parte (elemento 2) identificados en las respuestas de los estudiantes con los niveles de
comprension propuestos en la trayectoria de aprendizaje. Sin embargo, el andlisis realizado reveld que
no todos los EPM que establecieron relaciones en la tarea 1 lo hicieron del mismo modo. Los resultados
senalan diferencias en el discurso escrito por los EPM que nos permiten identificar tres subcategorias:
ocho EPM generaron un discurso matematico menos detallado en el que no se incluian evidencias de
las respuestas de los estudiantes como justificacion de su interpretacion (Sin evidencias), dos EPM ge-
neraron un discurso matematico mas elaborado en el que se incluian evidencias de las respuestas de
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Tabla 2. Numero de EPM en cada categoria identificada en relacion a como interpretaban
el pensamiento fraccionario de los estudiantes en las tareas 1y 2

TAREA 2 No Estab'lecen Estab'lecen Estabilecen Total
relacionan  relaciones relaciones relaciones Tarca 1
(ED) (Ely2) (E1,2y3)
TAREA 1 Con evidencias Con evidencias Con evidencias
No relacionan 1 1
Establecen Anaden 2 2
relaciones Sin evidencias 3 5 8
(Ely2) Con evidencias 2 1 7 10 20
Total Tarea 2 2 1 11 17

los estudiantes para justificar su interpretacion, pero también afiadieron informacion que no se podia
inferir desde las respuestas de los estudiantes y, finalmente, 20 EPM generaron un discurso matematico
mas elaborado aportando evidencias desde las respuestas de los estudiantes (Con evidencias).

Sin embargo, los resultados de la tarea 2 muestran que 29 de los 31 EPM fueron capaces de establecer
relaciones y ademas lo hicieron utilizando un discurso matematico elaborado en el que aportaban evi-
dencias de las respuestas de los estudiantes de educacion primaria para justificar sus interpretaciones
(Con evidencias). Mostramos como ejemplo extractos de las respuestas del EO3 en los que se observa
cdmo cambid el discurso entre la tarea 1 y la tarea 2.

En la tarea 1 la estudiante para maestro E03 describi6 el pensamiento fraccionario de los estudiantes
estableciendo relaciones entre los elementos matematicos 1 y 2 (las partes de una fraccion deben ser
congruentes y una parte puede estar dividida en otras partes) y los diferentes niveles de la trayectoria
de aprendizaje, pero no aportd evidencias de las respuestas de los estudiantes, sino que simplemente
elabor6 un listado de caracteristicas:

Victor y Xavi: No tienen en cuenta la congruencia de las partes. Desconocen el contexto discreto. Co-
nocen el contexto continuo. Se encuentran en el nivel 1.

Joan y Tere: Tienen en cuenta la congruencia de las partes. Desconocen el contexto discontinuo. Se en-
cuentran en el nivel 2.

Félix y Alvaro: Tienen en cuenta la congruencia de las partes. Conocen el contexto discreto. Consideran
un grupo de partes como una parte. Se encuentran en el nivel 3.

Aunque esta EPM establecio relaciones entre los diferentes elementos matematicos y los distintos ni-
veles de la trayectoria de aprendizaje, no proporciond detalles especificos de las respuestas de los es-
tudiantes para apoyar su interpretacion. Sin embargo, en la tarea 2, generd un discurso en el que
establecia relaciones entre los elementos matematicos y los niveles de comprension en la trayectoria
de aprendizaje incluyendo evidencias desde las respuestas de los estudiantes (énfasis anadido):

Estudiante 1: En el problema 1 no tiene en cuenta que todas las partes han de ser congruentes porque escoge
las figuras A y B. Solo reconoce el contexto continuo porque no escoge ni la opcion C ni E. No reconoce
que una parte puede estar dividida en otras partes ya que, no escoge ni al D ni la E. Por lo tanto, no com-
prende la idea de equivalencia 6/18 = 3/8. En el problema 2 no tiene en cuenta que las partes han de ser
congruentes. No reconoce la unidad porque divide el rectangulo en 3 partes en vez de dividirlo en 5 partes
y coger 3. El estudiante 1 estaria en el nivel 1 pues no sabe que todas las partes han de ser congruentes.

Estudiante 2: En el problema 1 tiene en cuenta que las partes han de ser congruentes porque descarta
las figuras A y B. Desconoce el contexto discreto ya que no sabe interpretar la figura C ni E. No ve que
una parte puede estar dividida en otras partes y que 6/16 es equivalente a 3/8 (idea de equivalencia).
En el problema 2 tiene en cuenta la congruencia de las partes. No reconoce la unidad puesto que ha
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sombreado 5/3 en vez de 3/3. No tienen en cuenta que el todo no varia y por eso ha dibujado dos rec-
tangulos de 3/3 cada uno. El estudiante 2 estaria en el nivel 2. Solo conoce el contexto continuo y sabe
que las partes han de ser congruentes.

Estudiante 3:En el problema tiene en cuenta que las partes deben ser congruentes y descarta las figuras
A'y B. Conoce ambos contextos continuo y discreto. Comprende que una parte puede estar dividida en
otras partes v a que ve 6/16 como 3/8 en las figuras D v E (idea de equivalencia comprendida). En el
problema 2, tiene en cuenta la congruencia de las partes. Reconoce la unidad porque sombrea 3/3. Co-
noce que el todo no varia y por eso divide el todo dado en 5 partes y luego coge la unidad (3/3). El es-
tudiante 3 estaria en el nivel 3. Sabe que las partes han de ser congruentes, sabe trabajar en ambos
contextos, conoce la idea de equivalencia, sabe trabajar con diferentes fracciones como unidad iterativa
y reconoce que el todo no varia.

El cambio en el discurso entre la tarea 1 y 2 parece sugerir que las tareas propuestas en el médulo en
las que los EPM tenian que usar una trayectoria de aprendizaje para interpretar el pensamiento mate-
matico de estudiantes de primaria les ayudo a estructurar su mirada y les dot6 de un lenguaje profe-
sional con el que interpretar el pensamiento fraccionario de los estudiantes.

Por otra parte, no todos los EPM, que en la tarea 1, fueron capaces de interpretar el pensamiento ma-
tematico de los estudiantes estableciendo relaciones entre los dos elementos matematicos involucrados
y los niveles de comprension, fueron capaces de hacerlo en la tarea 2 (Tabla 2). De los 29 EPM que
establecieron relaciones en la tarea 2, solo 17 lo hicieron con los tres elementos matematicos impli-
cados en la tarea. Los otros EPM relacionaron tinicamente el elemento 1 y el elemento 2 con los niveles
de la trayectoria de aprendizaje. Mostramos, a modo de ejemplo un extracto de las respuestas de un
EPM que en la tarea 1 establecid relaciones entre los dos elementos matematicos implicados en las
respuestas de los estudiantes y los niveles de comprension caracterizados en la trayectoria de apren-
dizaje. Sin embargo, este mismo EPM en la tarea 2 inicamente establecié relaciones con estos mismos
elementos (elementos 1 y 2) pero no fue capaz de considerar el elemento 3 implicado en la tarea de
reconstruir el todo cuando se da la representacion de una fraccion impropia. En el siguiente extracto
se observa como el EPM interpretd la comprension del estudiante 1 en la tarea 2 estableciendo rela-
ciones con los elementos matematicos 1y 2.

El estudiante 1: En el problema 1 no reconoce que las partes deben ser congruentes ya que dice que las figura
A'y B son 3/8 (cuando A y B no tienen partes congruentes). Ademas, no reconocen que una parte puede
estar dividida en otras partes (figuras D y E por ¢j.). Por lo que tienen dificultades en reconocer que las partes
deben ser congruentes. En el problema 2 no reconoce que las partes deben ser congruentes ya que no divide
la figura en 3 partes iguales. Muestra dificultades en reconocer que las partes deben ser congruentes.

Estudiante 1: Se encuentra en nivel 1 dado que no reconoce que las partes deben ser congruentes (por
las figuras A y B cuyas partes no son congruentes y porque en el rectangulo no ha dibujado partes con-
gruentes). Ademas, tampoco reconoce que una parte puede estar dividida en otras partes (figuras C, D
y E). Ni reconoce una parte como una unidad iterativa (iterar el 1/3 5 veces en la fraccion impropia).

Sin embargo, cuando interpret6 la comprension de los estudiantes 2 y 3, escribi6 lo siguiente:

El estudiante 2: Problema 1: reconoce que las partes deben ser congruentes porque dice que las figuras
Ay B, no tienen partes congruentes y la figura F si que las tiene. No reconocen que una parte puede
estar dividida en otras partes (no ven la figura C como 3/8, no ven la figura D (6/18) como 3/8 o tampoco
ven la figura E (6/16) como 3/8. En el problema 2: reconoce que las partes deben ser congruentes. Ade-
mas, reconoce una parte como una unidad iterativa, por ello, sabe representar la fraccion impropia.

Estudiante 2, esta en el nivel 2 ya que reconoce que las partes deben ser congruente (dice que las figuras
Ay B no lo son) y también divide el rectangulo [todo] en partes iguales [en el problema 2]. Sigue sin
reconocer que una parte puede estar dividida en otras partes (no reconoce las figuras C, D y E). En
cambio, representa bien 5/3 de la figura.
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Estudiante 3: Problema 1: Reconoce que las partes deber ser congruentes. Figuras A y B las partes no son
congruentes y en la figura F las partes si lo son. Reconoce que una parte puede estar dividida en otras
partes/considerar un grupo de partes como una parte porque reconoce las figuras C, D y E como 3/8. Pro-
blema 2: reconoce que las partes deben ser congruentes ya que divide en partes iguales el rectangulo. Muestra
dificultades con la fraccion unitaria, por ello no sabe representar la fraccién impropia 5/3 y representa 3/5.

Estudiante 3: esta en el nivel 3 ya que considera que una parte puede estar dividida en otras partes, figuras
C, Dy E y que las partes deben ser congruentes (figura F). Sin embargo hace mal la fraccion propia.

El EPM interpreta que el estudiante 2, “reconoce una parte como una unidad iterativa, por ello, sabe
representar la fraccion impropia” y que el estudiante 3 “muestra dificultades con la fraccion unitaria,
por ello no sabe representar la fraccion impropia 5/3 y representa 3/5”, lo que indica que el EPM toma
la parte (5/3) por el todo (3/3) evidenciando dificultades con la reconstruccion de la unidad desde una
parte a un todo donde la parte es > 1.

Este tipo de respuestas subrayan las dificultades que deben afrontar los EPM a la hora de considerar
el elemento matematico 3 (considerar una parte como una unidad iterativa, de manera que permita
construir otras fracciones), como un paso necesario para reconstruir el todo cuando se les proporciona
una fraccion impropia. Estos EPM establecieron relaciones en las dos tareas entre los elementos ma-
tematicos 1y 2 y los niveles de comprension descritos en la trayectoria de aprendizaje, sin embargo,
tuvieron dificultades para interpretar las respuestas de los estudiantes de primaria en las tareas que
implicaban el elemento considerar una parte como una unidad iterativa (tareas de reconstruir la unidad).

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El objetivo de este estudio es analizar cambios en la manera en la que los estudiantes para maestro in-
terpretan el pensamiento matematico de los estudiantes utilizando una trayectoria de aprendizaje sobre
las fracciones en un modulo disefiado para desarrollar la competencia docente “mirar profesional-
mente” el pensamiento fraccionario en estudiantes de primaria.

Los resultados de esta investigacion muestran cambios en el discurso elaborado por los EPM entre la
tarea 1 y la tarea 2 tras la participacion en el moédulo disefiado. En primer lugar, la trayectoria de apren-
dizaje les ayudo a estructurar su mirada y les dotod de un lenguaje profesional. En segundo lugar, al-
gunos de estos cambios estuvieron vinculados a los elementos matematicos que intervenian en la tarea,
mostrando la relacion entre el conocimiento matematico de los estudiantes para maestro y el desarrollo
de la destreza de interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes. Estas dos ideas las elabo-
ramos a continuacion.

Respecto a la primera idea, en la tarea 1, 20 EPM desarrollaron un discurso estableciendo relaciones
entre los elementos matematicos 1y 2 (las partes de un todo deben ser congruentes, elemento 1, y una
parte puede estar dividida en otras partes/considerar un grupo de partes como una parte, elemento 2)
que intervenian en la tarea de identificar fracciones y los niveles de comprension de los estudiantes ca-
racterizados en la trayectoria de aprendizaje, aportando evidencias desde las respuestas de los estudian-
tes. Sin embargo, en la tarea 2, fueron 29 EPM los que establecieron estas relaciones incluyendo también
evidencias de las respuestas de los estudiantes. Este cambio en el discurso sugiere que la trayectoria de
aprendizaje utilizada como marco de referencia para interpretar el pensamiento de los estudiantes les
permitio6 focalizar su atencion (Mason, 2002) centrandose en los detalles de las respuestas de los estu-
diantes. Ademas, pone de manifiesto que la trayectoria de aprendizaje dotd a los EPM de elementos
para generar un discurso matematico especifico para interpretar el pensamiento de los estudiantes
(Wickstrom, Baek, Barrett, Cullen y Tobias, 2012). Los resultados indican que la trayectoria de apren-
dizaje sobre fracciones, utilizada como marco de referencia para interpretar el pensamiento fraccionario
de los estudiantes, es una buena herramienta para el desarrollo de la competencia mirar profesional-
mente, ya que permitio a los EPM estructurar su mirada y les dot6 de un lenguaje profesional con el
que interpretar el pensamiento fraccionario de los estudiantes de primaria.
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En relacion a la segunda idea, el hecho de que en la tarea 2 s6lo 17 EPM de los 31 fueran capaces de
establecer relaciones entre el elemento matematico 3 y los niveles de la trayectoria de aprendizaje en
la actividad de reconstruir el todo, pone de manifiesto el vinculo entre el conocimiento de matematicas
de los EPM y su capacidad de interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes de educacion
primaria. Las evidencias aportadas sugieren que estos EPM tuvieron dificultades para resolver la ac-
tividad de reconstruccion de la unidad mostrando, por tanto, la falta de conocimiento matematico es-
pecifico necesario. Este hecho implica, que disponer del conocimiento matematico especifico necesario
para resolver la actividad sobre fracciones, resulta un factor determinante para que los EPM reconozcan
evidencias de la comprension de los estudiantes estableciendo relaciones adecuadas entre dichas res-
puestas y su nivel de comprension (es decir, desarrollen la destreza de interpretar el pensamiento ma-
tematico de los estudiantes).

Aunque hemos mostrado como el uso de una trayectoria de aprendizaje ayudé a los EPM a generar
un discurso sobre el pensamiento fraccionario de los estudiantes, apoyando el desarrollo de la com-
petencia mirar profesionalmente, investigaciones previas han identificado la destreza proponer deci-
siones de accion, como la mas dificil de desarrollar por los EPM (Choy, 2016; Fernandez, Llinares y
Valls, 2012; Ivars y Fernandez, 2016). Por tanto, y en relacion a futuras investigaciones, seria intere-
sante comprobar la influencia del aprendizaje de una trayectoria de aprendizaje en la toma de decisio-
nes de accion.
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