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Resumen. Una enseflanza adecuada de las matematicas requiere el conocimiento y la
competencia de los profesores para identificar la variedad de objetos y significados
involucrados en la resolucion de tareas escolares. En este articulo se describe el disefo, la
implementacion y analisis retrospectivo de un proceso formativo dirigido a futuros profesores
de matematicas, centrado en desarrollar esta llamada competencia de analisis ontosemidtico.
Para esto, se utilizan algunas herramientas tedricas y metodoldgicas del Enfoque Ontosemidtico
del conocimiento y la instrucciéon matematicos. En esta experiencia, los futuros profesores
primero resuelven tareas matematicas sobre visualizacion y razonamiento diagramatico; luego,
analizan los objetos y significados puestos en juego en la resolucion de cada tarea
implementada. Ademas, las estrategias que los estudiantes producen en sus soluciones se
discuten y comparten en entornos reales de clase. El andlisis de los datos es cualitativo y esta
orientado a la identificacion de prdcticas didacticas significativas sobre el estado inicial de los
significados personales de los estudiantes, el reconocimiento de conflictos y progresos en el
desarrollo de la competencia pretendida. Los datos se recogen de las respuestas escritas de los
estudiantes, las notas del investigador observador y las grabaciones en audio de las clases. Los
resultados revelan la complejidad involucrada en el desarrollo de esta competencia de anélisis
ontosemiotico, asi como su relevancia para lograr una ensefianza de las matematicas de alta
calidad. Finalmente, el analisis retrospectivo del disefio formativo permite al profesor y al
investigador reflexionar sobre cada uno de los factores que condicionan los procesos de
ensefianza y asi, determinar mejoras potenciales para futuras implementaciones.
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Developing the onto-semiotic analysis competence of prospective mathematics
teachers

Abstract. A suitable mathematics teaching requires the teachers’ knowledge and competence
for identifying the variety of objects and meanings involved in solving school tasks. This article
describes the design, implementation and retrospective analysis of a formative cycle directed to
prospective mathematics teachers, which is focused on developing this onto-semiotic analysis
competence. For this, some theoretical and methodological tools of the Onto-Semiotic
Approach to mathematical knowledge and instruction are used. In this experience, the
prospective teachers first solve some visualisation and diagrammatic reasoning mathematical
tasks, and then analyse the objects and meanings put at stake in the resolution of each
implemented task. In addition, the strategies that students produce in their solutions are
discussed and shared in whole-class setting. The data analysis is qualitative oriented to identify
significant didactical practices about the initial state of students’ personal meaning, recognition
of conflicts, and progress in developing the intended onto-semiotic analysis competence. For
this purpose, the students' written responses, observer researcher's notes, and audio recordings
on the class are used as a data collection instrument. The results reveal the complexity involved
in developing this onto-semiotic analysis competence, as well as its relevance to achieve high
quality mathematics teaching. Finally, the retrospective analysis of the formative design carried
out allows the teacher, and researcher reflecting on each of factors that condition the teaching
processes, and thus determining potential improvements for future implementations.

Keywords: onto-semiotic analysis; research design; pre-service teacher education;
mathematical practices; visualization.
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1. Introduccion.

Un problema importante en educacidn matematica consiste en dilucidar el tipo de
conocimiento didictico-matematico que tiene, o que deberia tener, el profesor de
matematicas para desarrollar su tarea docente de manera adecuada (English, 2008;
Mason, 2016). Tener conocimiento matematico no garantiza su desempefio
profesional, “no solo es importante saber qué matematicas conocen los profesores sino
también coémo las conocen y qué son capaces de movilizar para la ensefanza”
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(Chapman, 2014, p. 295). Sin duda, caracterizar el conocimiento did4ctico-matematico
es un tema de investigacion relevante, entre otras razones, porque hay conocimiento
limitado sobre ¢l (Silverman & Thompson, 2008, p. 499) que se viene gestando a la luz
de diversas orientaciones tedricas.

Asi, la accion del profesor involucra conocimientos, habilidades, creencia,
valores, motivacion y meta-cognicion (Schoenfeld, 2010). Al mismo tiempo, la nocidén
de competencia se ha instalado en el ambito de la educacién matematica generando un
gran impacto en el desarrollo curricular, la practica de la enseflanza y la evaluacion,
donde se habla con frecuencia de ensefiar por competencias (Nitsch et al., 2015, p.
659). Para el caso de la formacion de profesores Vazquez-Cano (2016, p. 1062) sefiala
la necesidad de intervenir desarrollando metodologias mas activas y funcionales que le
permitan al profesorado planificar, coordinar y evaluar competencias claves.
Asimismo, se considera necesario centrar la atencién en el desarrollo de competencias
de analisis y reflexion sobre la practica docente, junto con el conocimiento
especializado sobre los contenidos a ensefar (Husu, Toom, & Patrikainen, 2008;
Pochulu, Font, & Rodriguez, 2016).

Diversos autores desarrollan herramientas y estrategias para promover el
analisis y reflexion del profesor sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas; brindan herramientas que permiten al profesor ser competente para
describir, explicar y valorar, de manera sistematica, su propia practica, (Llinares &
Krainer, 2006; Pino-Fan, Assis, & Castro, 2015). En estos trabajos se reconoce que el
profesor debe tener conocimientos matematicos y didacticos, pero también debe ser
competente en el uso de esos conocimientos.

En este articulo se describe una experiencia con futuros profesores de
matematicas centrada en el desarrollo de la competencia de andlisis ontosemidtico,
esto es, el conocimiento y capacidad para identificar y describir los objetos y procesos
implicados en tareas matematicas escolares. Siguiendo a Font (2011, p. 18) se toma
como indicador de competencia “una accion eficaz realizada en un determinado
contexto con una determinada finalidad”.

La seccion 2 describe el problema y marco teérico. La seccion 3 presenta el
disefio formativo junto con el andlisis a priori de una de las tareas implementadas. En
la seccion 4 se discuten los resultados. En la seccion 5 se valora el proceso didactico,
es decir, se realiza un andlisis retrospectivo del mismo. Finalmente, se reflexiona sobre
la importancia educativa de esta investigacion.

2. Marco tedrico y problema de investigacion.

En esta investigacion se aplican al campo de la formaciéon de profesores de
matematicas de educacion secundaria, algunas de las herramientas tedricas propuestas
por el Enfoque Ontosemiotico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos.
El EOS es un sistema teodrico inclusivo para la educaciéon matematica desarrollado por
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Godino y colaboradores (Godino, Batanero, & Font, 2007; Godino, Giacomone,
Batanero, & Font, 2017; Pino-Fan, Assis, & Castro, 2015). La vision antropologica
(Wittgenstein, 1953), pragmatista y semiotica (Peirce, 1958) sobre el conocimiento
didactico-matematico asumida por el EOS se ha concretado en una manera de concebir
y analizar la actividad matematica con claras consecuencias para la educacion
matematica. Se asume que las matematicas provienen de la actividad humana orientada
a la resolucion de determinado tipo de problemas, los cuales constituyen la razon de ser
y el significado de los objetos emergentes de la misma. En consecuencia las nociones
de practica matematica y sistema de practicas constituyen el punto de partida para el
analisis de la actividad matematica (Font, Godino, & Gallardo, 2013).

En las practicas matematicas, o sistema de practicas matematicas, (acciones
realizadas por un sujeto para resolver un problema), participan y emergen distintos
tipos de objetos primarios matematicos, los cuales segiin su naturaleza y funcidon son
clasificados en las siguientes categorias:

— lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos
registros (escrito, oral, gestual, etc.);

— situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios);

— conceptos-definicion, introducidos mediante definiciones o descripciones

(recta, punto, nimero, media, funcion);

— proposiciones (enunciados sobre conceptos);

— procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo).

— argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y
procedimientos deductivos o de otro tipo).

Todos los objetos estan interconectados entre si mediante funciones semidticas
referenciales y operacionales, formando configuraciones ontosemioticas de prdcticas,
objetos y procesos (Figura 1).

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
Comdpicacion

Tipg

Contexto
institucional

Figura 1. Configuracion ontosemiotica (Font et al., 2013, p. 117)
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Se trata de una modelizacion del conocimiento matematico que permite
describir y comprender los procesos de construccion del conocimiento basado en la
resolucion de problemas. Aplicada al caso del aprendizaje matematico escolar, permite
analizar y comprender el proceso de resolucion de las tareas seleccionadas (analisis
epistémico a priori) y prever conflictos potenciales de aprendizaje. Asimismo, permite
desvelar algunas posiciones ingenuas sobre el papel de las representaciones materiales
(visualizaciones, diagramas, manipulativos) en el aprendizaje matematico al facilitar el
reconocimiento de las relaciones dialécticas entre los diversos tipos de
representaciones y los objetos no ostensivos necesariamente involucrados.

En las fases de implementacién y evaluaciéon de aprendizajes, el analisis
ontosemiodtico de las respuestas dadas por los estudiantes (andlisis cognitivo a
posteriori) proporciona informacion para gestionar los procesos de explicacion e
institucionalizaciéon y valorar los conocimientos logrados respecto de los
conocimientos pretendidos.

En investigaciones previas (Batanero, Contreras, Diaz, & Sanchez, 2015; Font
& Ramos, 2005; Pino-Fan, Godino, & Font, 2016) se ha iniciado el estudio de las
posibilidades y retos ofrecidos por la aplicacion de las herramientas del EOS al campo
de la formaciéon de profesores de matematicas. Se asume que los profesores de
matematicas deben desarrollar la competencia especifica de analisis e intervencion
didactica, entendida como la capacidad de abordar los problemas propios de su
profesion. Esto implica que el profesor debe conocer y saber usar las herramientas
conceptuales y metodologicas pertinentes que le ayuden a planificar, describir,
comprender y valorar los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. La
mencionada competencia de andlisis didactico se puede descomponer en otras sub-
competencias, las cuales se pueden identificar ligadas al uso de herramientas
especificas que hacen posible el abordaje de los problemas didécticos. Asi, en el marco
del EOS, el uso de la herramienta configuracion ontosemiotica implica el desarrollo de
la sub-competencia de andlisis ontosemiodtico, mediante la cual el profesor esta
capacitado para describir y explicar las practicas matematicas de los estudiantes al
resolver problemas y estudiar los contenidos matematicos pretendidos. Este proceso
analitico-reflexivo se puede interpretar como una actividad metacognitiva, ya que se
realiza sobre los conocimientos puestos en juego en las practicas matematicas, o sea, se
trata de una reflexidon sobre la cognicién, una meta-cogniciéon (D’Amore, Font, &
Godino, 2007).

Esta visién ontosemidtica del conocimiento matematico plantea la siguiente
cuestion con relacion a la formacion de profesores: ;Como desarrollar la competencia
de andlisis ontosemiotico de la actividad matematica en los profesores? En las
secciones siguientes se describe una intervencion formativa, como primer paso para
responder a dicha pregunta.

3. Método: Disefio formativo.
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3.1. Contexto.

La intervencién formativa se ha desarrollado en el marco de un master de
formacion de profesores de matematicas de educacion secundaria. Los estudiantes son
futuros profesores, sin experiencia en docencia; mas de la mitad de ellos son
licenciados en matemadtica y el resto ingenieros o arquitectos.

La experiencia se aplicé en un ambiente real de clase, con un enfoque propio
de las investigaciones basadas en el disefio (Kelly, Lesh, & Baek, 2008). En este
sentido, se planifican ciclos formativos que implican el disefio de tareas, su
implementacion efectiva y el andlisis retrospectivo de la experiencia. Asimismo, tras
cada implementacion, el equipo investigador estd comprometido en realizar un proceso
de reflexion iterativa que le permita re-adaptar el disefio inicial, en caso que fuese
necesario (Cobb, Jackson, & Dunlap, 2016, p. 482)

Un primer ciclo se implementd6 como prueba piloto (afio 2015) con 54
estudiantes durante 3 sesiones de dos horas cada una. Un segundo ciclo se implemento
en el afio 2016 con 52 estudiantes divididos en dos grupos, uno de 27 y otro de 25; se
utilizaron también 3 sesiones. En este trabajo usaremos la informacion recogida en el
segundo ciclo a partir de las anotaciones del observador/investigador (primer autor) y
las respuestas escritas de los estudiantes; asimismo, las clases implementadas fueron
grabadas en audio, siendo una ayuda complementaria para los investigadores al
permitirles reconstruir hechos concretos que han sido registrados previamente. De este
modo, el andlisis de los datos es cualitativo y estd orientado a la identificacion de
préacticas didacticas significativas sobre el estado inicial de los significados personales
de los estudiantes, el reconocimiento de conflictos y progresos en el desarrollo de la
competencia pretendida.

En términos de Mason (2016), este tipo de accién formativa, basada en el
disefio de tareas para la formacion profesional, es necesaria porque “permite a los
docentes el acceso a enriquecer tanto su repertorio de acciones pedagodgicas como el
discurso que utilizan para justificar esas acciones” (p. 225).

3.2. Fases de implementacion.

La primera fase implementada refiere a la exploracion inicial de significados
personales que tienen los estudiantes sobre la naturaleza de los objetos matematicos,
asi como su capacidad para el reconocimiento de dichos objetos en las précticas
matematicas. Los estudiantes trabajaron de manera individual con la tarea 1 (Anexo 1);
seguidamente se presentaron y discutieron las respuestas dadas por los estudiantes.

En la segunda fase se propuso la lectura y discusion de un documento
especifico sobre el papel de la visualizacion en educacion matematica (Godino,
Giacomone, Blanco, Wilhelmi, & Contreras, 2015), que incluia un ejemplo del tipo de
analisis que se pretende realizar. Seguidamente, se implementaron dos tareas
trabajando en equipos, seguidas de su presentacion y discusion. En la tarea 2 (Anexo 2)
se les pedia a los estudiantes justificar un procedimiento utilizado por un alumno para
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construir un cuadrado con GeoGebra. En la tarea 3 (Anexo 2) se les daba a los
estudiantes un problema sobre fracciones y una solucién aportada por un alumno
basada en una secuencia de diagramas de areas; la consigna era: analizar dicha
solucion.

En la tercera fase, los estudiantes trabajaron de manera individual a partir de la
tarea 4 basada en una demostracion del teorema de Pitdgoras y se consideré como un
instrumento de evaluacion final.

Los problemas se seleccionaron de tal manera que pusieran en juego
visualizaciones y razonamiento con diagramas con el fin de provocar la reflexion sobre
la dialéctica entre los objetos ostensivos y no ostensivos implicados en las practicas
matematicas.

3.3. Tarea 1.

En el Anexo 1 se incluyen las consignas elaboradas para indagar tanto los
significados personales de los estudiantes sobre la naturaleza de los objetos
matematicos, como el nivel inicial de competencia de andlisis ontosemidtico. A
continuacién, se muestra el analisis a priori (andlisis epistémico) de la tarea 1, el cual
fue usado para apoyar la puesta en comun de las respuestas elaboradas individualmente
por los estudiantes. La Tabla 1 resume la configuraciéon de objetos y significados
involucrada en la resolucion de la tarea; se puede observar que tanto el enunciado
como la resolucion de la tarea son descompuestos en unidades de andlisis que hemos
enumerado de 1) a 7).

Tabla 1. Analisis ontosemiotico de la tarea inicial (Dibujo en perspectiva)

Uso e intencionalidad de ~ Enunciado y secuencia de practicas Significados referidos en las

las practicas elementales para resolver la tarea practicas (Conceptos,
proposiciones, procedimientos,
argumentos)

Planteamiento de la 1) La siguiente figura muestra un Conceptos: perspectiva

tarea; interpretacion de edificio dibujado desde el angulo isométrica de un objeto 3-D;

una perspectiva frente-derecha. punto de vista (o foco); puntos de

isométrica de un objeto - vista opuestos; proyeccion

fisico tridimensional. Dibuja la vista ortogonal; plano de proyeccion;

del edificio rectas proyectantes; rayo visual;

desde atras. cubo; composicion de cubos;
cuadrado; sistema de referencia
3-D; frente, arriba, derecha;
objeto visible, objeto oculto.

Inducir la elaboracion de  2) Justifica la respuesta. Concepto de justificacion de una
una justificacion de la proposicion geométrica (como
respuesta requerida. convencimiento, a si mismo y al

otro, de la correccion de una
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respuesta).

Respuesta a la tarea
solicitada.

3) La vista desde atras debe ser la
figura adjunta.

L ]

Concepto: vista de alzado
(trasero).

Procedimiento: recuento de
cubos por filas y columnas.
Proposicion I: 1a vista de atras es
la figura adjunta.

Se establece una
hipotesis fundamental
para poder dar una
respuesta racional a la
tarea y se evoca una
propiedad de las
proyecciones
ortogonales.

4) Suponiendo que las piezas
dibujadas en perspectiva son cubos,
las proyecciones ortogonales de las
caras son cuadrados.

Concepto: cubo; proyeccion
ortogonal; cuadrado.
Proposicion 2: las proyecciones
ortogonales de un cubo son
cuadrados si se mira
frontalmente.

Se evocan propiedades
de las proyecciones
ortogonales necesarias
para justificar
deductivamente la
respuesta a la tarea.

5) Las proyecciones ortogonales
conservan la forma, tamafio y
posicion relativa de los objetos
proyectados.

Argumento: justificacion de la
proposicion 2.

Conceptos: forma, tamafio y
posicion relativa.

Se describen las
posiciones relativas de
las piezas que componen
la construccion para
justificar la forma de la
proyeccion plana desde
atras.

6) Si me pongo atras del edificio, a mi
izquierda veria un solo cubo, al centro
tres cubos apilados y a mi derecha dos
cubos apilados, porque en la
perspectiva isométrica dada a la
derecha-atras hay un cubo, en medio-
atras hay 3 cubos y en la izquierda-
frente hay 2.

Conceptos: atras, izquierda,
centro y derecha.

Proposicion y su argumentacion
basada en los datos de la tarea.

Se evoca una propiedad
previamente establecida
para justificar la
respuesta final.

7) Como las proyecciones ortogonales
de las caras del cubo son cuadrados la
vista del objeto debe ser la dada en la

practica 3).

Argumentacion que justifica la
proposicion 1.

El objetivo de este trabajo no es incluir un analisis epistemologico mas
completo de la trama de funciones semidticas implicadas en las practicas; sin embargo,
a continuacion, se ejemplifican algunos.

3.3.1. Procesos de particularizacion-generalizacién.

En la tarea se da una vista particular de un objeto espacial y se pretende que se
razone sobre el objeto en su totalidad. La solucion de la tarea es la misma cualquiera
que sea el tamafio y posicion ortogonal de los diagramas, aunque es dependiente de la
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forma en que se compone el cuerpo espacial al que la tarea hace referencia. De esta
manera, la proposicién 2 y su argumentacion, deben ser interpretadas de manera
general, para cualquier cubo. La tarea admite multiples variantes, por ejemplo
cambiando la composicion del objeto real representado; o bien se puede pedir la
construccion y el reconocimiento de las diferentes vistas. Es una tarea prototipica de
los problemas de representacion en el area de dibujo técnico y geometria descriptiva.

3.3.2. Procesos de materializacion-idealizacion.

La tarea muestra la representacion material en la hoja de papel de un objeto
real (el edificio) ideal (imaginado). Esta representacién en perspectiva isométrica se
refiere a la vista que un observador hipotético tendria del edificio ideal. Este tipo de
perspectiva tiene la ventaja de permitir la representacion a escala, y la desventaja de no
reflejar la disminucion aparente de tamafio que percibe el ojo humano. El dibujo del
edificio es entonces una materializacion de un objeto ideal: la vista de un edificio que
tendria un hipotético observador. Los dibujos (en proyecciones isométricas y
ortogonales) pueden ser interpretados como materializaciones de objetos ideales
(composiciones de cubos) que facilitan la realizacion de las “acciones matematicas”
(reconocer las vistas) que se realizan sobre ellos.

3.4. Tareas instruccionales complementarias.

La instruccion ontosemiotica para cada tarea implementada en la segunda y
tercera fases (Anexo 2), se incluyen a continuacion:

a) Resuelve la tarea.

b) Describe el procedimiento seguido, indicando las acciones que se deben realizar
y las explicaciones necesarias que justifican las respuestas.

¢) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en el enunciado y cada una
de las practicas elementales, completando la tabla incluida a continuacion (afade
las filas necesarias).

Uso e intencionalidad de Enunciado y secuencia de  Significados referidos en las
las practicas practicas elementales para  practicas
resolver la tarea (Conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos)

d) Ademas de los procesos de significacion indicados en la tabla anterior, identifica
otros procesos matematicos que estan involucrados en la resolucion de la tarea.
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4. Resultados.

Las observaciones y anotaciones durante el desarrollo de la intervencion, y el analisis
de respuestas elaboradas por los estudiantes (futuros profesores) han permitido extraer
algunas conclusiones sobre las dificultades de comprension de las consignas, los logros
alcanzados y las posibilidades ofrecidas por el disefio formativo. Dada la naturaleza
interpretativa de la investigacion, se discuten a continuacion los resultados de cada
tarea a partir de algunas respuestas prototipicas.

4.1. Discusion de la Tarea 1: Exploracion inicial de significados
personales.

Durante el desarrollo de la primera fase de trabajo individual, los estudiantes
no tenian claro cudl era la naturaleza de los objetos matematicos primarios y sus
significados. Dado el proceso de visualizacion que involucra el enunciado (perspectiva
frente-derecha del edificio) y su solucion (dibujo de la vista desde atras) los estudiantes
se han centrado en los objetos visuales perceptivos. Por ejemplo, reconocen como
conceptos intervinientes y emergentes en la resolucion: cubo, cuadrado, volumen,
altura, giro, sistema de referencia, (...), pero ningin alumno refiere por ejemplo a las
proyecciones ortogonales.

La nocion de proposicidon resulta conflictiva en esta tarea; por ejemplo el
estudiante E1 sugiere que una proposiciéon es un supuesto del que se parte; para el
estudiante E2, la tarea es muy sencilla de resolver ya que la representacion visual de la
solucion no contiene matematicas.

E1. La tnica proposicion es la asuncion de que las piezas son cubicas.

E2. Las proposiciones se aplican para demostrar teoremas. Esta resolucion no tiene
demostracion, es simplemente dibujar lo que uno ve (...) Es un problema de dibujo
técnico, no de matematicas.

Los conflictos identificados se reflejaron en la puesta en comun siendo un
vehiculo para manifestar, discutir y compartir la manera de entender dichas entidades y
el papel que desempefian en la practica matematica resolutiva. El objetivo era que los
estudiantes compartieran la vision pragmatista y antropologica sobre el conocimiento
matematico que postula el EOS, segin la cual un concepto se concibe como una
entidad funcional (que desempefia un papel en la practica matemadtica), cuyo
significado es fijado por una regla o definicion; y una proposicion es un enunciado al
que se debe asignar un valor ldgico de verdadero o falso.

En la consigna seis de esta tarea (Anexo 1), se les pide a los estudiantes que
elaboren al menos dos definiciones diferentes para cubo como concepto geométrico, lo
cual caus¢ cierto desconcierto en muchos estudiantes, por ejemplo:

E3. Existe un solo cubo geométrico, por lo tanto tiene una unica definicion.
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Luego, se pide a los estudiantes que indiquen otros usos o significados en
contextos no geométricos asociados a la palabra cubo. Esto representd un reactivo para
explicitar la diversidad de significados que puede tener un concepto o una proposicion
dependiendo del contexto en el que participan, asi como aspectos relativos al lenguaje,
tales como la polisemia o la homonimia.

Otro aspecto importante a destacar es la dialéctica compleja que existe entre
los objetos ostensivos (representaciones) y no ostensivos (inmateriales, mentales o
ideales) que se manifiesta en los didlogos registrados; asi, por ejemplo los estudiantes
E4 y E5 responden a la pregunta del profesor ;Qué propiedades del cubo no se pueden
representar empiricamente? de la siguiente manera:

E4. Todas las propiedades del cubo se pueden representar empiricamente, menos las
caras que estan por detras. Por ejemplo (sefiala el dibujo): esto es un cubo y lo estoy
representando empiricamente; éstas son las aristas, éstas son las caras, (...).

ES5. Habria que medir las aristas y calcular las distancias entre caras opuestas. De esta
manera se puede comprobar que, si son iguales, entonces es posible representarlo
empiricamente.

La dualidad ostensivo-no ostensivo tiene un papel esencial en el EOS, ya que
la actividad de produccién y comunicacién matematica no se puede realizar sin el
concurso sinérgico entre ambos tipos de objetos (Font et al., 2013). Esta reflexion es
necesaria porque le permite a los futuros profesores tomar conciencia de que tales
objetos son entendidos como las reglas de uso de los lenguajes visuales o analiticos
que los representa.

En la tltima cuestion planteada, se les pide a los estudiantes que enuncien la
misma tarea utilizando solamente lenguaje natural. La mayoria de los alumnos no supo
expresar esta respuesta de manera correcta. Esto permitié discutir sobre los usos y
limitaciones de los distintos lenguajes, reconociendo las posibilidades epistémicas y
cognitivas de los medios visuales de expresion. De esta manera, el didlogo y la
interaccion cobran un papel clave en la intervencion formativa.

4.2. Discusion de la Tarea 2: Construccion de un cuadrado con GeoGebra.

Durante la resolucion en equipos de la tarea 2 se ha podido constatar que los
estudiantes fueron capaces de identificar todos los conceptos y procedimientos
implicados en la respuesta; sin embargo, se evidencian casos en donde la nocion de
proposicion sigue siendo confusa, por ejemplo, un estudiante identifica como
proposicion: la definicion de cuadrado; es claro que la definicién de cuadrado no es ni
verdadera ni falsa.

En la puesta en comun de esta tarea se ha podido compartir que para que el
estudiante realice una verdadera actividad matematica es necesario pedirle la
justificacion del procedimiento basado en el uso del software, ya que de ese modo debe
explicitar los conocimientos matematicos implicados en la resolucioén. El uso de los
procedimientos que permite GeoGebra, tal como se muestra en el enunciado de la tarea
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2, no requiere poner en juego, de manera explicita, proposiciones, ni las definiciones y
propiedades de los objetos geométricos, quedando enmascaradas sus caracteristicas de
conceptos figurales (Fischbein, 1993). Se requiere la accion del profesor solicitando la
justificacion explicita de que la secuencia de pasos pone en juego los conceptos y
propiedades que garantizan la validez de los enunciados. Por ejemplo, en la Figura 2, el
segmento AC es congruente con AB, no porque “se ven en la pantalla de igual
longitud” sino porque es el radio de la circunferencia con centro A y radio AB, y todos
los radios de una circunferencia son congruentes entre si. Necesariamente el
cuadrilditero ABCD es un cuadrado porque se cumplen las condiciones de su
definicion: los cuatro angulos son rectos y los cuatro lados congruentes. “Un cuadrado
no es una imagen construida. Es una forma controlada por su definiciéon (aunque puede
ser inspirado por un objeto real)” (Fischbein, 1993, p. 141).

Figura 2. Construccion de un cuadrado con GeoGebra (Tarea 2, Anexo 2)

Este planteamiento es compartido no solo para el uso de GeoGebra, sino
también para el trabajo matematico con representaciones y visualizaciones en general.
Como afirma Sherry, lo que importa mas que construir un diagrama preciso es el
conocimiento matematico implicado, el cual no esta visible por ningun sitio; no esta en
los propios diagramas. “Cuando los estudiantes son incapaces de reconocer el
conocimiento no es por deficiencias en los diagramas construidos sino en su
incapacidad para comprender el sistema de relaciones conceptuales relevantes”
(Sherry, 2009, p. 68).

Shin y Lemon (2008), plantean como cuestiéon central, el problema de la
generalidad:

El diagrama que aparece en una demostracion de Euclides proporciona, un ejemplar
unico del tipo de configuraciones geométricas a las que se refiere la demostracion. No
obstante las propiedades que parecen cumplirse en el diagrama son tomadas como que
se cumplen en todas las configuraciones del tipo dado. ;Qué justifica este salto de lo
particular a lo general? (Shin & Lemon, 2008, sec. 4.1)

Por ultimo, el uso de GeoGebra como parte de la tarea es un aspecto positivo
que permite reflexionar sobre los procesos de particularizacion (concrecion de los
conceptos a las figuras particulares) y generalizacion (las figuras concretas son
representantes de una familia de figuras semejantes) a través de las diferentes
funciones de uso (Pierce & Stacey, 2013, p. 327; Fahlgren & Brunstrém, 2014, p. 287).

12
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4.3. Discusion de la Tarea 3: Fracciones y diagrama de areas.

Con el desarrollo de la tarea 3 (Anexo 2), se trata de que los futuros profesores
analicen una solucidon dada por un alumno (Figura 3) a un problema sobre fracciones.
La reflexion sobre las acciones matematicas realizadas es un componente clave ya que
“no se trata solo de lo que uno hace, sino también por qué lo hace” (Schoenfeld &
Kilpatrick, 2008, p. 348).
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Figura 3. Solucién dada por un alumno (Tarea 3, Anexo 2)

Las respuestas que los estudiantes en formacion dieron a esta tarea, indican
algunos avances en el reconocimiento y la identificacion de los diferentes objetos
involucrados en la tarea, es decir, el analisis de su competencia ontosemidtico. EL
sujeto que resuelve la tarea, basando su razonamiento en el uso de diagramas de 4reas,
lleva a cabo procesos de materializacion de los conceptos y de las operaciones con
fracciones implicadas en el enunciado. Finalmente, la solucion es encontrada mediante
un procedimiento aritmético de conteo de unidades de fracciones, representadas en el
ultimo diagrama de la Figura 3 mediante un proceso de idealizacion. Sin embargo, la
parte de justifica la respuesta no resulto facil, obteniendo como resultado, un ambiente
de discusion adecuado para confrontar ideas.

En general, los participantes resuelven el problema utilizando otros diagramas
y luego, comparan los resultados obtenidos con la solucion de la Figura 3. No son
capaces de elaborar una justificacion apoyandose en el diagrama de areas, ya que
representar la suma y multiplicacion de fracciones con este tipo de representaciones,
requiere un trabajo matematico poco habitual. Radford (2003, p. 43) pone de
manifiesto el problema de la imposibilidad de cualquier acceso directo a los objetos
matematicos y la consiguiente necesidad de medios para que resulten perceptibles. De
esta manera, los estudiantes necesitan recurrir a otros tipos de lenguajes, como se
ejemplifica con las respuestas siguientes:
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Cada uno de estos procedimientos utilizados para resolver el problema
moviliza objetos matematicos diferentes; esto genera consecuencias importantes si el
objetivo es analizar la actividad matematica implicada en una respuesta dada (en un
procedimiento determinado).

Varios autores en el campo de la formaciéon de profesores han discutido la
resolucién de este tipo de tareas sobre fracciones. Por ejemplo, Cohen (2004) utiliza un
problema sobre multiplicacion y division de fracciones proponiendo el uso de diversos
diagramas, con maestros en ejercicio. La autora muestra el verdadero desafio que
implica la justificacioén de la resoluciéon de estos problemas, y sefiala que el uso de los
distintos tipos de diagramas es una oportunidad para llamar a la reflexion profesional.

A proposito de las respuestas E6 y E7, se comparte en clase el papel de los
diagramas en el razonamiento matematico, desde una perspectiva Wittgeinsteiniana. Se
observa que el significado del concepto de fraccion que se moviliza de acuerdo al
diagrama que se use, es diferente. En el de areas (Figura 3) la fraccion interviene como
operador de una cantidad de area, mientras que en el diagrama en arbol (E6) la fraccion
es la razon entre las partes de un todo genérico que se divide en partes iguales y las
partes que se individualizan. Ademas, los procedimientos involucrados en diagramas
de areas tienen rasgos de menor generalidad que en el diagrama en arbol.

Al igual que en la tarea anterior, se insiste en el papel fundamental que tienen
las justificaciones en el uso de situaciones diagramaticas; de manera concreta las
acciones realizadas con el diagrama del Martini (respuesta del alumno), son
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explicativas del proceso de resolucion para alguien que conoce las convenciones
asumidas, asi como los objetos no ostensivos implicados. Sin embargo, es necesario
que el resolutor se apoye en una secuencia de practicas discursivas y operativas que
permita justificar y explicar dichas acciones.

4.4. Discusion de la Tarea 4: Teorema de Pitagoras.

Si bien hay una observacion y evaluacion sistematica del progreso cognitivo de
los estudiantes, la tarea 3 utilizada como evaluacidon final del proceso de estudio
(Anexo 2). Para favorecer la reflexion, el trabajo auténomo y la responsabilidad en el
estudio, se planifica el plazo de una semana para que los estudiantes entreguen la
resolucion de la misma.

El andlisis de las respuestas permite observar que los estudiantes han sido
capaces de identificar los conceptos y los procedimientos implicados en las practicas
matematicas. Sin embargo, persisten las dificultades con las nociones de argumento y
proposicion resultando compleja su identificacion. A continuaciéon se muestran algunos
casos concretos como ejemplos prototipicos de respuestas; estas confusiones ya se
habian manifestado en la tarea inicial:

E8. Proposicion: partimos del supuesto que las figuras sombreadas son cuadrados y
triangulos rectangulos.
E9. Proposicion: definicion de area de un cuadrado.

El comentario de un estudiante, se refiere al uso (significado) que se le asigna
al término proposicion en las tareas, permite reflexionar sobre la importancia de aplicar
herramientas que promuevan el desarrollo de competencias especificas de un profesor
de matematicas:

E10. En todas las tareas he tenido una dificultad con el término proposicion puesto que
se referia a resultados concretos del ejercicio, y desde el punto de vista matematico una
proposicion es algo que siempre se cumple y tiene una demostracion.

Este estudiante estd condicionado por el uso que se hace en las clases de
matematicas universitarias, y en los textos correspondientes, de los términos
proposicion, propiedad y teorema. En ese contexto, la matematica es un producto
terminado, un sistema de conceptos y proposiciones demostradas. Esta concepcion
puede impedir comprender la actividad que realiza un matemadtico, sea un profesional
académico o un escolar, cuando se enfrenta a un problema. La practica matematica
comprende, no solo los momentos finales de sistematizacion y generalizacién de los
resultados, sino que incluye también los momentos de indagacién, de ensayos, pruebas
y refutaciones, en los cuales el estudiante trata de formular los enunciados y aportar
argumentos sobre su verdad o falsedad.

El tipo de anélisis que se ha implementado, esto es, el reconocimiento y la
gestion de los conocimientos en la realizacién de las tareas, permite que el futuro
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profesor, analice los objetos intervinientes y emergentes en la resolucién, y tome
consciencia de la diversidad de significados que se les atribuye en el contexto
especifico.

5. Idoneidad de la intervencion formativa: analisis retrospectivo.

En esta seccion se utiliza la nocion de idoneidad didactica, con su sistema de criterios,
componentes e indicadores (Godino, Batanero, Font, Contreras, & Wilhelmi, 2016)
para reflexionar y valorar la experiencia docente descrita anteriormente. Estos criterios
se clasifican en seis facetas, las cuales caracterizan los procesos de ensefianza y
aprendizaje: la faceta epistémica (significados institucionales matematicos), ecoldgica
(contexto socio-profesional y curricular), cognitiva (significados personales), afectiva
(factores emocionales), interaccional (interacciones personales) y mediacional
(recursos didacticos).

Con la finalidad de recoger informaciéon adicional para este analisis, los
estudiantes tenian que cumplimentar una encuesta de opinién anénima sobre los
siguientes aspectos, para cada tarea:

1) Claridad de la tarea y de las consignas.

2) Adecuacion de la metodologia seguida (forma de trabajo, explicaciones del
profesor).

3) Grado de motivacion e interés suscitado por las actividades.

4) Nivel de aprendizaje logrado.

5) Grado de pertinencia global del taller para tu formacion como profesor de
matematicas.

Cada items debia ser valorado segun una escala de [1-5], siendo 1: valor
minimo y 5: valor maximo. Ademas, los estudiantes podian afiadir cualquier
comentario pertinente.

A continuacion, se utiliza la guia de reflexion descrita por Godino (2013) para
evaluar cada faceta, incluyendo los resultados de la encuesta.

5.1. Idoneidad epistémica y ecolégica.

Se han propuesto tareas que requieren poner a funcionar diversos modos de
expresion matematica (verbal, visual y simbolica), incluyendo situaciones donde el
alumno tiene que argumentar, interpretar y representar. Seria deseable incorporar
variaciones en las consignas y generar relaciones entre los diversos contenidos. La
actividad de resolver problemas, provoca que los estudiantes movilicen sus
conocimientos previos para dar respuesta a la pregunta, ;qué matematicas se pone en
juego en la resolucion de la tarea? La respuesta a esta pregunta, se concreta con la
nocion de configuracion de practicas, objetos y procesos; esto es, la competencia de
analisis ontosemidtico de los futuros profesores.
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La lectura propuesta introduce a los estudiantes en el uso de la herramienta
configuracion de objetos y procesos, ademads, analiza la importancia del razonamiento
visual para enfatizar la dialéctica entre las facetas ostensiva-no ostensiva de los objetos
matematicos. A pesar de ello, el lenguaje involucrado en el documento no ha resultado
claro respecto a su formacion previa.

Por otro lado, la accion formativa implementada es coherente con los objetivos
del contexto institucional dado que se trata de futuros profesores y por lo tanto, se debe
asegurar su competencia para su desarrollo profesional. Asimismo, se trata de
innovacién basada en la practica reflexiva, siendo una actitud favorable hacia el
desarrollo profesional del profesor (Godino, 2013; Pochulu et al., 2016; Ponte, Mata-
Pereira, Quaresma, & Velez, 2017).

5.2. Idoneidad interaccional y mediacional.

Al inicio de cada sesion, el profesor recuerda los objetivos de la clase y hace
una presentacion adecuada del tema. Las explicaciones e institucionalizaciones estan
apoyadas en el uso de diapositivas que permiten gestionar el tiempo y sistematizar los
conocimientos pretendidos.

El trabajo grupal favoreci6 el didlogo y comunicacion entre los estudiantes,
“siendo un aspecto positivo que contribuye mejor al aprendizaje de los alumnos”
(Escobar, Romero, & Mier, 2015, p. 269). El profesor y observador tuvieron un rol
activo con el fin de generar reactivos en los participantes y obtener informacién
relevante. Por ejemplo, el pequefio fragmento E4 y ES permiten sacar a la luz los
conocimientos previos de un grupo de estudiantes sobre la naturaleza del objeto
geométrico cubo.

En la puesta en comun los estudiantes son estimulados a explicar, justificar,
discrepar, cuestionar alternativas y reflexionar, aspectos valorados positivamente por
los propios participantes, al igual que destacan Ponte et al. (2017, p. 21) en sus
resultados con futuros profesores; asimismo, la mayoria de ellos participa en la
discusion de las respuestas.

El factor tiempo es quizés el recurso mas importante que ha de considerarse
para una gestion adecuada, pero sin duda, dada la complejidad que requiere este tipo de
competencia, no ha resultado suficiente; “el uso de una herramienta compleja como es
la configuracion epistémica/cognitiva de objetos primarios necesita de un tiempo de
apropiaciéon mas largo y probablemente, de un proceso de instrucciéon especifico y
sostenido a lo largo de varias sesiones” (Pochulu et al., 2016, p. 90). La investigacion
estd condicionada por el ambiente real de clase, propio de las investigaciones de
disefio. Por ejemplo, las respuestas de la evaluacién formativa final no tuvieron lugar
de discusion en el aula; seria necesario incorporar momentos de reflexion sobre las
dificultades detectadas e incorporar el didlogo y la negociacion de significados.

El uso de recursos manipulativos y tecnoldgicos son aspectos que deben
mejorarse. Los siguientes comentarios recuperados de la encuesta, permiten avanzar en
esta direccion:
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e [tarea 1] “incorporar materiales manipulativos (tecnoldgicos, dada su presencia en las
aulas de hoy) que permitan resolver la tarea y analizar otros procedimientos posibles”.

5.3. Idoneidad cognitiva y afectiva.

En el desarrollo de la primera fase los alumnos tuvieron muchas dificultades
para el reconocimiento de objetos y significados, manifestando la complejidad del
analisis; esto no es de extrafiar dado que se trata de estudiantes con un amplio
conocimiento matematico per-se y poco conocimiento didactico (especializado)
(Godino et a., 2017). Es posible encontrar comentarios en la encuesta que reflejan esta
idea, relacionada con la baja idoneidad cognitiva a priori y la baja idoneidad afectiva:

* “Era necesario instruir previamente sobre: que se entiende por concepto, proposicion,
argumento”.

* “La lectura era dificil de comprender asi de primeras, y no comprendi el lenguaje
especifico”.

Para las demds tareas se observa un progreso cognitivo-afectivo; los
estudiantes toman conciencia de progresar en su desarrollo profesional:

* “La tarea 2 me ha resultado motivadora: desde una accion simple como la ‘construccion
de un cuadrado’ es posible crear una situacion de verdadero aprendizaje, lo cual también
implica un gran desafio para nosotros, los profesores (...)”

Respecto a la tarea 3, al igual que los resultados sefialados por Pochulu y cols.
(2016), los participantes manifiestan la importancia en el dominio de herramientas que
ayuden a comprender dificultades de aprendizajes:

* “Me parecié muy interesante analizar la forma de respuesta de un alumno ante un
problema dado. Nunca me lo hubiera planteado y a partir de ahora lo haré”.

No obstante, en el andlisis de la tarea 4 se registraron confusiones que ya
habian tenido lugar durante en el proceso de estudio, lo cual indica que la idoneidad
cognitiva a posteriori no ha sido adecuada. Seria deseable incluir una fase de discusion
de los resultados de la evaluacion, mostrando ejemplos claros sobre los distintos tipos
de objetos matematicos implicados.

6. Conclusiones.
En este articulo se ha descrito, explicado y valorado un disefio aplicado a un curso de
formacion de profesores de matematica, para desarrollar la llamada competencia de

andlisis ontosemiotico. La herramienta configuracion ontosemidtica de practicas,
objetos y procesos, propuesta en el marco del EOS, ha permitido iniciar a los
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estudiantes en el logro del desarrollo de dicha competencia siendo el factor tiempo un
condicionante fundamental en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

El andlisis ontosemidtico de las practicas matemadticas que se propone permite
centrar la atencidn en la dialéctica que existe entre los objetos ostensivos y los objetos
ideales o abstractos (esto es, objetos no ostensivos) implicados necesariamente en la
solucién comprensiva y competente de las tareas. Se muestra que el uso de diagramas
en la practica matematica debe ir acompafiado de otros medios de expresion no
visuales para argumentar (comunicar, justificar y explicar) el desarrollo de las practicas
operativas y discursivas, como también el progreso en la tarea.

Un desafio es determinar el posible rango de orientacion epistemologica y el
tipo de conocimiento matematico que una herramienta puede permitirse, y elegirlas
apropiadamente para situaciones pedagdgicas (Leung & Bolite-Frant, 2015, p. 195). En
este sentido, los diferentes problemas matemadticos elementales en torno a diferentes
tipos de visualizaciones y uso de diagramas (similares a las tareas presentadas) se estan
experimentando con diversos grupos de estudiantes. Los resultados y las reflexiones
proporcionadas nos permiten considerar que estas actividades son un reto para los
futuros profesores, siendo conflictiva la identificacion y la discriminacion de los
diferentes tipos de objetos y significados. Esto se debe a que los estudiantes en general
no estan habituados a un cierto nivel de actividad metacognitiva. Se considera
necesario implementar mas ciclos, ampliar el disefio y mejorar la aplicacion.

El tipo de andlisis que hemos descrito en este trabajo deberia ser una
competencia instrumental del profesor de matematicas al permitirle reconocer la
complejidad de objetos y significados puestos en juego en las actividades matematicas,
prever potenciales conflictos, adaptarlas a las capacidades de sus estudiantes y a los
objetivos de aprendizaje.
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Anexo 1

Tarea 1. Exploracion inicial de significados personales

La figura adjunta muestra un edificio dibujado desde el
angulo frente-derecha.

1)

2)

3)
4)
5)

6)

7)
8)

9)

Dibuja la vista del edificio desde atras. Justifica la

respuesta.

(Qué es para ti un concepto matematico? Identifica

los conceptos matematicos que intervienen en la

resolucion de la tarea.

(Qué es para ti una proposicion matematica? Identifica las proposiciones

matematicas en la resolucion de la tarea.

(Qué es para ti un procedimiento matematico? Describe el procedimiento

matematico en la resolucion de la tarea.

(Qué es para ti una demostracion matemdtica? Elabora una justificacion

matematica para la respuesta dada en la tarea.

Uno de los conceptos que intervienen es el de cubo, usado para indicar cada una

de las piezas que componen el edificio.

a) Elabora al menos dos definiciones diferentes para el cubo como concepto
geométrico.

b) Indica otros usos o significados que puede tener la palabra cubo.

Indica qué papel desempefian las proposiciones que has identificado en la

justificacion de la respuesta.

Describe otros posibles procedimientos que se podrian aplicar para resolver la

tarea.

Describe una posible justificacion de la respuesta que podria dar un estudiante

usando algin tipo de material, secuencia de representaciones u otras

explicaciones.

10) La figura geométrica dada se representa como una composiciéon de piezas de

forma cubica.

a) Identifica propiedades del cubo, como figura geométrica, que no se pueden
representar de manera empirica.

b) Enuncia la tarea utilizando lenguaje natural u ordinario.
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Anexo 2

Consignas de analisis ontosemidtico y tareas matematicas propuestas

Para las siguientes tres tareas matematicas, realiza las siguientes actividades:
1) Resuelve la tarea matematica
2) Describe el procedimiento seguido, indicando las acciones que se deben realizar
y las explicaciones necesarias que justifican las respuestas.
3) Identifica los conocimientos que se ponen en juego en el enunciado y cada una
de las practicas elementales, completando la tabla incluida a continuacion (afiade
las filas necesarias).

Uso e intencionalidad ~ Enunciado y secuencia Significados referidos en las
de las practicas de practicas elementales précticas
para resolver la tarea (Conceptos, proposiciones,

procedimientos, argumentos)

Tarea 2. Construccion de un cuadrado con GeoGebra.

La secuencia de pasos indicados a continuacion es el procedimiento seguido por un
alumno para construir un cuadrado con Geogebra.

1. 2. m 3. 4. 6.
C c m C
r 2 r
A k)
\ . e 8 8
a) Represento b) Trazo una c) Trazo una e) Trazouna f) Trazo larectan h) El cuadrildtero
un segmento recta m circunferencia de recta r paralela al | perpendicular al ABCD es un
AB. perpendicular al | centro A y radio AB. | segmento AB segmento AB por el cuadrado.
segmento AB d) Llamo C al punto | haciendo que punto B.
por el punto A. de interseccion entre | pase por el punto g) Llamo D al punto
la circunferencia C. de interseccion de la
trazada y la recta m. recta n y la recta r.

a) Justifica que, en efecto, el cuadrilatero ABCD es un cuadrado.

Tarea 3. Fracciones y diagrama de areas

Un alumno resuelve el siguiente problema:
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Problema:
Un Martini es un coctel que se hace con 5 partes de ginebra y 1 parte de

vermut. Supongamos que 2/5 de la ginebra es alcohol y que 1/6 del vermut es
alcohol. ;Qué fraccion de alcohol lleva un Martini? Resuelve el problema

usando un diagrama de dreas.

Solucién:
F\A—M’ C‘\\:-\ ‘
7 o R R Aleokef. 2
e :

“3 vg 3 mrj’.

/5 = pi U
f rYLe /\e‘/wwwn/f/c«c(ﬂ ES il T’AA ?}

\{(,\—}m: lle ve. &(o /6’« le .

a) (Es correcta la solucion dada por el alumno? Justifica la respuesta.

Tarea 4. Relacion entre areas de figuras planas

Dadas las siguientes figuras:

A B
a) ;Qué relacion piensas que existe entre las areas de las figuras sombreadas de la

parte Ay B?
b) (Coémo se puede usar esta relacion para probar el teorema de Pitdgoras?
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