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RESUMEN: Se investigé cualitativamente (Vasilachis, 2006) la comprension de 42 estudiantes de primer semestre de
bachillerato tecnolégico del enfoque frecuencial de la probabilidad. Este enfoque no es explicito en el programa de
estudio (DEMS, 2014). Los docentes de Fisica y Matematicas acordaron vincular sus ensefianzas (véase Martinez,
Giordano y Ubaldo, 2013) para considerar la aleatoriedad de los errores en mediciones fisicas y el tratamiento estadistico
de los datos experimentales. Las respuestas a un cuestionario que antecedié al curso Matematicas | delataron una
educacion matematica basica insuficiente. Los desempefios de los estudiantes durante la ensefianza y entrevistas
semiestructuradas (Zazkis y Hazzan, 1999) a tres de ellos revelaron incomprension de la media, desconocimiento de las
medidas de dispersion, de las combinaciones, de la frecuencia relativa para estimar la probabilidad.

ABSTRACT: This qualitative research (Vasilachis, 2006) focused on 42 students’ understanding of the frequency
approach to probability at their entrance into the technological high school. This approach is not explicit in the syllabus
(DEMS, 2014). The teachers of Mathematics and Physics agreed to link their teaching (see Martinez, Giordano and
Ubaldo, 2013) to consider the randomness of errors in physical measurements and the statistical processing of
experimental data. Answers to a questionnaire applied before the Mathematics | course started revealed students’
insufficient basic mathematical education. The students’ performances during the teaching and the semi-structured
interviews (Zazkis and Hazzan, 1999) to three of them showed their unawareness of the mean, of the dispersion
measurements, of combinations and of the relative frequency to estimate the probability.
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INTRODUCCION

En el marco de un acuerdo académico interinstitucional (CECyT No 4 IPN/DME Cinvestav), los
docentes de Matematicas y de Fisica conjuntamente identificaron objetivos vinculantes (véase
Martinez, Giordano y Ubaldo, 2013) entre las unidades de aprendizaje de Matematicas y de Fisica,
para promover la aplicacién de conceptos matematicos en el estudio de situaciones presentadas en
otras disciplinas. El laboratorio de Fisica devino el escenario empirico para que los estudiantes
obtuvieran datos del resultado de los experimentos, dotaran de sentido a su tratamiento
matematico e integraran conceptos de las dos disciplinas. A partir del ciclo escolar 2014-2015A, el
Instituto Politécnico Nacional implementd nuevos programas de estudio para algunas unidades de
aprendizaje del bachillerato tecnoldgico. En particular, es de nuestro interés el de Matematicas |
(DEMS, 2014), comun a las diferentes ramas del conocimiento y que se imparte obligatoriamente
en el primer semestre. La propuesta institucional prescribe desarrollar las competencias
(conocimientos, habilidades y actitudes) de los alumnos (DEMS, 2014), asi como el logro de
aprendizajes significativos para su formacion integral. Esas competencias a desarrollar suponen
lograr abstracciones aritméticas, estadisticas y probabilisticas, mediante el descubrimiento por los
estudiantes de situaciones de su entorno académico y social que requieran la toma de decisiones
y la solucién de problemas (que ellos identifiquen) que promuevan tales logros; ademas, son de
especial utilidad para el resto de los cursos de matematicas, asi como para todas las Unidades de
Aprendizaje de Fisica y Quimica. La Unidad Matematicas | incluia numeros reales, estadistica
descriptiva, técnicas de conteo, axiomas de probabilidad y probabilidad condicional.

Sin embargo, debido a los desacuerdos de la Asamblea General Politécnica relativos, entre otras
cuestiones, a esa propuesta institucional, se interrumpié la ensefianza respectiva a partir del 25 de
septiembre de 2014 y se le reanudd6 hasta e 7 de enero de 2015
(http://comunicacionsocial.ipn.mx/documents/ gaceta/biss%201175.pdf), por lo que a la generacién
2014-2017 solo se le impartid la ensefianza de la primera unidad, “Numeros Reales”, con su
correspondiente evaluacion y se regreso al plan de estudios anterior (DEMS, 2008), con la unidad
de aprendizaje “Algebra”.

Por tanto, la investigacion referida a estocasticos que planteamos se inici6 con un grupo de
estudiantes de nuevo ingreso al bachillerato, de quienes recopilamos los primeros datos para
considerar las preguntas de investigacion planteadas. No obstante, se hizo un seguimiento de los
casos que, por esos primeros datos, se consideraron de interés para nuestro proyecto. Para ese
grupo, los contenidos de Matematicas para el primer semestre fueron: numeros reales, lenguaje
algebraico y operaciones con polinomios, funciones, ecuaciones lineales y funciones y ecuaciones
cuadraticas. La investigacion continud con otro grupo (estos resultados no se incluyen aqui), en el
curso de “Probabilidad y Estadistica” del plan de estudios 2008 (DEMS), propuesto para sexto
semestre y obligatorio para los estudiantes de todas las especialidades.

MARCO DE REFERENCIA
Heitele (1975) encuentra un primer marco relacional para sus puntos de vista de la ensefanza de
estocasticos en la exposicion de Bruner. Una de sus propuestas es ofrecer a los nifios actividades
de estocasticos tan pronto como en las etapas pre-operacional y de las operaciones concretas,
para que las desarrollen como ‘intuiciones auxiliares’, sobre las cuales se pueda construir la
ensefianza mas analitica en los grados superiores. Subraya la importancia de vincular la
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ensefanza de estocasticos a experiencias intuitivas. Heitele propone diez ideas fundamentales de
estocasticos: 1) Medida de probabilidad, 2) Espacio muestra, 3) Adicién de probabilidades, 4)
Regla del producto e Independencia, 5) Equiprobabilidad y Simetria, 6) Combinatoria, 7) Modelo de
urna y Simulacién, 8) Variable estocastica, 9) Ley de los grandes numeros, 10) Muestra. En
particular, la introduccion de la idea de ley de los grandes numeros en la ensefianza ofrece una
oportunidad para promover experiencias empiricas concretas de los estudiantes con esa red
conceptual, que implica la consideracion de la intervencion del azar en repeticiones de un
fenébmeno, de las ideas de variable estocastica, muestra, independencia, espacio muestra, medida
de probabilidad. Fischbein (1975, pp. 58-65) se ha referido al desarrollo de las intuiciones
probabilisticas de los nifios y también ha puesto de relieve la conveniencia de la ensefanza de la
probabilidad desde etapas tempranas, puesto que conforme avanza la edad se dificulta la idea de
azar. El autor ha definido la intuicion como un programa de accion parcialmente auténomo dentro
de la cognicidén y que es una sintesis de la experiencia individual en un dominio dado. Desde esta
Optica, los juegos de probabilidad son la expresidn de una intuicion particular, la intuicion de la
frecuencia relativa, que es la base para introducir el enfoque frecuencial de la probabilidad.
Pollatsek, Lima y Well (1981) ya han sefalado en particular las dificultades de los estudiantes para
comprender la media ponderada y sefialan que el aprendizaje de una férmula de calculo para
sustituir en ella los datos no es suficiente para comprension del concepto subyacente.
Shaughnessy y Ciancetta (2002) se han referido a dificultades de los estudiantes para reconocer la
variabilidad en un entorno de probabilidad y destacan la importancia de que la consideren para dar
sentido a los datos.
Una importante contribucidn al desarrollo de la probabilidad provino de la repeticion de mediciones,
las cuales constituyen un componente basico en los experimentos. A los errores de medicion se
agregan los aspectos inherentes de aleatoriedad. El concepto de error en las ciencias esta
asociado a la incertidumbre y se procura en toda medicion conocer los limites de esta
incertidumbre y el mejor valor de la magnitud x (objeto de las mediciones) con cierta probabilidad.
Se entiende por error la diferencia entre el valor obtenido de una medida y el valor “verdadero” de
la magnitud. Este ultimo permanece desconocido, pero en su lugar se puede utilizar el valor mas
probable. Entre las clases de errores mas frecuentes estan los errores aleatorios que son
consecuencia de las multiples fluctuaciones incontrolables e independientes de los factores que
intervienen en una medicién, es decir, pueden ocurrir en una medida y en otra no (Hainaut, 1978);
también afectan a las medidas en ambas direcciones (por exceso o por defecto). Si afectan a todas
las medidas de una serie de mediciones ocurren los errores sistematicos debidos: a un
instrumento de medicién, al método de observacién, a una desatencién del observador a un
incidente en la medicion; en particular, la diferencia de posicion para la lectura de la linea que nos
indica el valor depende del angulo donde se observe y el error se denomina de paralaje. Los
conceptos basicos implicados en el tratamiento de los errores aleatorios en las mediciones son:
medidas de tendencia central, medidas de dispersion y ciertos indices de la variabilidad del
conjunto de observaciones que se estudian. De acuerdo a Swijtink (1987):
Un paso decisivo en la justificacion probabilistica de cualquier método para resolver conjuntos
inconsistentes de observaciones fue tomado dado por Thomas Simpson en 1755, cuando
introdujo la nocién de probabilidad de cometer un error de un cierto tamafio conectado con una
sola observacion independiente del propio valor verdadero. Esto condujo a la idea de una
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distribucién de probabilidad de los errores relacionados con un determinado procedimiento de
medicion. (p. 272)

METODO E INSTRUMENTOS

Investigacién documental (Cortés y Garcia, 2003). Para la propuesta institucional, programa de
estudios (DEMS, 2014), asi como la correspondencia entre las actividades planteadas en éste y su
contribucion para alcanzar esos objetivos.

Cuestionario de diagndstico. Para conocer acerca de su conocimiento matematico adquirido en su
educacion basica, los docentes disefiaron un cuestionario de diagndstico en dos modalidades: la
modalidad A, con dos secciones, esta constituida por ocho reactivos de preguntas abiertas en la
primera seccion y, dos preguntas abiertas en la segunda seccion; la modalidad B esta constituida
por 15 reactivos, todos de opcion multiple. Los contenidos de matematicas a los que se refirieron
los reactivos planteados, excepto el reactivo 15 de la modalidad B, estan incluidos en el programa
de estudios de matematicas de la educacion secundaria (SEP, 2011). La Tabla 1 resume la
caracterizacion de los reactivos de estocasticos incluidos en los cuestionarios de diagnéstico. El
cuestionario se presenté a los estudiantes impreso, para su contestacion individual manuscrita, en
el aula de matematicas a la hora de la clase, en una sesion de 2 horas. No se permitio borrar.

Tabla 1. Caracterizacion de los reactivos de estocasticos en el cuestionario de diagnoéstico.

[ Reacivos Modaldad A | Reactvos Modaldad 5|
crtore | Jar o Jan [ Jou [t 1o [te [1s

Ideas Medida de
I CE EHIEIN probabilidad
es de -
5 L i (oo ol Espacio muestra
Combinatoria
Variable
estocastica
La idea de
Muestra
Otros Razones y

conceptos  [folfefolel(eile sl

matematicos

Operaciones
aritméticas

Recursos Lengua natural
semibticos  [EEIE]

Arreglos tabulares
Diagramas de Venn

Signos
matematicos

Términos Sin orden
empleados .
Media

probabilidad
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Estrategia de ensefianza. Por la colaboracion entre docentes de Fisica y de Matematicas indicada
en la introduccion, el laboratorio de Fisica fue el escenario para introducir en la ensefanza el
enfoque frecuencial de la probabilidad, que los estudiantes efectuaran sus propias mediciones
experimentales, que trataran los errores aleatorios en las mediciones y que comprobaran sus
propias conjeturas para obtener la mejor medida. Para poner en juego esta estrategia, de los 42
estudiantes del primer semestre, 12 se incorporaron al laboratorio de Fisica | con un grupo del
tercer semestre, para recibir la ensefianza y la practica de “Mediciones directas y calibrador lineal”,
con el Vernier, siguiendo el practicario habitual.

Entrevista semiestructurada. De los 12 estudiantes que asistieron al laboratorio de Fisica, por su
desempefio durante la ensefianza y su disposicion, se aplicd una entrevista semiestructurada
individual (Zazkis y Hazzan, 1999) a tres de ellos (a quienes identificamos como “E+",’E,”, “E3”),
para profundizar en su comprensiéon de los conceptos de estocasticos incluidos en el cuestionario
de diagndstico y en la practica de errores aleatorios. Las tres entrevistas se videograbaron y
transcribieron para su analisis.

Criterios de anaélisis. A los datos recopilados se les aplicé la célula de analisis (Ojeda, 2006): ideas
fundamentales de estocasticos, otros conceptos matematicos, recursos semiédticos, términos
empleados, situaciones de referencia.

RESULTADOS DEL ANALISIS DE DATOS
La caracterizacion de los contenidos de estocasticos especificados en la red por competencias
(DEMS, 2014, p. 7) para Matematicas | al aplicar la célula de analisis (véase Ojeda, 2006) se
resume en la Tabla 2.

Tabla 2. Contenidos de estocasticos especificados en el programa de estudios (DEMS 2014)..

Criterio Competencia Competencia particular | Competencia particular
particular 1 2 3

Ideas Muestra (datos no Medida de probabilidad,

fundamentales agrupados y agrupados), combinatoria, espacio

de estocasticos variable estocastica muestra, adicién de

(medidas de tendencia probabilidades,

central y de dispersion, probabilidad condicional,

cuartiles) modelo de urna y
simulacion, regla del
producto e
independencia

Otros Propiedades de  Numeros reales, su Razones y proporciones,

conceptos los nimeros orden y operaciones, numeros racionales,
matematicos reales, razones 'y Proporciones.

proporciones, Porcentajes. Particiones.

nocion de Recta real. Producto

funcion. cartesiano. Circulo y

sector circular

Recursos Notacion Lengua natural escrita, Diagramas de arbol,
semioticos matematica Simbologia matematica. Tablas y graficas

simbdlica, lengua
natural escrita

Diagrama tallo y hojas,
circular, de barras;
histograma, poligono de
frecuencias, ojiva.
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Términos Diagrama circular, Evento, probabilidad de

empleados histograma, poligono de  ocurrencia, prediccion,
frecuencias, ojiva, azar, por lo menos, a lo
diagrama tallo y hojas, mas, urna, con repeticion
cuartiles, rango, 0 sin repeticion

desviacion media,
varianza y desviacion

estandar
Situaciones Otras areas del  Del Entorno académico y Analisis de tablas y
referentes conocimiento y social graficas estadisticas que
en la vida representan relaciones
cotidiana funcionales asociadas a

situaciones reales

Cuestionario de diagnostico. La Tabla 3 presenta los porcentajes de aciertos en la contestacion del
cuestionario de diagndéstico por modalidad. Hemos indicado con azul los reactivos correspondientes
a ideas de estocasticos.

En general, para los estudiantes la modalidad B fue mas facil que la modalidad A, presumiblemente
porque todos los reactivos de la primera fueron de opcidon multiple; sin embargo, en las
contestaciones fue notorio el desorden en la escritura de los resultados, la omision de unidades y
las respuestas sin procedimientos.

Para la unidad A, a sus reactivos 3 y 6, correspondientes a combinatoria y a medidas de tendencia
central, respectivamente, se dio el mismo porcentaje de respuestas correctas 28% .Ningun
estudiante dio una respuesta correcta al reactivo 5, referente a calcular la altura de un triangulo
isosceles. De igual manera ocurrié con el reactivo 8 concerniente a determinar las raices de una
ecuacion de segundo grado que contenia un radical en uno de sus miembros.

Tabla 3. Numero de aciertos por reactivo por modalidad del cuestionario de diagndstico.

Modalidad A 12 seccion, 19 estudiantes

1 Escalas o razones y proporciones 83
2 Regla de tres

-
010101

o o

4 Graficar con ayuda de tabla

5 Calcular una altura de un triangulo isdsceles
n——

7 Relaciones trigonométricas

8 Ecuacion de 2° grado

22 seccion, 19 estudiantes

(6]

0

o -

1 Proporcionalidad inversa 10 56
2 Maximo comun divisor 9 50
3 Regla de tres 1 6
4 Porcentajes 11 61
5 Razén 11 61
6 Recta numérica 4 22
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i Frecuoncia elaiva I

Estimacion
q Minimo comun multiplo 14 56
2 Operaciones con polinomios 16 50
3 Operaciones con monomios 14 6
4 Obtencién de un término en una sucesion 19 61
5 Obtencion de regla general de una sucesion 10 61
6 Ecuacion de primer grado 17 22
7 Criterios de congruencia 5 50
8 Razones trigonométricas 19 56
9 Ecuacion de primer grado 14 56
10 Proporcionalidad inversa 4 50
11 Porcentajes 13 6

Representacmn de una funcion lineal

Diagramas de Venn

Entrevistas semiestructuradas. Presentamos un fragmento de la entrevista al caso E; El guion de
entrevista incluyd preguntas referidas a las respuestas del estudiante al cuestionario diagndstico,
asi como a sus respuestas a la practica sobre mediciones.

El investigador “I” pidi6 a “E3” que midiera el ancho y largo de una hoja con tres reglas de 30, 15y
10 cm (véase la Figura 1). E; obtuvo dos lecturas iguales de las tres. Al mostrar E; sus resultados
se produjo el intercambio verbal siguiente:

I ¢ Cual es la medida mas confiable?

E; No sé, pero la que se repite ... 0 a la mejor me
equivoqueé ...

I ¢ En qué pudiste haberte equivocado?

E; En el cero, que no coincide exactamente.

I Si la hoja fuera mas grande, ;como tendrias que > d
colocarte para hacer la lectura? Flgura 1. Las tres reglas

E; Derecho y viendo de frente. diferentes.

El estudiante inadvierte la intervencion del azar en las mediciones y, en consecuencia, se atribuyé
el papel de “valor de la magnitud medida” a la moda, en lugar de a la media aritmética, que es el
valor mas probable del conjunto de mediciones, que en este caso el mismo realizé y obtuvo los
valores correspondientes.

La Tabla 4 presenta ejemplos de las dificultades en esos reactivos de los tres estudiantes
considerados para las entrevistas.
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Tabla 4. Ejemplos de las principales dificultades en los reactivos de estocasticos del cuestionario

diagnéstico
(Conenido | Ejomplos | _Considoraciones |
Medidas de Para la media, no considera la frecuencia
tendencia central de cada dato, en acuerdo con Pollatsek et
Edaden | 15 /43]14|15/16| al- (1981) e inadvierte la variabilidad
anos (Shaughnessy y Ciancetta, 2002), lo que
- dificultara comprender la idea de variable
Frecuencia 7 5 8 6 3 estocéstlca
Medidas de . . < Tiene dificultad para comprender que el
. Az 1<
dispersion C} Rengo 5 =1L rango es una medida de dispersién de los
datos.

Frecuencia relativa

Se le pide proponer la proporcion del
contenido de una urna con 10 objetos de
cuatro tipos a partir de las frecuencias
obtenidas en 100 extracciones al azar con
reemplazo. Comete errores de redondeo.

Esp:ja_glo dmuestra Y mesies | S0 TR TR | SR Se e dificulta identificar al evento
mebl t‘?'l'de d ol R complementario en el enunciado, “no lluvia
Eic: %I” at it (as) intensa”, y otros conceptos matematicos
vanapie estocastica deficientes (fracciones equivalentes).
Combinatoria y Su arreglo es tabular, no en arbol. El
recursos — enlistado superior revela la especificacion
semioticos A ae O de elementos para el caso particular (en
K. B - extension), sin generalizar
N e o ) o
58S @
Estimacion 3.5-—---- 3 y1.2-—-—-- 2 Al estudiante se le pide que haga una
analégica. estimacion; su proceso de redondeo revela
dificultad con valor posicional y orden en
los reales.
Altura de un ; ~
triangulo isosceles N A . s
y teorema de - Sustituye en el teorema de Pitagoras el
Pitagoras A 7 valor de la hipotenusa como si fuera un

cateto.

OBSERVACIONES
En general en los reactivos de estocasticos del cuestionario de diagnostico, el desempeiio de los
estudiantes fue deficiente. Como ya se sefald, desconocen la variacién de la frecuencia de un
conjunto de datos, la media ponderada, cémo estimar la probabilidad a partir de la frecuencia
relativa y el conteo de combinaciones; también mostraron algunas concepciones erroneas en
conceptos matematicos. Estos conocimientos son algunos de los necesarios para lograr las
competencias indicadas en el programa de estudio (DEMS, 2014), pero los mas basicos. En las
entrevistas se evidencid la incomprension del objetivo de la practica de laboratorio, el
desconocimiento de la intervencion del azar en las mediciones y, en consecuencia, el del papel de
su media aritmética como el valor mas probable de la medicion de la magnitud en cuestion; en su
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lugar, los estudiantes consideraron la moda. A causa del regreso a los programas de estudio 2008
(DEMS) se interrumpié la ensefianza de Probabilidad y Estadistica en primer semestre y se
impartid Algebra. Por lo tanto, se continda con la investigacion y la puesta en juego de estrategias
de ensefianza con un grupo del sexto semestre. El enfoque frecuencial de probabilidad no aparece
explicitamente en el programa (DEMS, 2014). Los resultados concuerdan con lo sefalado por
(Salcedo, 2013), de que el recorrido desde las ideas intuitivas hasta los conceptos formales de
estocasticos seria posible si se iniciara la ensefianza de la probabilidad desde un enfoque
frecuencial.
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