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En esta conferencia trataré de precisar la tarea profesio-
nal del profesor de matematicas. Para ello he anadido un
subtitulo deliberadamente ambiguo, ya que puede
interpretarse de diversos modos. En primer lugar puede
referirse a una expectativa de los profesores asistentes a
un curso de formacién, o a esta conferencia, es decir, un
poco de educacion matematica (didactica de la matematica) para
profesores.

También puede referirse a una esperanza profesional del
profesor en su tarea: gue los alummnos salgan “algo” edncados
matematicamente. Por Gltimo, la reunion de un término que
sugiere medida fraccionaria (onza = un dieciseisavo de
libra) con el nombre genérico de educacién matematica,
puede sugerir que vamos a realizar algunas reflexiones
sobre la ensefianza de las fracciones y la medida a partir

de la didactica de las matematicas.

En la conferencia vamos a situarnos en las tres perspecti-
vas, tratando con ello de mostrar algo sobre como la di-
dactica de la matematica puede ayudar a profesionalizar
al educador matematico, concretamente cuando afronta
la ensefianza de las fracciones.

Para ello vamos a distinguir dos partes y unas pequefias
conclusiones. En la primera, trataremos de aclarar lo que
entendemos por educacién matematica, distinguiendo el
proceso de socializar por medio de las matematicas, de la
rama clentifica que se ocupa de teorizar sobre este proce-
so. Hstas dos acepciones se influyen, la educaciéon mate-
matica como rama del saber ayuda a los educadores a
llevar a cabo su tarea de socializacion. Para analizar esta
ayuda, en la segunda parte haremos un recorrido por las
competencias profesionales del educador matematico,
concretando éstas en las necesarias para afrontar la ense-
fanza de las fracciones en la educacion primaria o secun-
daria. Para ello emplearemos algunos conceptos tedricos
provenientes de la didactica de la matematica. Las con-
clusiones finales nos permitiran hacer un balance del re-
corrido emprendido.

El problema del profesor: ¢ qué es enseiar
mateméticas?. ¢ Qué es educar — enculturar
en matematicas?

La onza es una unidad de medida del peso que ustedes
emplean para algunos productos (el queso, por ejemplo).
Su empleo social obedece a una necesidad: la de medir
una cantidad. Cuando un comprador pide en una tienda
cuatro onzas de queso esta sefialando la cantidad que
quiere recibir y por la que va a pagar. Las onzas respon-
den a una necesidad social: medir, compartir la medida.
Y para cubrir esta necesidad es preciso que el comprador
y vendedor la conozcan y la manejen.

En el proceso de educacion se hace preciso, pues, que los
nifios aprendan el significado de la onza, incluso la relacidn
de la onza con la libra, para poder comprar y vender. La
comunidad escolar asume que este contenido es preciso
en esta tierra, y lo convierte en contenido de la ensefian-
za: los alumnos deben aprender a wombrar, medir, estimar y
calenlar en onzas. De esta forma, la medida de peso se con-
vierte en un contenido de las matematicas de la educa-
cién primaria. Podemos pues, decir que el conocimiento
matematico forma parte del curriculo de la educacién
primaria y secundaria porque ayuda a desenvolverse en la
sociedad, aunque también hay que reconocetle sus cuali-
dades formativas.

Bishop, profesor del Departamento de Educaciéon de la
Universidad de Cambridge, ha llegado a establecer las
caracterfsticas culturales basicas para desenvolverse en la
sociedad, que estan relacionadas con las matematicas. Son:
contar, localizar, medir, disefar, jugar, explicar. Estas des-
trezas matematicas surgen, pues, COmo respuestas a pro-
blemas sociales. Posteriormente, la sociedad se ha
tecnificado, y con ello se ha dado mds importancia a que
los ciudadanos desarrollen ciertas destrezas matematicas.
Con ello la ensefianza no se ha limitado a ayudar a la
socializacion, sino que se ha constituido en una actividad
encaminada al éxito social de los alumnos, lo que ha pro-
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movido la apariciéon de criterios de excelencia, .... pero
también de fracaso. Por desgracia, con demasiada frecuen-
cia, los conocimientos que los alumnos demuestran tener
en matematicas se han empleado como referentes para
desmarcar a los “menos brillantes”, y con ello colaborar a
la diferenciacion social jerarquica.

La educaciéon matematica trata de recuperar el papel edu-
cador de la matematica (se educa a todo el mundo), y
dejar de lado el papel selectivo del rendimiento en mate-
maticas. Como dice Bishop, se trata de enculturar por
medio de las matematicas, y todos los miembros de un
grupo forman parte de su cultura. Partimos, pues, de que
la educaciéon matematica tiene como fin ayudar al indivi-
duo en su desarrollo personal dentro de una cultura, y
esto no acepta el fracaso, ya que el referente es el propio
individuo. Para conseguir este fin, las matematicas deben
dejar de considerarse como un lenguaje esotérico, sélo
apto para aquellas personas que tienen el suficiente gra-
do de abstraccion, y que son capaces de emplear el len-
guaje formal del algebra. Se trata de hacer ver el papel
enculturador de las matematicas, y en ello el educador
matematico tiene un papel fundamental.

La imagen que la sociedad tiene de las matematicas hace
que se enfatice su naturaleza formal, y como consecuen-
cia su papel de seleccion, sobre su papel educador. Esto
se ve favorecido por la preponderancia de la formacion
matematica de los profesores, sobre una formacion pro-
fesional como educadores.

Competencias profesionales
del educador matemético

Los educadores matematicos tienen, pues, una tarea es-
pecifica, que va mas alla de la transmision de unos cono-
cimientos establecidos. Pero esta tarea no es evidente, y
aunque sea de caracter practico, tiene que buscar elemen-
tos que ayuden a ejercerla de manera racional. Asi, el edu-
cador matematico tiene que disponer de criterios que le
permitan seleccionar los libros de texto mas idéneos para
trabajar el concepto de onza en su clase, o para disefiar
actividades adecuadas a que sus alumnos trabajen las #-
dades de peso, o a seleccionar el grado en el que se puede
trabajar el sistema miétrico aplicado a pesos y masas, cuando en
su comunidad se emplean otras unidades, y tiene que
dominar estrategias para trabajar las fracciones, incluso
cuando los alumnos repiten los mismos errores. En una
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sociedad como la actual, en la que domina la especializa-
cién, las demandas anteriores se reducen a plantear la
necesidad de que el educador matematico adquiera
profesionalidad en su tarea social. Pero ¢qué cualidades dis-
tinguen a un educador profesional?

De nuevo Bishop nos permite establecer algunas cualida-
des del profesor concebido como enculturador matema-
tico. Segun este autor, el enculturador matematico ten-
drfa una comprensién amplia de las matematicas como
fenémeno cultural, una comprensién profunda de los va-
lores de la cultura matematica, de la tecnologfa simbolica,
a la vez que tendrfa unas competencias adecuadas en es-
tos campos, y finalmente, tendria un fuerte metaconcepto
de su proceso de enculturacion. Trataremos de estudiar
estas cualidades con relacién a las fracciones.

Llamamos curriculo a un plan de formacion. En el caso
que nos compete, el curriculo de matematicas tiene que
afrontar la enculturacién de los alumnos en aspectos re-
lacionados con la medida y con los nimeros. Pero ¢qué
competencias tiene que tener el educador para afrontar
este curriculo de una manera profesional?

Analizando el curriculo como campo de actuacion del
educador matematico, podemos considerar que segin dice
el profesor Luis Rico, el curriculo de matematicas res-
ponde a demandas que pueden formularse por medio de
las siguientes cuestiones:

a) ¢Qué es y en qué consiste el conocimiento?
b) ¢Qué es y en qué consiste el aprendizaje?
c) ¢Qué esy en qué consiste la ensefianza?

d) ¢En qué consiste el conocimiento util?

Para responder a esas cuestiones la didactica de la mate-
matica recurre a distintas dimensiones:

a) Dimension cultural/conceptual
b) Dimensién cognitiva

¢) Dimension ética

d) Dimension social

El educador matematico tendria que disponer de compe-
tencias que le permitieran afrontar estas dimensiones res-
pecto a los contenidos matematicos elegidos. Shulman,
investigador en didactica, ha llamado conocimiento diddctico
del contenido matematico a las formas mas cortrientes de re-
presentar un contenido, las analogfas mas poderosas, ilus-
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traciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones. En
una palabra, la comprension de lo que hace que determi-
nado topico sea mas facil o dificil. El analisis curricular
del Dr. Rico ha llevado a concebir unos organizadores, que
define como “aquellos conocimientos que adoptamos
como componentes fundamentales para articular el dise-
fo, desarrollo y evaluacion de unidades didacticas”. Los
organizadores estan fundamentados en las dimensiones
destacadas antes. El profesor Rico enuncia los siguientes:

1) Evolucion historica del contenido

2) Fenomenologia de los conocimientos implicados

3) Errores y dificultades del aprendizaje del contenido,
asi como los obstaculos para ello

4) Representaciones utilizadas en cada concepto, asi como
los modelos usuales

5) Materiales y recursos para la ensefianza del contenido

Tal como puede apreciarse, los dos primeros estan influi-
dos por la dimensién conceptual del curriculo, los dos
siguientes por la cognitiva, y la tltima por la ética y social.
Para mostrar con mas claridad el interés de estos organi-
zadores, como indicadores del conocimiento profesional
del educador matematico, volveremos a los temas mate-
maticos que llevamos empleando.

La onza es una sub-unidad de medida de peso. Tomando
como unidad la /Zbra, la onza es la dieciséisava parte de la
unidad. Su manejo matematico supone un dominio de la
relacion entre medidas, especialmente las fracciones. Sa-
bemos que las fracciones son uno de los contenidos cla-
ves en la ensefianza de las matematicas, mas aun cuando
son la base del numero racional. Son causa del fracaso
matematico escolar de multitud de alumnos. Pero ade-
mas parecen ser objetos necesarios para realizar transac-
ciones comerciales y técnicas. Veamos los organizadores
que pueden ayudar al educador matematico a abordar la
enseflanza de las fracciones:

En primer lugar conviene estudiar los conceptos mate-
maticos implicados. Conceptualmente, el nimero racio-
nal amplia al nimero entero con la posibilidad de resol-
ver todas las ecuaciones de la forma ax+b=¢, y con ello
todos los problemas reducibles a estas ecuaciones. Este
hecho acarrea formalmente la construccion del cuerpo
de fracciones en un anillo, pero también la posibilidad de
realizar la divisién y con ello la ruptura de la matematica
discreta, para generar un conjunto denso. La densidad es
una caracteristica de muchas de las magnitudes, por lo
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que los nimeros racionales permiten encarar la medida
de magnitudes, con todo lo que esto aporta a la ciencia, la
técnica y la practica social.

El empleo social de los nimeros racionales esta relacio-
nado con los fenémenos que se aplican. Las fracciones
(origen de la construcciéon de Q) aparecen en muchas
ocasiones como la relacidn entre una parte y un todo que ac-
tia como unidad de referencia (@ medio camino). En otros
casos aparecen como #na division sin realizar (le toca a cada
uno un tercio). También puede indicar ¢/ resultado de una me-
dida (cnarto y mitad). También puede ser un gperador (le co-
rresponden los dos tercios del total). Pero el sentido que mas se
aproxima al de nimero racional es el de la fraccion razdn,
entendida como relacién parte a parte, 0 como propor-
cién. El ndmero racional estd, pues, en la base del razo-
namiento proporcional. Ligados a estos sentidos de uso
de las fracciones, aparecen las equivalencias y las opera-
ciones entre nimeros racionales. La suma y resta se de-
ducen facilmente a partir de la suma y resta de nimeros
naturales, especialmente cuando se refieren a la misma
unidad, pero la multiplicacién y divisiéon obedecen a otros
criterios y sentidos diferentes de las operaciones en N.
En general, la multiplicacién exige la actuacién como
operador de una fraccién sobre el resultado obtenido por
la otra, mientras que la division se refiere a la compara-
cién entre partes, mas que al reparto. Como se observa,
los nimeros racionales tienen su propia significacion, que
no siempre coincide con la de los numeros enteros y na-
turales, por lo que el profesor debe conocer estas caracte-
risticas.

El origen histérico de los nimeros racionales se encuen-
tra en la necesidad de medir, lo que lleva a proponer ex-
presiones numéricas para llevar a cabo la operacion. Los
Babilonios y Egipcios emplean fracciones de numerador
unidad con las que obtienen relaciones numéricas y me-
didas. La matematica griega encara el problema de la bus-
queda de la parte aligiiota entre dos longitudes, para esta-
blecer la medida de una respecto a la otra, con la expecta-
tiva de que siempre sea posible. La constatacion de que
es imposible encontrar la medida comun entre el lado del
cuadrado y su diagonal lleva a los matematicos griegos a
una crisis que les hace dirigir su atencion a la geometria.
La matematica arabe va a dar un auge importante al ma-
nejo de los nimeros racionales, introduciendo una nota-
ci6on mas actual. Es Stevin, en el siglo XVI, quien estable-
ce las operaciones con las fracciones y la expresion deci-
mal, dando un fuerte empuje a su aceptacion generaliza-
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da. La formalizacién del nimero racional llegara en el
siglo XIX, construyendo como lo que el algebra llama
cuerpo de fracciones de los nimeros enteros.

Los nimeros racionales se expresan de dos formas dife-
rentes, en forma de fraccion, y con notacion decimal. 1a escri-
tura en forma de fraccion tiene su origen en las relacio-
nes entre la aritmética y la geometrfa. El uso particular de
fracciones decimales y su utilizaciéon para la medida de
magnitudes, como el tiempo, da lugar a la notaciéon deci-
mal.

El estudio de los conceptos tiene que hacerse mediante
representaciones. Tal como indican Llinares y Sanchez,
las fracciones pueden representarse de manera geométrica,
discreta, numérica y literal. Las representaciones
geométricas se realizan en un contexto continuo y las mas
frecuentes son los diagramas circulares, rectangulares y
la recta numérica. En las representaciones discretas la
unidad esta formada por un conjunto discreto de objetos.
Las representaciones numéricas encuentran distintas for-
mas de utilizar los nimeros para indicar una relacion par-
te-todo: representacién como division indicada (3/5), re-
presentacion como razon (3:5), representacion decimal
(0.6), representacion de porcentajes (60%). En las repre-
sentaciones literales podemos distinguir distintas formas:
tres quintos, tres de cinco y proporcion de tres a cinco.

Entre los modelos usuales en el trabajo con numeros y
operaciones podemos destacar los siguientes: lineales,
utilizan la recta numérica como modelo de representa-
ci6n numérica; métricos, emplean longitudes, superficies,
balanzas para el estudio de conceptos numéricos;
geométricos, que utilizan figuras geométricas para repre-
sentar partes de la unidad; funcionales, aunque no son
los modelos habituales actualmente se emplean para ope-
raciones con racionales pero no con decimales, excepto
algunos casos de porcentajes.

El conocimiento de los obstaculos, errores y dificultades
permite al educador conocer aquellos conceptos que van
a tener una especial dificultad y con ello emprender el
disefio de instrumentos para su diagnostico y tratamien-
to. Algunos errores conceptuales aparecen al relacionar
distintas interpretaciones de la fraccién. La identificacion
de la fraccién con una cantidad es un obstaculo para in-
terpretar y manejar la fracciéon como razon, y para el na-
mero racional. La nociéon de equivalencia de fracciones
es origen de errores debidos al manejo simultaneo de di-
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versos sentidos de fraccioén y de equivalencia, y otras ve-
ces por los problemas originados ante la transitividad del
signo igual. La introduccién demasiado pronto del calcu-
lo algoritmico provoca confusiones en su manejo. Estos
equivocos también se pueden producir por la similitud
entre las notaciones de los nimeros naturales y las frac-
ciones. En este sentido se puede considerar que las ope-
raciones aprendidas con los numeros naturales son un
obstaculo para las operaciones realizadas con racionales
ya que, por ejemplo, la multiplicacién no significa siem-
pre un aumento de la cantidad. Cuando operan con deci-
males, los alumnos tienen problemas con las operacio-
nes, con el uso del cero, con la lectura y escritura de los
numeros y con el orden entre decimales. Errores que,
como antes comentabamos, se deben en gran medida, a
la persistencia en los conocimientos de los nimeros na-
turales.

Para la enseflanza de las fracciones podemos emplear ma-
teriales v recursos relacionados con la ensefanza de los
nuameros, como los marcadores, los abacos, etc. También
se pueden emplear otros materiales generales, como el
Tangram y la calculadora. La calculadora potencia las re-
laciones entre fracciones, decimales y porcentajes; el sen-
tido comun y la estimacién como control de las operacio-
nes realizadas; la relacién entre las operaciones; la gene-
ralizacion a partir de la obtencion de pautas y regularida-
des; la construccion de tablas y graficas asi como el do-
minio de una funcién; la comprension cualitativa del do-
minio de una funcién; los métodos iterativos. Otros re-
cursos especificos son: el circulo de fracciones, los puzzles
troquelados de fracciones, el dominé de fracciones, la
baraja de fracciones y cualquier objeto que se preste a la
particion y estudio de las relaciones entre las partes. Hay
que destacar la importancia de los instrumentos de medi-
da en la ensefianza de los racionales: reglas graduadas,
escalas, vasos graduados, jeringuillas, calibradores, cartu-
linas, papel cuadriculado, balanzas y pesas, etc.

Conclusiones

En esta conferencia hemos insistido en que educar mate-
maticamente a las personas es, en palabras de Bishop,
una manera de conocer, que requiere una conciencia fun-
damental de los valores que subyacen a las matematicas y
un reconocimiento de la complejidad de ensefiar estos
valores a los nifios. No basta con ensefiar matematicas,



MEMORIAS SEGUNDO ENCUENTRO COLOMBIANO DE MATEMATICA EDUCATIVA

también debemos educatles acerca de las matematicas,
mediante las matematicas y con las matematicas.

Para lograr estos fines, el educador matematico tiene que
tener conciencia de su tarea y sus competencias, y en esta
conferencia hemos tratado de ejemplificarlas. Los orga-
nizadores curriculares pueden aportarle puntos de refe-
rencia que, una vez descritos para cada contenido mate-
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matico, le permitiran tener un repertorio de conocimien-
tos gracias a los que podra llevar a cabo una tarea en el
aula mas acorde con los fines, seleccionando con mayor
racionalidad, en funcién de las circunstancias en que se
mueva. Puede que solo aspire a unas onzgas de educacion
matematica (como proceso) de sus alumnos, pero el educa-
dor tiene que tener varias libras de educacion matemitica (como
rama del saber) para llegar a ello.

CONSTRUCCION HSTORICA DEL UNO Y LA UNIDAD:
Perspectivas aritmética y geométrica’

Jorge Arce
Gloria Castrillén
Myriam Vega
Grupo DE EpucacioN MATEMATICA, INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA
UNIVERSIDAD DEL VALLE

Resumen

El analisis de la construccion historica y epistemologica
del #no y la unidad se aborda desde una opcién metodolo-
gica, segin la cual, dichos conceptos se han venido
estructurando a lo largo del desarrollo y evolucion de las
matematicas mismas. No se asumen como objetos ya cons-
tituidos sobre los cuales se puede develar su historia en
épocas distintas. La historia da razones que explican los
procesos que dieron lugar a la constitucion del #no y la
unidad en las perspectivas aritmética y geométrica y de
como las relaciones entre lo aritmético y lo geométrico
han marcado, en su estatus de problema, el desarrollo
matematico de los dltimos 23 siglos. A partir de la clasifi-
cacion de los 13 libros de Euclides, propuesta por Jean-
Louis Gardies?, a través de la cual explicita la separacion
de los libros aritméticos de los geométricos y las relacio-
nes entre ¢éstos, se presentan algunas conclusiones resul-
tado de un analisis centrado en el papel que Euclides le
asigné al uno y la unidad en dichos contextos.

1 Adaptacion del segundo capitulo del Informe Final de la investigacion: Formaciin de
pensamiento matemtico en el contexto escolar: implicaciones de la cultura del Uno y la Unidad. Proyecto
COLCIENCIAS, Coéd. 1106-11-222-95. Jorge Arce Chaves, Gloria Castrillon Castro y
Myriam Vega Restrepo. Universidad del Valle, Cali, Feb. de 1.999, pp. 20-45.

2 GARDIES, Jean — Louis (1997). L organization des mathématiques greeques de Téététe a Archiméde.
Librairie Philosophique J. Vrin, France, pp. 219 — 221. 2 Adaptacién del segundo capitulo
del Informe Final de la investigacion: Formacion de pensamiento matemtico en el contexto escolar:
implicaciones de la cultura del Uno y la Unidad. Proyecto COLCIENCIAS, Céd. 1106-11-222-
95. Jorge Arce Chaves, Gloria Castrillon Castro y Myriam Vega Restrepo. Universidad del
Valle, Cali, Feb. de 1.999, pp. 20-45.

Se da relevancia al problema de cémo la indivisibilidad
de la wnidad plantea una dualidad muy importante entre
los numeros que son primos entre si y las magnitudes
inconmensurables y, por otra parte, entre numeros que
no sean primos relativos y magnitudes conmensurables.

Otro aspecto que se resalta en la historia del wno y la uni-
dad lo constituyen los trabajos de Peano, Stevin y Viéte.
La declaracion del #no como nimero y el papel que se le
asigna a la wnidad direccionan las preguntas que se pue-
den hacer sobre lo que verdaderamente interesa: la fun-
cién que cumplen dichos objetos en los contextos tedri-
cos donde estan enmarcados.

Otro aspecto crucial en la construccion histoérica del #no
y la unidad es la concepcion de Descartes de la wnidad
como neutro multiplicativo lo cual le permite crear la ce-
rradura para el producto de dos segmentos y la extrac-
ci6on de la raiz cuadrada de un segmento dado. Se trata de
un nuevo funcionamiento del #no y la unidad.

Finalmente, el encuadre cultural, filoséfico y
epistemologico de los actores y sus contribuciones al de-
sarrollo de las teorfas, ayuda a dibujar una imagen que
puede aportar a la comprension de la formacion de pen-
samiento matematico en diferentes contextos

socioculturales y, en particular, en el contexto escolar.
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