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Introduccion

En este escritol presentaremos algunos resultados de investigacién sobre el
comportamiento de estudiantes de diversos niveles de escolaridad, incluyendo
universitarios, en relacién con situaciones-problema «simples» de estructura multiplicativa,
a partir de lo cual pretendemos motivar y reconocer la necesidad, de tipo cognitivo, de
reformular el modelo mental2, ampliamente difundido, de la multiplicacion como suma
reiterada y su desconexion con el modelo de regla de tres; ademds, presentaremos una
propuesta de estrategias que potencien la comprension de la multiplicaciéon como cambio de
unidad.

El curso va dirigido a estudiantes para profesor de matemdticas y a profesores de
matematicas en ejercicio. No contiene propiamente una propuesta de trabajo en el aula con
nifios y jovenes, pero si elementos que permiten orientar el disefio de actividades para
desarrollar dicho trabajo y un material util respecto al conocimiento profesional que
creemos debe poseer un profesor de matemadticas para la educacion bdsica.

Presentamos cuatro estrategias que potencian el aprendizaje de la multiplicacion como
cambio de unidad. Estas estrategias son: Problematizacion, Reflexion, Comprension y
Automatizacion.

Afirmamos en Mora y Romero (2004, p.17) que

"De la teoria de modelos intuitivos se desprende que MADA es un modelo
intuitivo paradigmatico, y como se colige de lo investigado en los libros de texto
de aritmética en Colombia, ...también es primitivo; por lo tanto, genera el efecto

1 Cuya version inicial fue preparada por los profesores Pedro Javier Rojas G. y Jaime H. Romero C., integrantes del
Grupo Mescud, para el desarrollo de un curso en el marco del XXII Coloquio Distrital de Matemdticas y Estadistica
realizado en la Universidad Nacional de Colombia (Bogota, 2006).

2 Ver, por ejemplo, D’ Amore, 2006, p. 143
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primacia. Es decir, es una de las cogniciones cuya perseverancia y resistencia al
cambio son tan fuertes que siguen estables alin bajo la aceptacién de evidencia
dirigida en su contra, como si el individuo que de ellas dispone se rehusara a
interrogarlas. En términos de Kruglansky y Ajzen (1983, p.23) el efecto primacia
'...refleja el fenémeno de congelamiento epistémico por el que la persona cesa,
en algin punto, de generar hipdtesis y de aceptar una proposicion dada
actualmente plausible como cierta. El congelamiento epistémico es una
caracteristica inevitable del proceso de enjuiciamiento en razén del caricter
potencialmente interminable de la generacion de cogniciéon. La secuencia
epistémica debe parar en algin punto, al menos que el individuo esté desposeido
de todo conocimiento cristalizado necesario para tomar una decisién y actuar'. De
todo lo dicho en este parrafo se deduce la imposibilidad de anular MADA vy la
dificultad que no la imposibilidad de cuestionarlo.

Lo hemos dicho antes, el modelo MADA es compatible con la multiplicacién y la
divisiéon en anillos euclidianos y por lo tanto, para reflexionar sobre la no
pertinencia de este modelo, se requiere sobrepasar estas estructuras. Una posibilidad
apareceria pronto con las fracciones pero bajo la condicién de tener una
comprension adecuada desde la estructura aritmética del producto y de la divisién
de fracciones que las diferencie como operaciones pero que las integre en tanto la
equivalencia entre a/c + b/d y a/c xd/b.”

Primera estrategia: Problematizacion

Algunos autores (Piaget, 1981; Dubinsky, 1991; Tall y Tomas, 2002) afirman que toda
generalizacion en matematicas es posible en relacion con la existencia de una forma o
esquema mental —que se manifiesta en las actuaciones de las personas, traducida en reglas
implicitas o explicitas de accidn-. Que esta generalizacion exige una transformacion de
esquemas mentales que puede ocurrir como producto de una categorizacion de esquemas de
orden inferior en la interrelacion de las personas con el mundo objetivo via la accion.

Esta categorizacidon de esquemas en ocasiones desata un conflicto cognoscitivo, que bajo
ciertas condiciones puede conducir o a una crisis cognoscitiva o a una problematizacion.
Dado el caracter traumatico de las crisis (toma de conciencia de una anomalia o de una
ausencia acompafada del sentimiento de imposibilidad de superar la una o de cubrir la otra
y enfrentado a un requerimiento taxativo y amenazante, de procedencia interna o externa,
que actuaria si el conocedor no vence la imposibilidad) y sus mas probables consecuencias,
sentimiento de frustracion y consiguiente abandono de la situacion que produce el conflicto
cognoscitivo, propendemos incrementar las condiciones que hagan posible generar una
problematizacién, para lo cual abordamos dos aspectos: Condiciones que hacen posible las
problematizaciones y las tomas de conciencia.

Segunda estrategia: Reflexion

En términos de generacion de conciencia y problematizacion, la instrumentacion provee a
la clase de elementos de reflexion. Una pregunta que debe ser contestada estd en relacion con
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la posible universalidad de los comportamientos hallados /son excepcionales o éstos
aparecen reportados en distintos lugares del mundo?

Sin embargo, habiendo logrado volcar la atencion sobre los comportamientos efectuados,
la teoria que estructura los instrumentos permite orientar el estudio de aquéllos, originando su
tipificacion y develando el sistema de relaciones entre ellos. Poco a poco emergerd que los
distintos tipos de comportamientos estdn vinculados con diversas maneras de uso, o con
ausencias, de elementos matematicos.

Es decir, el uso de instrumentos ayuda, fortalece y alienta procesos de metacognicién
profunda: permiten cuestionar alguno(s) de nuestros modelos intuitivos y asumir una actitud
de “acecho” al momento de abordar la solucién de situaciones y problemas, pero también
aportan para determinar sobre qué elementos matematicos se habra de focalizar la atencion.
Las siguientes son preguntas propias de esta fase:

Tercera estrategia: Comprension

Examinemos ahora, a través de una solucién de un problema que involucra fracciones, el
uso constante y refinado de la recuperacion de la unidad y los procesos de unitizacion y
normacion puestos en juego.

El problema de partir y recuperar. Es usual que logremos obtener una parte de una figura,
o una unidad dada, dividiéndola en el niimero de partes requerido (no sin invertir cierto
tiempo). ;Pero garantiza esto el proceso inverso de recuperar el todo o la unidad teniendo
una(s) parte(s)?

Si I\_/I es 3/2 de la unidad, ;cudl es la unidad?

Después de dudar un poco, ;cOmo actuamos para encontrar la unidad?
Posiblemente dividimos la figura (el todo) en tres (3) partes, de igual tamafo, asi: M

Tomamos dos (2) de estas partes, esto es, tomamos 2/3 del todo; en otras
palabras, tomamos 2/3 de 3/2 de la unidad, lo cual puede verse como 2/3 x 3/2 de
la unidad, que corresponde en este caso a la unidad pedida: j

(Por qué la duda? Posiblemente se deba a que para encontrar medios, lo usual sea partir la
unidad en dos partes de igual tamafio; pero en este caso debemos partir el todo en tres partes
para hallar la mitad de la unidad pedida; hecho que requiere reconocer que 3/2 corresponde a
3 de 2 de tal unidad. La funcion tipicamente asignada al denominador, en este caso debe
cumplirla el numerador, y viceversa. ;Pero este actuar desde la representacion grafica, qué
correlato numérico tiene?

En la experiencia que hemos tenido con estudiantes universitarios y profesores de
matemdticas de educacion bdsica y media, observamos que esta relacion -entre el trabajo
numérico y el grafico- no aparece de manera “natural” y, al parecer, solo cuando se plantea
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establecer explicitamente esta relacion se suele reflexionar sobre ello. Respecto al ejemplo
propuesto, finalmente reconocen que las acciones realizadas desde lo grafico corresponden a
una multiplicacidn; y especificamente que el producto 2/3 x 3/2 [x1] nos permite recuperar la
unidad (el “uno” inicial de referencia). Ademds, podemos ver claramente que es necesario
tener conciencia de las distintas unidades en juego, los distintos unos, ademds de “controlar”
las relaciones entre estas distintas unidades!

Inicialmente tenemos tres “unos” iguales: AN
y cada uno de ellos es la mitad ( /2) de otro uno (en este caso la unidad pedida): A
Cuarta estrategia: Automatizacion.

De esta manera, en una secuencia de clases es posible construir elementos de reflexion a
través de objetivar mediante instrumentos nuestros modelos intuitivos, nuestros esquemas,
disponiéndolos en el mundo objetivo para someterlos a nuestra propia critica, pero ademas
estos mismos instrumentos ofrecen elementos para poner bajo control y superar tales
esquemas, logrando aprendizaje. Respecto al modelo MADA, discutido en este escrito, el
saber recuperar la unidad se constituye en un puente que posibilita generar
“compatibilidad” de este modelo y su superacién hacia procesos de unitizacién y
normacién3.

A continuacion ejemplificamos con un problema un abordaje posibilitaria el desarrollo
de las estrategias referidas, particularmente la de automatizacion.

El problema de las tazas de café y los buiiuelos. Las ideas que se presentan a
continuacion, en relacién con propuestas de solucion al problema planteado, son tomadas
de Bonilla y Romero (2006, en prensa) que analizan una experiencia desarrollada por
estudiantes de séptimo (12-14 afios) reportada por Romero, et al. (2002, p. 51) ocurrida en
una instituciéon escolar, que promueve explicitamente el trabajo por resolucién de
problemas*.

Por cada tres tazas de café hay cuatro buiiuelos. ;Para cinco tazas de café cudntos
bufiuelos se requiere?

Primer modelo de solucion. Si multiplicamos la primera relacién por 5 llegamos a:
15 tazas de café son para 20 buiiuelos
5 tazas de café son para ? buiiuelos
Como 5 es la tercera parte de 15, entonces ? es la tercera parte de 20.
Es decir, ? =20/3
Segundo modelo de solucién. Para llegar a 5 [tazas de café] utilizamos 2 partes de 3 mds las 3. A 4 buiiuelos
los volvemos 3 y con este tres hacemos lo mismo. Entonces primero se convierte a 4 en 3: una unidad [de las 4] la
parto en 3 partes y coloco cada una de esas tres partes en cada una de las otras tres unidades [que quedan de las 4].

3 Comprender que el todo no cambia, que se conserva, no es suficiente; se requiere automatizacién de lo comprendido.
Significa que los elementos constitutivos de las operaciones se le vuelvan “visibles” cuando se enfrenta a situaciones que
requieran de estas operaciones. En tal sentido, se requiere trabajo orientado a “renunciar”, de cierta forma, a formas de
proceder que resultaban de alguna manera disconexas e incluso insuficientes,...

4 La experiencia tuvo lugar en la Escuela Pedagégica Experimental (Bogotd).
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Si ... Tazas de Café Buiiuelos

Describe la situacién
mediante un diagrama

En seguida opera sobre las unidades de bufiuelo interpretando y reinterpretando toda la
situacion

Tazas de café Buiiuelos Comentario: a los 4 bufiuelos iniciales los
volvié 3 cambiando la unidad y conservando

<

Comentario:Por cada taza de café ahora
hay un buifiuelo de los nuevos (proceso de
normacién de la relacion multiplicativa)

@ Comentario:Ahora obtiene una respuesta

que debe reinterpretar en la vieja unidad

“bufivelo inicial” manteniendo la relacion

m entre las dos unidades de bufiuelo (proceso
‘ de normacion)

=
- BHHEH
FELLL

A partir de las soluciones descritas observamos tratamientos, de la multiplicacién y la
division basadas en los esquemas multiplicativos de unitizacién y normacién sustentados a
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su vez en habilidades bdsicas requeridas para la recuperacion de la unidad. Pero por otra
parte, desde las representaciones gréficas se hace visible que estas operaciones ni achican ni
agrandan, el todo se conserva y lo “Unico que ocurre es que la situacién puede describirse
desde distintas unidades, es decir que efectivamente ocurren cambios de unidad y por lo
tanto, segun la unidad que se escoja para la descripcion ocurre que la numerosidad final
depende en proporcién inversa al tamafio de la unidad escogida, y entonces se recupera la
idea, pero ahora de manera mas compleja, que el producto agranda y que la division achica.
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