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Resumen

Presentamos un conjunto de actividades matematicas elementales para abstraer algunas
estructuras finitas como los campos Z, y Zs, y el concepto de isomorfismo de estructuras
algebracicas. Se enfatiza en dos procesos: el paso de la estructura a los modelos y el paso
de las representaciones a la estructura. Finalmente hacemos algunas aplicaciones a la
l6gica.
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Introduccion

Pretendemos abstraer la estructura algebraica (Z;, +) comparando varias
representaciones de la misma; iniciaremos con operaciones en conjuntos con dos
elementos, los cuales hasta ahora no hemos considerado como nimeros, por ejemplo la idea
de paridad en los nimeros naturales, transformaciones del plano como reflexiones, entre
otras, hasta lograr una caracterizacion de ella con tablas de CayleyS y de ellas obtener otra
caracterizacion en términos de propiedades, lo que nos permite conseguir otras
representaciones e identificar el mecanismo de paso de una representacion a otra, conocido
como isomorfismo, para luego aplicar este proceso a otras operaciones con dos elementos y
obtener nuevas representaciones de ellas. Estudiamos las propiedades que tienen estas

S qlse, D., Lehmann, I. & Schulz, W. (1984). Gruppoide und funktionalgleichungen. Berlin: VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften.
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estructuras con la ayuda del software Propiedades algebraicas de estructuras finitas® y
notamos que estructuras isomorfas tienen las mismas propiedades algebraicas.
Seguidamente estudiamos (Z;, x) y, de manera similar a como se hizo para (Z,, +), partimos
de algunas de sus representaciones para llegar a las propiedades que caracterizan esta
estructura, basados en las tablas construidas. Posteriormente, establecemos un par de
relaciones entre ellas. Luego, buscamos otras estructuras con dos elementos utilizando
mecanismos ya propuestos como el cambio de nombre de cada uno de los elementos de una
tabla en particular y modificaciones de éste, con ello obtenemos las 16 operaciones posibles
en un conjunto con dos elementos; con base en esto, buscamos relaciones entre unas
operaciones y otras.

A partir de las operaciones establecidas, buscamos propiedades necesarias y suficientes
que nos permitan determinar la estructura, de una tnica manera, salvo isomorfismo; con
ello, logramos hacer conjuntos de operaciones y estableciendo axiomas, demostramos
algunos teoremas, haciendo asi miniteorias al interior de este capitulo y nuevamente,
buscamos relaciones entre las operaciones caracterizadas, formando asi una estructura a
partir de estructuras. Finalmente, presentamos una aplicacion de Z, a la 16gica.

Luego estudiaremos con los mismos métodos, estructuras formadas en conjuntos con
tres elementos, pero esta vez aplicaremos las propiedades de las operaciones para resolver
ecuaciones, de manera andloga a la que usamos en la secundaria para resolver ecuaciones
entre numeros reales, con el proposito de establecer, que estos procedimientos no dependen
de la naturaleza de los objetos que operamos, sino de las propiedades de las operaciones
que entre ellos definamos.

Iniciamos con un conjunto con tres elementos cuyos elementos son conjuntos infinitos
de ndmeros y entre ellos definimos una operacidn; luego presentamos una situacion
geométrica, en donde el conjunto estd formado por tres funciones y la operacion entre ellas
es la composicion usual; seguidamente abordamos un caso algebraico partiendo de las tres
raices cubicas de la unidad y la operacion es la multiplicaciéon usual en los numeros
complejos; y por dltimo estudiamos un conjunto cuyos elementos son tres matrices con su
multiplicacion habitual como operacion. De lo anterior, observamos que todos los ejemplos
mencionados son representaciones de una estructura conocida como el grupo (Z3, +).
Seguidamente estudiamos como las propiedades de grupo de (Zs3, +) no determinan una sola
representacion sino tres, que igual se pueden caracterizar, con otras propiedades bésicas.

Luego establecemos el mecanismo de paso de una representacion a otra, lo que permite
abstraer el concepto de isomorfismo y con él, un procedimiento para copiar operaciones
que preserva sus propiedades. De nuevo recurrimos al software Propiedades algebraicas de
estructuras finitas para verificar que las estructuras isomorfas tienen las mismas
propiedades algebraicas. Después aplicamos lo aprendido con (Z3, +) a la estructura (Z3, x);

6 Elaborado por Leonardo Angel, miembro del grupo de Algebra de la Universidad Pedagégica Nacional,
cuyo disco estd adjunto en el libro de estructuras andlogas.
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ensamblando estas dos estructuras, obtenemos el campo (Zs, +, x) y resolvemos ecuaciones
en él.

Posteriormente, para conseguir nuevas estructuras con tres elementos no isomorfas a las
ya construidas, modificamos la condicién de isomorfismo o usamos los axiomas con los
que definimos estructuras con dos elementos. Finalmente, construimos estructuras
algebraicas a partir de relaciones de orden, los reticulos, y presentamos algunas
aplicaciones de €stos en la construccion de logicas trivalentes.

Referentes teodricos

En un conjunto con dos elementos podemos definir 16 operaciones (conectivos) posibles
y caracterizarlas con algunas propiedades bdsicas, es decir, propiedades necesarias y
suficientes para que la estructura quede determinada de manera unica, salvo isomorfismos.

1. La conjuncion y la disyuncion
Las condiciones: Para todo x, y en {0, 1} se cumple que’
Al. xx=x (Idempotencia)

A2.xy =yx, (Conmutativa)

determinan las operaciones conjuncién A, y disyuncién v de la l6gica usual. La primera,
A1, determina la diagonal principal:

—_ O >
[N N}
- O <
[N e}

y la segunda dice que los elementos de la diagonal secundaria deben ser iguales y para ello
hay dos posibilidades: o son O o son 1, la primera opcion determina la conjuncién y la
segunda la disyuncidon. Estas dos operaciones también cumplen otras propiedades; ya vimos
que ademas de idempotentes y conmutativas, son asociativas y tienen elemento idéntico,

7 Omitiremos el simbolo de la operacién, con el dnimo de simplificar la escritura, esto quiere decir que xy
representa x © y o xx representa x © x , la operacidn se hace explicita en el texto.
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pero también cumplen propiedades que habitualmente no se mencionan8 ni se estudian, por
ejemplo:

i. Identidad I de Stein®: x (xy) = yx

ii. Identidad II de Stein: x (yx) = (yx) y

iii. Identidad I de Schroder!: x (xy) = (xy) y

iv. Elasticidad: x (yx) = (xy) x

V. Asociativa ciclica I: x (yz) = z (xy)

vi. Asociativa ciclica II: x (yz) = (zx) y

Vii. Identidad de Abel — Gramann I: x (yz) = z (yx)

viii.  Identidad de Abel — GraBmann II: x (yz) = (yx) z

ix. Permutabilidad a izquierda: x (yz) =y (xz)

X. Permutabilidad a derecha: (xy) z = (xz) y

xi. Propiedad del producto reducido!!: (xy) z = x (zy)

Xii. Autodistributividad a izquierda: x ( yz) = (xy) (x2)

xiii.  Autodistributividad a derecha: (xy) z = (xz) (y2)

xiv.  Autodistributividad a izquierda abeliana: x ( yz) = (xy) (zx)
xv. Autodistributividad a derecha abeliana: (xy) z = (zx) (y2)
xvi.  Bisimetria: (xy) (uv) = (xu) (yv)

2. La flecha de Peirce y la barra de Sheffer

Las condiciones: Para todo x, y en {0, 1} se cumple que
A2.xy =yx, (Conmutativa)
A3. xx =Yy con x #y.

determinan las operaciones barra de Sheffer | , u operador NAND, y funtor de Peirce!2 »L, u
operador NOR de la l6gica bivalente. La condicion A3. determina la diagonal principal:

8 Ilse, D., Lehmann, I & Schulz, W. (1984). Grupoide und funktionalgleichungen. Berlin: VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften.

9 Stein, S. (1957). On the foundations of quasigroups, Trans. Amer. Math. Soc. 85. p.p. 228-256.

10 Schroder, E. (1873). Lehrbuch der arithmetik und algebra fuer lehrer und studierende, Band 1, Leipzig:
Teubner.

11 E] original en aleméan es Eingewandtes Produkt.

12 Bl aporte de Peirce a la lgica también incluye el invento de la lgica de relaciones, la légica de
cuantificadores y la ldégica trivalente; estudié la axiomatizacion del célculo proposicional, el calculo
implicativo débil, la negacion intuicionista, las tablas de verdad, los conectivos completos, las definiciones
reticulares y la notacién de los conectivos proposicionales.
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0 1 110 1
1 01

I
0
1 0 1 0

y la condicién A2. dice que los elementos de la diagonal secundaria deben ser iguales y
para ello hay dos posibilidades: o son 1 o son 0, la primera opcién determina la barra y la
segunda el funtor. Estas dos operaciones cumplen, de las propiedades enunciadas
anteriormente, s6lo la propiedad elastica, que es deducible de la propiedad conmutativa
como lo hicimos en el teorema T1. A pesar de que la flecha o funtor de Peirce carece de
casi todas las propiedades enunciadas para otras operaciones, esta operacion permite
expresar todas las demds operaciones logicas en términos de ella, por ejemplo: La
negacion: —p =p I pila disyuncién: p v g = (p Il il y la conjuncién: p A g = (p
Iplglg.

3. La implicacion y la diferencia reciproca

Las condiciones: Para todo x, y en {0, 1} se cumple que
A4.xx =yy (Unipotencia)
AS. xy=y conx#y

determinan las operaciones implicacion —, y diferencia reciproca e—, y las uUnicas
propiedades de las enunciadas que cumplen es que son permutables a izquierda y auto
distributivas a izquierda, esto es: x(yz) = y(xz) y x(yz) = (xy)(xz) respectivamente.

4. La diferencia y la implicacion reciproca

Las condiciones: Para todo x, y en {0, 1} se cumple que
A4.xx =yy (Unipotencia)
A6.xy =x conx #y.

determinan la estructura de las operaciones diferencia —e, e implicacion reciproca <,y
las unicas propiedades de las enunciadas que cumplen es que son permutables a derecha y
auto distributivas a derecha, esto es: (xy)z = (xz)y y (xy)z = (xz)(yz) respectivamente.
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5. La tautologia y la contradiccion

Las condiciones: Para todo x, y en {0, 1} se cumple que
A4.xx =yy  (Unipotencia)
AT. xy =yx = xx

Determinan las operaciones |, T, que forman un semigrupo conmutativo.

6. La equivalencia y la disyuncion exclusiva

Las condiciones: Para todo x, y en {0, 1} se cumple que
A4.xx =yy (Unipotencia)
A8.xy = yx # xx

determinan los grupos abelianos <>, v, que cumplen ademds la propiedad de elasticidad,
consecuencia de la conmutatividad; las asociativas ciclicas I y II, las identidades de Abel—
GraPmann I y II, la permutabilidad a izquierda y a derecha, la propiedad del producto
reducido y la bisimetria, que son consecuencias inmediatas de la asociatividad y de la
propiedad conmutativa.

En un conjunto con tres elementos es posible definir 3’ operaciones y una de ellas es la que
corresponde a la estructura (Zs3, +) y podemos caracterizarla con algunas propiedades, salvo
isomorfismos, por ejemplo:

1. Un conjunto con tres elementos y una operacion, que tiene estructura de grupo.

2. Un conjunto con tres elementos y una operacion, que tiene estructura de monoide
cancelativo.

3. Un conjunto con tres elementos y una operacion, que tiene elemento idéntico y es
cancelativa.

4. Un conjunto con tres elementos y una operacién, que tiene estructura de loop!3.

5. Un conjunto con tres elementos y una operacion, con elemento idéntico a y para los
otros dos elementos b y ¢ distintos de a, se cumple que b* =¢,c*=b y cb = be = a.

13 Un loop es un conjunto H con una operacién +, tal que para todo a de H, las funciones L,: x = a +x y
R,: x > x + a son funciones biyectivas en H; dicho de otra forma si para todo a y b en H, las ecuaciones a +
x =by y+a = btienen soluciones Unicas. El concepto de Loop es de A. ALBERT (Albert, A., Quasigroups
I, Trans. Amer. Math. Soc. 54 (1943) 507 — 519.). Algunos (Bol, G., Gewebe und gruppen, Math. Ann. 114
(1937),414 — 431.) lo llaman Dominio normado (Normbereich).
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Metodologia

Presentamos un problema general y a partir de él mediante preguntas pretendemos
recoger informacion en relacion con el objeto matematico en cuestion, sobre ideas,
soluciones o propuestas de los asistentes que permitan pasar de las representaciones a la
estructura y viceversa.
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