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LO ARBITRARIO Y LO NECESARIO:
UNA FORMA DE VER EL CURRICULO
DE MATEMATICAS!

DAVE HEWITT

Este articulo estd constituido por tres partes que se publicardn en los
tres niimeros del séptimo volumen de la Revista EMA. Haciendo eco de
la distincion filosofica entre lo necesario y lo contingente, el autor pro-
pone en esta primera parte una forma de ver el curriculo de matemdti-
cas. Lo que en esta disciplina se cumple de manera necesaria, puede
ser encontrado, resuelto o desarrollado por algiin estudiante. Lo que
en ella es contingente o arbitrario, —lo que no tiene que ser como en
efecto es— debe ser comunicado por alguien a todo estudiante, en aras
de que éste pueda adoptar las convenciones y acuerdos que utiliza la
comunidad para comunicarse

Comenzaré con una proposicion:

Si tengo que recordar. . ., entonces no estoy trabajando en matematicas.

Continuaré con una anécdota.

Katia tenia cuatro anos cuando su madre, Barbara, menciono la ciu-
dad de Nueva York durante la conversacién con alguien.
Katia: ;Doénde estd Nueva York?
Bérbara: En los Estados Unidos.
Katia: Por qué?

Antes de seguir con la lectura, piense en lo que usted le habria respondido a
Katia.

Cuando yo escuché este didlogo me sorprendié la simplicidad de la pre-
gunta y la dificultad que experimenté para decidir cémo proporcionar una
respuesta adecuada. Barbara dio una respuesta que de alguna manera refle-
jaba mi sentir —Porque asi es”. Otra manera de responder habria podido
ser que quienes llegaron a esas tierras, procedentes de Inglaterra, decidieron

1. Traduccién realizada por Patricia Perry y Hernando Alfonso, del original Hewitt, D.
(1999). Arbitrary and necessary part 1: a way of viewing the mathematics curriculum. For
the Learning of Mathematics, 19 (3), 2-9. Agradecemos a David Pimm, el editor de For
the Learning of Mathematics por haber autorizado la traduccion al espafiol y la publica-
cion de este articulo en la Revista EMA.



44 DAVE HEWITT

darle ese nombre para recordar la ciudad de York, significativa para algunos
de ellos. Desde el punto de vista de Katia, Nueva York podria estar en cual-
quier parte. No parecia haber razén alguna, en su concepto, para que este he-
cho fuera como es, y, en efecto no tiene que ser asi forzosamente.
Simplemente, es asi. Katia habria podido obtener tal informacién de alguien
que ya la tuviera, o por otros medios, como la televisién, un libro, o un mapa.

Me pasaria algo parecido si se me preguntara por el nombre de una per-
sona que nunca he visto o sobre la que nunca he sabido nada. Si la persona
estd cerca de mi, puedo observarla y tratar de adivinar su nombre, en cuyo
caso debo confirmar si mi conjetura es correcta. Para conocer el nombre de
alguien tengo que ser informado al respecto e incluso en tal caso tengo que
confiar en que se me dijo la verdad. Aun en el caso de tener esa confianza,
aprenderme el nombre de la persona me costard algin trabajo que incluye el
recordarlo y asociarlo con esa persona en particular. Tales cosas estdn en el
ambito de la memoria. Si quiero conocer el nombre de una persona necesito
que se me informe cudl es y tengo que memorizarlo si quiero estar en capa-
cidad de recordarlo algin tiempo después.

Puedo inventar un nombre para esa persona que nunca antes he visto; sin
embargo, tendré dificultad para referirme a ella cuando me comunique con
otras personas, ya que no compartimos el mismo referente. Por tanto, inven-
tar tal nombre puede tener algtin interés para mi, pero serd de poca utilidad
para comunicarme con otros. De modo que regreso a la necesidad de obtener
la informacién del nombre de la persona y memorizarlo para usarlo poste-
riormente.

Una situacioén del campo de las matematicas que puede ser equivalente
a la anécdota de Katia, es la del siguiente didlogo, con respecto al cual se
pide al lector que piense en la respuesta que daria, antes de continuar con la
lectura.

Estudiante: ;Cudntos lados tiene un cuadrado?
Profesor: Cuatro.

Estudiante: ;Por qué?

La tnicarazén de por qué un cuadrado tiene cuatro lados es que hace mucho
tiempo se tomo la decision de llamar ‘cuadrados’ a ciertos cuadrildteros que
cumplen unas determinadas propiedades. No hay nada que obligue a que ta-
les formas poligonales fengan que llamarse cuadrados —de hecho, en otras
lenguas, las mismas formas se designan con otros nombres. Mirar cuidado-
samente las formas geométricas no le ayuda al estudiante a saber el nombre
de ellas, como tampoco se revela el nombre de una persona con sélo mirarla.
Todos los nombres que se usan en matemdticas y en cualquier otro dominio
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son asuntos acerca de los cuales es necesario informar a los estudiantes y
parte del papel del profesor es hacer esto.

Una vez que los estudiantes han sido informados del nombre de una for-
ma geométrica, necesitan realizar algiin trabajo adicional: deben memorizar
la palabra y asociarla con formas que tengan las mismas propiedades. Es ti-
pico del &mbito de la memoria que, por ejemplo, no s6lo se tenga que memo-
rizar una palabra sino también asociarla con las cosas apropiadas. Muchas
veces, los estudiantes recuerdan con éxito una palabra pero no han hecho la
asociacién apropiada. Por ejemplo, un estudiante puede no llamar cuadrado
a la forma de la Figura N° 1 porque las propiedades que asocia con cuadrado
no incluyen la posibilidad de que los lados no sean horizontales o verticales.

Figura N° 1. ;Un cuadrado?

Incluso los nombres asignados sistemdticamente tales como ‘octdgono’,
‘heptdgono’, ‘hexdgono’, que siguen ciertas reglas y que se generan a partir
de raices lingiiisticas particulares, no conducen al estudiante a estar seguro
de que un poligono de cinco lados deba llamarse ‘pentdgono’, como lo
muestra el ejemplo del ‘cuadrado’ ya que no se acostumbra a llamar ‘tetrd-
gono’ a un poligono de cuatro lados. Puesto que los nombres se acuerdan so-
cial y culturalmente, entonces alguien que haga parte de esa cultura tendra
que informar al novato si sus conjeturas —muy sensatas— sobre los nom-
bres ‘pentdgono’ y ‘tetrdgono’ corresponden efectivamente a los nombres
aceptados dentro de esa cultura y por tanto se pueden considerar ‘correctas’.

LO ARBITRARIO

Los estudiantes pueden percibir que los nombres y las etiquetas son arbitra-
rios en el sentido de que no hay razén alguna por la cual algo tenga que lla-
marse con un nombre particular. En efecto, no existe tal razén. Ginsburg
(1977) presenta una transcripcion de una conversacién con una nifia de
segundo grado, Catalina.

Yo: (Por qué escribes un 13 asi, con un 1 seguido de un 3?

C: Porque hay un 10, ;si? Entonces se pone sélo 1. No sé por qué se
hace asi. Se podrian poner 10 unos y un 3. 13 es como 10 y 3 por eso
se pondria 103, pero sélo se pone 1 por el 10 y 3, por los 3 extra que
se agregan al 10. (p. 88)
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Catalina muestra una consciencia” de que la forma simbdlica en que se es-
criben los nimeros es una eleccién que no tiene que ser obligatoriamente
como es. Incluso, ella ofrece una alternativa. Los nombres (por convenien-
cia para la escritura, incluyo bajo esta denominacién a las etiquetas y a los
simbolos) se refieren a elecciones aceptadas dentro de una comunidad par-
ticular. Si un estudiante quiere llegar a ser parte de la misma comunidad,
debe aceptar tales nombres, sin cuestionarlos.

Describo algo como arbitrario si cualquier persona sélo puede llegar a
saber que dicho algo es verdad porque un medio externo le informa al res-
pecto —ya sea el profesor, un libro, la red electrénica, etc. Si algo es arbi-
trario, lo es para todo el que aprende y lo que debe hacer es memorizarlo.
Gattegno (1987) afirmé:

(...) hay una forma de conocimiento que se diferencia tajantemente
de tener consciencia de algo —el conocimiento que esta respaldado
solamente por la memoria, como la etiqueta de un cierto objeto, o un
nimero telefénico, items que son arbitrarios. Sin alguien mas, ese
conocimiento no existirfa para nosotros. (p. 55)

No sélo las etiquetas, los simbolos o los nombres son arbitrarios. El
curriculo de matematicas estd lleno de convenciones que se basan en elec-
ciones hechas en algiin momento del pasado. A cualquiera que aprenda esas
convenciones hoy, pueden parecerle decisiones arbitrarias. Por ejemplo,
(por qué al escribir una pareja ordenada, la primera componente es la x y
la segunda, la y ? Esto es s6lo una convencion y no hay una razén para ella.
En consecuencia, un estudiante podria decidir escribir primero la y. Si los
estudiantes quieren hacer las cosas a su manera, sin aceptar una convencién
cultural, esto puede ocasionar tensién al profesor, puesto que no hay razén
que pueda sustentar por qué la convencion tenga que ser como es. Se usan
frases como “camine por el corredor y luego suba las escaleras” o “x pre-
cede a y en el abecedario”. Sin embargo, esos son recursos que inventan los
profesores como ayudas mnemotécnicas mas que como justificaciones. La
verdad es que no hay razén para que la x se escriba primero.

Recuerdo una vez que estaba jugando snooker> con mi sobrino de cinco
afios, Roberto, en una mesa pequefia de snooker, en la que él acababa de in-
troducir la bola amarilla por uno de los huecos. Era mi turno y Roberto dijo
que la de color café era la siguiente. A mi me convenia mds la verde y por
tanto dije que ésa era la siguiente. El insistié en que era la café. No habia

2. Hemos traducido como tal el término “awareness” usado por el autor. En la tercera parte
del articulo se precisa su significado. [N.T.]

3. Se trata de una especie de billar con bolas numeradas y de colores, que deben introducirse
en huecos. [N.T.]



LO ARBITRARIO Y LO NECESARIO: UNA FORMA DE VER EL CURRICULO DE MATEMATICAS 47

razones que yo le pudiera dar para justificar que la verde fuera la siguiente;
no habia nada en los colores que indicara que el verde debia seguir al ama-
rillo, y esa era una convencién que Roberto no iba a aceptar, particularmente
porque no hacerlo era una ventaja para él. Lograr que los estudiantes acepten
y adopten nombres y convenciones no siempre es facil.

El hecho de que se haya elegido 360 como el nimero de unidades en una
vuelta completa tuvo mucho mds que ver con las personas que tomaron la
decisién y con aquello de lo que eran conscientes en el momento de tomarla,
que con cualquier otra razén. Los babilonios tenian un sistema de numera-
cién basado en 60 y estaban buscando la razén entre el perimetro de un
hexagono regular y la longitud de la circunferencia circunscrita. Sabiendo
que el perimetro de un hexagono regular es seis veces el radio de la circun-
ferencia circunscrita, esto condujo, evidentemente a que se dividiera la cir-
cunferencia en 6 X 60, es decir, en 360 partes o grados. Si la decisién se
tuviera que tomar hoy, con nuestro sistema métrico de medicién, quizas se
veria a 100 como lo mds natural. Para un escolar, que vive en el mundo ac-
tual, de ninguna manera 360 es una eleccién obvia. Un estudiante que exa-
mine una vuelta completa y la analice cuidadosamente, no puede llegar a la
conclusién de que ésta debe dividirse en 360 unidades (ver Figura N° 2).

Figura N° 2. Profesor: “Como se puede ver en este diagrama,
una vuelta completa se debe dividir en 360 partes”

Como lo senala Clausen (1991):

Mi sentir durante mucho tiempo ha sido que nuestro uso de los gra-
dos para medir cantidades de giro (dngulos) es muy arbitrario. No
hay manera de que un nifio (o un adulto) pueda intuir que hay 360
grados en una vuelta completa. Es un conocimiento totalmente arbi-
trario, formal y verdadero porque el profesor lo dice. (p. 16)

Un profesor tiene que informar al estudiante cudntos grados hay en una
vuelta completa. Un intento de hacer que esto parezca menos arbitrario es
traer a cuento una perspectiva histérica al salén de clase. Los estudiantes
pueden aprender algo de historia a partir de este enfoque, pero no se estaran
desarrollando mateméticamente al memorizar lo arbitrario. Como lo sefiala
Pimm (1995, p. 187) “La forma de pensar encarnada en la frase simple ‘es
ono es’ es profundamente matemdtica”. Sin embargo, la frase podria ser jno
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es profundamente matematica! Y lo arbitrario estd lleno de podria ser. En
contraste con la naturaleza arbitraria de los grados, Clausen observa que:

Por otra parte, las ideas de media vuelta, un cuarto de vuelta, dos ter-
cios de vuelta, etc. tienen un significado valido, real en s{ mismo. Si
giro, de manera que al final quede con la cara al frente del punto de
donde parti, entonces sé que he dado una vuelta completa. No hay
nada nuevo que aprender —ningin ndmero arbitrario como por
ejemplo 37, del que el profesor tenga que informarme. Puedo traba-
jar por mi mismo el significado de media vuelta, o de un cuarto de
vuelta, etc., usando mi propia experiencia al girar media vuelta, o un
cuarto de vuelta, o lo que sea. Las fracciones de una vuelta tienen
una validez intuitiva de la que carecen los grados. (p. 16)

En lo anterior, Clausen destaca la naturaleza de ‘es o no es’ que tienen las
fracciones de una vuelta, la cual se puede conocer sin que el profesor tenga
que informar sobre ella.

L.O NECESARIO

Hay aspectos del curriculo de matematicas con relacién a los cuales los
estudiantes no necesitan ser informados. Son cosas que ellos pueden resol-
ver por si mismos y saber que lo que han hecho es correcto. Son partes del
curriculo de matematicas que no son convenciones sociales sino propieda-
des que se pueden abordar a partir de lo que cada quien ya sabe. Como
Clausen lo sefiala, hay propiedades acerca del acto de girar en torno a si
mismo que puedo conocer por mi mismo. Por ejemplo, si giro en torno a m{
un cuarto de vuelta y luego otro cuarto de vuelta, he girado media vuelta.
Es posible encontrar otras fracciones de una vuelta sin necesidad de ser
informado. El contenido matemadtico del curriculo se puede, por tanto, divi-
dir en las cosas arbitrarias y las necesarias.

Todos los estudiantes necesitan ser informados de lo arbitrario. Sin em-
bargo, lo que tiene caricter de necesario depende de la consciencia que los
estudiantes tienen ya: por ejemplo, es necesario que la longitud del lado re-

J3

querido en el tridngulo que se muestra en la Figura N° 3 sea 5 Pero, no

todo estudiante estard en posibilidad de ser consciente de esto. Por tanto,
aunque ese asunto tiene caricter de necesario, ello no implica que todos los
estudiantes tengan la consciencia para ser capaces de resolverlo. Lo que se
afirma es, solamente, que alguien es capaz de llegar al resultado sin recibir
informacién al respecto.
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30

60

Figura N° 3. ; Cudl es la longitud del lado?

Aquellas cosas de indole necesaria se pueden resolver: es sélo cuestién de
que haya estudiantes que tengan la consciencia requerida para hacerlo. Si no
es asi, entonces la eleccién de un determinado tépico puede no ser oportuna
en un momento dado. Por ejemplo, no le ensefio integracién de funciones
trigonométricas a mis alumnos de once afios. Si un estudiante tiene la cons-
ciencia que se requiere para desarrollar algo por su cuenta, entonces sugiero
al profesor no informarle sino introducir tareas que ayuden al estudiante a
usar su consciencia para llegar al conocimiento de lo necesario. Lo necesa-
rio estd en el ambito de la consciencia, mientras que lo arbitrario esté en el
ambito de la memoria (ver Figura N° 4).

... | Todos los estudiantes necesitan ser infor- | . . .
Lo arbitrario L . Ambito de la memoria
mados de lo arbitrario por alguien

Algunos estudiantes pueden llegar a ser
Lo necesario | conscientes de lo que es necesario sin ser | Ambito de la consciencia
informados de ello por alguien

Figura N° 4. Lo arbitrario y lo necesario

EXAMEN DEL CURRICULO

Pedi a mis estudiantes de licenciatura escribir una lista de aquellos temas del
curriculo de matemadticas sobre los que, en su concepto, no se puede desa-
rrollar trabajo alguno (los que podrian ser de otro modo) y aquellas cosas so-
bre las cuales si se puede trabajar (las que deben ser como son). Ellos
elaboraron la lista que se presenta en la Figura N° 5.
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Asuntos sobre los que
no se puede trabajar
(podrian ser de otro modo)

Asuntos sobre los que
si se puede trabajar
(deben ser como son)

Nombres de las formas geométricas
Definiciones de...

Mediciones de orientacién
Coordenadas x y y

(Qué tan pesado es un kilogramo?
(Qué tan largo es un metro?
Terminologia —e.g., nombres de teo-

remas, tales como el teorema del factor
palabra/etiqueta

Angulos interiores de poligonos regulares
14
V =IR I ==
(V=IR) =1 =g

Solucién de una ecuacion lineal

Lo que sucede con los nimeros al multipli-
carlos por un nimero <1 o > 1

Estimaciones aproximadas de mediciones
2x3
3 3
Encontrar los factores de a~ + b
Encontrar dngulos o longitudes en proble-

mas con tridngulos, por ejemplo, en un
tridngulo rectangulo e isdsceles.

Propiedad de ser primo un nimero

Simetria

En sintesis, palabras, simbolos, nota-
cién y convenciones

En sintesis, propiedades y relaciones

Figura N° 5. Una forma de dividir el curriculo

La division del curriculo de matematicas en lo arbitrario y lo necesario se
basa en las raices filoséficas de las nociones de ‘contingente’ y ‘necesario’.

Kripke (1996) escribié que:

Dado que [algo] es verdad, ;podria haber sido de otra manera? [...]
Si la respuesta es ‘no’, entonces este hecho acerca del mundo es algo
necesario. Si la respuesta es ‘si’, entonces este hecho acerca del

mundo es algo contingente. (p.

36)
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Es verdad que la coordenada x se escribe antes de la coordenada y . Sin em-
bargo, habria podido ser de otra manera; se habria podido tomar una deci-
sion diferente seguin la cual la coordenada y se escribiera primero. Esto es
posible y las mateméticas basadas en una tal convencidn podrian ser igual-
mente consistentes. Por tanto, el hecho de que la coordenada x venga pri-
mero es una verdad contingente.

Nozick (1984) afirmo:

Permitaseme establecer el principio de razén suficiente como sigue:
cada verdad tiene una explicacion. Para cada verdad p, existe una
verdad g que aparece en la relacién E que explica a p. [...] Cuando
se sostiene cualquier otra verdad sin una explicaciodn, ello es un dato
bruto arbitrario. (pp. 140-141)

No hay explicaciéon de por qué la coordenada x deba venir primero, por tan-
to este es un hecho arbitrario y sucede lo mismo con gran parte del resto de
las matematicas del curriculo con respecto a coordenadas. Varios capitulos
en los libros de texto tienen que ver con que los estudiantes sepan cémo di-
bujar y nombrar los ejes, como escribir coordenadas, que sepan que la coor-
denada x se escribe primero que la i, que conozcan la coordenada de un
punto y que sepan cédmo localizar un punto conocidas sus coordenadas.
Todo eso es arbitrario y en mi concepto las matemadticas no residen en lo ar-
bitrario, se encuentran en lo que es necesario. Antes de seguir con la lectura,
;puede usted pensar en algo del curriculo de coordenadas que sea necesa-
rio y no arbitrario?

Me preocupa que se dedica poco tiempo a lo que tiene caricter de nece-
sario y mucho tiempo a la memorizacién y practica de las convenciones. Las
matemdticas se ocupan de las propiedades —y las propiedades se pueden
abordar o se pueden deducir. Esto implica que gran parte de los capitulos so-
bre coordenadas no tiene que ver con las matemadticas.

(Qué matemadticas se agrupan bajo el titulo de coordenadas? Existe la
consciencia de que una posicién no se puede describir sin partir de algin
punto: se requiere de un origen. Esto no es algo que un profesor deba infor-
mar a los estudiantes; ellos pueden llegar a hacerse conscientes de ello con
una tarea apropiada. Es necesaria alguna forma de vectores de base (no ne-
cesariamente con angulos rectos) o sus equivalentes (tales como los dngulos
en el caso de las coordenadas polares) aunque, por supuesto, no es necesario
el nombre por el que se conocen.

Estos son algunos de los aspectos en los que residen las mateméticas co-
rrespondientes al tépico de las coordenadas, y no en la practica de las con-
venciones. No estoy diciendo que la aceptacién y la adopcién de las
convenciones no sea importante en las clases de matematicas, sino que es
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necesario darse cuenta de que no es alli donde residen las matematicas. Por
tanto, sigo preguntindome acerca de la cantidad de tiempo de clase dedicada
a lo arbitrario en comparacién con el que se dedica a aquello en donde resi-
den realmente las matematicas.

ENFOQUES DE LA ENSENANZA Y SUS CONSECUENCIAS

({Coémo puede un profesor trabajar un tépico especifico con un grupo de
estudiantes dada la divisién del curriculo en lo arbitrario y lo necesario?
Por ejemplo, al llevar a cabo una tarea que incluia el lanzar dos dados de
seis caras un cierto niimero de veces y encontrar cudl resultado ocurria con
mds frecuencia, un estudiante, Samuel, dijo al profesor que él no sabia el
nombre que se le daba al puntaje que ocurria més frecuentemente. El profe-
sor replicé que Samuel habia estado en una leccién previa en la que eso se
habia mencionado y que debia pensar acerca de eso.

No estoy seguro de qué habia que ‘pensar acerca de eso’. El nombre,
‘moda’ —se recuerda o no y Samuel estaba indicando que no se acordaba
de dicho nombre. Aqui no hay nada sobre lo cual se pueda desarrollar un tra-
bajo. Las tnicas opciones para €l son recordar (lo que en este caso no es po-
sible) o ser informado por alguien. Invitar a los estudiantes a ‘pensar sobre
algo’ es apropiado para lo que es necesario, pero no para lo que es arbitrario.
Si en esta ocasién no memorizaron el nombre, compete al profesor ayudar a
los estudiantes a que lo memoricen. El papel del profesor, en el caso de lo
arbitrario, es apoyar la memoria. Por ejemplo, el ‘hecho’ de que los dngulos
internos de un tridngulo sumen la mitad de una vuelta completa es algo de
lo que los estudiantes pueden hacerse conscientes por si mismos. El papel
del profesor es proporcionar una tarea que los ayude a educar su propia
consciencia respecto de los dngulos interiores de un tridngulo. Por tanto, el
papel del profesor es educar la consciencia de sus estudiantes, en lugar de
darles algo para memorizar (ver Figura N° 6).

Modo de

Estudiante Profesor -
ensefar

Todos los estudiantes necesi- | Un profesor necesita | Ayudar a
Lo arbitrario | fan ser informados de lo arbi- | informar a los estu- | la memoria
trario por alguien diantes de lo arbitrario

Algunos estudiantes pueden | Un profesor no nece- | Educar la
llegar a ser conscientes de lo |sita informar a los | consciencia
que es necesario sin ser infor- | estudiantes de lo que
mados de ello por alguien es necesario

Lo necesario

Figura N° 6. Modos de enseiiar
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Si un profesor decide informar a los estudiantes de algin contenido mate-
madtico que tiene cardcter de necesario, entonces lo estd tratando como si
fuera arbitrario, como si fuera algo que requiere ser contado. Por ejemplo,
si un profesor establecié que los angulos interiores de un tridngulo suman la
mitad de una vuelta completa en vez de proponer a los estudiantes una tarea
para que se hagan conscientes de esto, entonces ellos tienen que aceptar
como verdadero lo que su profesor diga. En este caso, la propiedad mencio-
nada se convierte simplemente en otro ‘hecho’ que debe ser memorizado.
Llamo a esto saber aceptado.

Es posible para los estudiantes usar su consciencia para tratar de deducir
por su cuenta por qué tal saber aceptado es verdad. Si un estudiante tiene
éxito en ello, entonces esto se convierte en un hecho necesario y se sitia di-
rectamente en el &mbito de la consciencia. Sin embargo, con mucha frecuen-
cia, un estudiante acepta simplemente ese saber aceptado y lo trata como
algo para memorizar o, de hecho, para olvidar.

En una clase que observé, algunos estudiantes de entre 14 y 15 afios es-
taban trabajando en la resolucién de ecuaciones simultdneas y un estudiante
tenia dificultades con la reorganizacién de una ecuacién. Habia escrito:

x-y =2
y=2-x

Le pregunté por el signo‘—’ que deberia preceder a i y su respuesta fue
reescribir la segunda ecuacién como:

y=2+x

Le dije que crefa que habia hecho lo correcto cuando cambi6 de lugar a x ,
pero que seguia habiendo un signo ‘-’ en frente de y . Escribi un ‘-~ en
frente de i en la segunda ecuacién original:

-y =2-x

Entonces é] cambié ambas sustracciones por adiciones diciendo “dos nega-
tivos hacen un positivo™:

+y = 2+x

Este es un ejemplo de un estudiante que recuerda un saber aceptado —“dos
negativos hacen un positivo”— pero que no recuerda las situaciones en las
que ese saber aceptado es apropiado. Es una frase que ha recordado, pero no
ha adquirido la consciencia que acompafia a esa frase memorizada. Mas que
basar sus acciones en una consciencia matematica del opuesto, sus acciones
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estan influidas por una memoria de algo ‘para hacer’ cuando estén presentes
dos negativos.

Las transformaciones de las ecuaciones tienen que ver con lo que es ne-
cesario y un profesor que proporcione una frase en tal sentido, convierte la
consciencia en saber aceptado que el estudiante trata entonces de memori-
zar. El problema con la memoria es que da la oportunidad de olvidar. En este
caso, se recuerda la frase pero la situacién asociada con la que se relaciona
(que es relativamente compleja) se olvida.

El saber aceptado puede ir acompafiado de una explicacién de por qué
algo es verdad. Un profesor puede explicar por qué los dngulos en cualquier
tridngulo suman la mitad de una vuelta. El hecho de que el profesor dé una
explicacién no significa que los estudiantes tengan la consciencia necesaria
para comprender esa explicacion, o que haran el trabajo requerido para estar
en una posicion en la que ellos también sepan por qué ese debe ser el caso.
Una explicacion cuidadosa puede incrementar la posibilidad de que algunos
estudiantes estén en capacidad de usar la consciencia que tienen para llegar
a darse cuenta de por qué un ‘hecho’ es verdad. Otros estudiantes pueden no
tener suficiente consciencia, o eligen no usar la consciencia que tienen para
ubicarse en esa posicion. Para esos estudiantes, el hecho de que los dngulos
interiores de cualquier tridngulo sumen la mitad de un dngulo llano continda
siendo saber aceptado que estd en el ambito de la memoria, a pesar de los
esfuerzos del profesor.

Poincaré (n.f.) consider¢ el siguiente escenario:

De la misma manera nuestros alumnos imaginan que saben las ma-
temdticas cuando comienzan a estudiarlas seriamente. Si sibitamen-
te les digo, sin ninguna otra preparaciéon: “No, ustedes no las
conocen; ustedes no comprenden lo que imaginan comprender; debo
demostrarles lo que para ustedes es evidente;” y si, en la demostra-
cién, me apoyo en premisas que a ellos les parecen menos evidentes
que la conclusién, ;qué pensardn los infortunados alumnos? Pensa-
rdn que la ciencia de las matemadticas no es sino un agregado arbitra-
rio de sutilezas inutiles; o perderdn su gusto por ella; o quizéds la
veran como un juego divertido. (p. 128)

La explicacion de un profesor se basa frecuentemente en la propia conscien-
ciay, en consecuencia, usa cosas que los estudiantes no encuentran eviden-
tes —cosas que no estdn en la consciencia de los estudiantes— y por tanto
la explicacién no les ayudara a educar su propia consciencia. Como lo sefiala
Poincaré, para varios estudiantes las matematicas pueden llegar a ser “un
agregado arbitrario de sutilezas inttiles” o simplemente un juego con sim-
bolos (aunque dudo que se considere muy ‘divertido’).
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La Figura N° 7 presenta un resumen de las elecciones disponibles para
un profesor en relacién con lo arbitrario y lo necesario y el resultado conse-
cuente en términos de la forma como los estudiantes tienen que trabajar. Re-
visaré partes de este resumen considerando la lista de estrategias de
ensefianza de Merttens (1995) en la que se incluye Dar instruccion:

Dar instruccion: es la estrategia mas alineada con la ensefianza tra-
dicional y quizds la que ha sido mds criticada en los ultimos veinte
afios. [...] La instruccién o la provisiéon de procedimientos es la
préctica que ocurre cuando alguien:

1. da una receta;

. da un conjunto de instrucciones;

. muestra la manera de moverse a lo largo de una pista numerada;
. explica cémo hacer una multiplicacién como suma;

. explica las reglas del Monopolio;

. demuestra como escribir en letra pegada;

. muestra cémo ponerse un chaleco salvavidas;

. da el procedimiento para cruzar una calle de manera segura.

(p. 7, numeracién hecha por mi)

e BN e SRV, NS ]

Lo arbitrario Lo necesario
el profesor el profesor el profesor el profesor
informa no informa informa propone una
Profesor actividad
apropiada
i i | |
los estudian- | los estudiantes | saber aceptado, los | los estudian-
tes tienen que|tienen que in-|estudiantes tienen |tes wusan su
memorizar ventar que memorizar a |consciencia
Estudiante menos que tengan | para llegar a
éxito al wusar su|saber
consciencia  para
llegar a saber

Figura N° 7. Resumen de las elecciones del profesor y
las consecuentes formas de trabajar por parte del estudiante

Al mirar la lista hecha por Merttens y analizarla en términos de lo arbitrario
y lo necesario, afirmo que todo lo mencionado excepto lo que se expone en
el item 4 es arbitrario (no estoy considerando el item 3 ya que no tengo muy
claro lo que el autor queria decir al mencionar este ejemplo). Esto significa
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que es completamente apropiado que la instruccién sea una estrategia usada
para estos ejemplos, ya que los estudiantes no conocerdn una receta particu-
lar, cémo jugar Monopolio (en una forma particular), o escribir en letra pe-
gada (en una forma particular), etc., a menos que se les informe al respecto.
Como se indic6 en la Figura N° 7, si un profesor elige no informar a los es-
tudiantes acerca de estas cosas, entonces los estudiantes son perfectamente
capaces de inventarse recetas, formas de jugar Monopolio, o de escribir en
letra pegada, etc.

El ejemplo 4, sin embargo, es diferente ya que la multiplicacion tiene el
caracter de necesaria. Dos veces tres es seis, no cinco. (No me refiero a las
palabras —los significantes— dos, tres, multiplicado, etc., sino a lo signifi-
cado —la dosidad, en ausencia de una mejor expresion, la operacién asocia-
da con la palabra multiplicado, etc.) Los estudiantes pueden inventar cudnto
es dos veces tres —por ejemplo, siete— pero jestdn equivocados! Aunque
hay alternativas para efectuar una multiplicacién en términos de suma, el
asunto de la multiplicacién de nimeros tiene el cardcter de necesario y por
tanto como se lleva a cabo una multiplicacion serd correcto o no desde el
punto de vista de las matematicas. Si se informa a los estudiantes sobre
c6mo hacer una multiplicacién como suma, entonces esto es saber aceptado.

Merttens continda diciendo:

Instruir a los nifios es darles una serie de procedimientos en los que
se les dice “ahora haga esto, después haga aquello”. También es dar
crédito a la inteligencia de ellos. Es asumir que, con nuestra ayuda,
utilizardn estos procedimientos cuando sea apropiado y de manera
apropiada, que tendrdn la inteligencia no sélo para adoptarlos sino
para adaptarlos, parafrasedndolos en sus propios términos y con sus
propias razones, articuldndolos (en todos los sentidos de la palabra)
en sus propios contextos; [...] La tan mentada comprension vendra
ya sea cuando ellos usen el procedimiento, o mas tarde, o incluso po-
dria no venir si ellos no tuvieran la necesidad de relacionar un algo-
ritmo particular con algin otro aspecto de la materia. Comprender,
en este sentido, es traducir, incorporar a la propia historia lo que a
uno le han dado. (p. 7)

Los estudiantes bien pueden proceder a usar su inteligencia haciéndose
conscientes de por qué algunos procedimientos deben dar respuestas correc-
tas, en cuyo caso, el saber aceptado se convertird en algo necesario y por tan-
to podran incorporar a su propia historia lo que se les ha dicho. Sin
embargo, he visto demasiadas clases en las que se no se da a los estudiantes
el tiempo ni el &nimo para que trabajen en el intento de comprender el saber
aceptado que se les ha ofrecido. Con mucha frecuencia, las lecciones de ma-
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temadticas parecen consistir en aceptar el saber del profesor y practicar cémo
replicarlo antes de pasar al siguiente punto de saber aceptado que les propor-
ciona el profesor. Por tanto, creo que hay otras razones —ademads de no ne-
cesitar jamds relacionar un algoritmo particular con algiin otro aspecto de
la materia— por las cuales los estudiantes no comprenden los procedimien-
tos sobre aspectos del curriculo de las matematicas.

CUESTIONES DADAS - PROPIEDADES ASUMIDAS

Cuando se usa la consciencia para determinar que algo es necesario, puede
haber alguna informacién suministrada, ademds de los nombres arbitrarios
y las convenciones. Por ejemplo, en la Figura N° 8, la tarea podria consistir
en encontrar el drea y el perimetro del rectdngulo. El 4rea y el perimetro
son asuntos que tienen la calidad de lo necesario puesto que se puede desa-
rrollar trabajo con ellos, pero s6lo porque previamente se han dado algunas
de sus propiedades, tales como la longitud de los lados del rectingulo. A
estas propiedades las llamo cuestiones dadas.

6 cm

4 cm

Todos los dngulos interiores son de 90 grados
Area="7?

Perimetro = ?

Figura N° 8. Una pregunta tradicional

Lo que es necesario se deduce entonces como una consecuencia de ciertas
cuestiones dadas. Si las propiedades dadas hubieran sido insuficientes para
determinar el drea, entonces se podrian crear —ya fuera mediante un nime-
ro elegido o una etiqueta asignada. Por ejemplo, el siguiente enunciado acer-
ca del drea:

area = HxB
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solo tiene sentido con la asignacién del significado a las incégnitas H y B.
Aqui debe notarse que hay una confusién de las etiquetas arbitrarias (en este
caso, Hy B) con las propiedades que estan etiquetando —Ilas longitudes rea-
les de los lados del rectangulo. Lo primero es lo arbitrario y lo dltimo lo da-
do. Se adopta lo arbitrario (las etiquetas) y se aceptan las cuestiones dadas
(propiedades) y con ellas se trabaja para encontrar lo que es necesario.

Un estudiante puede llegar al conocimiento de las cuestiones dadas, de
tres maneras:

* en primer lugar, puede ‘recibirlas’ verbalmente del profesor o a
través de textos escritos (como en la Figura N° 8), etc.;

* en segundo lugar, puede observarlas a través de sus sentidos, por
ejemplo, viendo que uno de los lados de un rectdngulo dado es
mds largo que el otro, o percibiendo que la esquina de un salén
es de més de 90 grados, etc.;

e en tercer lugar, puede crear sus propias cuestiones dadas,
poniéndole, por ejemplo, la etiqueta H a la propiedad de longi-
tud de un lado del rectdngulo, o inventando una ecuacién para
tratar de resolverla, etc.

Se requieren las cuestiones dadas para que otras cosas lleguen a ser necesa-
rias. Sin embargo, las cuestiones dadas en la Figura N° 8, tales como la lon-
gitud de los lados del rectangulo, son propiedades en si mismas que podrian
haber sido necesarias si el perimetro y el area se hubieran dado en primera
instancia (ver Figura N°9).

?7cm

Todos los dngulos interiores son de 90 grados
Area = 24 cm?

Perimetro = 20 cm

Figura N° 9. Una pregunta alternativa
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Si se dan algunas propiedades pero no son suficientes para determinar las
longitudes, como en la Figura N° 10, esto no impide trabajar sobre ciertas
cosas a partir de los datos proporcionados. Por ejemplo, puedo decir que el
perimetro mds pequefio posible es 4 X J24 . El perimetro sigue siendo una
parte del curriculo de matematicas relativo a las propiedades y yo puedo
usar mi consciencia para deducir nuevos resultados dentro de esta drea del
curriculo, basados en cuestiones dadas que se relacionan con el tema.

?7cm

Todos los dngulos interiores son de 90 grados
Area = 24 cm?

Perimetro = ? cm

Figura N° 10. Ahora, ;qué se puede saber con seguridad?

Aunque las cuestiones dadas son propiedades, ellas residen en el &mbito de
la memoria puesto que son hechos asumidos mas que resultados deducidos.
Como tales, no se puede desarrollar trabajo sobre ellas y por tanto deben ser
memorizadas si se quiere que estén disponibles en el futuro (sin que sea ne-
cesario recibir informacién acerca de ellas de nuevo). Asi que aunque el pe-
rimetro es un aspecto del curriculo, que es necesario, un perimetro particular
dado como en la Figura N° 9 debe memorizarse. Por tanto, las propiedades
dadas dentro de preguntas matematicas particulares tienen que ser memori-
zadas, mientras que otras propiedades relacionadas se pueden deducir a tra-
vés de la consciencia que se tenga de las cuestiones dadas que se han
memorizado.

L.O GENERADO - GENERACION
DE NUEVAS POSIBILIDADES

Aunque lo arbitrario requiere de la memoria para ser retenido, es posible
utilizar la consciencia aun con lo arbitrario. Esto se puede hacer de dos
maneras. En primer lugar, una consciencia con respecto a las propiedades
puede estar basada en la adopcién de una convencién. Por ejemplo,
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habiendo adoptado la convencién de que hay 360 grados en una vuelta
completa y que la medicién de una vuelta se basa en una escala lineal
(ambas arbitrarias), entonces puedo usar la consciencia que tengo acerca de
la linealidad para decir que si parto por la mitad esto entonces aquello se
parte por la mitad. Esto me conduce a poder decir definitivamente que hay
180 grados en la mitad de una vuelta completa —una certeza que se elabora
a través de la consciencia de la convencion adoptada originalmente.

El uso que doy aqui a la palabra ‘certeza’ se basa en la premisa de que si
adopto esta convencion, entonces hay una propiedad con respecto a una me-
dia vuelta, propiedad que se cumple y puedo enunciar y sobre la que no ne-
cesito recibir informacién. Claro que si se adopta una convencién diferente
entonces la propiedad ya no se cumple. Ayer (1962) propone un ejemplo que
cae dentro de esta filosoffa:

Aparte del hecho de que es apropiado considerarlas [a las proposi-
ciones a priori] verdaderas, lo que no se puede decir de las reglas
lingiiisticas, tales proposiciones se distinguen también por ser nece-
sarias mientras que las reglas lingiiisticas son arbitrarias. Al mismo
tiempo, si éstas son necesarias es s6lo porque las reglas lingiiisticas
relevantes se presuponen. Asi, por ejemplo, es un hecho empirico,
contingente, que la palabra “earlier” se use en inglés para significar
mas temprano, y es arbitraria, aunque conveniente, la regla del len-
guaje que establece que las palabras que representen relaciones tem-
porales se deban usar transitivamente; pero, dada esta regla, la
proposicion: si A ocurre mds temprano que B y B ocurre mds tem-
prano que C entonces A ocurre mds temprano que C se convierte en
una verdad necesaria. (p. 17)

El escenario si..., enfonces esto debe ser asi esta en la base del trabajar ma-
tematicamente para establecer nuevas certezas —lo necesario.

La segunda forma de usar la consciencia con lo arbitrario se basa en ser
creativo con las convenciones en si mismas: si..., entonces esto podria ser
asi. Por ejemplo, considérense los nombres de los nimeros. Los nombres
utilizados para nuestros nimeros son arbitrarios, lo mismo que lo son las
convenciones de como usarlos. One, two, three, hundred, thousand, etc., son
tan arbitrarios como podrian serlo un, deux, trois, cent, mille, etc. La con-
vencién en inglés es que 21 se expresa mencionando primero el valor del di-
gito mds alto —twenty-one—4 mientras que en alemén se menciona primero
el digito de menor valor —ein-und-zwanzig. De modo que la forma en la que
se combinan las palabras también es arbitraria. Sin embargo, habiendo
adoptado los nombres y las convenciones en inglés, puedo usar mi conscien-

4. Convencién también adoptada en espaiiol en el nombre veintiuno para 21. [N.T.]
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cia para generar nuevos nombres de nimeros. Por ejemplo, diga en voz alta
el nimero siguiente (de acuerdo con las reglas del inglés, o las del espaiiol):

4280381

Probablemente el lector nunca antes en su vida ha dicho u oido decir este
nimero. Como consecuencia, no puede haber memorizado cémo hacerlo.
La habilidad de generar nuevos nombres de nimeros a partir de convencio-
nes adoptadas estd en el dmbito de la consciencia. Sin embargo, los nombres
de los niimeros no son necesarios puesto que s6lo son nombres. Asi que con-
sidero a tales cosas como parte de lo generado. Estos objetos han sido gene-
rados a partir de nombres y convenciones, usando la consciencia. La
cuestion de si son “correctos” o “equivocados” no es apropiada, puesto que
siempre son posibles las alternativas; es s6lo cuestién de si ellas se aceptan
o no dentro de una cierta cultura. Lo que fue aceptado en el pasado, como la
palabra ‘billén’ para significar 1,000,000,000,000 en el Reino Unido, puede
llegar a cambiarse con el tiempo, como en efecto ha sucedido ya que ahora,
también en el Reino Unido, ‘billén’ significa 1,000,000,000.

De la misma manera que la consciencia ha sido utilizada para trabajar
con convenciones para producir nuevos nombres de nimeros nunca dichos
antes, se pueden explorar algunas convenciones hasta algunos extremos que
usualmente no se han considerado dentro de una cultura. Por ejemplo, un
nifio que dice los siguientes nombres de nimeros: one hundred, two hun-
dred, three hundred,... puede continuar y decir: eight hundred, nine hun-
dred, ten hundred, eleven hundred,...5 No hay nada ‘equivocado’ en esto y
de hecho he escuchado tal uso en la television y la radio (para designar nd-
meros correspondientes a afios, por ejemplo). Sin embargo, esto se puede
explorar més. Desde un punto de vista pedagdgico, esta exploracién tiene
sus aplicaciones y puede ayudar a flexibilizar las formas de considerar y de
nombrar los nimeros.

Las convenciones también se pueden ampliar: por ejemplo, la notacién
para las coordenadas en dos dimensiones se pueden extender a tres, cuatro
o mds dimensiones y por tanto ofrecer una manera de trabajar con otros es-
cenarios conceptualmente mas complejos. Las convenciones se pueden, asi

mismo, combinar como al escribir % (3,4) pararepresentar ( 1%, 2) . Estas

son formas en las que alguien puede usar su consciencia para generar nuevas
posibilidades dentro del mundo de las convenciones. No todas ellas serdn
aceptadas en la comunidad matematica, pero ejemplifican el uso de la cons-

5. En espafiol puede ocurrir que diga veintiuno, veintidos, veintitrés,... veintiocho,
veintinueve, veintidiez. [N.T.]
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ciencia en esta area. La habilidad de generar tales posibilidades reduce la de-
manda sobre la memoria, que de otra forma seria muy pesada. Borges
(1985) creé un personaje, Funes (el memorioso), quien nunca olvidaba nada
y una de las cosas que hizo fue inventar un nombre diferente para cada ni-
mero. Afortunadamente para nosotros, las demandas para la memoria son
menos exigentes a través del uso de nuestra habilidad para generar niimeros
a partir de relativamente pocas palabras.

RESUMEN

En la Figura N° 11 se presenta una visién general de la dindmica sostenida
en este articulo. Ver el curriculo de matematicas en términos de aquellas
cosas sobre las que alguien puede desarrollar trabajo especifico (lo necesa-
rio) y aquellas cosas de las que todo el mundo debe ser informado (lo arbi-
trario) puede clarificar los papeles que tienen profesores y estudiantes en la
complejidad de la ensefianza y el aprendizaje. Lo arbitrario tiene que ver
con los nombres y las convenciones y los estudiantes no tienen mas elec-
ciéon que memorizar lo arbitrario; el profesor tendrda que informar a sus
estudiantes acerca de lo arbitrario. He indicado esto en la Figura N° 11
expresando que el estudiante recibe lo arbitrario. La tnica otra opcién que
tiene el profesor es rehusarse a informar a los estudiantes de lo arbitrario y
entonces ellos tienen que inventarlo. Esto es perfectamente posible y puede
ser deseable en algunas ocasiones; sin embargo, eso no cambia el hecho de
que en algiin momento en el futuro sea necesario informar a los estudiantes
de la cuestién si se quiere que hagan parte de una comunidad matemética
que se comunica a través de convenciones adoptadas.

Como lo sefiala Mandler (1989):

De la buena teoria bien se puede decir con Humpty Dumpty: “Cuan-
do uso una palabra, ella significa exactamente lo que quiero que sig-
nifique —ni mds ni menos.” Sin embargo, la historia de las ciencias
sociales estd llena de conceptos y términos abandonados que no han
sido debidamente considerados, como corolario de lo que Humpty
Dumpty dijo: una vez que se elige que una palabra signifique algo
(exactamente) entonces es necesario comenzar a convencer a los de-
mas de que la usen de la misma manera; pues si no es asi, los moné-
logos nunca seran reemplazados por el didlogo y el consenso. (p. 237)

No parece probable que los estudiantes puedan convencer a la comunidad
matemdtica de cambiar los nombres y las convenciones ya establecidos, in-
cluso si tuvieran la plataforma para intentarlo. Por tanto, es el estudiante
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quien debe, aun a su pesar, aceptarlos y adoptarlos para comunicarse con la
comunidad matematica.

Nombres y Propiedades
convenciones
Memoria Lo arbitrario Cuestiones dadas - - - =~ Saber aceptado
(elecciones) (hechos asumidos) (hechos derivados)
(recibido o inventado) | (recibido, observado o (recibido)

l inventado)

| \\/

Consciencia Lo generado Lo necesario
(nuevas posibilidades) (certezas nuevas derivadas)
(sobre ello se desarrolla (sobre ello se desarrolla trabajo)
trabajo)

— usando mi consciencia

""" = ‘recibiendo’ la consciencia de otra persona

Figura N° 11. Vision general

Lo necesario tiene que ver con propiedades y una posibilidad para los estu-
diantes es ‘recibir’ las propiedades a través del profesor quien informa acer-
ca de ellas como lo hace con lo arbitrario. Sin embargo, esto convierte 1o
necesario en saber recibido y los estudiantes muy seguramente lo tratardn
como algo que deben memorizar. En efecto, ellos no tendrdn otra opcién a
menos que sean capaces y tengan la voluntad de hacer el trabajo requerido
para llegar a ser conscientes de la necesidad de ese saber recibido. Algunos
estudiantes pueden ser capaces de hacer ese trabajo, en cuyo caso el saber
recibido se convertird en una certeza derivada y se sabrd mas a través de la
consciencia que de la memoria.

Otra opcién para el profesor es proporcionar una tarea que haga accesi-
bles las propiedades a través de la consciencia. Una tarea apropiada ayudard
a que tales propiedades sean mds accesibles a través de la consciencia que
de la informacion que el profesor proporcione y permita a los estudiantes
elaborar lo necesario, por sus propios medios, para deducir por qué algo
debe ser como es.
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Un profesor que toma deliberadamente la posicién de no informar a los
estudiantes acerca de cualquier cosa que sea necesaria, es consciente de que
desarrollarse como matemadtico es educar la consciencia en vez de coleccio-
nar y retener recuerdos. Mds aun, esta posicion clarifica a los estudiantes la
forma de trabajar que es apropiada para cualquier aspecto particular del cu-
rriculo —lo arbitrario se debe memorizar, pero en relacién con lo necesario,
se debe educar la consciencia.

Si tengo que recordar. . ., entonces no estoy trabajando en matematicas.
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