La resolucidén de problemas y la investigacidon
sobre el aprendizaje de la teoria de nimeros”

Resumen

resentamos aqui una experiencia de aula en la que proponemos una intervencion pedagoégica

para la construccion de conocimiento por medio de resolucion de problemas. Inicialmente

describimos la intervencion pedagdgica, a partir de los roles de quienes actian en ellg,
posteriormente presentamos la sintesis de una revision bibliografica en la que abordamos dos
preguntas: ;Cual es el lugar de la teoria de numeros en la construccion de matematicas (puras y
escolares) y su papel en la explicacion de situaciones reales?, ;Qué situaciones problema propician
aprendizaje de teoria de nUmeros?. Finalmente presentamos el proyecto de investigacion que se
adelanta en LEBEM.

Introduccidn

La resolucion de problemas como forma de promover el aprendizaje en el aula de matematicas, es una
propuesta en la que distintos investigadores y tedricos de la educacion matematica han insistido desde
hace ya algunas décadas (Polya, 1945; S Lesh y Doerr, 2003; Schoenfeld, 198s; Kilpatrick, 1988; Bosch
& Gascdn, 2004; Santos, 2007, entre otros). En 1998, el MEN, desde la propuesta de los Lineamientos
Curriculares, incluyd dentro de la estructura curricular la resolucion de problemas como "un contexto
para acercarse al conocimiento matemdtico en la escuela” (p. 41), argumentando desde distintas
posturas la importancia de las situaciones problematicas como contexto para el desarrollo de los
conocimientos basicos asociados a las distintas areas del pensamiento matematico. De acuerdo con
ésta propuesta del MEN y numerosos resultados de investigacion desarrollados en el marco del
Programa de formacion de docentes, se estructurd la propuesta curricular de la Licenciatura en
Educacidn Basica con Enfasis en Matematicas de la Universidad Distrital F.J.D.C., en la que se entiende
que el ambiente en el que aprende el maestro debe ser consistente con las practicas que constituyen el
hacer matematicas y que la resolucion de problemas es la mas fundamental de éstas practicas (LEBEM,
2003). Se espera entonces que en los cursos de problemas haya dos objetos de aprendizaje
principalmente: las matematicas y la resolucion de problemas, donde el primer objeto es construido
mediante el segundo.

Pero la relacion entre la resolucion de problemas como forma de organizar la clase y el conocimiento
matematico que permite construir el abordaje de un problema es compleja, dado que involucra no sélo
el estudio de los tipos de problemas propuestos, sino la caracterizacion del proceso de aprendizaje que
ocurre en la solucidon de un problema. Esto Ultimo implica describir toda la actividad involucrada en la
resolucion, es decir las estrategias de resolucion del estudiante frente al problema, las estrategias de
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comprension del conocimiento involucrado en el problema y la calidad de la intervencion del profesor
en el acompafiamiento del proceso. La manera de llevar esto a cabo configura la problematica que
aborda nuestra investigacion.

Participantes

La experiencia se lleva a cabo actualmente con 28 estudiantes de tercer semestre de la Licenciatura en
Educacién Basica con Enfasis en Matematicas, inscritos en la asignatura “Problemas Aritméticos I11”
con una intensidad horaria de 6 horas a la semana. Los participantes aceptaron ser investigados previa
presentacion del proyecto.

Intervencion Pedagdgica
El disefio pedagdgico considera 5 elementos principales:

1. Los problemas propuestos. Se seleccionan y/o disefian teniendo en cuenta las consideraciones de
Charnay (1993) sobre lo que es un problema, privilegiando los problemas matematicos
contextualizados definidos por Diéguez, Garcia, Server & Alvarez (2005). Estos problemas se
dividen en cuatro grandes grupos, definidos por el concepto que privilegian: problemas de
divisibilidad y nUmeros primos, problemas de ecuaciones de congruencia y sistemas de ecuaciones,
problemas de ecuaciones diofanticas y problemas de aritmética modular.

2. La manera como se abordan los problemas. La clase comienza con la propuesta de uno o mas
problemas. La primera experiencia con el problema es individual y luego se conforman grupos en los
que se discuten los acercamientos individuales iniciales. Debido a que los problemas no son de
solucion inmediata, la clase no es el Unico escenario en el que se abordan. Para el siguiente
encuentro los grupos traen distintas elaboraciones de la resolucion del problema y propuestas para
su matematizacion. De acuerdo con estas elaboraciones, estudiantes y profesor decidimos si se
hace socializacion, si se cambian los grupos o si se propone otro problema. Siempre habra maneras
distintas de aproximarse a la solucion, por lo que cada estudiante puede continuar el abordaje del
problema original, aunque ya no sea tema de la clase y puede mostrar su trabajo en clase cuando se
considere pertinente.

3. Los roles del Profesor. Son tres roles principalmente: el de escoger y/o disefar los problemas y
secuenciarlos, el de acompafiar el proceso de resolucion de los estudiantes buscando complejizarlo
con sus intervenciones y el de observar aprendizaje de los estudiantes paso a paso.

4. Los roles del estudiante. El estudiante inicialmente aborda cada problema de manera individual y se
compromete en la investigacion teorica de los topicos matematicos que le permitiran modelarlo.
Ademas en otros momentos de trabajo con el problema los estudiantes conformaran grupos de
cuatro personas, de acuerdo a sus intereses.

5. La naturaleza del conocimiento matemdtico que se pretende construir. En este ambiente de
aprendizaje, el conocimiento matematico se concibe como construccion social y cultural. Thompson
(1992) plantea que desde esta perspectiva la expresion “saber matematicas” es equivalente a “hacer
matematicas”, lo cual sélo es posible por medio de la actividad de resolver problemas. Esto implica
que la construccion de conocimiento matematico se hace mediante la matematizacion (Chevallard,

1992).
Algunas consideraciones tedricas

En la presente sintesis de la revision bibliografica abordamos dos preguntas: ;cual es el lugar de la
teoria de nUmeros en la construccidn de las matematicas (puras y escolares) y su papel en las posibles
formas de explicar situaciones reales?, y ;Qué situaciones problema propician aprendizaje de los
elementos fundamentales de |a teoria de numeros?. Los hallazgos de esta revision documental




permiten justificar la necesidad de investigar el aprendizaje de los fundamentos de la teoria de nUmeros
como parte esencial del conocimiento matematico de un profesor en proceso de formacion.

“Erdds creia que si un problema matematico permanecia sin resolver mas de un siglo, era casi con
seguridad un problema de teoria de nUmeros. Existen pautas en el universo que se pueden expresar
mediante nimeros enteros (...) los enteros han sido cruciales en la evolucidn del conocimiento cientifico de
la humanidad. Asi por ejemplo Lavoisier descubrié que los compuestos quimicos estan formados por
proporciones de elementos correspondientes a ratios de pequefios nUmeros enteros. Esto constituy6 una
fuerte evidencia a favor de la existencia de los atomos” (Pickover, 2002, p. 21, 22)

La historia de la teoria de nUmeros comienza a consolidarse desde los primeros acercamientos al
concepto de numero, pues la dicha teoria puede considerarse en principio como la aritmética tedrica y
“la aritmética tedrica surge a partir del concepto de nUmero” (Aleksandrov,1981, p. 34).

En principio los nUmeros eran percibidos solo como cantidades ligadas a una coleccion dada, la
abstraccion de las propiedades de los nUmeros fue un proceso que permitié conceptualizar el nimero
como una propiedad de las colecciones de objetos que es comun a todas las colecciones cuyos objetos
pueden ponerse en correspondencia biunivoca unos con otros (Scheinerman, 2000), pero este proceso
llevd varios siglos en formalizarse. Entre tanto, cada pueblo desarrollé su propio lenguaje de los
numeros y constituyd reglas para operar permitiendo, incluso, conocer nimeros tan grandes que
desbordaban la experiencia del ser humano de entonces. Pero fueron las necesidades del entorno las
que forjaron la adaptacion a un sistema de simbolos mas general “los nUmeros arabigos y su caracter
posicional” hecho que facilitd los calculos escritos. Pero ya el ser humano comenzaba a abstraer
algunas propiedades de los numeros, como el hecho de plantear que la sucesion de nimeros era
susceptible de ser prolongada indefinidamente, lo cual permite aproximarse a la nocion de infinito. Asi,
vemos un ejemplo del paso de una situacion experiencial, como contar objetos uno a uno, para pasar a
un proceso ilimitado de formacion de nimeros afiadiendo una unidad al ndmero anterior, lo cual se
convierte en un producto de la abstraccion, consolidando asi uno de los objetos fundamentales de las
matematicas; “la matematica tiene como objeto no sélo relaciones cuantitativas dadas, sino todas las
posibles relaciones cuantitativas, y entre ellas el infinito” (Aleksandrov, 1981, p. 34)

La primera formalizacion de las propiedades de los numeros aparece en el trabajo de Euclides, (Libro
VIl), donde se plantean diferentes definiciones aritméticas, algoritmos y demostraciones hoy
consideradas fundamentos de la teoria de nUmeros. Definiciones como unidad, nimero, nimero par,
numero impar, nUmero primo, numero compuesto, entre otras; ademas de la introduccion del
algoritmo de Euclides, procedimiento que permite determinar el maximo comun divisor de dos o mas
numeros o, en caso contrario, si dos nUmeros son primos entre si. En consecuencia, el conjunto de los
primos inspir6 muchos trabajos en el campo de la aritmética, mas tarde Erastdstenes de Cirene,
contribuye a éste trabajo planteando un método para identificar los nUmeros primos menores que un
entero dado, trabajo conocido como la criba de Eratéstenes. Otro de los autores mas influyentes en
construccion de la teoria de numeros fue Diofanto, quién utiliza por primera vez simbolos y
abreviaturas algebraicas, simplificando los métodos para la resolucion de ecuaciones de una o mas
variables, asimismo su tratado; La aritmética de Diofanto, fue la inspiracion para los trabajos
posteriores como el de Fermat, quien intentando generalizar el problema 1I-8 (La division de un
cuadrado en dos cuadrados), postuld el famoso teorema que lleva su nombre y adelantd un trabajo
significativo para el estudio de los nimeros primos (los primos de fermat: N, = 2¥ +1 ; Los nUmeros
primos de Fermat). "Fermat representa un punto focal en la historia de la teoria de numeros; en su
trabajo las ramas radiales de los nimeros anteriores fueron unificados y su contenido recreado de una
manera sistematica y enriquecida” Oystein Ore (cit. en Pickover, 2002)

El papel de la teoria de nUmeros en la construccion de las matematicas es de gran importancia, ya que
es imposible separarla de la Aritmética misma, que ha sido considerada como la reina de la




matematica. En general podemos decir que las propiedades de los enteros pueden describirse como
dos grandes grupos: las que tienen que ver con la existencia de los nUmeros primos y la divisibilidad
entre enteros. El estudio de los nUmeros primos conduce al teorema fundamental de la aritmética, con
el que es posible generalizar una manera de obtener todos los elementos del conjunto numérico de los
enteros en términos del conjunto de los primos. Esta estracha relacion puede apreciarse en el siguiente
apartado de Aleksandrov (1981, p. 37):

"Los numeros abstractos en si no tienen propiedades tangibles y en general se puede decir muy poco
sobre ellos. /... ] el objeto de la aritmética son las relaciones entre numeros, pero estas relaciones son
las imdgenes abstractas de las relaciones cuantitativas reales entre colecciones de objetos; asi,
podemos decir que la aritmética es la ciencia de las relaciones cuantitativas reales consideradas
abstractamente, esto es, simplemente como relaciones. La aritmética, como vemos, no surge del
pensamiento puro como pretenden los idealistas, sino que es reflejo de propiedades definidas de las
cosas reales; surge de una larga experiencia prdctica de muchas generaciones”.

Este hecho justifica la importancia de la construccién teérica de éstas relaciones en el desarrollo del
conocimiento profesional del profesor de matematicas, quien sera responsable de poner en el aula
elementos adecuados para fomentar en el estudiante las competencias que debe desarrollar en el
ambito de la aritmética, como se propone desde los documentos que reglamentan el curriculo de
matematicas colombiano (Lineamientos y estandares curriculares), por ejemplo, para los grados 6° y
7°, se plantea como uno de los objetivos "Generalizar propiedades y relaciones de los numeros naturales
(ser par, impar, multiplo de, divisible por, conmutativa, etc.).” (MEN, 2003, p. 16). Pero el desarrollo de
este objetivo implica un trabajo a través del disefio de actividades que propicien en el estudiante
razonamiento matematico desde una perspectiva cotidiana a través de la resolucion de problemas, a
continuacion presentaremos una situacion que abordamos en la intervencion pedagdgica y una posible
implementacion del problema en la basica, propuesta por un estudiante que participd de la experiencia.

Situacion 1.
Las dimensiones de una caja son; 1,65m x 2,1m x 3m;

i.  Halle todas las posibles dimensiones de cajas mds pequefias, de modo que sea posible
acomodar un numero determinado de ellas en la caja inicial sin que sobre o falte espacio
(ademads de las cajas cubicas, considere otras posibilidades).

ii. ~ Halle para cada caso el valor de los lados y el nimero de cajas necesarias para rellenar la inicial.

iii. ~¢De las cajas cubicas que es posible encontrar, cudl es la dimension mds grande?

iv. Generalice el procedimiento para cualquier terna de dimensiones.

v. ¢Qué condiciones debe cumplir la terna de dimensiones iniciales para que siempre haya mads de
una posibilidad de rellenar la caja con cajas cibicas?

¢Qué se pretende que aprenda?

¢ Analizar el problema y determinar posibles estrategias argumentando sus decisiones de acuerdo
con sus conocimientos preexistentes.

Adecuar el problema, en este caso las unidades de medida propuestas (conversion de metros a
centimetros) para permitir trabajar en un mismo lenguaje, de esta forma restringir el problema al
trabajo con enteros.

Usar criterios de divisibilidad para identificar soluciones particulares.

Usar la funcion Tao para encontrar el nUmero de divisores de un nUmero entero cualquiera.

e Encontrar el conjunto de divisores de cada cantidad dada.




Encuentro
Colombiang de
matg—matica
ducativa

e Generar un procedimiento para expresar todas las posibles combinaciones entre los divisores de
una terna de nUmeros.

o Relacionar el Maximo Comun Divisor de tres nimeros con el contexto del problema.

e Formular una solucion formal al problema donde argumentando su pertinencia y validez desde los
objetos matematicos aplicados en el proceso de solucion.

® Proponer problemas que posibiliten un acercamiento a la vida cotidiana, donde ponga en uso e
implemente el trabajo anteriormente desarrollado.

o Redisefiar el problema para la poblacion ... con el fin propiciar en los estudiantes el desarrollo de los
conceptos que estan vinculados a la solucion del problema

Un posible redisefio de la situacion para la basica.

Para que los estudiantes se apropien de material experiencial, con el cual dotar de significado la
situacion, se les entrega: una caja cuyas dimensiones son; gcm x 7cm x 4cm; Cantidad de cubos; 252
(de 2 cm x 1cm ); Cinta para unir los cubos y generar cubos de mayores dimensiones.

El estudiante abordara las siguientes preguntas manipulando el material

i. Halle todas las posibles dimensiones de cajas mds grandes, de modo que sea posible acomodar
un numero determinado de ellas en la caja inicial sin que sobre o falte espacio (ademds de las
cajas cubicas, considere otras posibilidades).

ii. Halle para cada caso el valor de los lados y el numero de cajas necesarias para rellenar la inicial.

iii. ~¢De las cajas cubicas que es posible encontrar, cudl es la dimension mds grande?

Para ello el estudiante determinara que necesita medir, tener una medida comuin para comparar y
comenzar a desarrollar la actividad mientras que interactUa y experimenta, constatando los resultados
en la practica que esta desarrollando. El siguiente problema que los estudiantes abordaran, es uno
donde experimentaran un problema similar al que se menciono anteriormente donde no tendran
materiales, el manejo del problema es abstracto con una caja de mayores dimensiones con las mismas
tres preguntas. Y asi podemos continuar variando las dimensiones de la caja, variando de centimetros a
metros, aumentando las preguntas; la finalidad es aumentar la complejidad del problema hasta
acercarse lo mas posible al nivel del estudiante para profesor (hay que aclarar que lo mas posible es que
este proceso no culmine ni en la basica, media o profesional, ya que el redisefio de actividades es un
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proceso de constante desarrollo, donde siempre se pueden encontrar tanto situaciones, como
estrategias diferentes para fomentar el aprendizaje en el estudiante)

Acerca de la metodologia del proyecto de investigacion

Para explorar el aprendizaje que ocurre cuando los estudiantes participan en este disefio de clase
consistente con principios constructivistas y fundamentado primordialmente en la resolucion de
problemas, se realiza una investigacion de caracter cualitativo cuya naturaleza es descriptiva,
exploratoria e interpretativa.

Las preguntas de investigacion

1. ;Cudles son las estrategias de solucion de problemas que utilizan estudiantes que se forman como
profesores de matematicas a medida que avanzan en la resolucion de problemas asociados a la
teoria de nUmeros?

2. ¢Como se manifiesta la comprension de conceptos matematicos a medida que los estudiantes usan
estas estrategias?

3.¢:Qué relaciones pueden establecerse en el desempefio de estos estudiantes entre el uso de
estrategias de solucion y la comprension de conceptos matematicos?

La recoleccion y analisis de datos

Recogeré entrevistas semi-estructradas y textos de reconstruccion del proceso de los estudiantes y
grabaciones de video y audio de su trabajo en colaboracion en clase. En ellos buscaré y asociaré
inicialmente los tipos de estrategias de resolucion de problemas que caracterizan Schoenfeld (1992) y
Santos (2007) y el contenido matematico expresado, segun los procesos de matematizacion horizontal
y vertical propuestos por Treffers y descritos por Garcia (2002). Una vez asociadas estrategias y
contenido matematico expresados por los estudiantes, determinaré la frecuencia con que un tipo de
estrategia se ubica en una categoria de matematizacion, lo cual me permitira establecer si hay o no una
relacion entre la comprension del concepto y las estrategias. Los hallazgos de esta investigacion
proporcionaran conocimiento para analizar la actividad del estudiante en relacion con su aprendizaje,
en un practica pedagogica que privilegia la resolucion de problemas como forma de hacer matematicas.
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