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RESUMEN.

En el presente trabajo de grado se caracterizo a partir de estudios historicos epistemoldgicos, el
proceso de consolidacion del infinito matematico dentro del desarrollo de la construccién de una
teoria axiomatica de conjuntos infinitos. Con el fin de analizar bajo un analisis histdrico de la
nocion de infinito cantoriano, cuales son las nociones conjuntistas que le sirven a un futuro
profesor de matemaéticas; en este sentido, a partir de los analisis se desarrollaron propuestas
academicas para los programas de teoria de conjuntos, en pos de una mejora de la ensefianza de
la teoria de conjuntos, de futuros Licenciados en Educacion Matematica de la Universidad del

Valle.

Palabras Claves: Infinito, Buen orden, Cardinales, Conjuntos, Teoria de Conjuntos,
Transfinitos, Ordinales, Cantor, Axioma de Eleccién, Axioma de Reemplazo, Paradojas,

Intuicion, Ensefianza, Educacion Matematica.
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INTRODUCCION GENERAL.

Dentro de las funciones y acciones que realiza un docente, tal vez la mas significativa y
retadora es la de la formacion, y méas adn la de ser un formador de futuros formadores. En este
sentido, los profesores debemos enfocar nuestras practicas hacia procesos significativos; para lo
cual es fundamental incorporar herramientas de investigacion como son los estudios historicos-
epistemoldgicos sobre la manera como se desarrollan los conceptos, en especial los conceptos
matematicos, pues no podemos intentar ensefiar y hablar de algo de lo cual desconocemos su

esencia.

El estudio y analisis de aspectos histdricos y epistemoldgicos de objetos matematicos, aporta
elementos que el docente puede considerar en su practica educativa, tomando como referentes
aspectos que giran en torno a distintas concepciones de las matematicas y la complejidad
epistemoldgica de conceptos matematicos, en donde se pueden analizar las posibles dificultades
que se presentaron en la construccién de éstos. Facilitando al docente una vision mas profunda de
las matematicas y de su actividad, de manera que le permita entender la composicion, su finalidad
y sus relaciones con el entorno (Anacona, 2003). La Educacion Matemaética, no debe dejar de
lado estas reflexiones, pues uno de los principales objetivos es el de ofrecer una adecuada

formacion matematica a los futuros formadores.

En este sentido, uno de los propdsitos de los docentes, debe estar orientado a la contribucion
de los procesos de comprension, por lo cual, se considera importante tomar los analisis historicos
y epistemoldgicos acompafados de estudios hermenéuticos, como referentes pedagogicos y

filosoficos importantes para el profesor, dado que estos analisis proporcionan métodos para el




analisis de los contenidos matematicos, que permiten dar aportes a nivel curricular en la medida
que éstos contribuyen a las reflexiones de cuales deben ser los conocimientos ensefiados en los
cursos de formacion inicial de un futuro docente, de esta manera los docentes pueden transcender

en relacion a la significacion de nuevos conceptos matematicos.

Entonces estamos afirmando que es necesario proponer cambios en la forma y el contenido de
ensefar, para poder generar acciones transformadoras en relacion con los conocimientos
adquiridos en el aula de clase, no se puede pretender hacer matematicas en la una institucion
educativa, a partir de la transmision de lecciones acabadas, donde no se contemple la
manipulacién y la indagacion sobre el objeto matematico en estudio®; se considera, entonces que
es una labor compleja, poder significar objetos matematicos, dejando de lado aspectos que
involucran la sensibilidad del sujeto y apostandole al esquema de una definicion como una
“receta”, sin hacer representaciones esquematicas y sin tener en cuenta los saberes previos de los
educandos, no se debe desconocer ademas, que en la recepcion de la informacion se requieren de
operaciones mentales diferentes segun la naturaleza de los objetos, en especial cuando el trabajo
es referido sobre los objetos infinitos; operaciones que no son espontaneas y que en general
requieren de un esfuerzo adicional. De aqui, que la asimilacién de la informacién no es
simplemente una tarea receptiva, sino que debe ser un proceso cosciente, donde el estudiante
incluya el reconocimiento de la historia del objeto del cual hasta el momento no se ha percatado,
como lo plantea Piaget, (citado en Meirieu, P. 2009, p 60.):

El sujeto se conoce mal a si mismo, ya que para explicarse sus propias operaciones mentales,
incluso para percibir la existencia de las estructuras que se incluyen en aquellas, tendria que

! Esto se puede sustentar desde la concepcién kantiana donde se concibe necesario para hablar de un arte de la
educacién, cambiar lo mecénico en ciencia, de otro modo, la educacion jamas seria un esfuerzo coherente, y una
generacion derribaria lo que hubiera construido.
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reconstruir todo un pasado del cual nunca ha tomado conciencia en el mismo momento en que vivia
sus etapas.

Podemos decir, que sélo conocemos de las cosas lo que nosotros mismos ponemos en ellas;
asi que es pertinente indagar sobre el conocimiento que el docente quiere ensefiar, el
conocimiento de un objeto implica el poder demostrar su posibilidad, sea porque la experiencia
testimonie su realidad, o sea mediante la razon; aqui se nos presentan dos tipos de conocimiento
un conocimiento empirico y un conocimiento inteligible, pero el conocimiento de un objeto
matematico, no lo debemos encasillar a una exclusividad de un tipo de conocimiento, pues en la
matematica tenemos objetos a los cuales podemos acceder desde nuestra experiencia sensible,
igualmente hay otros que solo son comprensibles en la medida que nos despojamos de una
realidad y empleamos unos elevados procesos de abstraccion mental, por ejemplo la nocién de

conjunto cantoriana.

De esta manera, el docente de matematicas deberia involucrar dentro de sus précticas
pedagogicas el empleo de pensamientos metaforicos, entendidos éstos, como interpretacion de un
campo de experiencias en términos de otros ya conocidos, asi, el docente puede indagar sobre la
naturaleza de las matematicas, a partir de las ideas de otras personas, ampliando la vision que a él
le pueden otorgar las definiciones, axiomas o porque no un mundo trascedente platénico, con
respecto a un objeto matematico, y entonces, poder romper con la ensefianza tradicional, dado
que este tipo de pensamientos conducen a que el docente acceda a procesos reflexivos, y se centre

en nuevas formas de investigacion y profundizacion sobre lo que ensefia.

Podemos afirmar que en el trabajo de grado se propone un tema de investigacion de interés

para la Educacion Matematica, en la medida que potencializa los estudios historicos y




epistemoldgicos como herramientas para construir nuevas propuestas académicas de un curso de

teoria de conjuntos, ofrecido a las Licenciaturas en Matematicas de la Universidad del Valle.

La motivacion para desarrollar este trabajo, surgid a partir del trabajo de grado presentado
para optar por el titulo de Licenciada en Matematicas y Fisica®, en el cual, se caracterizé el
proceso historico-epistemologico que da lugar a la formalizacién del infinito actual en la
perspectiva de la Educacion Matematica, a través de los elementos fundamentales que rodearon
la incorporacidn de esta nocion, en el marco de la teoria aristotélica, la obra de Giordano Bruno y
finalmente algunos procesos en la construccién del infinito actual dentro de la matematica
apoyandonos en algunos trabajos de Cantor. De esta manera, se pretende complementar dicho
trabajo, centrdndonos basicamente en el estudio de las obras de Cantor, para caracterizar a partir
de estudios historicos epistemoldgicos, los procesos de consolidacion del infinito matematico en

el marco de la construccion de una teoria axiomatica de conjuntos infinitos.

En este sentido nos proponemos realizar estudios de tipo histérico-epistemoldgico, en los
cuales se describa, explique e identifiquen aspectos fundamentales para la consolidacién de la
teoria de conjuntos, y a partir de estos analisis determinar los factores condicionantes para la

ensefianza de una teoria matematica para docentes en formacion.

George Cantor se puede catalogar como el creador de la Teoria de Conjuntos a partir de sus

trabajos con el infinito. Podemos decir que en los trabajos de Georg Cantor, se encuentra un

’Este trabajo titulado De la intuicién sensible del infinito potencial a la caracterizacién l6gico-formal del infinito
actual: un estudio histdrico-epistemoldgico en la perspectiva de la Educacion Matematica (2008), dirigido por el
profesor Fernando Gélvez.




punto culminante dentro de la historia de las matematicas y es la fundamentacion de los nimeros
transfinitos, los cuales se presentan como una extension autobnoma y sistematica de los numeros
naturales. Su teoria de conjuntos transfinitos supuso una verdadera revolucion en la historia de
las matematicas: estos numeros lograron eliminar muchos de los prejuicios en torno al infinito
actual que tanto se habian cuestionado los filésofos y tedlogos a través de los afios. En este
sentido podriamos afirmar que la teoria de conjuntos o teoria matematica del infinito, fue en gran

parte fundada por Cantor a finales del siglo XIX.

Podemos decir que de acuerdo a la tradicion histdrica, la teoria de conjuntos se desarroll6 en
las obras mé&s importantes de Cantor, en 1883 escribié los Fundamentos de la teoria de
conjuntos®, trabajo en el cual sustenta desde un punto de vista filoséfico la necesidad de trabajar
con el infinito actual e introduce de manera intuitiva los ndmeros ordinales y cardinales
transfinitos, de esta manera la teoria de conjuntos es la teoria en la que los procesos infinitos
actuales comienzan a tener vida propia. Posteriormente Cantor publica las Contribuciones* en
1895 y 1897; en este trabajo realiza una presentacion intuitiva de la teoria de conjuntos moderna,
a partir de extender los fundamentos presentados en los Fundamentos, hace una presentacion
formal de los nimeros transfinitos e introduce los cardinales, ademas en estos articulos Cantor

Ilama la atencion sobre la cardinalidad del continuo.

Cantor prueba que entre los conjuntos de puntos infinitos puede haber diferencias de tamafio,
es decir, que no todos los conjuntos infinitos de puntos tienen la misma cantidad de elementos. El

descubrimiento de los distintos tamafios de infinitos constituye el origen del concepto de

* Grundlagen einer Allgemeinen Mannichfaltigkeitsleherey
* Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre
> Se toma como medida de tamafio la intuicion finitista de Equipotencia.
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potencia, conocido en nuestros dias como conjunto de partes, el cual es el primer concepto

conjuntista que define este matematico®.

Cantor, junto con otros matematicos, estudiaban la representacion de las funciones en series
trigonométricas; de acuerdo con De la Pava (2010, p.8) Cantor establecié un teorema basico de
unicidad para estas series:

Si la serie },-;(a, cosnx + b, sinnx) converge a cero para todo x, entonces todos sus
coeficientes son cero.

Con este resultado, Georg Cantor inicia sus estudios sobre los conjuntos de puntos donde la
convergencia de la serie falla, logrando una caracterizacién de algunos conjuntos de puntos, y
tomando como referencia la nocion de derivado de un conjunto, define nuevos conjuntos (De la
Pava, 2010, p.8):

Para una coleccion P de nimeros reales, sea P’ la coleccion de puntos limites de P y P(™ el
resultado de iterar n veces la operacion.

A partir de ésta definicion Cantor establece que si la serie:

Ym=1(a, cosnx + b, sinnx) converge a cero en todo punto excepto sobre un conjunto P tal que
P™ = gpara alglin n, entonces todos los coeficientes de dicha serie son cero.

Se ve, entonces como sobre los estudios de conjuntos derivados, Cantor desvia la linea de
investigacion del andlisis e inicia un nuevo reto, que no es propiamente del analisis, sino de otras
instancias matematicas. Percibe entonces, que en el estudio de los conjuntos derivados, se debe

extender la nocidn de namero infinito.

® La caracterizacion de este conjunto se desarrolla en el capitulo 2 del presente trabajo.
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De esta manera, vemos como inicialmente Cantor no se ocupo de la teoria de conjuntos, sino
de temas matematicos mas tradicionales, mostrando ante éstos un espiritu innovador que le
hicieron derivar la teoria de conjuntos de otras investigaciones que aparentemente no tenian nada
que ver con ella. (Ferreiros, 1991) también destaca que este matematico inicid sus investigaciones
indagando sobre series trigonométricas, y para ello necesitd presentar una definicion de nimeros
reales diferentes a las que se trabajaban en aquel entonces. Al respecto, en un articulo que escribe
en 1872, sobre la extension de los nimeros reales mediante la definicion de series de numeros
racionales con un limite, se muestra el interés de Cantor por el rigor 16gico de las definiciones. El

objetivo propuesto de esta investigacion es la prueba de un teorema sobre series trigonométricas.

Se puede afirmar entonces, que la teoria de conjuntos desempefia un papel esencial en la
organizacién de los conocimientos matematicos, citando a (Arrieche, 2002)” se puede decir que la
nocion de “conjunto” y las nociones relacionadas con este concepto forman un puente entre la
funcion cotidiana de la inteligencia y el pensamiento matematico. En este sentido se considera
que un buen trabajo en los elementos conjuntistas, junto con todas las ideas derivadas
implicitamente de ella, pueden llegar a clarificar o acercarse de una manera mas comoda a las
otras ideas elementales y mas avanzadas que se encuentran en la matematica. Sin embargo,
reconocemos que la Teoria de Conjuntos, no es la Gnica teoria que fundamenta las matematicas;
es méas después de aproximadamente 140 afios de desarrollo en dicha teoria no se ha podido
responder satisfactoriamente cuél es el cardinal de los nimeros reales, Cantor consideraba que
era la cardinalidad del aleph uno, mientras que cien afios después Woodin y sus seguidores

sugieren la cardinalidad aleph dos.

7 Tomamos como referencia el trabajo doctoral que el profesor Mario Arrieche realizé en el afio 2002 en el
departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granda en Espafia, titulado: La Teoria de
Conjuntos en la formacién de maestros: facetas y factores condicionantes del estudio de una teoria matematica.

12
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Es pertinente mencionar que existen otras teorias diferentes a la teoria de conjuntos, que
también permiten constituir los fundamentos de las matematicas, entre esas teorias, estan la
Teoria de Categorias con especial interés los Topos, que han dado grandes frutos en las
Matematicas y en las Ciencias de Computaciones, sin embargo estas teorias no han tenido la
resonancia que se merecen en los curriculos de matematicas a nivel universitario, motivo por el
cual nuestro interés particular, se centra en el estudio de la teoria de ZFC, pues aun los curriculos

actuales se ven permeados por esta teoria y los desarrollos que se han tenido en ella.

Por lo anterior se quiere establecer una comparacion del desarrollo axiomatico de esta teoria
desde el nacimiento del infinito matematico, con las propuestas académicas que se presentan
actualmente en los cursos de formacion de teoria de conjuntos de las Licenciaturas en
Matematicas, y asi construir nuevas propuestas académicas donde se incorporen elementos

fundamentales para un curso de teoria de conjuntos de un futuro docente.

En este trabajo, se realiz6 en primer lugar, una revision de algunos antecedentes conceptuales
en relacion con el concepto de infinito cantoriano; dando una atencion especial a los trabajos
realizados por Georg Cantor (Grundlagen y Beitrége), y los analisis de tipo histérico filosofico
de los profesores Dauben, J. (1990). His mathematics and philosophy of the infinite, y Ferreirds,
J. (2006) Fundamentos para una teoria general de conjuntos y Ferreiros, J. (1991) El nacimiento
de la teoria de conjuntos 1854-1908. En relacion con estos estudios y los analisis que se llevaron
a cabo, se examinaron las propuestas de los programas de teoria de conjuntos del Instituto de
Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle, para confrontar en parte el desarrollo de

estos cursos con la propuesta de Cantor y Zermelo-Fraenkel sobre la conceptualizacion y

13
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formalizacion necesaria que se requiere en un curso de teoria de conjuntos y de esta manera

poder alcanzar un pensamiento matematico superior a falta del estudio de los conjuntos infinitos.

——
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Capitulo 1.

1. CONTEXTUALIZACION A LA PROBLEMATICA DEL TRABAJO

En este capitulo, se muestra de manera general los intereses a la problematica de investigacion
que inicia en el marco de la preparacion del trabajo de grado para la maestria en Educacion con
énfasis en Educacion Matematica en el afio 2011, en este sentido describiremos la génesis del

problema, los objetivos y la metodologia seguida en la investigacion.

1.1 Planteamiento del problema

La nocion de infinito forma parte de nuestra cotidianidad y expresa significados diversos en
nuestra consciencia, que en la mayoria de los casos suelen diferir de los especificamente
matematicos. Y pese a la falta de sustento empirico que se tiene sobre ésta, su existencia no se
discute en virtud de que en la actualidad ella posee una estructura formal que la respalda, la cual

ha sido fruto de un largo proceso de evolucion histérica y filosofica.

Se reconoce corrientemente que los antiguos griegos establecieron en sus contribuciones
matematicas y filosoficas la dicotomia infinito potencia-actual. Aspectos como lo ciclico, por
ejemplo, llevaron a pensar en la inagotabilidad del tiempo. El infinito también se encontraba
inmerso en aspectos de orden cosmoldgico, teoldgico y matematico; de esta manera Aristoteles
en su estudio sobre la naturaleza (Physis) se interrogara por el ser del infinito, sustentando

filoséficamente la existencia del infinito potencial, y estableciendo la imposibilidad del infinito

15
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actual con razones de orden logico-filosofico, dado que el infinito solo puede existir como

atributo y no como principio.

El desarrollo del infinito actual se plantea histéricamente de manera distinta; emerge como
concepto perturbador y conflictivo, pero en niveles de razonamiento muy especializados como la
filosofia, la ontologia, la matematica, etc. No obstante, la reflexion académica sobre el infinito
potencial, es decir su conceptualizacion teorica, es lo que permite la aparicion del infinito actual,
al menos como punto de discusion: la imposibilidad cosmologica del infinito actual (Aristételes),

y posteriormente el debate sobre anterioridad I6gica del uno sobre el otro.

Lo anterior tiene como consecuencia la aceptacion explicita de conjuntos actualmente infinitos
por parte de George Cantor, cristalizandose el intento de formalizacion matematica del infinito
actual. Gracias a los trabajos de Cantor, se da una ruptura sustancial en la historia del
pensamiento matematico® en la cual se evidencia, que para poder acceder de manera intuitiva a
esta nocion, es necesario un ejercicio exigente de abstraccion mental. En este sentido, el infinito
cantoriano ocupa un lugar esencial en la historia de la matematica, este ha sido fundamental para
el crecimiento de las matematicas en el siglo XX, y podemos decir que pese a la fundamentacién
matematica que posee, €l continua siendo un concepto misterioso y mal comprendido en la

actualidad.

Es pertinente estudiar la manera como Cantor generalizé la teoria de conjuntos, pues esta se

desarrolla bajo la idea de que los conjuntos son colecciones infinitas permitiendo el surgimiento

® Se hace referencia a la existencia de las actividades intelectuales, que nacen como procesos racionales donde se
alcanza una formacidon matematica mas completa que permitan contextualizar conocimientos de la matematica.

16
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de paradojas, que condujeron a la explicitacion de axiomas como el de eleccién y de reemplazo,
para una consistencia de la teoria. Ahora bien, podemos plantearnos cuestiones sobre si es posible
que sean estos axiomas los que permitan comprender el infinito cantoriano, y con ello validar el
estudio de una teoria de conjuntos, ademas como puede afectar el estos no aparezcan dentro de un
curso de teoria de conjuntos. A partir de estos cuestionamientos se buscaran reflexiones desde las
obras de Cantor, y su correspondencia con Dedekind, Hilbert y Zermelo, en cuanto a la
importancia de una fundamentacion de la teoria de conjuntos, para acceder a la matematizacion

del infinito.

Asi, la siguiente propuesta se sustenta desde el siguiente interrogante: ;Cémo se aborda la
nocion de conjuntos cantoriano, en los cursos de teoria de conjuntos del Instituto de Educacion y
Pedagogia, de la Universidad del Valle? Y en este sentido indagar ¢cual es la importancia que

ésta tiene en el desarrollo del pensamiento matematico para un futuro licenciado?

Vemos que el problema tiene un interés que se puede calificar de practico para un profesor, en
la medida que se indaga sobre el papel que juega la nocion de infinito matematico en un curso de
teoria de conjuntos; en este sentido se estd preguntando implicitamente sobre cuéles son los
contenidos matematicos que se deberian ensefiar a los docentes en formacién, dentro de un curso
de teoria de conjuntos, y si realmente los cursos que se trabajan a nivel universitario son cursos

que le sirven a un futuro profesor de matematicas.

17
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1.2 Justificacion

Dentro de la historia de la matemaética es pertinente la realizacion de estudios en torno al
cémo, y por qué Cantor introdujo de manera formal el infinito dentro de las matematicas,
permitiendo esto el desarrollo de una teoria acerca del tamafio de las colecciones infinitas y una
aritmética infinita, que sirvid a una generalizacion de la aritmética ordinaria, es asi como un
estudio historico del surgimiento del infinito en Cantor, nos permitird analizar de manera
particular como se puede sustentar el desarrollo del pensamiento matematico a través del
desarrollo de fundamentos axiomaticos como los que encontramos en la teoria de conjuntos

actualmente.

En este sentido, en el trabajo de grado de la maestria en Educacion Matematica, se espera dar
cuenta de un estudio histérico del surgimiento de la nocién de infinito actual, como una
consecuencia fundamental para la sustentacién del levantamiento de una teoria axiomatica de
conjuntos; se buscard mostrar los principales resultados historicos que indujeron a la
formalizacion del concepto dentro de la matematica, ligando estos resultados a las reflexiones en
el campo educativo, pues consideramos que en el reconocimiento de las exigencias académicas
gue demanda la conceptualizacion de la nocion, se pueden reconocer aspectos esenciales para un
desarrollo adecuado de cursos como los de teoria de conjuntos ofrecidos en el Instituto de

Educacién y Pedagogia de la Universidad del Valle.

Se tiene entonces, que la importancia de este tipo de estudios en historia de la matematica

contribuye en la préctica educativa, en la medida que proporciona reflexiones hacia la

18

——
| —



exploracion de un desarrollo adecuado del pensamiento matematico, dentro de cursos de
educacion superior, buscado favorecer en cierta medida la adquisicion de conceptos matematicos
abstractos como el infinito y que suele generalmente ser en muchas ocasiones, mal interpretado y

trabajado en el aula de clase.

De este modo, este trabajo pretende ser el punto de partida, para futuros estudios en cuanto a
la pertinencia de las tematicas abordadas en cursos fundamentales dentro del proceso de
formacion profesional de un Licenciado en Matematicas en la Universidad del Valle,
constituyéndose asi en un punto de reflexién para el campo de la Historia y la Educacion
Matematica en nuestro pais. Ademas es importante, reconocer y analizar los cursos de teoria de
conjuntos, como elementos estructurales y esenciales para un desarrollo pertinente de los demas

cursos en formacion matematicas en las licenciaturas.

Asi pues, tenemos que es necesario una fundamentacion conjuntista sélida en los futuros
licenciados; esta fundamentacién no puede desechar el concepto mas importante de la teoria de
conjuntos: la nocion de conjunto cantoriano. Porque la teoria de conjuntos, en realidad, es teoria
en la medida que se consideran y axiomatizan los conjuntos infinitos. Entonces, pasar por alto
una reflexion sobre el infinito en un curso de formacion de teoria de conjuntos, constituiria un
despropdsito con el mismo espiritu de la teoria. Por otro lado, se justifica que un analisis de este
objeto en los programas ofrecidos en estos cursos del IEP de la Universidad del Valle, puede
propender en una reforma de los mismos, en pos de una mejora de la ensefianza de la en los

futuros Licenciados.
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1.2.1 Pertinencia de un estudio historico- epistemoldgico sobre el infinito

A lo largo de la historia el concepto de infinito se presenta como misterioso y perturbador
dentro de las matematicas, podemos decir que desde nuestra cotidianidad éste expresa
significados diversos en nuestra consciencia, que en la mayoria de los casos suelen diferir de los
especificamente matematicos. Y pese a la falta de sustento empirico para la nocién de infinito, su
existencia no se discute en virtud de que en la actualidad ella posee una estructura formal que la

respalda, la cual ha sido fruto de un largo proceso de evolucidn histérica y filoséfica.

La mayor parte de la matematica relacionada con lo infinitamente grande y lo infinitamente
pequefio, se reduce a un conjunto de especulaciones en torno a algunas ideas de Aristoteles como
la relacion entre punto y recta, la naturaleza de lo inconmensurable, las paradojas de Zendn, la

existencia de lo indivisible y la potencialidad y actualidad de lo infinito.

Parece claro que desde sus origenes el debate sobre la naturaleza del infinito tomé
connotaciones teolégicas mas que matematicas, al considerarse el infinito como propiedad de
caracter divino. Se puede decir que solo hasta Bernhard Bolzano en el siglo XIX se logran dar las
bases para la construccion de la teoria de conjuntos, lo que induce a un tratamiento para la
formalizacion de la nocién de infinito actual®. Bolzano en su obra las paradojas del infinito,

defendid la existencia de un infinito actual y enfatizo que el concepto de equivalencia entre dos

°Sin embargo no hay que olvidar a otros fildsofos y cientificos, anteriores a Bolzano, que en sus trabajos encontraron
situaciones paradojicas en torno a la nocién de infinito, entre ellos Galileo en sus discursos y demostraciones
matematicas sobre dos ciencias nuevas. Obra en la cual pone en tela de juicio los adjetivos “mdas grande”, “mas
pequefio”, o “igual”, en relacion a las magnitudes infinitas. Pues en el didlogo entre Simplicio y Salvacio, Galileo
concluye que al comparar “conjuntos infinitos” (como el de los nimeros cuadrados y sus raices [naturales]), se llega
a que “la totalidad de los cuadrados no es menor a la totalidad de los nimeros, ni superior a estos”. Aspecto que, para
Galileo, al igual que en el andlisis de Bolzano, resulta paradgjico.
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conjuntos era aplicable tanto a conjuntos finitos como infinitos. Bolzano no encontrd problema
en aceptar que los conjuntos infinitos fueran equivalentes a una parte de ellos mismos. Esta
definicion de conjuntos infinitos: Un conjunto es infinito si se puede poner en correspondencia

biunivoca con un subconjunto propio, fue utilizada posteriormente por Cantor y Dedekind®.

Hacia la segunda mitad del siglo XIX, Georg Cantor, se apoya en los trabajos de Bolzano, para
buscar aclaraciones acerca del infinito actual, sobre la manera en que se constituye el universo de
los conjuntos infinitos, aclaraciones acerca de lo que es el continuo; pues uno de los objetivos de
su obra era demostrar que no habia ninguna razon para aceptar las viejas ideas en contra del
infinito actual, dado que si los conjuntos infinitos se comportaban de manera diferente a los
conjuntos finitos no significa que estos sean inconsistentes, sino que obedecen a una aritmética
diferente; ademas pensaba que sin ellos era imposible entender una realidad fisica, surgiendo asi

la necesidad de sustentar matematicamente la nocién de infinito.

A partir de los estudios realizados por Cantor, “podriamos inferir que el acta de nacimiento de
la teoria de conjuntos transfinitos lleva la fecha del 7 de diciembre de 1873 Ferreiros (2006, p.
12), cuando él logra demostrar, en una carta a Dedekind, uno de los resultados mas importantes
de su trabajo: que el conjunto R de los nimeros reales no puede ponerse en correspondencia
biunivoca con el conjunto N de los naturales, R es un conjunto no-numerable. Poco después
Cantor logra la demostracion de este teorema, dada una sucesion cualquiera de nimeros reales

del intervalo (0,1), demuestra la existencia de numeros reales no contenidos en dicha sucesion,

1% a autorfa de la definicion también es un hecho histéricamente controversial. Fue enunciada explicitamente por
Dedekind, pero Cantor se reclama el hecho por cuanto considera que ya aparece de manera implicita en sus articulos
(Recalde, 2005, p. 1).
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ahora bien, si R fuera numerable, existiria una sucesion que contuviera a todos los nimeros de

[0,1], lo cual negaria el resultado anterior (Ferreiros, 1991, p. 211).

Cantor le present6 a Dedekind la demostracion del teorema anterior, a finales de 1873.
Dedekind envié una version simplificada de la demostracion que al parecer es la version
publicada en Cantor-Dedekind 1937, (Ferreiros 1991, p. 211). Sin embargo no se trata ain de la
conocida prueba diagonal; ésta aparece luego en 1890. Podemos decir, quizas que fue este
resultado, el que llevo al autor a la conclusion de que la nocién de infinito no es univoca, es decir
que no existia una sola clase de infinito. Ademas, la nocién de infinito, lejos de lo que pensara la
tradicion aristotélica, deja de ser una idea vaga en virtud de los limites de la representacion
mental. “Con este resultado, posiblemente Cantor se abrid paso a la formalizacion del infinito
actual, ¢l establece que hay diversos “tamafos” u “ordenes” del infinito, diferentes cardinalidades

infinitas™ (Ferreiros, 1991, p. 212).

De otro lado, tradicionalmente se ha intentado identificar el infinito actual con Dios, de
manera que mas all4 de lo infinito estaba lo absoluto. Cantor consideraba tres contextos donde
surge el concepto de infinito actual, en estos contextos podemos notar que Cantor, también

establece una representacion de caracter divino para concebir este tipo de infinito:

(...) primero cuando es realizado en la forma mas completa, en un ser independiente de otro
mundo, en Dios, al cual llamo el infinito absoluto o simplemente absoluto; segundo cuando ocurre
en lo contingente, en el mundo fisico; tercero cuando la mente lo aprehende en abstracto como una
magnitud matematica, nimero, o tipo de orden. Quiero hacer un claro contraste entre el absoluto y
lo que yo Ilamo transfinito, es decir, los infinitos actuales de las dos Ultimas clases los cuales estan
claramente limitados, sujetos a nuevas extensiones, y por tanto relacionados con lo finito. Cantor,
citado en (Ferreiros, 2006, p. 32).
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En otras palabras, propone un esquema tripartito: finito, transfinito, absolutamente infinito™".
Es importante resaltar que afios mas tarde Cantor se ve forzado a cambiar un elemento importante
de esa posicion filosofica: tras hallar los vacios que dan lugar a las paradojas conjuntistas, admite

que el infinito absoluto no es actual sino potencial (Ferreiros, 2006, p. 33).

Retomando un poco lo mencionado anteriormente sobre la distincion entre dos infinitos
actuales, se puede decir que esa diferencia la realiza Cantor como una medida que le permite

salirle al paso a una objecion de origen filoséfico-teoldgico contra la matematica transfinita.

Cantor, en los Fundamentos, definié consistentemente los nimeros transfinitos y construy6
una teoria matematica, intentando siempre demostrar que en los numeros transfinitos no existe
ninguna contradiccion oculta. El afirma que las objeciones en torno a los nimeros infinitos se
fundan siempre en peticiones de principio, es decir, se presupone que deben poseer ciertas
propiedades que contradicen su naturaleza, y que son propias de los numeros finitos; ahora bien,
por si mismos esos numeros no conllevarian a ninguna inconsistencia Cantor, citado en

(Ferreiros, 1991, p. 258). En este sentido Cantor concluye:

A la idea de no considerar lo infinitamente grande solo en forma de aquello que crece
ilimitadamente —y en la forma intimamente relacionada de las series infinitas convergentes,
introducidas por vez primera en el siglo diecisiete-, sino determinarlo también mediante ndmeros
en la forma definida de lo completamente infinito, me he visto forzado por la l6gica —en el curso de
muchos afios de esfuerzos cientificos- casi contra mi voluntad, porque entraba en contradiccion con
tradiciones valiosas para mi; y por esa razon no creo que pueda hacerse valer contra ella
argumentos que no estuviera en condiciones de refutar. Cantor, citado en (Ferreiros, 1991, p. 258).

“Aqui Cantor distingue también dos géneros de infinitud (propia o actual) muy diferentes, los cuales son lo
transfinito y lo absolutamente infinito (Ferreiros, 2006, p. 33).
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Asi, él pide que la introduccion de los numeros transfinitos se juzgue en relacion a las nuevas
nociones establecidas, a partir de la coherencia entre los nuevos nimeros y los antiguos, y
teniendo en cuenta la utilidad que éstos tienen realmente para la matematica. De esta manera,
Cantor presenta las ideas para justificar la introduccion de los ordinales transfinitos, y la forma de

en qué se definen las clases numérica.

En un analisis sumamente detallado de las multiples manifestaciones de Cantor, con respecto a
lo transfinito y lo absoluto, Jane, citado en (Ferreiros, 2006, p. 70), llega a la conclusion de que
Cantor concebia antes lo absoluto como un infinito actual, o dominio real de magnitud o potencia
maxima. Después, pasa a entender lo absoluto como algo irremediablemente potencial, abierto e
incompletable. En 1883 y en 1897 Cantor pensaba que lo absolutamente infinito no es
determinable mateméticamente, pero sus razones inicialmente eran de un carécter teoldgico,

mientras que las finales son también matematicas.

También se debe tener en cuenta que uno de los problemas centrales de la teoria de Cantor era
demostrar que la potencia de cualquier conjunto tenia que ser un aleph. Para ello no era
suficiente, la definicion incorporada en primera instancia por él. Para evitar contradicciones,
Cantor expulsa aquellas agrupaciones portadoras de inconsistencia. En primer lugar, define una
multitud consistente si no lleva a contradicciones. Las colecciones inconsistentes las

caracterizaba de la siguiente manera:

Una coleccion constituida de tal forma que la “unificacion” de todos sus elementos en un todo lleva
a contradiccion, Cantor las llamd infinito absoluto o colecciones inconsistentes. (Recalde, 2005, p.
4).
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De esta manera, Cantor intentaba evitar el problema diferenciando multitudes consistentes e
inconsistentes y restringiendo la palabra conjunto para las consistentes. Un aspecto que llama la
atencion de la teoria de Cantor después de evidenciar las paradojas, es su rechazo a las cantidades
infinitamente pequefas; cuestion que parecia contradecir su concepcion misma del infinito actual.

Esto se puede notar en una carta a Weierstrass donde comenta:

Los nameros lineales, no cero,c (resumiendo, nimeros los cuales pueden ser pensados como
longitudes de una linea recta, acotados y continuos) los cuales serdn mas pequefios que cualquier
namero arbitrario, no existen, esto es, ellos contradicen el concepto de nimero lineal. (Recalde,
2005, p. 4).

Aqui la inconsistencia tiene que ver con el hecho de que los infinitesimales no cumplen el
principio de Arquimedes (Recalde, 2005, p. 4). Argumentacion que se antoja poco definitiva por
cuanto los nimeros transfinitos negaban de plano la nocién comin 5*2. Segtn Cantor, la cuestion
era que el principio de Arquimedes no era un axioma sino un teorema de la teoria de nimeros
reales. De esta forma, los infinitesimales no tenian mucha importancia teérica pues carecian de

una estructura propia como cuerpo teérico matematico.

Asi pues, en el desarrollo inicial de la teoria de conjuntos, Cantor no trabajé explicitamente a
partir de axiomas, a pesar que el analisis de sus demostraciones indica que casi todos los
teoremas demostrados por él pueden derivarse de tres axiomas: (i) el axioma de extensionalidad
(ii) el axioma de abstraccion; (iii) el axioma de escogencia. Entre estos axiomas, se tiene que el
axioma (ii)*® presenta alguna confusién, dado que en 1901 Bertrand Russell descubri6 que de este

axioma podia desprenderse una contradiccion, considerando el conjunto de todas las cosas que

12'E| todo es mayor que una de sus partes.
3 El axioma de abstraccion afirma que dada una propiedad, existe un conjunto cuyos elementos son precisamente
aquellas entidades que tienen la propiedad.
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tienen la misma propiedad de no ser elementos de si mismas.

Entonces, el problema proviene de la definicion misma de conjunto como coleccion arbitraria
de elementos dada por Cantor; en el articulo de Math Annalen de 1895, Cantor presenta la

siguiente descripcion o definicién de conjunto:

Por un conjunto entendemos toda agrupacién de M en un todo de objetos determinados y bien
diferenciados m, de nuestra intuicion o de nuestro pensamiento (que son llamados los “elementos”
de M). En signos expresamos esto asi: M = {m}. (Cantor, 1895, p.387).

Vemos como con esta descripcion de conjunto, por parte de Cantor, se pone de manifiesto la
naturaleza extensional de los conjuntos, se puede interpretar la “agrupacion de un todo” al
considerar los sistemas acabados, el “objeto determinado” en el sentido que no se aceptan
imprecisiones y “bien diferenciados” en la medida que existen criterios para poder discernir a los

objetos entre si.

Cuando Cantor trata de definir explicitamente un conjunto, utiliza los siguientes términos:
“Multiplicidad que puede considerarse como unidad”, “Reunién de un todo”, “Coleccion de
elementos definidos”. Conocida esta definicion, se obtienen las nociones de conjunto finito e
infinito, la introduccion de las operaciones y otros conceptos inmediatos. Cantor no se detiene en
esta caracterizacion, pues como explicaciones se encuentran las expresiones “por medio de una
ley”, “elementos definidos”, de donde se observa que al poder considerar esa totalidad como una

unidad, una ley o una propiedad, son estas las caracteristicas de lo que se entiende por conjunto.

Es decir las ideas conjunto-propiedad estan es correspondencia biunivoca.
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Este aspecto lo tratd de formalizar Frege en su axioma de abstraccion, el cual ya estaba
presente en la mente de Cantor. “Subyacente a este modo de considerar los conjuntos esta la
firme creencia de Cantor y Frege en la existencia del mundo matematico en donde los conjuntos
existen de forma auténoma e independiente: el matematico se limita a describir, mediante la
teoria de conjuntos, un mundo oculto por el momento pero poco a poco va trayendo a la luz”

(Requena, citado en Arrieche, 2002, p. 23).

Podemos decir que después de Cantor uno de los matematicos que mas se involucré en el
desarrollo de la teoria de Conjuntos fue Richard Dedekind; para él la matematica se consideraba
constituida en un edificio matematico sobre fundamentos conjuntistas. Ademas el algebra,
analisis y la geometria las consideraba constituidas sobre bases conjuntistas. En 1888 escribio
Was sind und was sollen die Zablen? (;Qué son y para qué sirven los nimeros?); en esta obra
hace una construccién de los niUmeros naturales a partir de nociones conjuntistas abstractas de

conjuntos y aplicacion.

Considerando todos los elementos conceptuales que empiezan a emergen con el desarrollo de
la conceptualizacion del infinito matematico, es que justificamos como indispensable una
reflexion de la manera como este concepto se trabaja dentro de un curso de formacion para un

futuro docente de matematicas.

1.2.2 Pertinencia del estudio de un curso de teoria de conjuntos

Por otro lado, podemos decir de acuerdo a las investigaciones sobre ensefianza y aprendizaje

de la Teoria de Conjuntos, que la ensefianza de las nociones conjuntistas ha sido un tema muy
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complejo dentro de la Educacion Matematica. Se puede ver como a comienzos del siglo XX se
produce en los educadores matematicos una gran preocupacion por la ensefianza de las
matematicas. En la década de los afios cincuenta, cuando se produce el lanzamiento del primer
Sputnik por los rusos, se conmociono el mundo, y se generan grandes debates sobre la educacion,
para estas nuevas transformaciones en los sistemas educativos, se tiene como eje central a las

matematicas, por ser vistas como pilar para el desarrollo cientifico y tecnolégico.

En (Arrieche, 2002) se menciona que se presentaron dos grandes cambio curriculares en el
curriculo de matematicas, en las escuelas secundarias a lo largo del siglo XX; uno que se produjo
a principios del siglo y otro en la década de 1960. Felix Klein fue el pionero y defensor de la
primera reforma, menciona que la filosofia que este mateméatico manejaba estaba centrada a
desarrollar la imaginacion geométrica y el pensamiento funcional. Y es en la década de 1960
cuando el grupo Bourbaki se hace cargo del liderazgo traspasado por Klein, produciéndose lo que
se conocio como la reforma de las mateméticas modernas, la filosofia de los Bourbaki consistia
en que la base de la ensefianza estaba en la nocion abstracta de estructura, basada en la teoria de
conjuntos. Las principales innovaciones en la mateméatica moderna estaban centradas en mayores

niveles de rigor en la lbgica, mayores niveles de abstraccidn de las ideas matematicas.

Segun (Freudenthal, 1983, p. 34), el significado de la teoria de conjuntos para los innovadores
de las matematicas tuvo gran importancia en la matematica avanzada. Sefialaba que “en la
ensefianza de las matematicas los conjuntos se usan virtualmente sdlo como una herramienta

linglistica donde algunos predicados son reemplazados por su extension”. Al respecto (Arrieche,
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2002) comenta que los conjuntos que se ensefian en las matematicas escolares de hoy no son un

dispositivo organizador para los fendmenos matematicos, sino un objetivo para ellos mismos.

A partir de la revolucién de las matematicas modernas, se puede decir que los disefios
curriculares de las instituciones educativas de educacion basica y media, han querido suprimir la
teoria de conjuntos; esto nos llevaria a pensar que el papel de la teoria de conjuntos en la
formacion de maestros debe ser nulo, dado que no se tienen que ensefiar esos contenidos. Sin
embargo, esto nos genera una incertidumbre, ¢sera necesario prescindir de la teoria de conjuntos
cuando se trabajen con sistemas numéricos, relaciones y funciones, etc.? Es mas, el sélo hecho de
no contemplar los conjuntos dentro del proceso de formacién docente, ;no generaria una
limitacion a la ampliacién de los conocimientos sobre los temas mas avanzados de matematicas?,

sobre los que se supone que son los que debe explicar en el ejercicio de su profesion.

Finalmente se puede mencionar a otros investigadores, como Zaskis y Gunn (1997), que han
examinado varios argumentos en pro y en contra de la ensefianza de los conjuntos a maestros en
formacion. La mayoria de los temas para los maestros en formacién, como formas geométricas y
transformaciones, nimeros racionales, introduccion a la teoria de nimeros, y andlisis de datos se
relacionan de algin modo a los temas incluidos en el curriculo de la escuela elemental. Pero los
conceptos de la teoria de conjuntos parecieran ser la excepcion, pues al parecer en los planes de
estudios de los maestros de primaria, segun estas investigaciones, no se contemplan los conjuntos
para ser ensefiados en las escuelas. Sin embargo, desde nuestra Optica se debe considerar
importante para una fundamentacion matematica, que permita extender aun méas sus horizontes

sobre los temas que se espera que ellos puedan ensefar.
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1.3 OBJETIVOS

1.3.1 Objetivo General

El objetivo general de nuestro trabajo consiste en investigar aspectos de tipo historico y
epistemoldgico sobre la génesis de la teoria de conjuntos con el fin de contribuir a las reflexiones
educativas sobre la pertinencia de los cursos de teoria de conjuntos en los planes de formacion de
maestros, en este sentido el objetivo general propuesto es: Realizar un analisis historico-
epistemoldgico, para explicitar el papel que las nociones bésicas de teoria de conjuntos, deben
desempefiar en los planes de formacion de futuros Licenciados en Educacion Matematica, del
Instituto de Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle. Para alcanzar el objetivo general,

nos plantearemos los objetivos especificos que se describen a continuacion.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Estudiar las obras de los Fundamentos y Contribuciones de Cantor, como referentes
obligados en la contribucion de aspectos matematicos y filoséficos para la consolidacion

del infinito actual.

2. Analizar aspectos historicos y epistemoldgicos que fundamentan el infinito cantoriano, en

relacién al desarrollo de un pensamiento matematico avanzado.

3. Indagar sobre la importancia del axioma de eleccion y de reemplazo dentro de una teoria

axiomatica de conjuntos.
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4. Contribuir desde la historia de las matematicas, a las practicas educativas en torno a la
formacion de futuros docentes, a partir de un analisis de los programas de los cursos de

Teoria de Conjuntos del instituto de Educacién y pedagogia de la Universidad del Valle.

Es importante reconocer que los maestros en formacion requieren de un dominio teorico de los
contenidos matematicos, entre ellos de las nociones conjuntistas, para esto es necesario un
estudio sobre los aspectos epistemologicos de la Teoria de Conjuntos, su origen, desarrollo,
evolucion y su papel en la Matematica y en la Educacién Matematica, en la medida que

contribuya a la formacion de docentes.

En este sentido es que justificamos que no basta con mostrar el estudio historico-
epistemoldgico, desligado de una reflexion educativa, por lo cual sera fundamental realizar
andlisis acerca del papel de la Teoria de Conjuntos en los procesos de formacion de maestros y
evidenciar si realmente lo que se esta trabajando en estos planes de formacién son cursos de
teoria de conjuntos o son una simple aproximacion intuitiva a la misma, en este sentido es que se
da una pertinencia para pensar en adecuaciones de las tematicas abordadas en estos programas de

formacion.

1.4 METODOLOGIA

En el aspecto metodologico que se llevara a cabo en este trabajo y teniendo en cuenta las
metodologias trabajadas en la historia de la matematica, se propone un andlisis historico-

epistemoldgico con la finalidad de dar cuenta sobre la manera como se constituye el concepto de
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infinito matematico en Cantor, buscando aclarar algunos procesos que condujeron a que el
infinito se convirtiera en un objeto matematico y en este sentido como este se puede volver en un
objeto de ensefianza a través de cursos de matematica superior, como los cursos de Teoria de

Conjuntos.

En este sentido, se realizard un recorrido teorico tomando como referente especial las obras de
(Dauben, 1990), (Ferreir6s, 1998), (Ferreirds, 2006), (Cantor, 1895) y (Cantor, 1897) para
determinar los fundamentos matematicos necesarios en el surgimiento del concepto. A partir de
los resultados de estos analisis se estudiaran los programas de teoria de conjuntos, propuestos en
el Instituto de Educacién y Pedagogia de la Universidad del Valle, para los estudiantes de
Licenciatura en Matematicas, esto con el fin de poder caracterizar si existe una estructura formal,
de acuerdo a la teoria de conjuntos cantoriana, para abordar o intentar desarrollar las nociones
conjuntistas en los programas de formacion de docentes. Se propone también dentro de la
metodologia la recoleccion de informacion por medio de unas entrevistas realizadas a los
docentes encargados de desarrollar estos cursos, en el IEP de la Universidad del Valle, de esta
manera, se buscara realizar un trabajo monografico a través de un analisis diacronico del

concepto, que se complementaran con estudios hermenéuticos.

Finalmente lo que se busca es ofrecer una reflexion en el marco de la Educacion Matematica,
observando que la representacion formal y axiomatica del concepto es la sintesis, pero a la vez la
negacion, de una ardua actividad histérica, y que por tanto su ensefianza** no debe obviar su

accidentalidad, aunque el infinito actual se muestre como un concepto perturbador, éste es

“Cuando se habla de ensefianza, se estan considerando el proceso de transmision del concepto, en cursos de
educacién superior, como Teoria de Conjuntos, ofrecido a los estudiantes de Licenciaturas en Matematicas de la
universidad del Valle.
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necesario en los procesos concernientes a las actividades de matematica avanzada y por tanto no
debe escaparse su naturaleza histérica, especialmente en la ensefianza de los cursos de Teoria de

Conjuntos.

Podemos decir, entonces que el plan de trabajo de esta investigacion se divide en tres
momentos, los cuales se han venido desarrollando durante el periodo 2011-2012, como se

ilustran en el esquema:

‘ 5 lisis di Sni “ Cantor
PRIMER Analiss diacronicode “"_
la nocidn. = Dauben

MOMEMNTO

+ Ferreiras

Analisisdelobjeto en

SEEULIEE - los programasde
Teoria deConjuntos

del IEP

TERCER — Ejecucion delos
MOMENTO analsisy resultados

MOMEMTO

Propuestm dereforma de los programas

de teoriadeConjuntosdel IERE, dela
Universidad del Valle

Estos momentos se veran reflejados en los capitulos del trabajo, asi el capitulo 2 corresponde
al primer momento de la investigacion, el capitulo 3 al seqgundo momento y el capitulo 4 al tercer

y ultimo momento de la investigacion.




Capitulo 2.

2. ANALISIS HISTORICO-EPISTEMOLOGICO DE LOS ELEMENTOS
NECESARIOS PARA LA CONSOLIDACION DE UNA TEORIA
GENERAL DE CONJUNTOS EN GEORG CANTOR

En este capitulo se analizan algunos aspectos de las dos obras principales de Cantor los
Fundamentos y las Contribuciones. Es valido afirmar que fue Cantor el que revoluciono la
historia y filosofia del pensamiento matemético con su gran invencion de la teoria de conjuntos,
especialmente en la introduccidon del infinito a las matematicas dentro de la consolidacion de los
nameros transfinitos, en este sentido se puede hablar de un antes y un después en la historia de la
matematicas, pues atreverse a enumerar y contar lo infinito represento para Cantor un gran paso
arriesgado y polémico, especialmente por la vinculacién y el proceso de aceptacion del infinito

actual.

Se debe resaltar, que dentro de los procesos de fundamentacion matematica del infinito actual,
como mencionamos en el capitulo I, fue Bolzano uno de los matematicos que realiz6 grandes
contribuciones a la conceptualizacion del infinito matematico, especialmente en su obra Las
Paradojas del Infinito, la cual constituye la primera critica directa a la concepcién dominante del
infinito potencial. La obra de Bolzano (1851) es la primera que se atreve a efectuar un
tratamiento eminentemente matematico del infinito y donde es visto como el objeto central de un
estudio, presentandose en este sentido un cambio de actitud frente a la tradicion aristotélica del
infinito; Bolzano no destierra el infinito actual, sino que lo retoma a pesar de su caracter
paraddjico, por tanto el infinito actual y sus propiedades dejan de ser contradictorias para tornarse

paraddjicas, él da un rechazo a las explicaciones que se dan sobre el infinito, sobre todo las que
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ven al infinito como cantidad variable, lo cual le permite generar una posibilidad de comparar los

conjuntos infinitos.

En este sentido, Cantor se ve influenciado por la obra de Bolzano, afirmando que en esta “se
encuentra una discusion correcta en muchos aspectos sobre el infinito impropio matematico”
(Cantor 1883, p. 103). Aunque Cantor va mas alla de las reflexiones de Bolzano, al tomar un
conjunto infinito para especificar los conjuntos infinitos de puntos como un todo en un intervalo
infinito, asi el concepto de punto de acumulacion se constituye en un soporte para la teoria de
conjuntos Cantoriana. A partir de éste, Cantor definiria méas adelante los conjuntos derivados; se
puede decir, ademas, que el teorema de Bolzano-Weierstrass fue la clave para demostrar que R
no es equipotente con IN. Con esto, Cantor se aleja de la creencia, que habia perdurado durante
mas de veinte siglos, y que establecia la existencia de un sélo infinito inalcanzable y virtual, y en
este sentido desarrollé una teoria acerca del tamarfio de las colecciones infinitas y una aritmética

infinita, que de alguna manera sirviera como una generalizacion de la aritmética ordinaria.

Asi, la teoria de conjuntos de Cantor, como menciona Lavine, (1994), se generaliza de tal
manera que incluye la totalidad de las matemaéticas, volviéndose crucial para la filosofia de las
matematicas y las matematicas. Ademas esta teoria se desarrolla a partir de la idea de que los
conjuntos (las colecciones) pueden ser contados. De los estudios que realiza Cantor sobre las

series trigonométricas en 1870, se evidencia un fuerte interés por los conjuntos arbitrarios de

35

——
| —



numeros reales, el estudio que realiza de las series trigonométricas lo conduce a esta progresion

de “indices” transfinitos'®:

2 3 oo o)
0.3,...,00%,. .., 0° .. 0% 00®

0,1,...,00,00t]1, 00+2,..., 0.2

PEEEE)

En este sentido los inicios de la teoria de conjuntos cantoriana, son un “intento” de desarrollar
las consecuencias de la progresion en especial para los conjuntos de los nimeros reales, asi la
teoria de conjuntos, es una teoria de las colecciones que pueden ser contadas utilizando los
indices (los nimeros ordinales finitos y transfinitos como él los llamo), vemos entonces que

Cantor trata a sus colecciones infinitas como si fueran finitas.

2.1 La génesis de los fundamentos de la teoria de conjuntos

Cantor no era el Unico ni el primero en trabajar aspectos relacionados a los conjuntos. Se
observa que en la década de 1870 y 1880 ya se tenian varios trabajos sobre algebra, teoria de
nameros y analisis, en los cuales se destacaron cuestiones conjuntistas, principalmente los
trabajos de R. Dedekind, H. Weber, G. Peano, Bois-Reymond, U. Din y J. Harnack; sin embargo
los trabajos de Cantor tenian un sello particular, pues el matemético buscaba aclaraciones del
infinito en acto, en aspectos filos6ficos y matematicos; en este sentido se cuestiona sobre la
manera en que se constituye el universo de los conjuntos infinitos, evidenciandose asi que el
desarrollo historico de la teoria de conjuntos estuvo fuertemente influenciada por el carécter y los

intereses de quien mas contribuy6 a su desarrollo.

' Estos indices son concebidos como niimeros que cuentan las iteraciones de una operacion, especificamente de la
operacion de conjunto derivado de Cantor. Podemos afirmar ademas que Cantor da sentido a los puntos suspensivos
de la manera en la que tal vez nosotros lo hacemos: asimilando las progresiones infinitas representadas por ellos a las
progresiones indefinidamente grandes.
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De acuerdo a los trabajos de Cantor, para el desarrollo de la teoria de conjuntos la obra clave
fue los Fundamentos, en ella se estructura la teoria sobre la nocion de infinito actual; esta
incorporacion del infinito actual le permitia a Cantor extender el concepto de nimero mas alla de
los niveles existentes. En la obra se encuentra una investigacion matematico-filosofica sobre la
teoria del infinito, resultando asi una de las mayores invenciones de la imaginacion matematica;
parafraseando a Ferreirds (2006): los Fundamentos para Cantor, representan el momento de

madurez y autonomia de la teoria de conjuntos transfinitos.

En los Fundamentos se ofrece una nueva conceptualizacion del infinito. Ya antiguamente se
presentaron nociones filoséficas y matematicas polémicas, con respecto al infinito, con las
paradojas de Zenon y las consideraciones aristotélicas del infinito potencial y actual,
especialmente con la exclusién de las matematicas del infinito actual o en acto, pues éste
tradicionalmente se identificd con Dios, o un mas all4, es decir mas alla de lo infinito se
encontraba lo absoluto, asignandole asi un caracter divino, pero con el trabajo de Cantor estas
concepciones se modificarian tratando de llegar un proceso global de conceptualizacién del

concepto.

Cantor comienza estudiando los conjuntos de puntos, el de los nimeros racionales y el de los
reales, buscando diferencias relevantes entre ambos conjuntos, en relacion de que los nimeros
reales son continuos y los racionales no. En 1874, en su articulo sobre una propiedad de la
coleccion de todos los nimeros reales algebraicos, Cantor demuestra que los nimeros racionales
pueden ser puestos en correspondencia biunivoca uno a uno con los nimeros naturales, mientras

que no puede hacerse lo mismo con los nimeros reales, estableciendo que el conjunto de los
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numeros racionales tiene el mismo tamafio que el de los naturales, sin embargo el conjunto de los
numeros reales es mayor que el de los nimeros racionales. En este sentido, se dice que la teoria
de conjuntos transfinitos nacié hace aproximadamente 140 afios, como mencionamos en el
capitulo anterior el “acta de nacimiento” de la teoria de conjuntos transfinitos lleva la fecha del 7
de diciembre de 1873, con la demostracion de la imposibilidad de la correspondencia biunivoca

entre el conjunto de los nimeros reales y el conjunto de los nimeros naturales.

Teorema (Cantor): El conjunto de los nimeros reales R no es humerable (Cantor 1874, p.117).

Suponiendo que lo fuera, existiria una sucesion que contendria todos los numeros reales de [0,1]:
Wy Wy W3..., Wp,... D

Considerando un subintervalo cualquiera (a, B) de (0,1), definiremos sobre la base de la sucesion
(D) un nimero real de (o, ) no contenido en (I). Sean o'y B° los dos primeros niimeros de la
sujecion (I) que estan dentro de (o, B), y sea a'< B’ (renombrandolos si es preciso); sean o’y
los dos primeros nimeros de (I) que estan dentro de (o', f°), y sea a’'< B’". Por construccién, o’
sigue a a” en la sucesion (I), y B sigue a B’; ademas, a'< a”" y B'<B’". Empleando repetidamente
el mismo procedimiento, obtendremos una secuencia de intervalos cerrados encajados [a, B], [a’,
B], [, B"'],...Ahora cabe considerar dos casos:

O bien el nimero de intervalos es finito, siendo el ltimo [a™, B™]; en el interior de éste hay a lo
sumo un namero de la serie (I), de modo que podemos tomar en dicho intervalo un nimero n no
contenido en (1).

O bien el nimero de intervalos encajados es infinitamente grande. En este caso, los nimeros a, o,
a’’,... forman una sucesién mondtona creciente y acotada, que tiene un determinado limite a”. Lo
mismo vale para los nimeros B, B’, B’,...dado que forman una sucesiéon monotona decreciente y
acotada, siendo su limite B”. Ahora pueden distinguirse dos casos: en el primero, a*=B", como
“sucede siempre con la coleccion (W) de todos los ntimeros algebraicos”; la construccion anterior es
tal que el intervalo [a™, B™] excluye al menos los 2(n-1) primeros miembros de la sucesién (1), de
manera que el nimero n=a"=B" no puede estar contenido en la sucesion inicial. En el segundo
caso, podria ser que a"<B”, y entonces ningln ndmero n del intervalo [o”...p”] esta contenido en la
sucesion (1). (Ferreiros, 1991, pp. 211-212).

La anterior es una demostracion demasiado dispendiosa que mas tarde sera reemplazada por

otra mas sencilla, la famosa demostracion de la diagonal o método de diagonalizacién:
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Supongamos que los numeros reales en el intervalo (0, 1) tienen la misma potencia que los
nameros naturales. Eso significa que existe una funcién biyectiva entre los naturales y los reales, y
por lo tanto, la totalidad de los reales del intervalo en cuestion se pueden listar en una sucesion de
la forma:

Iy, g, I3, My

Dado que cada uno de estos nimeros estan ubicados en el intervalo (0,1) quiere decir que su
expansion decimal consta de la parte entera igual a cero, por lo cual se los puede representar de la
siguiente manera:

rh = O.a]_l dio A13... Aipe.-
r, = 0.a; @ ass... a...

r; = 0.a3; asy ass... Azn...

r,=0.ap1 @2 An3z... Anne..

Se supone que en la lista se encuentran la totalidad de los reales del intervalo (0, 1). Sin embargo,
formemaos el nimero real,

b= Ob1 b2 b3 b1n...
tal que, b; # a;;, para todo i. Se tiene que, por definicion, b; # r;, para todo i, lo cual contradice el

hecho de que en la lista se encontraban “todos” 10s reales del intervalo (0, 1). (Recalde, 2005, p.
10).

Vemos que Cantor empieza a enfrentarse a los primeros inconvenientes para hablar de una
caracterizacion de los conjuntos infinitos, pues descubre, a partir de la no-enumerabilidad de R,
que hay distintos tipos de infinito, es decir no hay un uUnico infinito. Ademas, la nocién de

infinito, lejos de lo que pensara la tradicion aristotélica, deja de ser una idea vaga en virtud de los
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limites de la representacion mental. Con este resultado de Cantor se abre paso a la formalizacion
de la idea desde un punto de vista matematico; Cantor establece que hay diversos “tamafos” u
“ordenes” del infinito, diferentes cardinalidades'® que son ademés infinitas (Ferreirés, 1991, p.
212). La siguiente cuestion investigada era ver si es posible poner los puntos de un plano en

correspondencia biunivoca con los puntos de una recta.

En 1878 Cantor publicd un resultado donde muestra que es posible poner los puntos de un
plano, en correspondencia biunivoca con los puntos de una recta, anunciando también que todo
conjunto infinito de puntos de una recta se puede poner en correspondencia biunivoca, o con los
nameros naturales o con los reales, sin posibilidades intermedias; sin embargo esto no lo logré
demostrar de manera adecuada, convirtiéndose en algo inalcanzable para Cantor. El problema al
que se esta enfrentando Cantor es el problema de la Hipd6tesis del continuo (H.C), el cual enuncid
por primera vez de la siguiente manera: “cualquier conjunto infinito de numeros reales debe tener
o la potencia de los nimeros naturales o la potencia de R (Cantor, 1978). Cantor no pudo
demostrar este problema, porque era imposible hacerlo, con las concepciones que él manejaba en
ese momento. Afios después se logré demostrar que ésta proposicién era independiente de los

axiomas de la teoria de Zermelo-Fraenkel.

Dentro del proceso de caracterizacion Cantor llama al infinito actual infinito propio, un
infinito que era completamente determinado y que era justificado en trabajos de funcién analitica

de variable compleja:

6 En (Ferreirés, 2006, p. 13): Se dice que dos conjuntos A y B tienen la misma cardinalidad, es decir son
equipotentes, si y sélo si existe una aplicacion f de A en B que es biyectiva (una correspondencia uno a uno entre los
elementos de Ay B).
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(...) imaginar, en el plano que representa la variable compleja, un tinico punto situado en el infinito
(esto es, un punto infinitamente distante pero definido) y examinar el comportamiento de la funcién
en el entorno de ese punto, igual que en el entorno de otro punto cualquiera. (Ferreirds, 2006, p.
86).

De esta manera, si se piensa el infinito situado en un punto completamente determinado, da
paso a la aparicion y justificacion del infinito desde una mirada matematica, desligandolo un
poco de la justificacion filosofica, pues en el entorno del punto distante, la funcion esta
mostrando los mismos comportamientos que en otro punto ubicado dentro de la regidn finita.
Aunque si se piensa y muestra el infinito como una cantidad variable y finita que crecia o
decrecia mas alla de todos los limites, pero que continua siendo finita, este infinito sera distinto al
infinito propio, y se denomina infinito impropio, asi se puede hablar matematicamente de dos

formas de ver y caracterizar el infinito

Dentro del desarrollo de la teoria cantoriana, se pueden sefialar tres momentos claves sobre el
perfeccionamiento de la misma, en un primer momento se centr6 en el estudio de las potencias
infinitas, hasta formular la famosa hipétesis del continuo (H.C), posteriormente se dedica a una
consolidacién de la teoria de conjuntos derivados conectados éstos con la nocién de potencia,
basicamente como un puente o0 medio de estudio del continuo y sus subconjuntos, por esta via
desarrolla la idea de los nimeros ordinales transfinitos desplazando su interés a una teoria de

conjuntos bien ordenados.
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2.2 Conjuntos derivados y cardinalidad

Durante el periodo de 1878 Cantor se centr0 en estudios sobre los procesos de derivacion,
estos estudios le permiten desarrollar la teoria topoldgica de conjuntos de puntos, de esta manera
presenta a la comunidad matematica la idea de derivados de orden infinito, para caracterizar los
conjuntos derivados, introduce “simbolos de infinitud”!’ que son el germen de los nimeros
ordinales transfinitos y define los conjuntos derivados de orden superior. Para introducir los

nuevos conjuntos derivados €l sefiala que los sucesivos derivados de un conjunto P estdn unos

incluidos en otros:...P(")g ..CP"CP’

Asi el proceso de derivacion va eliminando puntos pero no afiade puntos que no estuvieran
contenidos en P (Ferreirés, 1991, p. 245). El primer derivado infinito se define como la

interseccién de derivados de orden finito:

P =n(P,P"..PM™ ) =n(PW,pr+D

El proceso de derivacion continuara con P(@*+D  p@+n) vy como P(®) tiene también un

derivado de orden o, se designa con P(®?2); prosiguiendo se logra alcanzar todos los derivados

s . 2 1
cuyo orden sea multiplo de ®, asi como los de orden w% ®°,..., ng @™ + Ny @™ +...+n",....0° y

asi sucesivamentelg

YEn el proceso de caracterizacién de los conjuntos derivados, tenian como base los conjuntos de puntos y sus
propiedades, y los nimeros transfinitos aparecian con meros simbolos, sin caracter objetivo, este es el motivo de que
Cantor se refiriera a ellos con el nombre de “simbolos de infinitud”. (Ferreiros, 1991, p. 245).

' Cantor, citado en (Ferreir6s, 1991, p. 245): “Vemos aqui una generacion dialéctica de conceptos, que lleva siempre
mas alla, y que al hacerlo permanece libre de cualquier arbitrariedad, necesaria y consecuente en si misma (Cantor
1879/84, p.148)”.
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De ese proceso podemos ver que unos derivados se definen de la forma habitual P**1) =
(P)™" )y otros constituyen la interseccion de una infinidad de conjuntos. Estos dos principios
seran el antecedente de los principios empleados por Cantor para definir los ordinales

transfinitos.

Sin embargo, las discusiones clasicas en torno al infinito no se limitan a la cuestién de la
aceptabilidad del concepto, ni a si se puede concebir un nimero infinito. Hay que tener presente
que la aceptacion de esta nocion pone en juego la infinitud de Dios o cuestiones sobre si el
mundo esta compuesto de infinitas partes, y si es infinito en su extension espacial; en otras
palabras, cuestiones de orden filoséfico y metafisico, como se mencioné en el capitulo I. Estos
problemas y otros puramente matematicos, procedian del intento de conceptuar de manera
inexorable la nocion de continuo, a la cual Cantor logra ofrecer una argumentacion sumamente

rigurosa y aclaratoria en relacion al infinito.

La identificacion tradicional del infinito con Dios sugeria que, al someter a consideracién
matematica el infinito actual, se estaria tratando de “determinar” lo divino mediante nuestros
conceptos. Y los tedlogos medievales, cristianos 0 no, habian afirmado que a Dios s6lo cabe
representarlo mediante atributos negativos (diciendo por ejemplo que es infinito, intemporal, o
que su poder no conoce ningdn limite —la omnipresencia se entiende también como un predicado
negativo). Caracterizar a Dios de manera positiva, digamos, asignandole un namero transfinito a
su poder, seria una terrible herejia (Ferreirés 2006, p. 33). Sin embargo Cantor, sefiala que el
dominio transfinito no agota el infinito actual, por lo cual para él no debe identificarse el

transfinito con lo absoluto:
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Los transfinitos son mas parecidos a lo infinito, en la medida en que admiten plena determinacion y
son caracterizables por el pensamiento humano. Lo absoluto elude en cambio toda determinacion:
lo divino puede a lo sumo reconocerse, pero nunca conocerse; lo absoluto esté estrictamente méas
alla de lo transfinito Cantor, citado en (Ferreirds, 2006, p. 34).

Se nota asi, que para Cantor los conjuntos transfinitos estan representados en la naturaleza
fisica y en la mental, a diferencia de lo absolutamente infinito que no es posible, determinable o
conocible en toda su plenitud. El infinito absoluto es el absoluto, por definicion, lo imposible de
alcanzar: lo inalcanzable. Es el grado maximo de independencia, autonomia y completitud. En la
categoria de infinito absoluto o absoluto entran Dios, el ultimo ordinal y la clase de todos los
conjuntos. “Para Cantor, desentrafiar el infinito absoluto era una labor mistica: la basqueda de

Dios”. (Ortiz, 1994, p. 67).

Por otra parte, Cantor sefiald que los numeros transfinitos nos llevan mas y mas lejos,
indefinidamente, conduciéndonos a cardinalidades infinitas cada vez mayores. No hay un
maximo en la progresién de los ordinales, ni en la de las potencias, por lo que debe decirse que la
“totalidad” de los nimeros transfinitos (y de las potencias) son de caracter absolutamente infinito.
De alli que se pueda inducir que, para Cantor, tanto el infinito actual de la matematica como el
infinito fisico actual, constituian lo transfinito. A diferencia del infinito absoluto, inalcanzable,
existe una infinidad de infinitos, los cuales estan claramente limitados, sujetos a nuevas
extensiones, y por lo tanto, relacionados con lo finito. Por eso se puede ver, al infinito absoluto
como una aproximacion de la naturaleza de Dios pero, inversamente, la indeterminabilidad de
Dios habréa de aplicarse también a esas totalidades absolutamente infinitas: “las colecciones de
“todos” los ordinales transfinitos y “todas” las potencias (o cardinales transfinitos), ya no son

comprensibles para el pensamiento matematico” (Ferreiros, 2006, p. 34).2
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2.3 Los transfinitos de Cantor

Para Cantor incorporar los nimeros transfinitos en la matematica era tan legitimo como fue la
incorporacion de los nameros irracionales, dado que ambos son definidos en funcion de
conjuntos infinitos y por procedimientos similares, por lo tanto, ontolégicamente, su estatus era el

mismo.

Durante los afios de 1879 a 1897, Cantor determina los elementos conceptuales que le
permiten instaurar los cardinales y ordinales transfinitos. Apoyandose en el teorema de Bolzano-
Weierstrass, clasifica los conjuntos infinitos de puntos en intervalos acotados, en este sentido el
concepto de punto de acumulacion constituye el soporte de la teoria de conjuntos, a partir de este

concepto Cantor define los conjuntos derivados:

1. Se denomina P” el conjunto de puntos de acumulacién de P o primer derivado

2. Se denomina P”" el conjunto de puntos de acumulacion de P” o segundo derivado; y asi
Sucesivamente...

3. P"es el conjunto de puntos de acumulacién de P "** o enésimo derivado.

Posteriormente Cantor define lo que son los conjuntos de primera especie, como aquellos
conjuntos para los cuales existe un n, talque P" = @, y cuando se daba que P" # @, los llamaba de

segunda especie.

La aparicién de los numeros transfinitos, se da por primera vez, en un corto articulo de 1880
(Recalde, 2004), donde Cantor enunciaba el trasfondo de los nimeros infinitos a partir de los
conjuntos derivados de segunda especie. Citando a Cantor en (Recalde, 2004) se tiene:

[...] una generacion dialéctica de conceptos que continla siempre adelante, y esta asi libre de
cualquier ambiguedad.
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Esa generacion dialéctica partia de la propiedad de los conjuntos P de segunda especie mediante el
siguiente planteamiento:
Si P™ £ @, para todo n, se puede definir, P® = N;-, P™. Si P® # @ es infinito se puede definir la
cadena:

p®, petl petz | | pete

Cantor, comprendié més adelante que la designacion de los conjuntos a partir de P exigia la
ampliacion el universo de los nimeros de contar mas alla de los naturales. En las Contribuciones
Cantor, definié los numeros transfinitos, y establecid que la introduccion de estos nuevos
nameros transfinitos, se realizara con respeto a las nuevas colecciones instauradas, conservandose
la coherencia entre los nuevos nimeros y los que se tenian anteriormente, asi logra justificar la
incorporacion de los ordinales transfinitos, ademas manifiesta que:

La totalidad de los numeros cardinales finitos v nos proporciona el ejemplo més cercano de un
conjunto transfinito; al nimero cardinal asociado a él lo llamamos ‘Alef cero’, en simbolos o, asi
gue establecemos

No = {V}
Que R es un namero transfinito, es decir, que no es igual a ningin namero finito Y, se sigue del
hecho simple, de que si se afiade un nuevo elemento e, al conjunto {v}, el conjunto union ({v}, eg)
es equivalente al que lo origind {v}. Porque se puede pensar una relacion reciproca univoca entre
ambos, donde el elemento e, se asocia al elemento 1 del segundo y el elemento v del primero al
elemento v + 1 del segundo. Entonces Ny + 1= Ny [ ... ]
El nimero X, es mayor que cualquier namero finito p: 8o > .

Esto se sigue, considerando, de que u= (1,2,3,..., 1), ninglin subconjunto de (1, 2, 3,. . .{) es
equivalente al conjunto {v}y (1,2, 3,. . ., 1) es él mismo un subconjunto de {v}.

Por otro lado &y es el menor nimero cardinal transfinito. Si o es un nimero cardinal transfinito
distinto de &, entonces se cumple Xo< o

Esto se basa en el siguiente teorema:

A. ‘Todo conjunto transfinito T tiene un subconjunto con nimero cardinal N’.
Demostracion: Si se ha eliminado, mediante alguna regla, una cantidad finita de elementos t;, t,, ...,
t,.1 de T, siempre queda la posibilidad de eliminar otro elemento #v. El conjunto {t. v-1}, donde v
representa un namero cardinal finito arbitrario, es un subconjunto de T con nimero cardinal Xy,
pues {tv} {¥}. (Cantor, 1895, p.426).

En la demostracién del teorema A interviene una forma débil del axioma de eleccion;

especificamente, el axioma de eleccion numerable, segun el cual, cualquier familia numerable de
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conjuntos no vacios tiene una funcién de eleccion. Tal axioma implica que cualquier conjunto
infinito tiene un subconjunto infinito numerable. De acuerdo al pensamiento de Cantor quien
escribia que conjunto es: “todo Muchos que puede ser pensado como Uno” (Ferreirds, 2006, p.
155), se puede entender entonces, que un conjunto transfinito determinado por un infinito propio,
es una composicion entre lo ilimitado y lo limitado, en el sentido de que son infinitos y estan
determinados y definidos. Ahora bien, es pertinente indagar la manera como estos conjuntos se
encuentran definidos de acuerdo a la teoria cantoriana. Cantor define los numeros infinitos a
través de dos “principios de generacion™® los cuales permiten proseguir indefinidamente el
proceso de formacién de nimeros hacia lo suprafinito®® llegando a cifras de nuevos niimeros
como w,w + 1,...,w + n, ante estos dos principios de generacion se opone un tercer principio,
el cual denomino “principio de restriccion” o limitacion, dados estos tres principios se pueden

consolidar los transfinitos de Cantor.

En el primer principio de generacion se da paso al numero siguiente o sucesor, en este sentido
se esta garantizando que la existencia a través del proceso de creacidn de un sucesor es la misma
que interviene en la produccion de la serie de los nimeros naturales, que otorga un sucesor (o+1)
para todo a. Lo anterior recuerda la definicion de Euclides del nimero como coleccion de
unidades. El segundo principio de generacion es un poco mas complejo surge de una sucesion de
numeros ordinales sin elemento mayor, en la cual se permite crear un nuevo nimero que sera
considerado como limite de aquellos nimeros y sera definido como el nimero inmediatamente

mayor a todos aquellos.

® Hay que tener en cuenta que los dos primeros principios son diferentes en el orden Iégico, pues el primero es
eminentemente constructivo, pero el segundo no: establece la existencia de un nimero mayor que cualquiera de los
gue se hayan construido via primer principio.

%% Cantor presenta los nuevos niimeros de una forma puramente constructiva, 0 méas bien puramente intuitiva: no
explicitaba de ninguna manera los supuestos implicados en la nueva nocion, limitandose a sefialar dos principios que
permiten la construccion mental de los ordinales transfinitos. (Ferreirés, 1991, p. 260).
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De acuerdo con el principio de generacion, que da el sucesor (o+1) para todo o, y tras todos

estos, por el segundo principio, viene ®*2:

0*2...., ®*2+n,... ®*3,... o*n....

Y tras todos los ®*n+m el proceso continua

2

o,... >+ o*ntm,... o’

(o]
seeey

, o+ o"HmA T ©

Se prosigue con nimeros como ® elevado a ® omega veces, y mucho mas alla, ad
suprafinitum y ad absolutum (Ferreirds, 2006, p. 41). Se nota asi que el primer principio
garantiza la existencia de un sucesor, y el segundo garantiza que dada una sucesién cualquiera de
nameros ordinales, que crece sin tener un méximo, existe un nuevo numero ordinal que es
inmediatamente el siguiente de la sucesion. Entonces, los dos principios justifican la introduccion
de los nimeros transfinitos, que ya habian aparecido, pero como meros indices de procesos de

2

derivacion: o, 2,..., ®°,..., ®”,..., por el segundo, y por el primero w+1, ®2+n, np™ + n;o™*

+

nm.]_(l) + nm.

Luego, al menos el proceso de formalizacion de los ordinales, mediante los dos “principios de
generacion” tiene cierta justificacion en la mentalidad matematica clasica. Pero de esto, se
desprende un proceso que parece interminable y en el cual parece que se corre el peligro de
perderse en lo ilimitado. Cantor nos muestra que tomada una sucesién cualquiera que crece sin un
méaximo, se puede crear un nimero ordinal que sera el siguiente de la sucesion. El reconoce la
fuerza de estos dos principios y mas si se trabaja con ellos de manera combinada por lo cual se

hace necesario tener un tercer principio llamado principio de restriccion, que permite establecer,
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el conjunto de ordinales a los que Cantor Ilama clases numeéricas, las cuales admiten definir

cardinalidades sucesivas, por las limitaciones impuestas.

2.3.1 La Nocién de numero Cardinal o Potencia

El principio de restriccion nace a través del concepto de potencia. Como se observa en una

carta del 5 de noviembre de 1882 a Dedekind, tomada de (Ferreirds, 2006, p. 226):

(...) Si aplico a o la adicion de una unidad, igual que antes a v, obtengo un nuevo niimero w+1, el
cual expresa que primero se ha puesto ®, luego se ha afiadido la unidad y se ha reunido con ® en un
nuevo numero. Llamo a la transicion del nuevo nimero v o ® al inmediatamente siguiente el
primer momento de generacion; por el contrario, la transicion de un conjunto sucesivo de nlmeros
enteros, que no tiene ningin maximo, al inmediatamente mayor que todos ellos, la llamo el
segundo momento de generacién.

La formacion del nimero ® sucede pues gracias al segundo momento de generacion, la del nimero
w+1 gracias al primero.

Si ahora se aplica repetidamente ambos momentos de generacién, se llega a una extension de
nuestra serie numérica que avanza en sucesion determinada: 1, 2, 3,... v,... ®, o+l,..., 20,
20H,..., potv,.. A o’ + po+Vv,..., 0 @+ pot. +uo + v,...etc. etc. La primera impresion que
esta sucesion causara en Ud. Serd que uno no ve como podria llegar al continuarla a algun tipo de
clausura, cosa que sin embargo seria necesaria si es que aquello debe suministrarnos una nueva
potencia determinada, y concretamente la potencia de la segunda clase, inmediatamente siguiente a
la potencia de la primera clase.

Se tiene entonces, que para Cantor el concepto de potencia es la generalizacion del nimero de
elementos de un conjunto, o nimero cardinal, en este sentido consideraba que a todo conjunto
bien definido le corresponde una potencia determinada, el concepto de potencia fue quizas uno de
los conceptos méas importantes introducidos por Cantor dentro del proceso de caracterizacion de
conjuntos infinitos, este concepto viene a solucionar el problema de comparar conjuntos con el

mismo numero de elementos. EI matemético toma de Steiner el término potencia, quien la
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empleaba en referencia a coordinaciones proyectivas biunivocas. Cantor define esta nocion de la

siguiente manera:

Si dos variedades bien definidas M y N se pueden coordinar entre si univoca y completamente,
elemento a elemento (lo que, si es posible de una manera, siempre puede suceder de muchas otras),
permitase que empleemos en lo que sigue la expresion de que estas variedades tienen igual
potencia, o también gque son equivalentes. (Ferreirds, 1991, p. 236).

A partir de esta definicion, Cantor presentaba resultados elementales que mas adelante se
convertirian en teoremas. Por ejemplo, afirmaba que si M y N no tienen igual potencia, entonces
M es equivalente a una parte de N -la potencia de M es menor que la de N- o N es equivalente a
una parte de M -la potencia de M es mayor que la de N-. De alli pasaba a considerar una serie de
ejemplos de potencias; en primer lugar las potencias de variedades finitas, que coinciden con el
numero de sus elementos, esto le permitia establecer una propiedad un poco intuitiva de las
potencias infinitas, que tradicionalmente se habfa considerado paradéjica®’: aunque una parte de
una variedad finita M tiene siempre menor potencia que M, “esta relacion desaparece totalmente
en las variedades infinitas, es decir, las que constan de una variedad infinita de elementos”.

(Ferreirds, 1991, p. 236).

Tomando el principio de restriccion, el cual permite instaurar las clases numéricas, se puede
decir que el concepto fundamental para lograr la diferenciacién de las clases, es el de potencia,
cuando establece un cierto tipo de cotas que permiten diferenciar las distintas clases, al respecto

escribe:

Definimos por tanto la segunda clase de nimeros (II) como la coleccion de todos los niimeros o
que se pueden construir con la ayuda de los dos principios de generacion y que se suceden en

?! Aqui se puede ver que desaparece la nocién comdn quinta de Euclides: El todo no siempre es mayor que la parte.
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sucesion determinada: o, o+1,..., Vo o"+Vv; 0)”‘1+...+V“,..., o ”,..., 0,..., la cual esta sometida a la
condicion de que todos los nimeros que preceden al numero o, de 1 en adelante, forman un
conjunto de la potencia de la clase numérica (1).

Se ve como el concepto fundamental para diferenciar las clases es el de potencia. En la carta
que envia el 5 de noviembre de 1882 a Dedekind, surge la necesidad del principio de limitacion
por medio del concepto de potencia, ademas trata de darle un tratamiento de nimeros reales de
segunda especie a los objetos ®, w+1,..., porque con ellos se podia establecer una extension de
los numeros infinitos, a pesar de que estos niumeros no cumplian con las propiedades de los
numeros finitos. Es importante considerar que el hecho de que ® y w+1 sean dos ndmeros
ordinales distintos pero con la misma cardinalidad, lo que conduce a una diferencia importante
entre numeros finitos y transfinitos. En los finitos no hay diferencia entre su ordinal y su cardinal,

en los infinitos si.

En este sentido, Cantor no solo probd que las potencias de las clases de numeros | y Il son
diferentes, sino que la potencia de los nimeros de clase Il es precisamente la que sigue a la
potencia de los nimeros de clase 1. la demostracion de que las potencias de (1) y (Il) se siguen
inmediatamente una a la otra, sin que exista ninguna otra potencia entre ellas, tomada de

(Ferreiros, 2006, p.130), expuesta de la siguiente manera:

Sea () el primer nimero de la tercera clase numérica (III); todos los numeros a’del conjunto (a")
son entonces menores que €, puesto que aquel esta incluido en (11).

Pensemos ahora en los nimeros o ordenados segin su magnitud; sea o, el mas pequefio de ellos,
a,+1 €l siguiente en magnitud, y asi sucesivamente. Asi se obtiene el conjunto (o) en la forma de
un conjunto “bien ordenado” og, donde P recorre nimeros de nuestra sucesion numérica ampliada a
partir de ®; evidentemente B se mantiene siempre menor o igual que og y puesto que og < ()
también B < Q. El nimero B no puede en consecuencia sobrepasar la clase numérica (II), sino que
permanece dentro del dominio de ésta. De ahi que solo puedan suceder tres casos: o bien [ se
mantiene por debajo de un nimero especificable de la sucesion o+v, y entonces (0.”) es un conjunto
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finito, o B adopta todos los valores de la sucesion +v, pero se mantiene por debajo de un nimero
especificable de la sucesion (1), y entonces (o) es obviamente un conjunto de la primera potencia;
o0, en tercer lugar, p toma también valores arbitrariamente grandes den (II), y entonces 3 recorre
todos los numeros de (II); en este ultimo caso la coleccion (o), esto es, el conjunto ('), tiene
evidentemente la potencia (I1); como queriamos demostrar.

Los nameros de la primera clase tenian la potencia de IN (Xo) y los de la segunda la de N3, y
sucesivamente, en este sentido, los esfuerzos de Cantor se centran en establecer cual es la
hipdtesis del continuo, supone que la hipétesis del continuo era equivalente a la de la segunda
clase (sin embargo esto no lo logré demostrar). De esta manera, el tercer principio instaura el
enlace entre ordinales transfinitos y cardinales: del mismo modo que el cardinal de N es &y, es
decir, por él se establecen conjuntos ordinales a los que Cantor llama clases numéricas, los cuales
permiten definir una serie de cardinalidades sucesivas. Esto se realiza mediante la condicion de

cardinalidad.

Es asi como los nimeros de la primera clase son todos aquellos tales que el conjunto de sus
antecesores es finito, como los naturales y la potencia de esa primera clase es la primera potencia
transfinita, aleph cero xo. Los nimeros de la segunda clase son todos los que tiene un conjunto de

antecesores enumerable de la potencia o, éste es el caso de o, ® 2

, etc. Y la potencia o
cardinalidad de la segunda clase en su totalidad es la segunda potencia ~;. La tercera clase es el
conjunto de los ordinales cuyos antecesores forman un conjunto de la potencia N; y esta clase

tiene la potencia &y, y asi sucesivamente. Estas denominaciones estan justificadas porque puede

mostrarse que X; es la potencia inmediatamente siguiente a X, (Ferreiros, 1991, p. 261).

A continuacion de las potencias finitas, viene la de menor potencia infinita, que es la de IN.

Sin embargo, el concepto general de potencia o cardinalidad de un conjunto solo queda definido
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en 1878, en un articulo que demostraba la existencia de correspondencias biunivocas entre R y
cualquier espacio euclideo R". De esta manera, es que llega a concebir infinitos como un todo, y
demuestra que hay infinitos mas grandes que otros. También establece que los principales
conjuntos infinitos conocidos tenian sélo dos potencias: o eran equipotentes a N 0 a R. Sin
embargo, quedaban algunas cuestiones abiertas ¢existian potencias intermedias?, ¢existian
potencias mayores? Los esfuerzos de Cantor se centraron en adelante en responder la pregunta
¢Cual es la potencia del continuo? Se vera como, con la idea de los ordinales transfinitos, Cantor
intenta encontrar respuestas a algunas de estas cuestiones, pues la pregunta en cuanto a la

potencia del continuo no se podra determinar, como mencionamos anteriormente.

2.3.2  Ordenes Infinitos

En 1879 Cantor definié que dos conjuntos son de la misma potencia si pueden ser puestos en
correspondencia biunivoca. Destaco que el concepto generaliza al de nimero entero, y que la
potencia puede ser considerada “como un atributo de cualquier coleccion bien definida,
cualquiera que sea el caracter de sus elementos”. En 1880 publicé por primera vez sus simbolos
transfinitos para la iteracién de conjuntos derivados: 0®’ 41, ete. Al respecto decia: “Vemos
aqui una generacion dialéctica de conceptos, la cual siempre puede continuar mas y mas lejos,

por lo que esta libre de cualquier arbitrariedad” (Cantor, 1895).

Hacia el afio de 1882, Cantor para separar sus numeros ordinales transfinitos de la nocion de
incremento sin limite — simbolizada por oo en el analisis- comenzd a utilizar el simbolo wen vez

de oo. Posteriormente introduce lo que iba a convertirse en la distincion entre los nimeros
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cardinales y los ordinales. Los conjuntos (ai, a,,...) ¥ (b2, bs, ..., bi) tienen la misma potencia o

cardinalidad, pero sus numeraciones, sus drdenes, son diferentes.

El primero de estos conjuntos tiene orden w, mientras que el segundo tiene orden w + 1; el
mismo conjunto puede ser numerado o contado de mas de una manera. Considérese por ejemplo
(a1, az...) y (az, as,...az). Si un conjunto es finito solo se le puede dar un orden, aun cuando se
puede decidir que el elemento del conjunto ocurre en qué punto del orden, de manera que
coinciden los nimeros ordinales y los cardinales finitos. Cantor definié las operaciones de
adicion y multiplicaciéon en los nimeros ordinales, y esto forma parte de la justificacion de

considerarlos nimeros (Lavine, 1994).

En los Fundamentos Cantor, declar6 por primera vez que existen muchas magnitudes
infinitas: mostro como producir un conjunto de potencia mayor que los nimeros naturales, es
decir el conjunto de todos los numeros ordinales de la potencia de los nimeros naturales. La
demostracion que ofrecid es una clara generalizacion de la que utiliz para demostrar que existen
mas numeros reales que nameros racionales. Denomino (1) a la potencia de los nimeros naturales
y (I1) a la nueva potencia, la potencia (lll) es la potencia del conjunto de todos los numeros

ordinales de la potencia (1) y asi sucesivamente (Lavine, 1994).

La demostracion de que las potencias son distintas no proporciona via alguna para hacer
contacto con la potencia de los numeros reales. Hasta donde Cantor sabia todas las potencias que
habia construido eran mas pequefias que las de los numeros reales, e incluso totalmente

incomparables a las de los numeros reales. Cantor hizo una suposicion inicial en los
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Fundamentos, la cual garantiza que las nuevas potencias fueran comparables con las de los
numeros reales. De acuerdo con Cantor, esto aseguraba que la potencia de los nimeros reales
pudiera ser menor, igual o0 mayor que la de cada una de las nuevas potencias, pero no dijo cual,
quizds porque no se sentia plenamente seguro de su nuevo supuesto. De hecho, en cierto
momento a Cantor le preocupd que la potencia del continuo no fuera comparable con ninguna de

las potencias infinitas (Hallett, 1984, pp.42, 73, 76-77).

2.4 Conjunto bien ordenado?®

Antes de caracterizar los conjuntos bien ordenados, Cantor realiza estudios sobre los tipos de
orden de los conjuntos simplemente ordenados, en este sentido en las Contribuciones denomina a
un conjunto M “simplemente ordenado” cuando entre sus elementos m se rige un determinado
orden jerarquico, en el cual de cada dos elementos m; y m,, toma uno el rango inferior y el otro el
rango superior. En este sentido podemos ver, que la nocion actual de conjunto totalmente, o
linealmente ordenado como un conjunto M dotado de una relacién binaria < reflexiva,
antisimetrica, transitiva y conexa (para cada x,y € M,x <yoy < x) es equivalente a la de

Cantor.

Uno de los hechos cruciales y determinantes para la teoria de Cantor, era que todo conjunto

pudiera ser bien ordenado, como resaltaba en los Fundamentos, de sus grandes logros se tiene

?? Se entiende por conjunto bien ordenado a todo conjunto bien definido cuyos elementos estan ligados entre si, por
sucesiones determinadas y precisas, de acuerdo con la cual hay un primer elemento del conjunto, y a cada elemento
le sigue otro, de igual manera a todo conjunto arbitrario finito o infinito de elementos le corresponderd un
determinado elemento inmediatamente siguiente a todos ellos en la sucesion. Adaptado de (Cantor, 1883, p. 168).
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que los ordinales transfinitos daban lugar a la nocion de nimero ordinal de elementos de una
variedad finita bien ordenada, de esta manera el concepto de conjunto bien ordenado aparece
como fundamental para toda la teoria de conjuntos , en este sentido el matematico se propone
justificar verdaderamente la introduccién de los ordinales transfinitos como verdaderos numeros,

Cantor plantea tres argumentos, (Ferreirds, 2006, p. 47):

1°) entre ellos pueden definirse operaciones aritméticas, las cuales siguen reglas analogas a las del
algebra habitual, 2°) son susceptibles de una interpretacion perfectamente natural e interesante,
tiene una referencia clara en términos de conjuntos infinitos bien ordenados, y 3°) es posible
extender la teoria de nimeros a este nuevo dominio.

De estos argumentos podemos decir, que cada ordinal transfinito representa el ordenamiento
de los elementos de un conjunto bien ordenado, es decir de un conjunto A ordenado de modo que
tanto A como cualquiera de sus subconjuntos tienen un primer elemento, lo que significa que los
elementos estan articulados entre si por una sucesion determinada con precision, de acuerdo con
la cual hay un primer elemento, y a cada elemento, le sigue otro elemento, ademas todo
subconjunto arbitrario de elementos finito o infinito le corresponde un elemento determinado que
ser4 el sucesor inmediato a todos ellos®. Esto es fundamental en la medida que Cantor afios més
adelante, abandona los principios de generacion, y solo toma como punto de partida los conjuntos
bien ordenados, en el libro 12 de las Contribuciones (Cantor, 1892, p. 420) define formalmente

los conjuntos bien ordenados como:

“Bien ordenado” llamamos a un conjunto simplemente ordenado, cuando sus elementos f crecen en
una sucesion determinada a partir de un menor elemento f;, de tal forma que se satisfacen las dos
condiciones siguientes:

L. “Existe en F un elemento jerarquicamente menor f;.”

% Dos conjuntos bien ordenados tienen igual enumeracion cuando hay una coordinacion biunivoca entre ellos, el
término enumeracion se emplea como traduccion a la expresion empleada por Cantor: Anzahl, que hace alusion al
namero ordinal finito o transfinito de un conjunto bien ordenado.
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I1. “Si F' es un subconjunto de F y F tiene uno 0 mas elementos de mayor jerarquia que todos los
elementos de F', entonces existe un elemento f ' en F, que es el menor que sucede a todos los
elementos de F', de tal suerte que no existe un elemento en F tal que, segun el orden, esté entre F'y
f I.7,

De esta manera se tiene, que un conjunto bien ordenado segun el trabajo de Cantor de 1883, es
un conjunto bien definido en el que los elementos estan relacionados entre si mediante una
sucesion determinada dada, tal que (i) hay un primer elemento del conjunto; (ii) cualquier
elemento singular (a condicion de que no sea el Gltimo de la sucesion) es seguido por otro
elemento determinado; y (iii) para cualquier conjunto de elementos finito o infinito deseado
existe un elemento determinado que es su sucesor inmediato en la sucesion (salvo que no exista
absolutamente nada en la sucesion que los siga a todos ellos). En este sentido como se menciono

anteriormente el concepto de conjunto bien ordenado que usamos actualmente es equivalente al

definido por Georg Cantor.

De otro lado, como se habia mencionado antes, los dos principios de generacién y el principio
de limitacién, constituyen un intento para caracterizar el proceso que generd los simbolos
transfinitos, y que por otra parte, segun (Lavine, 1994), la nocion de buen ordenamiento aisla los
rasgos clave de la sucesion generada utilizando los dos principios. Cantor consider6 al proceso
con el que a un conjunto cualquiera se le da la forma de conjunto bien ordenado, como una
manera de “contar” los elementos del conjunto, en este sentido al contar un conjunto se produce
una buena ordenacion en él, y asi mismo si un conjunto esta bien ordenado se puede “contar”
siguiendo el buen orden, por ende los numeros transfinitos son aquellos que pueden ser contados

es decir aquellos que pueden ser numerados por un ordinal o que estan bien ordenados.
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Ahora bien, Cantor nos presenta otro nuevo concepto el de enumeracién®*, cuando nos
manifiesta que dos conjuntos “bien ordenados” tiene la misma enumeracion (con respecto a las
sucesiones dadas) cuando es posible una coordinacion biunivoca entre dos elementos
cualesquiera de un conjunto y los correspondientes elementos de otro conjunto, en ese sentido se
deduce que los dos conjuntos bien ordenados son del mismo tipo, entiéndase del mismo tipo (o
del mismo nimero) a aquellos conjuntos bien ordenados que permiten relacionar entre si sus
elementos biunivocamente, se entiende por numero el signo o la nocidn para un tipo determinado

de conjunto bien ordenado.

Es importante considerar como algo esencial del concepto del buen orden, la manera simple
como se pueden obtener las operaciones fundamentales de los nimeros enteros ya sean estos

finitos o infinitos determinados, como se presenta a continuacion:

Sean dados por de pronto dos conjuntos bien ordenados M y M; cuyas enumeraciones
correspondan a los nimeros o y B, entonces M+M; es también un conjunto bien ordenado, el cual
surge si ponemos el primero el conjunto M y a continuacién de él el conjunto M; y lo unimos con
aquél. Al conjunto M+M; le corresponde por tanto, con respecto a la sucesion resultante de sus
elementos, un nimero determinado como enumeracion, llamaremos a este nimero la suma de a y 3
y lo designaremos por a+f. Vemos inmediatamente que si o y 3 no son ambos finitos, entonces
a+p es en general diferente de B+a. Ya con la adicion, la ley conmutativa deja pues de ser valida en
general. Resulta tan simple formar el concepto de la suma de varios sumandos en una determinada
secuencia, donde la secuencia misma puede ser propiamente infinita, que no necesita aqui entrar en
més detalles. (Cantor, 1883)%.

Luego el concepto de conjunto bien ordenado, sera considerado por Cantor como un principio
I6gico o ley del pensamiento, dado que para él siempre existira la posibilidad de poner cualquier

conjunto bien definido en la forma de un conjunto bien ordenado, ademas de la misma manera

** Tomado de la definicién que presenta Cantor en el libro 2 de los Fundamentos, traduccién de (Ferreirés, 2006,
p.88).
% En (Ferreirés, 2006, p. 91).
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quesia < b,y f(a) < f(b), definiéndose los transfinitos ordinales por similitudes de conjuntos
ordenados, los principios intuitivos que se emplean en ocasiones son superfluos, esto se puede
ampliar un poco mas a partir del teorema de buen orden® formulado por Cantor, en este sentido,
se puede ver que en el pensamiento de Cantor todos los conjuntos pueden ser “contables”, pues
esa ley del pensamiento le garantizaria que las potencias crecientes de las clases de numeros
ordinales son todas las potencias transfinitas, asegurando la comparabilidad de cardinales, en este
mismo sentido establece la Unica diferencia fundamental entre conjuntos finitos e infinitos, los
conjuntos infinitos pueden ser enumerados de varias maneras, de otro lado los conjuntos finitos

solo pueden ser enumerados de una manera.

A partir de esa caracterizacion, muestra que para los conjuntos infinitos existe una cierta
conexion entre la potencia del conjunto y la enumeracion de sus elementos determinada por la
sucesion dada, es decir que cada potencia estd coordinada con un namero, en este sentido la
teoria de las potencias por parte de Cantor se basa fuertemente en su teoria de los nimeros
ordinales. Sin embargo no se debe obviar que estos resultados estan conectados con la hipétesis
del continuo, aunque como se menciond anteriormente este problema quedo sin resolver,
convirtiéndose quizas el teorema del buen orden en una “laguna de la teoria cantoriana” como
expresa (Ferreirds, 2006), se puede notar ademas que esta “laguna” queda solucionada mas
adelante con los trabajos de Zermelo donde el teorema de buen orden se basa en el axioma de

eleccion.

?® “|_a nocién de conjunto bien ordenado muestra ser fundamental para toda ocasién de variedades. En un tratado
posterior volveré al hecho de que siempre es posible poner a todo conjunto bien definido en la forma de un conjunto
bien ordenado, lo que constituye, segin me parece, una ley del pensamiento especialmente notable por su validez
general, basica y rica en consecuencias” (Cantor, 1883, p.169).
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2.5 Inicios de la topologia conjuntista

La motivacion de Cantor para los estudios de la topologia conjuntista estaba directamente
relacionada con la teoria de cardinales, y en ultimo término con la hipotesis del continuo. Cantor
retoma las discusiones de tipo filosofico que se han dado en torno a la cuestion sobre qué es un
continuo: la disputa entre los partidarios de Aristoteles, para quienes el continuo es divisible
indefinidamente, los de Epicuro, quienes aseguran que se compone de atomos finitos y la opinién
de Tomas de Aquino, quien afirmaba que no se compone de partes. A partir de estas discusiones,
Cantor afirmaba que no se habia llegado al fondo de la cuestion, y que por tanto todos estos
filésofos preferian eludirla elegantemente:

Solo me veo obligado a desarrollar la nocién de continuo de la manera sobriamente Idgica en la que
he de concebirlo, y como lo necesito en la teoria de variedades, con toda la brevedad y solo en
relacion a la teoria de conjuntos matematica. Esta empresa no me ha resultado facil por la razén de
gue entre los matematicos a cuya autoridad me remito de buen grado, ni uno solo se ha ocupado del
continuo con precision, en el sentido en el que lo necesito yo aqui Cantor, citado en (Ferreiros,
1991, p. 250).

Se puede pensar que Cantor no entra en disputa quiza porque su punto de vista conjuntista
acepta de antemano la idea de que el continuo ésta compuesto de puntos. Ahora bien, el tema de

la definicion del continuo fue discutido también en tres cartas de 1882 enviadas a Dedekind:

Un intento de generalizar su nocién de cortadura, y servirme de ella para la definicién general del
continuo, no quiso salir bien. Por el contrario, mi punto de partida, “las series fundamentales
numerables (asi Ilamo ahora a las series en que los elementos se cercan infinitamente unos a otros),
me parecio acomodarse de forma natural al intento. Cantor, citado en (Ferreirés 1991, p. 250).

Por lo tanto, el enfoque de Dedekind esta demasiado centrado en las peculiaridades de Q, por

lo que presupone un conjunto totalmente ordenado. Por el contrario, Cantor queria una definicién
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de continuo aplicable a espacios métricos, lo que requiere de ideas de un caracter mas topoldgico
como las que intervienen en las sucesiones fundamentales (condicion de Cauchy). De alli que una
de las cuestiones a resolver fuera la caracterizacion completa del continuo; de esta manera Cantor
pregunta en una carta a Dedekind si es posible establecer una correspondencia biunivoca entre un
cuadrado y uno de sus lados. EI 20 de junio de 1877, plantea la siguiente demostracion, (Recalde,

2005, p. 12):

Sean 0 <x<1entonces x =0. al a2 a3...
0<y<1 y=0. 11 1213...
Siendo0<ov<9y0<tv<09.

Tomamos un par (X, y) cuyas componentes se representaran por la forma anterior; se define la
imagen

z=0. altla2t2...

0<z<1

Pero esta representacion presentaba un error: la doble representacion de fracciones decimales
como, por ejemplo, X = 0.4000... y X = 0.3999...; darian lugar a dos imagenes distintas. Solo
hasta el 25 de junio de 1877 Cantor logra una demostracion completa, planteando el teorema de

forma general (Recalde 2005, p. 12):

Teorema: una multiplicidad de e dimensiones puede ser puesta en correspondencia biunivoca con
una multiplicidad continua de una dimension.

Para el caso de R? y se puede ver que Cantor demuestra la correspondencia biunivoca entre | N
(0,1) y I x N [(0,1) x (0,1)], donde I corresponde al conjunto de los nameros irracionales y (0, 1) al
intervalo de los nimeros reales comprendidos entre 0 y 1. Y demuestra la correspondencia
biunivoca entre I N (0,1) y (0,1).

Para la primera parte Cantor parte de un antiguo resultado de fracciones continuas,

segun el cual todo numero irracional entre 0 y 1 se puede representar de una manera
completamente bien determinada por la fraccion:
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Donde cada o, € IN.

Sean e,, e, dos magnitudes independientes entre si, tales que

et€ 1N (0,1),e2e1n(0,1)
€1 = (01, 012, Og3,... Olgy,e.)
€2 = (021, 0O, Oz3,... Oy,...)

Definimos el nimero irracional: & = (01, O21, 012, 0g2,... Oy, Opy,...)

Sabemos que & € | N (0,1) puesto que:

0= 1
a,+ 1
Qyy + 1
a33+...—1
a, + ...

v

a, +...

\Y

La imagen de (e;, ;) serd . Para un & determinado se puede hallar la preimagen (e;, e;). En este
caso no se presenta el obstaculo de la segunda demostracién, pues no aparecen ceros en las
sucesiones tomadas. Para la segunda parte, se toman los racionales del intervalo (0,1) en una

sucesion: ry, ry, rs,..., fy,...

Sie € (0, 1) N I, entonces, e es diferente de r, paratodov =1,2,...
Tomamos la sucesion {c,} de nimeros irracionales tal que:
cv<Cmy limv=1
C—ox
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SeanB={t/te(0,1),t#c,v=1,2,.3=(0,1)-{c.},yA=(0,1) NI
Entonces existe f: B — A, tal que f es biunivoca. Veamos esto sea t €B: Sit#r, v=12,..,

entonces f (t) =t € A, pues t € I. Si existe v tal que t = r,, entonces f (t) = c¢,. Reciprocamente, sea e
eA:

Si existe v tal que e = c,, entonces, f-1 () =r, € B.
Si e diferente de e, para todo v, entonces, f -1(e) = e € B.
Por lo tanto el conjunto | N Q es equipotente con el conjunto I.

Es importante destacar que en su demostracién de la correspondencia biunivoca entre R?y R,
Cantor plantea al menos dos posiciones: en primer lugar, se manifiesta preocupado por la
cuestion de la veracidad de los enunciados matematicos, refiriéndose a aquellas hipdtesis
habitualmente asumidas como obvias, sin que nadie haya asumido la responsabilidad de
validarlas en un sistema axiomatico. En segundo lugar, dentro de su empefio por comprender la
estructura del continuo lineal, Cantor delimita un nuevo campo de estudio que se revelara de una

riqueza sin igual en los periodos subsiguientes: la teoria de los espacios topoldgicos.

2.6 Las paradojas de la teoria de conjuntos

Parece ser que en el afio de 1896, Cantor entendid que su definicién de conjunto, como una
coleccidn arbitraria de elementos discernibles por la intuicion, daba lugar a contradicciones. Pero
fue solo a comienzos de 1897 cuando lo comunicé a Dedekind y Hilbert. La principal paradoja, la

cual aparecia al suponer que la coleccion de todos los ordinales transfinitos es un conjunto
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(paradoja de Burali-Forti*"), y que lo mismo pasa si se toma la coleccién C de todos los conjuntos

como un conjunto, y se le asigna un numero cardinal o.

Si designamos como B a |p(C)|?, partes de C, #(C), por la inecuacion fundamental de la
teoria de conjuntos tenemos que: a < B. Por otro lado, #(C) < C, entonces o > B, lo que
contradice lo anterior. Aunque en 1895, Cantor se anticipa a la paradoja de Burali-Forti,

planteando el siguiente razonamiento:

Sea Q la coleccion de todos los nimeros ordinales. El conjunto bien ordenado Q tiene asociado un
namero ordinal 3, el cual debe ser mayor que cualquier ordinal en Q; pero como & €€, entonces & <
d. (Recalde, 2005, p. 3).

El descubrimiento de las antinomias aportaba algo mas, la imposibilidad de concebir esos
infinitos absolutos como un subgénero del infinito actual. Pero de todos modos, Cantor disponia
de un marco de ideas previo, que le permitié reaccionar con naturalidad ante lo que eran
contradicciones estrictas. Empez6 negandole estatus de conjunto a colecciones arbitrariamente
grandes como las anteriores. Para ello introdujo los dos siguientes teoremas, (Recalde, 2005, p.

4):

Teorema 1: El sistema Q de todos los niimeros ordinales es una coleccion absolutamente infinita e
inconsistente.

Teorema 2: El sistema I de los alephs es absolutamente infinito e inconsistente.

27 Burali-Forti en 1897, fue el primero en sefialar la imposibilidad de definir un Gltimo ordinal correspondiente al
orden de todos los numeros ordinales, ya que, por ejemplo, si tal ordinal Q existiera, entonces inmediatamente
tendriamos Q+1. (Recalde, 2005, p. 3).

%8 Dado un conjunto A y denominando g(A) al conjunto formado por todos los subconjuntos de A, se cumple que
»(A) tiene mas elementos que A. simbélicamente: |(A4) | < |A |, donde | (A) | y |A]| representan la cardinalidad
de Ay g(A) respectivamente.
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Puesto que Cantor habia argumentado que a todo ndmero ordinal corresponde un nimero
cardinal distinto, del hecho de que el sistema de todos los nimeros ordinales es una multiplicidad
inconsistente y absolutamente infinita, se seguia que el sistema de todos los nimeros cardinales
que corresponde a los numeros ordinales también es una multiplicidad inconsistente vy
absolutamente infinita, en (Lavine, 1994) menciona que este argumento guarda cierta relacion

con el posterior axioma de reemplazo: “el rango de una funcién en un conjunto es un conjunto’.

En el capitulo I, mencionamos la definicion de conjunto presentada por Cantor en el articulo
de Math Annalen de 1895, como coleccidn arbitraria de elementos, en este sentido, decimos que
el problema proviene de la definicion misma de conjunto que Cantor presentd. Partiendo de esta
concepcion, es posible distinguir dos tipos de conjuntos: aquellos que no se pertenecen a si

mMismos Yy otros que se pertenecen a si mismos.

En el afio de 1895, cuando Cantor desarroll6 los argumentos que acabamos de mencionar,
Bertrand Russell exhibi6 su disertacién, la cual fue publicada posteriormente bajo el titulo de
“An Essay on the Foundations of Geometry, en 18977, Lavine (1994, p. 72), a partir de la
definicion cantoriana de conjuntos, Russell, definié un conjunto A de la siguiente manera: A = {x
/ X no se pertenece asi mismo} de manera simbolica: {x € x «> -(x €x)}, ante esto Russell se
pregunta ¢EIl conjunto A se pertenece a si mismo?, a lo cual la paradoja se genera si suponemos
que el conjunto A se pertenece a si mismo. Pues al ser A un elemento de A, y dado que en A estan
los conjuntos que no se pertenecen a si mismos, el conjunto A no se pertenece. De otro lado, si A

no pertenece a A, tendriamos que A es un elemento del mismo A. En conclusion: A es un
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conjunto que se pertenece y no se pertenece a si mismo; pero por el principio de no contradiccion

esto no puede darse.

Es asi como Russell determind: la paradoja del ordinal méximo y la paradoja del cardinal

maximo. La paradoja del ordinal maximo es ésta:

La clase de todos los nimeros ordinales estd aparentemente bien ordenada, asi que tiene un numero
ordinal como tipo de orden, el cual debe ser el ordinal maximo. Pero no puede existir un nimero
ordinal méximo, puesto que cada nimero ordinal puede ser incrementado por 1. (Russell, 1903,
p.23)

Es clara la similitud entre este argumento y el que Cantor utilizé para demostrar que los
numeros ordinales forman una multiplicidad inconsistente. Esta paradoja lleg6é a ser conocida
como la paradoja de Burali-Forti, (Moore & Garciadiego, 1981), citados por (Lavine, 1994,

p.77), por otro lado, tenemos la otra paradoja, la del cardinal méximo:

La clase de las clases no puede ser mayor que la clase de los individuos, puesto que esta contenida
en esta ultima. Pero la clase de las clases es la clase de todas las subclases de la clase de los
individuos, y el argumento de la diagonal de Cantor muestra que ésta es mayor que la clase de los
individuos. (Russell, 1903, pp.366-367)

Esta es la llamada “paradoja de Cantor”, quizas porque se basa en el argumento de Cantor; en
otras palabras el argumento de Cantor demuestra que no existe un nimero cardinal maximo; pero
la cardinalidad de la clase de todos los individuos debe ser el nimero cardinal maximo, puesto
que todas las demas clases estan incluidas en ésta. Aunque es notorio que la paradoja de Russell
aparentemente es la de mayor importancia, por ser mas directa que las otras, se puede pensar que

en cierto sentido, la paradoja del cardinal maximo ya incluye la paradoja de Russell.
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A pesar de la discusién que originan estas paradojas, debe quedar claro que Cantor, al
introducir los nimeros ordinales transfinitos, por lo menos a un nivel intuitivo, dispone de un
nuevo dominio donde aplica, desarrolla y explorara sus ideas. Pues hasta entonces, Cantor sélo
podia pensar en conjuntos de nimeros, de puntos o de funciones, pero al investigar los ordinales
acabaria haciéndose evidente la necesidad de imponer restricciones a la teoria de conjuntos, a
pesar de gque esto diera origen a incontrolables contradicciones. Como comenta (Ferreirds, 2006,

p.73), acerca de lo que dice el informe de Bernstein:

(...) Cantor dio a conocer su manera de imaginarse un conjunto: elevo bien alta su colosal figura,
describié con el brazo extendido un gesto magnifico, y dijo con una mirada dirigida a lo
indeterminado: “Me imagin0 un conjunto como un abismo”.

Se puede ver que Cantor creia firmemente en el reprocesamiento y la propia regla simple de la
sucesion de conjuntos, que implica nada mas que una mirada atras a los predecesores de un
conjunto, y abre la posibilidad a un aumento de los posibles conjuntos tan formidables, que hace
que los nimeros naturales parezcan diminutos a pesar de su caracter de infinitud, ademas se
puede pensar que con esta definicion de conjunto, Cantor se aleja un poco de la visién légica de
los conjuntos, y emplea una visién o concepcion mas platonica, al considerar a los conjuntos

como algo abismal.

2.7 Lo transfinito en la naturaleza

Como se puede observar a lo largo de este documento, lo peculiar de las matematicas de
Cantor estaba en su interés por ciertas cuestiones abstractas, que pueden calificarse de filosoficas:

el analisis del infinito y el continuo. Las decisiones de un hombre como Cantor, sugieren una
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historia personal en la que participa activamente una o varias inquietudes filosoficas, de alli que
desde su época como estudiante se interesara por la filosofia de Spinoza, (Ferreirds, 1991, p.
329), donde el infinito desempefia un papel central; se trata de un sistema especulativo que
considera todo lo que existe como atributos y modos de una Unica sustancia, Dios o la naturaleza,
que es absolutamente infinita. Teniendo en cuenta que estos intereses venian desde antes de su
madurez, cabe pensar que tuvieron algo que ver con la direccién que tomo su investigacion

matematica, como lo sugiere la siguiente cita:

Ademas me estoy ocupando de las aplicaciones de la teoria de conjuntos a la teoria natural de los
organismos, a la que no se pueden aplicar los tradicionales principios mecanicos [...] Para ello
debian ser creados medios matematicos totalmente nuevos, gue en lo esencial se encuentran ya en
las partes de la teoria de conjuntos desarrolladas por mi. Con estas ideas de una profundizacién
precisa en la esencia de todo lo organico me ocupo desde hace ya 14 afios; constituyen la auténtica
motivacién por la que he afrontado, y en este espacio de tiempo no he perdido de vista ni un
minuto, la empresa fatigosa, y que promete poco agradecimiento, de la investigacion de los
conjuntos de puntos. (Schoenfilies, citado en Ferreirds, 1991, pp. 330-31).

Segun esto, Cantor se ocupaba de cuestiones conjuntistas como base para una nueva
explicacion de la naturaleza, pero el trabajo que muestra una revelacion de los verdaderos
intereses filosoficos y especulativos de Cantor es Grundlagen einer allgemeinen

mannigfltigkeitslehre (1883). Hablando de las ideas de Spinoza y Leibniz dice:

Las dificultades principales de los sistemas de los dos pensadores recién citados, sistemas que son
externamente de distinta naturaleza estdn muy emparentados, se puede acercar a una solucion a
través del camino iniciado por mi, y algunas de ellas pueden incluso resolverse y explicarse
satisfactoriamente ya ahora. Son estas dificultades las que han dado ocasion al criticismo posterior,
que con todas sus ventajas no me parece ofrecer una compensacion suficiente por la obstruccion del
desarrollo de las teorias de Spinoza y Leibniz. Pues hasta el momento no ha comenzado siquiera a
aparecer, junto a o en lugar de la explicacion mecéanica de la naturaleza, que dentro de su esfera ha
tenido a su disposicion todos los medios y ventajas del anélisis matematico —pero cuya parcialidad
e insuficiencia han sido suscitadas tan apropiadamente por Kant-, una explicacion organica de la
naturaleza, equipada con el mismo rigor matematico, que fuera mas alla de aquella, segln creo, solo
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se le podra abrir camino retomando y desarrollando los trabajos y esfuerzos de aquéllos (Cantor,
1883)

Cantor se encontraba en la busqueda de una superacién de la explicacion mecénica a favor de
una explicacion organica; por otro lado, en trabajos posteriores desarrolla algunas hipdtesis para
la nueva visén de la naturaleza. En el terreno de la fisica rechaza la hip6tesis atomista® y
considera que los ultimos elementos de la materia se dan en nimero actualmente infinito; para
estos elementos simples acoge el nombre de “moénadas o unidades”®. El asume la existencia de
dos tipos de monadas las corpdreas y las etéreas, y plantea su primera hipétesis relacionada con
su teoria conjuntista: el conjunto de las ménadas corpéreas es numerable, mientras que el de las
mdnadas etéreas tiene la segunda potencia, esto es la del continuo (Cantor 1895, p. 276) en una
segunda hipdtesis presentada en el mismo articulo, éste emplea una descomposicion de los dos

conjuntos de ménadas —etéreas y corporales- en cinco partes disjuntas:

(...) tratara en primer lugar de decidir si quiza a las cinco partes esencialmente distintas, en que
segin esto aparece la materia corporal y la etérea en cada momento temporal [...] pueden
corresponder también modos de accion o de manifestacion de la materia esencialmente distintos,
como estados de agregacion, diferencias quimicas, luz y calor, electricidad y magnetismo. (Cantor,
1895).

La confianza de Cantor, en la aplicabilidad de su teoria de conjuntos a la explicacion de la
naturaleza esta directamente relacionada con su platonismo y su vision metafisica de la relacién
entre el “mundos de las ideas” y la realidad natural. En una nota de los Fundamentos se puede ver

que Cantor presentaba una vision platénica de Conjuntos:

2 «suponer que los ltimos elementos de la materia, propiamente simples, se dan en nimero actualmente infinito, y
respecto a lo espacial han de considerarse totalmente inextensos y rigurosamente puntuales” (Cantor, 1895) citado en
(Ferreirés 1991, p. 331).

% (Ferreirés 1991, p.331) cita a (Cantor, 1895) Donde explicita una serie de atributos de las ménadas. Como
precedentes de la hipotesis monadoldgica.
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Entiendo por variedad o conjunto, en general, toda multitud que puede pensarse como unidad, es
decir, toda coleccién de elementos definidos que pueden reunirse en un todo por medio de una ley;
y con esto, creo definir algo emparentado con el eidog 0 idéa platonico, asi como lo que Platén
Ilama wiytov en su dialogo “Filebo, o el sumo bien [...] El propio Platon indica que estas nociones
son de origen pitagoérico [...]” (Cantor, 1883) citado en (Ferreirds 1991, p. 332).

Es asi como los conjuntos transfinitos existen en el mundo de las ideas o dicho de otra manera
en la mente divina, en la medida que se trata de nociones posibles o consistentes, dotadas de
realidad inmanente, y del paso de este tipo de realidad a la presencia en el mundo natural resulta

sencillo para Cantor:

Desde la base totalmente realista, pero a la vez no poco idealista, de mis consideraciones, no admite
para mi ninguna duda que estas dos formas de realidad siempre se encuentren, en el sentido de que
una nocién que haya que caracterizar como existente en el primer sentido, cuya determinacion
constituye generalmente una de las tareas mas fatigosa y dificiles de la metafisica [...]

Esta conexidn entra ambas realidades tiene su auténtica razén en la unidad del todo, al que nosotros
siempre pertenecemos. (Cantor, 1883) citado en (Ferreir6s 1991, p. 331).

Para Cantor, era casi trivial que la teoria de conjuntos transfinitos se ocupara de algo que
existe en la realidad: el infinito esta en todas partes, en Dios, en la naturaleza que nos rodea e

incluso en nuestra propia alma.

Tomando como referencia lo mencionada en el transcurso de este capitulo, es claro que
aunque las teorias de Cantor recibieron numerosas criticas entre sus contemporaneos
especialmente por Poincaré y Kronecker, en su defensa él eligié las armas de la discusion

filosofica, revelandose con esto una tendencia profunda de su mentalidad especulativa.

——
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Ante esto, podemos decir que el desarrollo conceptual del infinito actual se manifiesta con
dificultad en el hombre, apareciendo inmerso en situaciones conflictivas, se puede inferir quizas
que este emerge con una anterioridad l6gica (quizas ontolégica)®, sobre el infinito potencial; la
ontoldgica en virtud de la necesidad de “ir mds alla”, la preeminencia logica se da en el
momento en que Cantor supone que existe la menor cota superior de ordinales transfinitos
después de los naturales (cuando afirma la existencia de ), y en el momento de asumir como
necesario el tercer principio de generacion. Teniendo en cuenta que tanto uno, como otro,
emergen por necesidad de trascender lo potencial. De alli, que su aparicion sea inevitable en los
procesos de creacion y re-creacion de las matematicas en donde esté presente el infinito

potencial.

Ahora bien, aunque hoy en dia el infinito tiene un papel esencial e incuestionable en la
matematica, podemos decir que a pesar de la matematizacion que se tiene gracias a los trabajos
de Cantor y Dedekind en la teoria de conjuntos, los problemas que acarrea esta nocién no han
desaparecido en el decurso de la re-construccion conceptual durante un proceso de aprendizaje;
pues se considera que para poder acceder de manera satisfactoria a este concepto es necesario
realizar un proceso exigente de abstraccion. Se accede a esta nocién, como lo plantea Cantor, de
una manera intuitiva. Este es quiza uno de los mayores obstaculos que permitan acceder a la
nocion de infinito actual, dado que la vision de infinito en la mayoria de los hombres esta

asociada a la ausencia de limites o de fronteras, a la falta de conclusién o de término de un

*1Sj se puede localizar, por biparticiones, una infinidad (potencial) de puntos sobre un segmento, es porque en el
segmento hay una infinidad (actual) de tales puntos. Esta tesis es sostenida por algunos matematicos e historiadores
como (A. Koyré, 1961) y (R. Thom, 1992).
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proceso que se repite o que progresa indefinidamente (infinito es lo que no tiene fin), es decir, la

nocidn de infinito potencial.

2.8 Axiomatizacion de la teoria cantoriana

La idea de una teoria axiomatica para las ciencias procede de Aristoteles, para quien todo
conocimiento cientifico propiamente se establece por inferencia deductiva a partir de principios
de dos clases, a saber, conceptos que no se definen y aseveraciones que no se demuestran
cientificamente. Podemos afirmar que el hecho de que todo conjunto pueda ser bien ordenado es
fundamental para los desarrollos de los procesos de axiomatizacion de la teoria cantoriana. Sin
embargo no se deben obviar los problemas que gener6 este principio, en la medida que él mismo
sugiere la posibilidad de demostrar que el conjunto de los numeros reales puede ser bien
ordenado, problema presentado por Hilbert en el segundo Congreso Internacional de Matematicas
de 1900. En este sentido, era necesario resolver los problemas que acontecia el principio del buen

orden.

Para esto fue fundamental el trabajo desarrollado por Zermelo, él se propone sentar una base
axiomatica a la teoria de conjuntos de Cantor, con el fin de fundamentarla y evitar paradojas,
creia que las paradojas se derivan de los principios de la teoria de conjuntos, especialmente de la
definicion de conjunto, en este sentido se puede decir que la teoria de conjuntos cantoriana
alcanza su proceso de complementacion, cuando Zermelo establece una serie de axiomas cuya
labor era restringir estos principios lo suficientemente para excluir todas las contradicciones o

tomarlas lo suficientemente amplias para conservar todo lo que tenga valor en esta teoria y asi
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permitir en cierta medida rehacer los resultados de Cantor y Dedekind, que estaban siendo tan

cuestionados con el problema de las paradojas. En este sentido Zermelo plantea al respecto:

(...) me propongo mostrar como toda la teoria creada por G. Cantor y R. Dedekind se puede reducir
a unas pocas definiciones y a “siete” principios o “axiomas”, aparentemente independientes entre si.
(Zermelo, 1908) citado en (Ferreiros, 1991, p.354).

Normalmente una teoria axiomaética se refiere a uno o mas conjuntos de objetos, cuyos
atributos y relaciones son caracterizados por los axiomas, pero como la teoria de Zermelo intenta
caracterizar justamente el atributo del ser de un conjunto no puede invocarlo de entrada al acotar
su tema, nuestro Zermelo empleara los nimeros cardinales y sus productos, funciones que van de
sus conjuntos a sus elementos, conjuntos bien ordenados y el axioma del conjunto potencia,
también se dio a la indagacion sobre la teoria de los numeros naturales de Dedekind, de acuerdo
con (Ferreirds, 1991) se puede inferir que la labor de Zermelo fue todo un éxito, donde una de las
principales aportaciones, la publico en los Math Annalen alli demostr6 el teorema del buen

orden®.

Los aportes de Zermelo no solo se reducen al planteamiento de siete axiomas y a unas pocas
definiciones, sino que también presenta algunos teoremas importantes para la consolidacion de la
teoria, entre esos el teorema donde se afirma que cualquier conjunto tiene menor cardinalidad que
el conjunto de sus partes: |A| < |P(A)|. Asi, dado un conjunto infinito W, obtenemos |W| <
|[P(W)| < |[P(P(W))], etc., donde se deduce que hay una cantidad de cardinales o nimeros
cardinales distintos; y dada la importancia de este resultado para la teoria axiomatica de

conjuntos, Zermelo lo denomina teorema de Cantor.

*? Si todo conjunto puede ser bien ordenado, entonces todos los cardinales infinitos son alephs. (Ferreirés, 2006).
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Ademas con los axiomas que propone, es suficiente para él una fundamentacion de la
matematica clasica en su conjunto, él siempre estuvo motivado a construir un sistema axiomatico
para la teoria de conjuntos, pues ésta era la que orientaba los procesos de fundamentacion de la

matematica, como lo deja ver en su articulo de 1908:

La teoria de conjuntos es la rama de las matematicas cuya tarea consiste en investigar

ka 13

matematicamente las nociones fundamentales de “nimero”, “orden” y “funcion”, tomadas en su
forma més simple y primitiva, y desarrollar a partir de ellas los fundamentos I6gicos de la
aritmética y el andlisis, asi pues constituye un componente indispensable de la ciencia de las
matematicas. (Ferreirds, 2006, p. 280).

Para alcanzar este objetivo de la fundamentacion de las matematicas, era necesario restringir
cualquier amenaza que se presentara en la teoria de conjuntos, en este sentido evitar las
“antinomias” que se encontraban en los principios de la teoria, por ende consideraba que la
definicion de conjunto de Cantor como “una coleccion de objetos determinados y bien
distinguidos por nuestro pensamiento formando un todo”, necesitaba de alguna manera algun tipo
de restriccion, de esta manera intenta mostrar como toda esta teoria desarrollada por Cantor se
puede simplemente reducir a siete “principios” o axiomas, de los cuales algunos de ellos
garantizan la existencia de conjuntos, el primero es el Axioma de Extensionalidad: este axioma
afirma que si dos conjuntos tienen los mismos elementos entonces son iguales, también nos esta
diciendo en cierta medida que lo que caracteriza a un conjunto son sus elementos, de otro lado se
encuentra el Axioma de Separacion: este axioma nos dice que para cualquier propiedad
(expresada por ¢(x)) y cualquier conjunto A existe un subconjunto de A formado por los

elementos que verifican esa propiedad.
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El Axioma de Separacion, de acuerdo con (Ferreir6s, 2006) es mas bien “impotente”. En este
sentido necesitaba ser complementado con otros principios independientes de la existencia de
conjuntos. Por lo cual formuld los otros cinco axiomas que aseguraran la existencia de conjuntos,
los que se reconocen como basicos son el Axioma del Conjunto Potencia: este plantea que si M
es un conjunto entonces existe el conjunto g (M) que contiene todos y s6lo los subconjuntos de
M vy el Axioma de Unién: el cual garantiza que dada una familia de conjuntos M existe un
conjunto UM que contiene todos y solo los elementos de M. El Gltimo axioma de existencia
condicional es el Axioma de Eleccién®: en el cual se plantea que dado un conjunto M cuyos
elementos son conjuntos no vacios y distintos entre si, su unién UM contiene al menos un
subconjunto S; que tiene un y sélo un elemento en comin con cada elemento de M. En otras
palabras nos esta presentando que para todo conjunto de conjuntos no vacios hay una funcién que
va de cada uno de los conjuntos no vacios a uno de sus elementos, con este supuesto es que

intenta demostrar el principio del buen orden, como se intentara presentar mas adelante.

Finalmente plantea dos axiomas mas de existencia, uno es el Axioma del Conjunto Vacio:
donde se garantiza la existencia de un conjunto que no contiene ningin elemento y por Gltimo se
tiene el Axioma del Infinito®*: con este axioma se tiene la existencia de un conjunto que tiene
infinitos elementos, pues se garantiza la existencia de al menos un conjunto Z que contiene al

conjunto vacio, y que con cada elemento a contiene también el conjunto {a}.

** Zermelo pretendia emplear este axioma, junto con el axioma de potencia (M), para probar que M puede ser bien
ordenado.

** De acuerdo con (Ferreirés, 2006), se tiene que Zermelo indic que este axioma se debi6 basicamente a los trabajos
de Dedekind.
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2.8.1 EIl Axioma de Eleccion

Como se ha mencionado, vemos que fue crucial y constitutivo para la teoria de Cantor que
resultard valido el principio del buen orden, es decir que todo conjunto puede ser bien ordenado.
Con la aparicion del axioma del conjunto potencia, se habia vuelto un poco cuestionable el
principio del buen orden, pues se puede decir que era necesario demostrar que el conjunto
potencia de un conjunto bien ordenable también es ordenable, en este sentido se debia resolver el
problema de llegar a una nocion de conjunto viable con la cual se pudiera formular la teoria de

conjuntos.

En (De la Pava, 2012) menciona, que Cantor hizo referencia al Axioma de Eleccion por
primera vez, en los Fundamentos, cuando observo que siempre resultaba posible poner cualquier
conjunto bien definido en la forma de un conjunto bien ordenado; en este sentido, para Cantor, el
Axioma de Eleccidn, en su versién de Principio del buen orden, es algo intrinseco a la esencia de
los conjuntos. Sin embargo, este postulado, aunque visto como fundamental y evidente, genero

un analisis mas profundo a partir de la sucesion de los alephs de Cantor.

Como hemos mencionado, el trabajo de Zermelo presuponia cierta familiaridad con la teoria
de conjuntos de Cantor, él empleo los numeros cardinales y sus productos, funciones que van de
conjuntos a sus elementos, conjuntos bien ordenados y el axioma del conjunto potencia, e
introduce un “supuesto” que mas adelante denomino el Axioma de Eleccion, segun el cual para
todo conjunto de conjuntos no vacios hay una funcion que va de cada uno de los conjuntos no

vacios a sus elementos, y utilizo este supuesto para demostrar el principio de buen orden.
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Al tener un conjunto M, Zermelo aplica el axioma de eleccidn al conjunto de sus subconjuntos
para obtener una funcion Y. Cuando m es cualquier subconjunto no vacio de M, Zermelo
denomino Y(m) al elemento elegido de m. definié Y-conjunto como un subconjunto S bien
ordenado de M tal que cada elemento de a de S es el elemento elegido del conjunto de elementos
de S que no precede a a. posteriormente definié un elemento Y-elemento como un elemento de
cualquier Y-conjunto, y demostré que el conjunto L, de Y-elementos es un Y-conjunto, por lo
que estd bien ordenado, también demostré que Ly = M, por lo que M esta bien ordenado. En
apoyo del supuesto, dijo que es un “principio 16gico”, destaco a manera de ejemplo que se puede
utilizar para demostrar que si un conjunto, es descompuesto en partes, entonces no hay mas partes
que los elementos del conjunto. Este resultado de Zermelo provoco muchas criticas, Bernstein y
Shoenflies objetaron la demostracion de que Ly-= M; Poincaré objetd la definicion de L,- Peano,

Borel, Lebesgue y Baire objetaron el supuesto.

Es importante recalcar que el Axioma de Eleccién se venia empleando de manera implicita en
el andlisis y en investigaciones de Cantor y Dedekind, este se implementaba como herramienta
para la constitucion de las clases numéricas de Cantor, en donde es necesario que existan
conjuntos a los que les corresponde cada ordinal transfinito, de igual manera el axioma fue
observado y rechazado por Peano en 1890, Bettazi en 1896 y Beppo Levi en 1902°°. Sin embargo
el axioma no se tematiza como una teoria hasta que Zermelo lo incorpora en la axiomética, en el
trabajo de Zermelo se presentaban unos aspectos especiales en la medida que se trataba de un

axioma puramente existencial, como puede observarse en la siguiente cita:

La presente demostracion descansa sobre [...] el principio de que también para una totalidad
infinita de conjuntos existe siempre condiciones mediante las cuales a cada conjunto le corresponde

%Sobre este tema se puede consultar (Ferreirds, 1991), capitulo. XI.
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uno de sus elementos, o expresado formalmente, que el producto de una totalidad infinita de
conjuntos, cada uno de los cuales contiene al menos un elemento, es distinto de cero. Este principio
I6gico no puede reducirse a otro mas simple, pero es aplicado inconsistentemente en nimeros de
deducciones matematicas. Por ejemplo la valides general del teorema que dice que el nimero de
partes en que se divide un conjunto es menor o igual al nimero de sus elementos, no puede
demostrarse de otra manera pensando que cada una de sus partes consideradas esta coordinada con
uno de sus elementos. (Zermelo, 1908) citado en (Ferreirds 1991, p.356).

Se evidencia asi, como con este trabajo de Zermelo el tipo de matematica abstracta
caracteristica de la teoria de conjuntos. Se puede decir que en el momento en que se reproduce la
teoria intuitiva de conjuntos, es cuando el Axioma de Eleccién se constituye en un objeto
matematico, pues se garantizaba la existencia del mismo bajo el hecho de que el axioma es
“intuitivamente evidente” y ‘“necesario” para las matematicas, ademas destaca que la
demostracion del mismo se podia llevar en un sistema libre de todas las paradojas conocidas.
Bésicamente se puede afirmar que el Axioma de Eleccidn esta justificado por la idea que se
puede seleccionar arbitrariamente los elementos de un conjunto, en este sentido para Zermelo es

inevitable su utilizacion®.

En el articulo de Investigations in the Foundations of Set Theory | en (Heijenoort, 1967),
Zermelo enuncio en 1908 siete de los axiomas de la teoria de conjuntos moderna, entre ellos el

Axioma de Eleccion:

Axioma IV: Si T es un conjunto cuyos elementos son todos conjuntos no vacios y mutuamente
disjuntos, su unién UT incluye al menos un subconjunto S; teniendo uno y s6lo un elemento en
comun con cada elemento de T.

Podemos expresar este axioma diciendo que es siempre posible escoger un Gnico elemento de cada
elemento M, N, R,... de T y combinar todos los elementos escogidos m, n, r,... €n un conjunto S;.
(Zermelo, 1908)

**Seglin (Lavine, 1994, p. 128): la nocién de una funcién es una sucesion arbitraria de valores no sujetos a una ley
comdn.
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En (De la Pava, 2012) se observan ademas algunos enunciados equivalentes al Axioma de

Eleccion:

1. Existe una funcién de eleccion para cada sistema de conjuntos.

2. Cada particion tiene un conjunto de representantes.

3. Si (X;|i € I) es un sistema indexado de conjuntos no vacios, entonces hay una funcion f tal que
f(i) € X; paratodoi € I.

4. (Lema de Zorn) Si cada cadena en un conjunto parcialmente ordenado tiene una cota superior,
entonces A tiene un elemento maximal.

5. Todo conjunto se puede bien ordenar (principio de buen orden).

Para demostrar que el axioma tiene razon de ser intrinseca, es decir para demostrar que es
“intuitivamente evidente”, Zermelo manifiesta que este ya habia sido utilizado con gran éxito por
muchos matematicos, ademas que si un principio, posiblemente utilizado en varias formas, es
aplicado de manera independiente y sin cuestionamientos por muchos matematicos, esto
seguramente puede demostrar que el principio es autoevidente, la autoevidencia es un fenémeno

psicolégico, o probablemente psicologico, pero:

No importa si esta autoevidencia es hasta cierto punto subjetiva, seguramente es una necesaria
fuente de principios matematicos, incluso si no es una herramienta para demostraciones
matematicas. (Zermelo, 1908a, p.187).

Es importante reconocer que aunque, histéricamente, se suele aceptar que muchos de los
principios matematicos son considerados como autoevidentes, estos podrian no serlo tanto, como
ocurre con el Axioma de Eleccion y el de Reemplazd, ambos axiomas podrian no ser evidentes
para algun ser humano. Otro aspecto importante sobre este axioma de acuerdo a la concepcion de
(Zermelo, 1904, p.516) es que como “principio 16gico no puede derivarse de otro mas simple,

pero se aplica universalmente sin titubeos en el razonamiento matematico”.
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Vemos que para establecer como un teorema lo que Cantor habia llamado una ley del
pensamiento, Zermelo tiene que invocar un principio légico que no figura en los escritos de
Aristoteles, ni en las obras de Frege o de Boole. La adopcion de cualquiera de los dos como
principio que no se demuestra permite demostrar el otro. ElI Teorema del Buen Orden se infiere

del Axioma de Eleccion. El Axioma de Eleccion se deduce del Principio del Buen Orden.

En este sentido, es importante reconocer que las axiomaticas modernas son reformulaciones
de la axiomatica de Zermelo en las que se realizan precisiones sobre los fundamentos: la
aceptacion del Axioma de Eleccion, la claridad con lo que se entiende por conjunto bien definido,
aceptar la hipoétesis del continuo 0 no, han generado sistemas axiomaticos construidos sobre la
base de la axiomética de Zermelo. El propdsito de estos sistemas, es restringir los fundamentos
para excluir las contradicciones y ambigiedades, pero teniendo en cuenta que tales restricciones
deben preservar los resultados de valor de la teoria de conjuntos. La nocion de cardinalidad, el
conjunto de partes y el teorema de Cantor son unos de esos resultados, cabe resaltar que el
teorema es fundamental para la construccion de una teoria de conjuntos. Finalmente se infiere
que tanto el Axioma de Eleccion como el de Reemplazo son principios autoevidentes acerca de
los conjuntos, y esta autoevidencia constituye una parte importante de nuestros fundamentos para

aceptarlos.

De acuerdo al analisis presentado a lo largo de este capitulo, podemos inferir que se nos hace
natural reconocer y afirmar que las matematicas actuales implican el infinito, nuestras
matematicas tienen un fuerte compromiso con la existencia de objetos infinitos, actualmente se

demuestran teoremas donde se afirma la existencia de objetos infinitos, se estudian y ensefian
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propiedades acerca de objetos infinitos, en este sentido es pertinente indagar la manera como se
realizan estos acercamientos a los objetos infinitos, en especial como se contempla desde la teoria

de conjuntos cantoriana.

Tenemos ademéas como elementos relevantes ciertos compromisos que conciernen al infinito:
existen colecciones combinatorias actualmente infinitas, esencialmente existe algun conjunto que
servira como los numeros naturales y existe algin conjunto que servird como potencia de este, el
cual nos da los numeros reales. Todos tienen conjunto potencia, en ese sentido se tiene al menos
cierto conocimiento autoevidente aparentemente inmediato y claro a cerca de las propiedades de
las colecciones combinatorias actualmente infinitas, lo mas sorprendente es que estas obedecen al
axioma de eleccién y de remplazé. Ahora bien, a partir de este analisis historico-epistemoldgico,
es pertinente examinar las propuestas de los programas de teoria de conjuntos del Instituto de
Educacion y Pedagogia de la Universidad del Valle, para determinar si en el desarrollo de estos
cursos se siguen las delimitaciones presentadas en la propuesta de Cantor y Zermelo-Fraenkel

sobre la conceptualizacién y formalizacion necesaria para caracterizar los conjuntos infinitos.
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Capitulo 3.

3. ALGUNAS REFLEXIONES EPISTEMOLOGICAS Y EDUCATIVAS
SOBRE LOS PROGRAMAS DE TEORIA DE CONJUNTOS DEL
INSTITUTO DE EDUCACION Y PEDAGOGIA DE LA
UNIVERSIDAD DEL VALLE

La matematica mantiene la distincion entre las dos concepciones de infinito: la primera como
la ausencia de limites o de fronteras, la falta de conclusion de un término o de un proceso que se
repite o que progresa indefinidamente, literalmente lo que no tiene fin o que siempre se puede
continuar. A este tipo de infinito es lo que se le ha llamado infinito potencial. La segunda
concepcion del infinito, est4 asociada a la idea de totalidad en acto, o infinito actual, el cual ha
jugado un papel fundamental en el desarrollo de las matematicas modernas a traves de la teoria
de conjuntos, como se mostrd en el capitulo anterior con los trabajos de Georg Cantor a finales

del siglo XIX.

En el segundo capitulo de este trabajo vimos cémo el desarrollo del infinito actual emerge
como concepto perturbador y conflictivo pero en niveles de razonamiento muy especializados
como la filosofia, la ontologia, la matematica, etc. se ha mostrado que el infinito actual como
objeto matematico es el resultado de un complejo proceso histérico, en el cual han participado
otras modalidades de pensamiento. También nos permite afirmar que su representacion formal y
axiomatica es la sintesis, pero a la vez la negacion, de una ardua actividad historica, y que por
tanto su ensefianza debe obviar su accidentalidad; pero a la vez, afirmamos que esta

accidentalidad explica en gran parte su naturaleza.
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Generalmente, el infinito se presenta a través de metaforas didacticas basadas en conjuntos
“muy grandes”. Esto permite afianzar la nocion de infinito usada en el lenguaje cotidiano, sin
embargo, podria ser inoperante en la perspectiva de nuestro objeto matematico. La ambigiiedad
en el lenguaje hace que el concepto del infinito siga siendo un concepto vago e intuitivo, casi
siempre ligado a la definicion de infinito potencial, lo que se parece muy poco a la idea

matemética de infinito como unidad total®’.

Como lo hemos visto, el concepto de infinito como unidad (infinito actual) se ha utilizado a
través de la historia para explicar interrogantes de tipo teoldgico; por ejemplo, el concepto de
Dios, como ente infinito absoluto e inalcanzable®. Pero en la ensefianza de la matemética no se
trabaja mucho la nocién de infinito actual, aun cuando aparezca como un aspecto tangencial

ligado a la naturaleza de los conjuntos numéricos IN, Z, Q y R, estudiados desde la primaria.

La construccion del infinito como procesos inalcanzables (el infinito de Aristételes) no es
suficiente para explicar por qué N, Z, y Q son equipotentes y en cambio R tiene una
cardinalidad mayor®. Frente a esto adquieren sentido algunos interrogantes: ¢;tienen los docentes
la suficiente claridad del término infinito para ofrecer una explicacion adecuada de esta nocion,
es decir, que dé cuenta de la diferencia entre la concepcién comun del concepto y el concepto
formal matematico? ¢En qué momento de su formacion se debe situar al estudiante frente al

concepto matematico de infinito actual? ¢ Sera necesaria esta aclaracion?

*” Por ello es pertinente preguntarse, que tan pertinente es reforzar durante los primeros afios de escolaridad la idea
de infinito potencial como la nocion absoluta de infinito.

%8 Como se trabaj6 en el capitulo 11, Cantor postulaba la existencia de un infinito absoluto inalcanzable por cualquier
tipo de extension realizada sobre los ordinales transfinitos; a este infinito podemos decir que Cantor lo identificd con
Dios.

% Este es un hecho fundamental que justifica la necesidad de aclarar en algin momento la idea del infinito actual.
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Las teorias del aprendizaje desarrolladas en las Gltimas décadas hacen énfasis en la necesidad
de estudiar las concepciones primigenias de los estudiantes sobre los diferentes objetos de
conocimiento. Este estudio seria el punto de partida de la ensefianza, como menciona (Waldengg
1996, pp.107-122), para que “el aprendizaje sea significativo es necesario partir de estas
concepciones e interactuar con ellas para luego entrar a enriquecerlas o modificarlas”. Pero para
el caso que nos ocupa podriamos pensar, si los conocimientos que poseen los estudiantes son

suficientes para realizar un acercamiento a los objetos infinitos desde la teoria cantoriana.

3.1 Algunas reflexiones sobre la importancia de los analisis historicos y
epistemoldgicos en la Educacion Matematica

En (Sfard, 1991) se menciona, que de acuerdo a las Gltimas investigaciones en relacion con las
dificultades asociadas al aprendizaje de las matematicas, el problema de la impermeabilidad de
las personas con las matematicas sigue constituyendo una cuestion desafiante y molesta. Ello
vislumbra que es necesario enfocar los esfuerzos no solo en los procesos cognitivos, sino también
en la singularidad de las nociones matematicas. (Valencia, 2009, p. 180) afirma en este sentido
que es claro que los primeros son fundamentales, pero en su generalidad, no permiten apreciar
como intervienen en el aprendizaje de los objetos matematicos particulares. Ante esto surge la
necesidad por indagar sobre cuestiones epistemologicas mas basicas en cuanto a la naturaleza del

saber matematico.

De otro lado también se reconoce que en la teoria desarrollada por Yves Chevallard, sobre la
transposicion didactica y la antropologia didactica, existen algunos indicadores sobre el tipo de

historia y analisis epistemoldgico que puede servir como herramienta para las investigaciones
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didacticas. En ésta teoria se evidencia el papel central que ocupa la epistemologia de las
matematicas en los analisis didacticos, que pone de relieve la problematica que genera el saber

como componente de la terna didactica: saber-profesor-alumno.

En este sentido podemos decir, que es la reunion de diversos factores entre los que se
encuentran los procesos cognitivos y el analisis epistemologico, lo que permite acercarse a una
explicacion sobre la cuestion del aprendizaje de los objetos matematicos. Asi, parafraseando a
(Kaput, 1979), (Sfard, 1991) menciona que:

Parece que la comprension psicoldgica al interior de la naturaleza de los conceptos matematicos
es lo que necesitamos para entender a profundidad los procesos psicolégicos en los cuales
emergen tales conceptos. En el tipo de investigacion sugerido, el analisis epistemolégico y
ontolégico del —universo completo, atemporal y formal del saber [matematico] ideal arrojaria
esperanzadoramente una luz sobre las raices de esta confusion abrumadora la cual muy a menudo
parece reinar en —el universo organico, interior y procesual del saber humano

Es claro entonces, que existe un fuerte vinculo entre el analisis cognitivo y epistemoldgico en
relacién con los objetos matematicos. Vinculo que fue puesto en evidencia por (Brousseau,
1976), en tanto que afirma que la epigénesis de los objetos matematicos constituye el modelo méas
apropiado para explicar la ontogénesis de estos, es decir, en la apropiacién del individuo de los
objetos matematicos. Brousseau, también le da un fuerte valor al andlisis epistemoldgico en
relacién al rastreo de los obstaculos epistemologicos que participan en la emergencia de los

objetos matematicos.

Se argumenta ademas, que desde la teoria de Yves Chevallard existe la necesidad de dar
cuenta del proceso de constitucién del saber sabio, como componente del proceso de
transposicion didactica, alli se evidencia la importancia del analisis epistemologico en la

didactica (Bobadilla 2012, p. 218). Se llama la atencion sobre la obligacion, que tiene el
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investigador en didactica, de analizar el complejo proceso que va desde la produccion de saber en
la comunidad matematica hasta su ensefianza. Eso obliga a extender el alcance de la
epistemologia. Pues ésta, no sd6lo se debe ocupar de la produccion del saber, sino de su
aplicacion, ensefianza y transposicion. El objeto de estudio de la antropologia (o epistemologia)
de las matemadticas no seran “las matematicas” como saber, sino de manera englobante las

practicas sociales con matematicas (Chevallard, 1991, p. 174).

En este sentido, se considera pertinente reflexionar sobre las caracteristicas de los estudios
historicos - epistemoldgicos que apunten a clarificar ese proceso, que va desde la produccion de
saber hasta su ensefianza, permitiendo aclarar la dependencia mutua entre los modelos de
construccién de saber matematico y los analisis didacticos, por ende nos daremos a la tarea de
visualizar cuales son los contenidos curriculares (saberes) propuestos para ensefiar, en 10os cursos

de Teoria de Conjuntos del IEP de la Universidad del Valle.

3.2 Algunos estudios sobre concepciones del infinito desde una perspectiva
didactica

Existe una necesidad de trabajar con la nocion de infinito matematico en virtud de los

contenidos de las matematicas; es importante recalcar que éste se emplea sin una presentacion o

caracterizacion especifica, como si formara parte del sentido comun. De alguna manera podria

sorprendernos que los jovenes presenten dificultades para comprender o resolver situaciones que

involucran colecciones infinitas, pues, desde muy temprano, los nifios se encuentran con

experiencias donde se pone en juego la nocion de infinito. Aunque se considera que este tipo de
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experiencia se ajusta a la intuicion sensible y permanece en ese estado en la mayoria de los casos

en quienes no necesitan un alto conocimiento matematico, (Monaghan 2001, p. 239).

Numerosos estudios han puesto en evidencia que en los ultimos afios de la educacion
secundaria y universitaria, los estudiantes se encuentran con serias dificultades de
conceptualizacién cuando se enfrentan con situaciones que implican la nocién de infinito®. Los
resultados de esos estudios muestran gque las concepciones de los estudiantes sobre el infinito, en
la mayoria de los casos estan asociadas al rechazo a la posibilidad de obtener una coleccién
infinita; lo cual indica que aun cuando los estudiantes rechacen la existencia de colecciones
infinitas, ante la presencia de una coleccidén dada como infinita, ellos tienden a aceptarla pero la
asimilan al todo absoluto; esta asimilacion conduce a pensar que todos los conjuntos
potencialmente infinitos deberian tener siempre el mismo ndmero de elementos, Yy, por lo tanto,
no podrian existir distintas colecciones infinitas en el mismo conjunto, o un infinito mayor que

otro.

También se presenta el caso, de que a muchos de los estudiantes les resulta un poco complejo
concebir un conjunto infinito diferente al conjunto de los nimeros naturales, como afirma
(Waldegg, 1996, p. 112) Los racionales se conciben como un dominio igual y no habria
diferencia entre la recta real y la recta racional. Como consecuencia todos los puntos de la recta
estarian asociados a numeros racionales, y los nameros irracionales no tendrian una realidad

dentro del universo numérico.

“ Nos apoyaremos en las investigaciones realizadas por (Waldegg, 1996): Identificacion de obstaculos didacticos en
el estudio del Infinito Actual); (Monaghan, 2001): Young Peoples’ldeas Of Infinity, y (Montoro & Scheuer, 2003):
Pensando El Infinito. Concepciones de estudiantes universitarios.
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De lo anterior se desprende, que tampoco se manifiesta la identificacion punto-nimero en la
recta, que muchas veces se toma como intuitiva o evidente (incluso en los libros de texto). Por lo
tanto, muchos alumnos piensan que si es posible poner en relacion los elementos de un conjunto
(o de una parte de él) con los numeros naturales; luego para ellos se puede afirmar que el
conjunto es infinito*. Finalmente, algunos estudiantes piensan que los conjuntos infinitos son
todos iguales, o0 que nunca pueden ser iguales. Cuando piensan que dos conjuntos son iguales, es
porque realizan una comparacion entre ambos conjuntos; para el caso cuando se comparan dos
conjuntos infinitos existe un grado de complejidad cuando se trata de un conjunto acotado y otro
no acotado, pues la concepcion de infinito potencial es un obstaculo para comparar correctamente
estos dos conjuntos, dado que la infinitud potencial aparece como evidente en el conjunto no
acotado, pero permanece oculta en el conjunto acotado, produciéndose asi una renuncia ante el

problema.

De acuerdo a estas concepciones que poseen los estudiantes podemos decir que cuando el
estudiante se enfrenta por primera vez a los conjuntos infinitos, debe aceptar como primera
condicion que el todo pude ser igual a la parte (algo que se rechazé por casi 20 siglos), lo que
representa una verdadera contradiccién a su intuicion. De alli que el papel que la teoria de
conjuntos juega en las matematicas, como organizador del cuerpo teérico, no es del todo evidente

cuando se trata del conocimiento escolar.

Las raices del conflicto se deben buscar en el hecho de que los esquemas intelectuales de los

sujetos estan construidos, la mayoria de las veces, a partir de situaciones empiricas y se trata de

*! Esta conclusion se obtuvo simultaneamente de las investigaciones de (Waldegg, 1996 p.109) y del estudio de
(Montoro & Scheuer, 2003 p. 11).
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extender estos esquemas a las situaciones infinitas; este es el origen de grandes contradicciones y
problemas conceptuales en los estudiantes. Lo que se debe hacer es replantear la forma en que se
pueda representar estos conceptos de infinitud, que permitan realmente alejar al concepto de una
realidad sensible, pues tal vez la mejor manera de representarlo es apelando a las instancia
I6gicas del sujeto. Para lo cual se considera esencial explicar la naturaleza del infinito en la
tradicion dominante de las matematicas actuales: la tradicidon que acepta la teoria de conjuntos de
Cantor y Zermelo y hace uso frecuente de las ideas conjuntistas, puesto que las matematicas estan

comprometidas con los conjuntos infinitos.

Por otra parte en (Hauchart & Rouche, 1987) se narran discusiones acerca del infinito, como
caso particular estan las “paradojas™*? de Zendn y el debate de Parménides entre la verdad de la
razén y la verdad sensible, en el sentido que se afirma que muchos estudiantes manifiestan que
aceptan que calculando hay algo por recorrer pero que deberia de existir un momento en el cual
Aquiles alcance a la tortuga®, por ejemplo. Se considera que gran parte de la dificultad de la
construccion conceptual por los estudiantes se deba a la presencia del infinito actual, (Fischbein,
2001) muestra una serie de ejemplos de influencia tacita que los modelos mentales ejercen en la
interpretacion de los diversos conceptos matematicos que entran en el dominio del infinito actual,
y estos modelos son los que provocan interpretaciones erroneas, contradicciones y paradojas que

generalmente no se logran controlar de manera consiente.

*2 Zendn propuso un cierto ndmero de paradojas, cuatro de las cuales tratan sobre el movimiento. Se dice que con
ellas pretendia defender a su maestro Parménides, que habia sostenido que el movimiento o el cambio en general es
imposible, y también que trataba de atacar a los pitagéricos, que creian en unidades extensas pero indivisibles, los
puntos de la geometria. Las cuatro paradojas planteadas sobre el movimiento son distintas, esto debido a las dos
concepciones opuestas que habian en ese tiempo a cerca del espacio y del tiempo: una que el espacio y el tiempo son
indefinidamente divisibles, en cuyo caso el movimiento resultaria continuo-liso-, y la otra, que el espacio y el tiempo
estan formados por pequefios intervalos indivisibles, en cuyo caso el movimiento consistia en una sucesion de
minuGsculos saltos espasmddicos. Los argumentos de Zendn estan dirigidos en las dos criticas, las dos primeras
paradojas contra la primera y las otras dos contra la segunda.

3 Estamos haciendo referencia a la segunda paradoja de Zenén, la paradoja de Aquiles y la tortuga, Aristételes:
“Afirma que el objeto que se mueve mas lentamente no puede ser alcanzado por el més rapido ya que el perseguidor
debe llegar mas primero al punto del cual partié el perseguido, de manera que el mas lento necesariamente esta
siempre en cabeza.” Aristételes dice entonces que si el objeto que se mueve lentamente cubre una distancia finita,
puede ser superado por la misma razén que daba al responder a la primera paradoja, la paradoja de la Dicotomia.
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En el trabajo de (Tsamir & Tirosh, 1999) se muestra cOmo se pueden aprovechar las
respuestas incorrectas de los estudiantes, en relacién con las representaciones de conjuntos
infinitos, para aumentar la conciencia sobre las contradicciones en sus razonamientos,
Ilevandolos hacia el uso de correspondencias biunivocas como unico criterio para la comparacion
de cantidades infinitas, de igual manera (Garbin, 2005) muestra como inciden, no siempre de
manera positiva, los contextos las representaciones y los diferentes lenguajes de la matematica
sobre la percepcion del infinito y sus consecuentes razonamientos asociados a este tema, en
estudiantes de 16 y 20 afios. En particular muestra las incoherencias de los estudiantes que
evocan inconscientemente imagenes contradictorias sobre la misma situacion representada en
registros semidticos diversos, tendiendo a confundir las representaciones con el concepto en
juego. En esta investigacion se muestra la forma en que los estudiantes hacen gque convivan
contemporaneamente imagenes formales (infinito formalizado) con imagenes informales (infinito
perceptivo) de la misma situacioén cognitiva dentro de la transicion del infinito potencial al

infinito actual.

Una conclusion clara de las reflexiones y resultados presentados es que el infinito matematico
presenta dificultades para concebirse como un objeto de conocimiento que las personas pueden
construir a partir de su interaccion con el ambiente fisico y cultural. Tanto el andlisis histérico de
este concepto realizado en este trabajo como el analisis de resultados de la investigaciones antes
sefialadas, indican que para que el infinito se convierta en una entidad acerca de la cual es posible
pensar y operar, es necesario la intervencion de complejos procesos representacionales, los que a
su vez requieren la participacion en contextos educativos que implique altos niveles de

abstraccion.
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De esta manera, el supuesto de que el infinito actual sea algo accesible directamente, puede
convertirse en un serio obstaculo para favorecer la comprension de este concepto matematico:
Para promover que los estudiantes puedan apropiarse de este concepto y asi logren ir mas alla en
su representacion intuitiva, es indispensable que la ensefianza matematica prevea entre sus metas
una explicitacion de las nociones que atafien al infinito matematico; es claro que no se trata de
presentar la formalidad matematica a nivel de ensefianza primaria y secundaria, sino de ampliar la

concepcion usual del infinito.

Ademas, es necesario dejar claro al estudiante que la manera de pensar en procesos que
involucran al infinito es diferente a la manera en que se conciben los fendmenos finitos. Esto
permite justificar por ejemplo (a un nivel intuitivo) por que una suma infinita de ndmeros
positivos en algunos casos es infinita y en otros un nimero finito. Lo recomendable en este caso
es indicar al estudiante que la forma (intuicion o légica) en que se perciben los procesos finitos

no se puede aplicar en general cuando se encuentra involucrado un proceso infinito.

3.3 Andlisis acerca del conocimiento de los objetos matematicos infinitos

Es pertinente preguntarnos como podemos tener conocimiento de los objetos matematicos
infinitos a pesar de su caracter abstracto y de su relacion tan distante con la experiencia. EI hecho
de que los objetos infinitos sean abstractos y distantes de la experiencia, crea una evidente
dificultad epistemoldgica, producto de la distancia existente entre las matematicas y la
experiencia, desde la concepcion de (Paul Benacerraf, 1973, p. 409) se concibe lo abstracto en

matematicas como:
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El concepto de verdad matemética, como se explico, debe formar parte de una explicacion global
del conocimiento, de tal manera que nos explique como obtuvimos el conocimiento matematico
que tenemos. Una seméntica aceptable para las matematicas debe aceptarse a una epistemologia
aceptable.

Se puede pensar, que basta con explicaciones satisfactorias de las verdades matematicas, para
que se pueda gestar la posibilidad de que esas verdades sean conocibles. La pregunta que nos
precede a esto sera entonces ¢qué es una explicacion satisfactoria? y ¢es acaso posible lograr
explicaciones satisfactorias sobre el infinito cantoriano en un curso de teoria de conjuntos? Ahora
bien, podriamos afirmar que para explicar el infinito, bastaria con comprender lo que es “finito” y
entender el significado de la palabra “no”, asi se explica lo “no finito”, pero se conoce que no es
suficiente que partiendo de nuestras experiencias de lo finito, se infiera a partir de esto nuestro

significado de lo infinito.

Russell habia definido lo que significa que dos clases sean del mismo cardinal utilizando
correspondencias biunivocas, (Lavine 1994, p. 204), no realizaba la distincion entre clases finitas
e infinitas, en este sentido se define los nUmeros infinitos mas o menos por induccién, esta idea

persistid hasta que Russell en 1957 junto con Whitehead sefialaron que:

La aritmética cardinal usualmente es concebida en asociacion con los nimeros finitos, pero sus
leyes generales también son vélidas para los numeros infinitos, y se pueden demostrar muy
facilmente sin hacer ninguna referencia a la distincion entre lo finito y lo infinito. (Lavine, 1994,
p. 204)

Se podria pensar entonces que todo conocimiento acerca de las propiedades del infinito esta
constituido por el conocimiento general de lo finito, sin embargo no debemos obviar que tenemos
conocimientos concernientes a las propiedades del infinito que no son obtenibles de ese modo,

entre los cuales estan los axiomas de eleccion y de reemplazo, que mencionamos en el capitulo
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anterior, asi que estos conocimientos no pueden generarse siempre a partir de una definicion
negativa de lo finito. También se podria pensar que una teoria sobre el tamafio de lo
indefinidamente grande, podria llegar a servir como una base intuitiva para la fundamentacion de
la comprension del infinito, pues como menciona (Lavine, 1994) “se puede intentar ver que los
axiomas de la teoria de conjuntos son extrapolaciones de principios concernientes al tamafio
indefinidamente grande”. Esta afirmacion la podemos poner en relacion con la distincion que
hace Cantor entre lo transfinito y lo absolutamente infinito, que sera en este caso la contraparte

extrapolada de la distincion entre lo finito y lo infinito.

Aunque no se puede afirmar si realmente Cantor se apoyd en una imagen consiente de lo
indefinidamente grande, si desarrollo una progresion transfinita*, en la cual se puede pensar que
da un sentido a los puntos suspensivos, en la medida que se asimilan las progresiones infinitas
representadas por ellos a las progresiones indefinidamente grandes, en este sentido decimos que

Cantor pensaba en los conjuntos en términos de lo que su Dios pudiera hacer con ellos.

De otro lado, es pertinente mencionar que algunas investigaciones en Educacion Matematica,
han sefialado cual puede ser el tipo de conocimiento que tienen los estudiantes sobre los objetos
infinitos. No es de extrafiar que en la préctica docente notemos las diferencias que existen entre
los conceptos concebidos y los conceptos formulados por la Matematica formal. Es durante la
década de los afios 70 y los primeros afios de los 80, cuando se empieza a detectar esta diferencia.
(Tall & Vinner, 1981), definieron lo que se conoce como “esquema conceptual”. Inicialmente

ellos describieron el esquema conceptual que tiene un alumno de un concepto matematico como

2 3 o ®

*Se tiene la siguiente progresion transfinita: 0,1,..., 0, co+1,0+2,...,0.2,...,00.3,...,0%,...,0°,...,07,...,,00° " .
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toda la estructura cognitiva asociada al concepto, la cual incluye todas las imagenes mentales, las
propiedades y los procesos asociados a la nocién matematica, y explican que el esquema
conceptual no necesariamente es coherente en todo momento, en este sentido en (Garbin &
Azcarate, 2001, p. 173) se concluye que “los estudiantes pueden pensar imagenes contradictorias

en momentos diferentes”.

Es usual que en nuestra labor como docentes, se trabaje con estudiantes que se acerquen al no
formalizado; en este sentido la intuicién que ellos tienen es la que entrara en juego antes y
después de formalizarse el objeto matematico, hemos mencionado que el concepto del infinito es
contradictorio y complejo. Fischbein (1982) manifiesta que el concepto aristotélico del infinito
(infinito potencial) es el que méas responde a una interpretacion intuitiva del infinito, mientras con

el infinito actual no ocurre lo mismo.

Un objeto potencialmente infinito (por ejemplo una linea recta que puede ser extendida
indefinidamente) tiene un significado “conductual”. Una operacion potencialmente infinita también
tiene un significado “conductual” (por ejemplo dividir indefinidamente un segmento). Un infinito
actual no tiene un significado “conductual”, por tanto no es congruente con una interpretacion
intuitiva. (Garbin & Azcérate, 2001).

En este sentido es importante reconocer que existe una limitada comprensién y significacion a
la formalizacion del infinito cantoriano, ahora bien si realmente se desea que los estudiantes
alcance un grado de significacion de este objeto matematico, no se debe obviar el verdadero
papel que éste juega en los cursos de teoria de conjuntos. Para lo cual es necesario que en estos
cursos se forme un lenguaje matematico que contribuya a la significacion de este objeto, también
es pertinente analizar el programa curricular que se estd empleando en estos cursos, pues algunos

investigadores como (Tall, 1990) han evidenciado que las inconsistencias en la secuencia de
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presentacion de un tema en el curriculo matematico, es una de las causas de las principales
inestabilidades en las estructuras matematicas de los estudiantes. A continuacion intentaremos
realizar un breve analisis sobre los programas curriculares que se manejan en las Licenciaturas en

Matematicas en el IEP de la Universidad del Valle.

3.4 Consideraciones generales sobre las revisiones de los programas de
teoria de conjuntos del IEP de la Universidad del Valle

La revision de los programas curriculares de Teoria de Conjuntos, ofrecidos para la
Licenciatura en Matematica y Fisica y Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en
Matematicas, contempl6 el periodo comprendido entre los afios 2004 hasta 2011, a partir de la
exploracién, obtenemos en términos generales algunas caracteristicas principales con respecto a

cada programa.

El Programa de Légica y Teoria de Conjuntos (405069M), ofrecido para la Licenciatura en
Matematicas y Fisica, cuenta con una intensidad horaria de 4 horas de clase presencial semanales,
lo cual implica un estudio de ocho horas de estudio individual en la semana por parte de los
estudiantes. Cabe resaltar que este programa no ha sufrido cambios en cuanto a su enfoque
durante los afios del 2004 al 2010, en este sentido, se sigue conservando la misma descripcion,
objetivos y contenidos, se observan algunas variaciones en la metodologia y evaluacion

dependiendo del docente a cargo.
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Ahora bien, este curso de acuerdo a su organizacion tematica pretende realizar un estudio
detallado de los elementos de l6gica proposicional y de predicados, y asi iniciar a los estudiantes
en los métodos de demostracion. A partir de ese estudio se introducen las nociones claves
(basicas) de la Teoria de Conjuntos, y sus operaciones, posteriormente se prevé estudiar los
conceptos de relaciones y funciones, para finalizar con un estudio de la nocion de equipotencia y

cardinalidad de conjuntos finitos.

De otro lado el programa de Teoria de Conjuntos (405098M) ofrecido para el programa de
Licenciatura en Educacion Bésica con Enfasis en Matematicas, tiene como prerrequisito el curso
de Elementos de Ldgica Matematica. El curso cuenta con una intensidad horaria de 4 horas
semanales, lo que implica 8 horas de estudio semanal individual por los estudiantes. En ese curso
se busca formar en los elementos basicos de la teoria de conjuntos, desde un estudio de los
axiomas de ZF, fundamentalmente el axioma de extension (extensionalidad) y el axioma de
eleccion, para dar paso al algebra de conjuntos; a partir de alli se da paso al estudio de las
relaciones y funciones, con esto se busca un acercamiento breve a la cardinalidad de conjuntos,
para estudiar los conjuntos finitos y enumerables, el curso finaliza con un acercamiento a los
sistemas numeéricos, es decir con la construccion, propiedades y operaciones de los conjuntos
numéricos (N, Z, Q 'y R), aunque el cuerpo numérico de los reales se presenta mas a manera de
informacion general. Cabe resaltar que este programa no ha sufrido modificaciones y cambios

desde el 2004.
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A continuacion, se ilustra con un cuadro comparativo los contenidos y/o tematicas de los

cursos de Teoria de Conjuntos de las Licenciaturas en Matematica ofrecidos por el IEP de la

Universidad del Valle.

Lic. Matematicas y Fisica
(3487)

Lic. En Educacion Basica
con énfasis en
Matematicas (3469)

Comparacion

Ldgica proposicional
» Proposiciones y
Argumentos logicos
» La sintaxis de la
I6gica proposicional

> La Semantica:
asignaciones de
verdad

» Validez de los
razonamientos  en
Ldgica proposicional

No se ensefia en este curso
I6gica proposicional

La Lic. En Educacion
Basica abarca los temas de
Logica proposicional en el
curso del primer semestre
Ilamado: Elementos de
I6gica matemaética.

Logica de predicados
» La simbolizacion el

La Lic. En educacién bésica
abarca los temas de ldgica

» ElI concepto de
conjunto

» Operaciones con
conjuntos

» El conjunto potencia

» Sobre la existencia

de conjuntos

de Conjuntos.

> Elementos de un
conjunto

» Operaciones
conjuntos

» Paradojasde la TC

» Axiomatica ZFC

con

Légica de proposicional en el curso del
predicados No se ensefia en este curso | primer semestre llamado:
» La cuantificacion de I6gica de predicados. Elementos de l6gica
predicados matematica.
» Validez de
razonamientos el
Légica de predicado
Algebra de Conjuntos Conjuntos y Axiomatica | Se evidencia la falta de

estudio y rigurosidad en el
programa de Logica vy
Teoria de Conjuntos, acerca
de la fundamentacion en
cuanto a una teoria
axiomatica como la ZF, asi
mismo el no estudio del

97

——
| —




> El axioma de eleccion
» Conjunto Universal

axioma de eleccién, que es
fundamental para la
consolidacion de la teoria
cantoriana.

Relaciones y Funciones
» Pares ordenados
» Relaciones
» Clases de relaciones:
equivalencia y orden

» ElI concepto de
funcién

» La biyeccion y el
isomorfismo

Relaciones y Funciones

> Relaciones: dominio,
rango, composicion e
inversa

» Relaciones de orden y
de equivalencia

» El concepto de funcion:
composicion e inversa

» Cardinalidad de
conjuntos

En el programa de Teoria de
Conjuntos no se analiza el
concepto de pares
ordenados, y en el de Logica
y Teoria de Conjuntos se
obvia el estudio sobre la
cardinalidad de conjuntos.

Conjuntos Finitos e
Infinitos

Cardinalidad de conjuntos
Los nimeros Naturales
Cardinalidad de N
Conjuntos numerables y no
numerables

Los NUmeros Naturales
Definicion de los nimeros
naturales N

Principio de Induccién
Matematica

Ordenen N

Operaciones en N

Los Numeros Enteros y
Racionales

Construccion de los enteros
Z

Operaciones en Z
Inmersion de N en Z
Construccion de los
racionales Q

Operaciones en Q
Inmersion de Zen Q
Introduccién a los Nimeros
Reales

Cortaduras de Dedekind en
TC

Construccion de R por
cortaduras

Operaciones en R
Inmersion de Q en R
Cardinalidad de Q y R

Los enfoques son distintos
mientras uno busca un
acercamiento a la
cardinalidad el otro, intenta
realizar un acercamiento a la
construccién y operaciones
de los sistemas numéricos.
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Se puede determinar entonces, que basicamente ambos cursos, en cuanto a los contenidos
tedricos que aparecen en sus programas buscan familiarizar a los estudiantes con los conceptos
elementales de la teoria de conjuntos, relaciones y funciones, aunque es importante resaltar que
en el curso de Ldgica y Teoria de Conjuntos (405069M), los conceptos de teoria de conjuntos se
muestran de una manera mas general, mientras que en el curso de Teoria de Conjuntos
(405098M) ofrecido para los estudiantes de la Lic. En Educacion Basica con énfasis en
Matematicas, en el contenido curricular se evidencia un acercamiento al desarrollo de la
axiomatica al estilo ZF que junto con el axioma de eleccion constituyen el fundamento de la
teoria cantoriana, empleandose de esta manera un lenguaje formal de la ldgica de predicados de
primer orden, mostrandose con esto que el curso pretende acercarse al desarrollo de una teoria de
conjuntos axiomatica, partiendo desde un enfoque intuitivo pero considerando entre sus objetivos
el desarrollo de una estructura formal de la teoria, sin embargo se considera pertinente ampliar un
poco mas la reflexién y estudio hacia los nameros cardinales y ordinales, que no aparece

referenciada como contenido en el programa.

En cuanto al programa de Ldgica y Teoria de Conjuntos, se evidencia un acercamiento
intuitivo a la teoria, en este sentido de acuerdo a los andlisis histéricos trabajados en el segundo
capitulo, se puede decir que es necesario e importante ahondar mas en la axiomatica ZF, que
como se menciond anteriormente es la clave para la consolidacion de la teoria de conjuntos
cantoriana. También es necesario resaltar que se evidencia una falta de estudio al concepto de

cardinalidad y aritmética ordinal.
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Ahora bien, teniendo presente que los contenidos que aparecen en un programa no siempre
son los que se ensefian ni trabajan en él, es importante contrastar un poco el contenido tematico
propuesto en los programas curriculares de los cursos de teoria de conjuntos con los contenidos
que realmente se ensefian en estos cursos, para ello se llevo a cabo una serie de entrevistas con
algunos profesores del Instituto de Educacion y Pedagogia del area de Educacion Matematica y
de la facultad de Ciencias del departamento de Matematicas, de la Universidad del Valle, que han

trabajado en estos cursos durante los ultimos 5 afios.

3.4.1 Analisis de las entrevistas realizadas a los docentes

El proposito inicial de estas entrevistas era profundizar en los aspectos sobre la manera en que
se trabaja en los cursos de teoria de conjuntos ofrecidos a los programas de Licenciatura en
Educacién Basica con énfasis en Matematicas y Licenciatura en Matematicas y Fisica, de la
Universidad del Valle aspectos que no estan clarificados en los programas de los cursos. Para lo
cual se entrevistaron 5 docentes, que han orientado éstos cursos para los programas ofrecidos por
el area de Educacion Matematica del IEP, de los docentes entrevistados se tienen que dos
docentes pertenecian al IEP y tres de ellos al Departamento de Matematicas de la Universidad del
Valle, los tres docentes entrevistados del departamento de matematica, son dos docentes que bajo
la vinculacion de hora cétedra han estado orientando durante los Ultimos cuatro semestres los
cursos de Elementos de Loégica Matematica (405047M), Teoria de Conjuntos (405098M) y
Logica y Teoria de Conjuntos (405069M), ofertados por el IEP, para los programas de
Licenciatura en Educacion Béasica con énfasis en Matematicas y Licenciatura en Matematicas y
Fisica; y un docente nombrado del departamento de Matematicas, que ha orientado en algunas

ocasiones los cursos de Logica y Teoria de conjuntos (405069M) y de Analisis | (111034M) en el
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programa de la Licenciatura en Matematicas y Fisica del IEP. Los objetivos especificos
pretendidos con la realizacion de la entrevista consistieron en obtener informacion sobre: la
opinidn de los docentes en cuanto a la importancia de los cursos de teoria de conjuntos para la
formacion de futuros docentes, los conocimientos matematicos que son abordados en los cursos,

y las dificultades e inconvenientes que ellos han presentado en la ejecucion de los cursos.

A continuacion presentamos el guion de entrevista utilizado, formulando las preguntas de
acuerdo a los objetivos propuestos y una sintesis de las principales respuestas dadas por los

docentes:

Primer objetivo: Conocer la opinion de los docentes sobre la importancia de la teoria de
conjuntos para la formacion de futuros docentes. Respecto a este objetivo se formularon las

siguientes preguntas:

* ;Crees que la teoria de conjuntos es util para la formacioén de maestros?, ;Y para su desempefio

profesional?

« ;/Consideras que los contenidos presentados en los programas de los cursos de Teoria de
Conjuntos y Légica y Teoria de Conjuntos son pertinentes para una adecuada formacion de un

futuro docente?
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« ;Consideras que el tiempo que estd contemplado, para ensefiar los contenidos de los cursos de
teoria de conjuntos, es suficiente para que los estudiantes asimilen eficientemente los conceptos

trabajados en el curso?

Con respeto a este primer objetivo todos los docentes estan de acuerdo que un curso de teoria
de conjuntos es fundamental y atil para la formacién profesional de un futuro docente,
especialmente porque este tipo de cursos contribuye a la preparacion y fundamentacion
matematica de un futuro profesor; sin embargo manifiestan que hay problemas en cuanto a la
presentacion de los contenidos que aparecen en los programas, mencionan que estos son
pertinentes pero no suficientes, ademas aseguran que de acuerdo a la asignacion del tiempo
trabajado en el curso, éste no es suficiente para que los estudiantes logren asimilar los contenidos

trabajados en los cursos.

Segundo objetivo: Indagar sobre los conocimientos matematicos que son abordados en los

cursos. A este fin se propusieron las siguientes cuestiones:

« ;Los contenidos propuestos en los programas de Teoria de conjuntos y de Ldgica y teoria de

conjuntos, son abarcados en su totalidad?

« ; Desde tu experiencia como docente consideras pertinente el contenido tematico del curso?

« ; Cuales son los conceptos que mas trabajan en los cursos?
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+ /Consideras que los estudiantes llegan a los cursos con los conocimientos previos adecuados

para un trabajo formal dentro de los elementos conjuntistas?

+ ;De qué manera presentas o introduces la axiomatica de ZFC?

« ;Ensenas el axioma de eleccion, y el de reemplazo? ¢ Trabajas el concepto de buen orden?

+ ; Realizas un acercamiento al estudio de los conjuntos numerables y no numerables?

+ ;,Cual es el propdsito fundamental de cada curso, desde tu experiencia?

Con respeto a este segundo objetivo, los docentes que han trabajado el curso de Logica y
Teoria de Conjuntos, mencionan que nunca logran abarcar los contenidos propuestos en su
totalidad, ellos manifiestan que para la primera parte del curso concerniente a los conceptos de
I6gica se llevan mucho tiempo, ademas aseguran que los elementos de l6gica que se contemplan
en el curso son fundamentales, motivo por el cual deciden dedicar un buen tiempo y trabajo en
este aspecto, lo que hace que no se pueda trabajar con profundidad los elementos de la teoria de
conjuntos. De acuerdo a las respuestas, se tiene ademas que los docentes que han orientado el
curso de Teoria de Conjuntos y el de Ldgica y Teoria de Conjuntos, consideran que los
estudiantes no llegan con los suficientes prerrequisitos para los cursos, por lo cual recurren a
emplear un acercamiento intuitivo para presentar los elementos de la axiomética de ZFC,
manifiestan que aunque en ocasiones han querido hacer un acercamiento formal a estos

elementos, los estudiantes no lo comprenden porque carecen de fundamentos en los procesos de
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demostracion matematica. En el curso de Teoria de Conjuntos trabajado con los estudiantes de la
Lic. En educacion Basica, trabajan el axioma de eleccion, el de reemplazo y el principio de buen
orden, pero desde un punto de vista intuitivo, estos conceptos no son trabajados en el curso que
se ofrece a la Licenciatura en Matematicas y Fisica, para este curso se trabaja los elementos de la
I6gica proposicional y de predicados, y seguidamente las operaciones con conjuntos sin tomarse
mucho tiempo en esta parte, pues los docentes consideran que lo relevante esta mas en el trabajo

con respeto a los conceptos de relaciones y funciones y es a esto lo que dedican el mayor tiempo.

Tercer objetivo: Conocer las dificultades e inconvenientes que ellos presentan como docentes,

en la ejecucion de los cursos. Las preguntas formuladas para este propdsito fueron:

+ ;Consideras que los cursos se encuentran programados en el semestre adecuado para los

estudiantes?

+ ;Consideras que la intensidad horaria ofertada por cada curso es la adecuada?

* ;Crees que los contenidos propuestos en los programas son pertinentes?

* ¢Cuéles son los temas o contenidos que tienen mayor dificultad para los estudiantes, de acuerdo

a tu experiencia como docente?

* ;Qué cambios le realizarias a los cursos?

——
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Los docentes manifiestan que los cursos estan bien ubicados semestralmente, pero que el
problema radica en los conocimientos con los cuales los estudiantes llegan al curso, ante esto
sugieren que se revisen los contenidos trabajados en los cursos de los primeros semestres en
especial de los cursos de Matematica Fundamental, para los estudiantes de la Lic. En
Matematicas y Fisica, y los contenidos de los cursos de Numeros y Operaciones, e Introduccién
al Algebra, para los estudiantes de la Lic. En Educacion Bésica con énfasis en Matematicas. De
los cambios que realizarian a los cursos esta aumentar el nimero de horas asignadas, otro cambio
fundamental es la separacion del curso de Logica y Teoria de Conjuntos en dos cursos uno de
Logica Matematica y otro de Teoria de Conjuntos, pues realmente argumentan que nunca se
puede ensefiar adecuadamente en el tiempo previsto los contenidos propuestos, al final o se
trabaja un buen curso de Logica y no se hace Teoria 0 cuando trabajan los elementos de la Teoria
de Conjuntos, no trabajan casi los elementos de la Logica como estdn contemplados en el

programa.

3411 Conclusiones de las Entrevistas

De acuerdo a las entrevistas realizadas se puede concluir que los docentes que han trabajado
estos cursos, consideran que es necesario una reformulacion al contenido tematico abordado, esto
lo sustentan teniendo presente la formacion que se desea en los estudiantes, en este sentido, es
fundamental revisar los prerrequisitos que se necesitan para los cursos, por lo cual es necesaria
una reflexion sobre la pertinencia de la ubicacion semestral de los cursos de acuerdo a la malla

curricular que tienen los estudiantes, en sus respectivos programas de formacion.
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Los docentes que han ofrecido el curso de Teoria de Conjuntos, para la licenciatura en
Educacion Baésica con Enfasis en Matematicas consideran que de acuerdo al contenido tematico
propuesto en el programa es necesario, que los estudiantes requieran una madurez mental mucho
mayor, pues muchos de los contenidos necesitan procesos de rigor en la medida que se espera de
acuerdo al programa trabajar aspectos concretos de la axiomatizacion de la teoria cantoriana con
la axiomética de ZF, y en ocasiones los estudiantes desconocen incluso los métodos de
demostracion que se emplean en matematicas, pues no han tenido previamente una preparacion
adecuada en aspectos formales de matematicas, en este sentido el acercamiento a los aspectos
axiomaticos se termina trabajando en aspectos netamente intuitivos, con poco rigor, el concepto
de infinito se aborda a través de la induccion matematica pero se excluye una profundizacion
sobre la diferenciacién entre el infinito actual y el potencial, en este sentido, podriamos inferir
que el curso en realidad no contempla realmente un estudio a los aspectos centrales de la teoria de
conjuntos, de acuerdo a lo consignado en el capitulo I, pues la mayor parte del trabajo del curso
la dedican los docentes a las construcciones de los nimeros naturales y posteriormente la
construccién de los enteros y racionales, por lo general la ultima unidad que concierne a la
construcciéon de R nunca se alcanza a trabajar por cuestiones de tiempo, y si en ocasiones se
aborda solo se maneja de manera muy superficial, pues los estudiantes no tienen buenos
fundamentos en matematica como para seguir las demostraciones y discursos que este tema

conlleva.

Ahora bien, en cuanto a los docentes que han trabajado el curso de Logica y Teoria de
Conjuntos, para los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas y Fisica, consideran urgente

una reforma curricular, en la medida que el curso de acuerdo a su organizacion tematica pretende
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realizar un estudio detallado de los elementos de la I6gica proposicional y de predicados, y asi
acercar a los estudiantes en los métodos de demostracion, matematicos, a partir de este estudio se
introducen las nociones claves (basicas) de la teoria de conjuntos, y sus operaciones, cabe resaltar
que no se logra un acercamiento formal y riguroso a la teoria en la medida que los estudiantes
carecen de muchas bases conceptuales en cuanto a los procesos de formalizacion dentro de la
matematica, en este sentido el trabajo con los objetos matematicos de la teoria de conjuntos, se
realiza de manera intuitiva en la mayoria de los casos, ademas que dentro del curso no esta
contemplado el trabajo del axioma de eleccion, ni de reemplazo®, por lo cual en no se puede
hablar de una verdadera teoria de conjuntos, pues como mencionamos en el capitulo Il de
acuerdo al analisis historico se evidencia que si dentro de la teoria de conjuntos se excluye de ella
el axioma de eleccion, a pesar de todo el caracter controversial y polémico que este encierra en si

mismo, no se tiene realmente una teoria de conjuntos cantoriana.

Cabe mencionar que en el programa del curso se propone un estudio a los conceptos de
relaciones y funciones, la nocion de equipotencia y cardinalidad de conjuntos, conjuntos
numerables y no numerables, los cuales en la mayoria de los casos no se logran abarcan
plenamente y con profundidad, esto se debe al disefio del programa tematico ofrecido para el
curso, pues como estd contemplado se prevé para un solo semestre la realizacién de dos cursos
uno de logica y otro de teoria de conjuntos, lo cual es desbordante de acuerdo al tiempo con el
cual se cuenta en el semestre, que en promedio contempla 17 semanas incluyendo la evaluacion

de los conceptos trabajados.

* Es importante reconocer que en un curso basico de conjuntos este axioma es fundamental y necesario para
demostrar es decir, justificar formalmente el teorema general de Recursion para ordinales, lo que garantiza la buena
definicidn de las operaciones de ordinales y por ende las de los cardinales.
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Es importante resaltar que los aspectos esenciales y principales de la axiomatica de ZF, no se
pueden trabajar con profundidad, generando esto un estudio muy intuitivo y escueto sobre los
objetos sobresalientes de la teoria, ante esto la mayoria de los profesores consideran, que el
propdsito basico del curso mas que ahondar sobre los verdaderos aspectos matematicos que
gestan la teoria de conjuntos cantoriana, lo que se prevé es mostrarles a los estudiantes un
acercamiento intuitivo a los sistemas numeéricos, quedandonos alli una pregunta para tener en
consideracién qué es lo que realmente se requiere para la formacion superior de un futuro docente
de matematicas, y si no se abarca realmente aspectos esenciales de la teoria cantoriana, con lo
cual la teoria de conjuntos dejaria de ser teoria, no es mas pertinente replantear los programas
curriculares, buscando quizas una reflexion y acercamiento intuitivo a la teoria y no pretender la

formacion plena en ella.

Se concibe fundamental una renovacién y cambio curricular®® en los programas de Teorfa de
Conjuntos ofrecidos en el IEP para las Licenciaturas en Educacion Matematica, en la medida que
es urgente reflexionar sobre cudl es el tipo de conocimiento matematico que necesita un docente
en formacion y en ese sentido que se debe llevar al aula. A partir del andlisis histérico se
evidencian algunos obstaculos epistemoldgicos en la matematizacion del infinito actual, estos
obstaculos constituyen entonces una dificultad a superar en los programas de formacion ofrecidos

a los estudiantes de las licenciaturas en matematica.

*® Entiéndase renovacion curricular como toda generacién de acciones pedagdgicas, que permiten de una u otra
manera la reflexion sobre las posibles formas alternativas de entender los procesos de ensefianza y aprendizaje y la
misma constitucion del conocimiento matematico.
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Se puede decir que es pertinente reconocer los obstaculos epistemoldgicos, ya que ellos
surgen, emergen y se deben superar dentro de todo proceso de aprendizaje a través de la
confrontacién entre las adquisiciones de los nuevos conocimientos Y las antiguas que se tuviesen
al respecto de estos, en este sentido es necesario analizar que no basta con presentar programas
curriculares donde los contenidos tematicos se organicen con una secuencia lineal, pues lo que se

suele presentar es simplemente trozos de un saber institucionalizado.

3.5 Reflexiones sobre algunos obstaculos epistemoldgicos en la
conceptualizacidn del infinito cantoriano

Es usual que se tengan modelos del infinito como procesos sin fin, aceptandose el infinito en
su sentido potencial ligado basicamente a la numerosidad de los naturales (como el conjunto
infinito por excelencia) hallado a partir de la induccién, podemos inferir que este obstaculo no se
aborda realmente en los cursos de Teoria de Conjuntos pues los acercamientos hacia los

conjuntos infinitos se realizan la mayoria de los casos por procesos inductivos.

Otro aspecto obstaculo epistemoldgico se presenta con la aceptacion del axioma euclidiano
que caracteriza el todo como mayor que la parte, caracteristica de los conjuntos infinitos, este
axioma, se constituye en uno de los obstaculos necesarios de superar, a fin de comprender una de

las caracteristicas fuertes de los conjuntos infinitos.

Por otra parte no se pueden obviar los problemas que pueden llegar a generarse al hablar de

“lo mismo” y “cuantos”, se ha definido que dos conjuntos son equivalentes por cardinalidad si se
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puede establecer una correspondencia uno a uno y sobre entre ellos, y el cardinal de un conjunto
es la caracteristica que tienen en comun con todos los conjuntos con los es equivalente y que lo
distingue de ellos con los que no lo es para lo finito; en este sentido se podria anotar que se tiene
una experiencia con los numeros del conteo en el infinito, esta diferencia puede verse como un
obstaculo ante la ausencia de nombres cotidianos para designar “cuantos hay”, pues el hecho de
reconocer la igualdad por biyeccion no es visto como posibilidad de asignar el cardinal, incluso

es menos posible pensarse en diferentes cardinales infinitos.

En este sentido, se puede decir que el efecto del hundimiento de los cardinales transfinitos, se
puede dar en la medida que se asuma que todos los conjuntos infinitos tengan el mismo nimero
de elementos, de lo que se puede inferir que no es posible determinar un orden, en la medida que
solo existiria uno el infinito, asi pues se tendria un nuevo obstéaculo ligado a una imposibilidad de
aceptar y reconocer como nuevo conocimiento, la existencia de otros nimeros transfinitos, y
reconocer la existencia de una regla diferente a la de una adicion para construir el siguiente

namero, una regla que realmente constituya y ordene.

Uno de los mayores obstaculos que se presenta tiene que ver con la negacion de la nocion
comun 5 de Euclides, “El todo es mayor que su parte”: esto representa un fenomeno clasico
conocido en la literatura como una dependencia, en este caso una dependencia de la cardinalidad
de la “magnitud” de los conjuntos numéricos, por ejemplo dado que el conjunto de los nimeros
pares es un subconjunto del conjunto de los naturales, se cree que el primero debe estar
constituido por un nimero menor de elementos, otro ejemplo si se tienen dos segmentos que no

se sobreponen, tienen mas puntos el segmento de longitud mayor. Este fendmeno de dependencia
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se encuentra en las investigaciones de (Arrigo & D”Amore, 1999, 2002) con estudiantes suizos e
italianos de la escuela secundaria superior, también éste fendmeno de dependencia de cardinales
transfinitos de hechos relacionados con medidas, ya habia sido identificado por Fischbein, Tirosh

& Hess desde 1979, y habia sido discutido por Tall en su articulo de 1980.

Por otra parte (Sbaragli, 2004, 2006) estudia como se encuentra radicada la presencia de la
dependencia en los profesores de primaria y secundaria, tanto en el &mbito geométrico como en
el aritmético, que sucede debido a la generalizacion, forzada y falsa, de lo que se ha aprendido
acerca de la correspondencia biunivoca en casos finitos y su aplicacién a casos infinitos. Uno de
los fendbmenos maés fuertes de la dependencia en el &mbito geométrico se vincula con la idea de
segmento concebido como un collar de perlas, es decir el segmento considerado como hilo-
segmento formado por perlas (puntos) en contacto una con la otra. Este modelo se basa en
misconcepciones sobre el punto matematico, considerado como ente, que tiene una dimension y
unas formas determinadas, asi como ideas errdneas relacionadas con la topologia de la recta.

(Arrigo, D" Amore & Sharagli, 2011, p. 129).

Otro fendmeno que se tiene, es el de aplastamiento, que consiste en la conviccion de que todos
los conjuntos infinitos tienen la misma cardinalidad, es decir que todos los conjuntos se pueden
poner en correspondencia biunivoca entre ellos. Este es un debate fuerte y denso, y durante
mucho tiempo fue causa de malentendidos y controversias entre los mas grandes estudiosos de la
antiguedad, como se mostro en el segundo capitulo, donde se evidencia que solo se alcanza su
conciencia matematica hacia finales del siglo XI1X. Pues bien las investigaciones nos muestran

que el debate continua en el &ambito didactico, con la dificultad que presentan los estudiantes, para
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pasar de lo denso a lo continuo y para entender como en lo denso hay digamos mas huecos, que
espacios llenos para pasar al continuo. Este fendmeno fue mostrado por (Waldegg, 1993) y
(Tsamir & Tirosh, 1994), mediante el analisis de las intuiciones y las representaciones que se
hacen los estudiantes en sus intentos por establecer una correspondencia biunivoca entre
conjuntos infinitos, ademas, el aplastamiento ha sido tratado con base en algunos aportes de la
escuela de Tel Aviv, con (Fisbein, Jehiam & Cohen, 1994, 1995), quienes mostraron las
dificultades de los estudiantes para pasar de lo denso a lo continuo, revelando las dificultades que
se tienen, incluso con los estudiantes de ultimo afio de secundaria en el intento de construir

correctamente la idea de nimero irracional.

Es importante notar que la literatura ha referido a que una vez que los estudiantes aceptan que
los conjuntos como N y Z deben tener la misma cardinalidad, resulta muy frecuente generalizar
que todos los conjuntos infinitos tienen necesariamente la misma cardinalidad, mis concepciones
que como se muestra en (Arrigo & D”Amore, 1999, 2002) y (Sbaragli, 2006), no depende solo de

un obstaculo epistemoldgico, sino también de obstaculos didacticos.

Tanto el fendmeno del aplastamiento como el de dependencia, se basan en la generalizacion a
los casos infinitos de todo lo que se ha aprendido acerca de la correspondencia biunivoca en los
casos finitos (Arrigo, D"Amore & Sbaragli, 2011, p. 131). Por otro lado, (Bagni, 2001) muestra
como la diferencia entre la concepcion potencial y actual del infinito y del infenitesimo se debe
considerar en un sentido amplio, ya que refleja elecciones filoséficas que van mucho maés alla de

las bien importantes implicaciones didacticas, el autor muestra que la concepcion potencial de
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infinito e infinitésimo se puede reconducir facilmente a la descripcion de un proceso, mientras

que la concepcidn actual de los mismos se refiere méas exactamente a un objeto.

En este sentido (Fischbein, 1998) cita un ejemplo en el que presenta la forma en que el infinito
potencial es aceptado de manera intuitiva entre los estudiantes de secundaria y los primeros afios

de universidad, a diferencia del infinito actual:

(...) la investigacion nos ha mostrado que, mientras un infinito potencial puede ser entendido,
comprendido, aceptado, captado intuitivamente, como un proceso ilimitado, un infinito actual no
puede ser captado intuitivamente como una cantidad determinada. Por esta razén, los problemas
gue contienen operaciones con infinitos actuales conllevan a profundas dificultades intuitivas”
(Fischbein, Tirosh, Hess, 1979)

Todas las investigaciones presentadas, tienen como objeto demostrar que la presencia de
obstaculos epistemologicos bloguea o inhibe las intuiciones primarias de los estudiantes,
intuiciones errdneas que resultan ser andlogas a las encontradas en la historia de la matematica y
que permiten explicar algunas de las dificultades que se pueden presentar en el proceso de
aprendizaje. Estos obstaculos son los que se pueden rastrear en la historia de los conceptos
mismos, cuando se identifica una ruptura o un cambio de concepciones, y en consecuencia no son
mas que un espejo de los obstaculos que se encuentra el estudiante durante la adquisicion del

conocimiento.

A partir de estos resultados, se demuestra que tanto desde el punto de vista histérico como
desde lo relacionado con el aprendizaje de los conceptos de infinito matematico, la evolucion del
concepto actual es muy lenta, a menudo sucede de manera contradictoria, y se da solo gracias a

un proceso de sistematizacion y maduracion cognitiva de los aprendizajes.
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Sabemos que el obstaculo epistemoldgico, entendido en el sentido clasico de (Brousseau,
1983), es un conocimiento estable que funciona bien en dmbitos anteriores, pero que crea
problemas y errores cuando se lo intenta adaptar a nuevas situaciones. Por tanto un obstaculo
epistemoldgico debe entenderse como un conocimiento, no como ausencia del mismo; no
obstante es un conocimiento que bloquea posteriores conocimientos sobre el mismo tema, cuando
se intenta ampliarlo. En (Arrigo & D"Amore, 1999) se afirma que para superar tal obstaculo es
necesario un nuevo aprendizaje y en (Tasmir, 2000) se destaca que las dificultades para
conceptualizar correctamente el infinito no estan solo entre los estudiantes, sino entre los
docentes y docentes en procesos de formacion, de alli la necesidad de tener mas en cuenta este
contenido tematico en la formacion, evidenciando los obstaculos didacticos y considerando el
papel central de la intuicidn, asi como la importancia de los aspectos historicos, como la clave de

lectura para la comprension de temas tematicos.

Podremos inferir entonces que si el infinito se usa solo como adjetivo, sera dificil de tratar
como sustantivo, de este modo se refuerza la vision potencial dejando de lado la actual; otro
ejemplo si por infinito se entiende algo muy grande, ese algo serd transformado en un nimero
natural con evidentes contradicciones, incluso si infinito se entiende como ilimitado, resultara
dificil admitir més adelante a un objeto limitado pero infinito, como el conjunto ordenado de
puntos de un segmento, finalmente, si el infinito se equipara con lo indefinido, adquirird un

significado negativo o evasivo.

Decir que un conjunto es infinito si esta formado de infinitos elementos ciertamente no puede

considerarse una definicion, como mencionan (Arrigo, D"Amore & Sharagli, 2011), por el hecho
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de que el mismo adjetivo aparece tanto en el definiendum como en el definiens y, entonces,
resultamos en un circulo vicioso. Recordemos que una definicion de infinito es la de Cantor-
Dedekind: “un conjunto es infinito cuando puede ponerse en correspondencia biunivoca con una
parte propia”. A partir de la historia de la matematica: esta decision parte de la conciencia de

tener que erradicar las convicciones influenciadas por obstaculos epistemologicos.

También es pertinente resaltar, que el tratamiento de los conjuntos numéricos como N; Z, Q
y R (que es lo que se busca finalmente dentro de los cursos de teoria de Conjuntos ofrecidos por
el IEP para las Licenciaturas en Matematicas), puede llegar a reforzar la idea de que un
subconjunto propio tiene menor cardinal que dicho conjunto. Pero no se reconoce la posibilidad

de ser diferentes en una medida pero iguales en otra (el problema de la cardinalidad).

Para finalizar podriamos decir, que es primordial incorporar también dentro de las tematicas
en la formacion de profesores, los obstaculos epistemoldgicos que se generan con la
matematizacién del infinito actual, con esto se quiere insistir en que la formacion de los futuros
profesores de matematicas requiere del abordaje tanto del contenido matematico
(epistemoldgico), como de las posibles explicaciones, significaciones, comprensiones que los
estudiantes y docentes puedan tener en algin momento especifico, y que pueden corresponder a

obstaculos epistemoldgicos.

No debe obviarse ademas, que siempre es importante para un curso de teoria de conjuntos
presentar un analisis mas o menos formal y riguroso sobre los conceptos de nimero y de infinito;

se sustenta esta afirmacion de la consideracion que la practica matematica ha sufrido

115

——
| —



transformaciones desde el siglo XIX, por ejemplo cuando una demostracion a partir de supuestos
explicitos se convirtié en una condicion suficiente para considerar verdadero un teorema. Ahora
bien, ¢por qué debemos considerar a los conjuntos infinitos de las matematicas como conjuntos
completos actualmente infinitos, y no simplemente como conjuntos potencialmente infinitos, es
decir objetos incompletos que son intimamente incrementables? Una razon para esto es que los
conjuntos obedecen el axioma de extensionalidad, de hecho se puede afirmar que para considerar
los conjuntos infinitos como actualmente infinitos, es necesario definir un namero real como la
minima cota superior de un conjunto acotado de nimeros reales. Pero la minima cota superior de
un conjunto acotado de nameros reales, bien puede ser un miembro del conjunto. Asi, la usual
definicion de la minima cota superior seria inadecuada si el conjunto fuera potencialmente
infinito. En este sentido el principio de que los conjuntos son actualmente infinitos debe aplicarse

a los conjuntos en general, no solo a los conjuntos de los nimeros reales.
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Capitulo 4.

4. EL PAPEL DE LA TEORIA DE CONJUNTOS EN LA ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS COMO UNA CONTRIBUCION A LOS
PLANES DE FORMACION DE MAESTROS DEL IEP DE LA
UNIVERSIDAD DEL VALLE

A lo largo de este capitulo se intentara estudiar el papel que juega la teoria de conjuntos en la
ensefianza de las mateméticas, anudado*’ al analisis histérico-epistemoldgico que se desarrollé en
los capitulos anteriores, con el fin de justificar que para la formacion matemaética de un futuro
docente, es necesario contemplar el estudio de las nociones bésicas de la teoria de conjuntos;
pues ésta se concibe como fundamental en la organizacion de los conocimientos matematicos,
especialmente por el papel de las nociones conjuntistas que se requieren en las diversas
construcciones de los conjuntos numéricos. (Saenz, Arrieta & Pardo, 1988) indican que la teoria
de conjuntos produce dentro de las matematicas méas que un cambio de contenidos, un cambio de
lenguaje: el lenguaje conjuntista, asi las rectas de plano son consideradas como conjuntos de

puntos, los nimeros, las clases de equivalencia, etc.

La importancia de la teoria de conjuntos dentro de la matematica como un lenguaje unificador,
propicio la reforma de la ensefianza de las matematicas conocida como “matematica moderna”,
en la cual se dio un fuerte énfasis a los contenidos conjuntistas en los contenidos de educacion
basica y media, modificando contenidos de programas, textos y metodologias, por un poco mas

de dos décadas. Sin embargo, después de la gran difusion a nivel internacional de esta reforma en

* El estudio se desarrolla con respecto a las conclusiones obtenidas en los capitulos previos, en la medida que se
justifica que los andlisis de tipo historico-epistemolégico contribuyen a la educacion matematica, para clarificar la
naturaleza de los objetos matematicos y asi poder estudiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de estos objetos.
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la decada de los 80 se habla sobre el “fracaso de la matematica moderna” (Sierra, 1989). Ademas
es pertinente reconocer, que a pesar de la importancia que se le otorga a la teoria de conjuntos
para la ensefianza de las matematicas, también se produjeron muchas criticas en su ensefianza
para la educacion béasica y media, entre los criticos se encontraban grandes matematicos como:
Feynman (1965), Kline (1973), Freudenthal (1983), etc. y en consecuencia de las criticas

realizadas se decide suprimir los contenidos conjuntistas en estos niveles.

Sin embargo, actualmente varios paises contintan presentando un estudio de la teoria de
conjuntos en los curriculos de matematicas para la formacion de maestros, como ocurre en
Colombia, en los programas curriculares para la formacion de licenciados en educacion bésica
con énfasis en matematicas, y los licenciados en matemaéticas Y fisica, del IEP de la Universidad
del Valle, programas enmarcados a la formacion de docentes de matemética de educacion bésica

y media.

En este sentido es que se pretende estudiar, cudl es el papel que la teoria de conjuntos juega en
los procesos de formacion, con el fin de presentar una propuesta para la ensefianza de la misma

en los planes de formacion de docentes de matematicas del IEP de la Universidad del Valle.

4.1 Importancia de la teoria de conjuntos en la ensefianza de las
matematicas

Se puede inferir a partir de nuestra experiencia, primero como estudiantes de matematicas y en

segundo lugar como profesores, que los contenidos de la teoria de conjuntos son una herramienta
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fundamental para el estudio de la matematica, dado que los conjuntos son los que en cierta
medida han ayudado a renovar los fundamentos de las matematicas. En este sentido para que un
futuro licenciado de matematicas pueda comprender con mayor facilidad los contenidos de los
otros cursos de formacion matematica avanzada como son: célculo diferencial e integral,
ecuaciones diferenciales, algebra moderna, algebra lineal, analisis matematico, topologia y
geometria diferencial, etc. que conforman los curriculos de las licenciaturas en educacion basica
y educacion media, deben entonces poseer por lo menos las nociones basicas de la teoria

elemental de conjuntos.

Es importante tener presente, la manera como aparecen los conceptos conjuntistas. A partir de
las matemaéticas tradicionales, se resalta que al inicio Cantor no se ocupé fundamentalmente de la
teoria de conjuntos, sino de temas matematicos mas tradicionales, con lo cual logra revolucionar
las matematicas al hacer derivar de la teoria de conjuntos otro tipo de investigaciones que
aparentemente no tenian que ver con ella. De esta manera la nocién de conjunto se revelo como
una nocion basica de las matematicas, en la medida que sobre ella es que logra definir las

nociones de numeros cardinales y nimeros ordinales.

Ahora bien, segun (Ferreirds, 1998), a partir de la segunda mitad del siglo XIX, la nocién de
conjunto fue esencial para la nueva consideracion del algebra que se estaba planificando e incluso
para la nueva comprension de los fundamentos de la geometria; en este sentido, la teoria tiene un
caracter fundacional de la matematica en general, también (Godement, 1974) sefiala que sin las
nociones de conjunto y de funcion no se puede hacer nada en matematica y con ellas por el

contrario se puede hacer todo.
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Actualmente se considera a la teoria de conjuntos (salvo, tal vez, las partes de la teoria de
conjuntos gue son todavia muy discutidas; en particular, la teoria de nimeros transfinitos) como

la base sobre la cual se apoyan las diversas ramas de las matematica” (Santorino, 2000, p. 63),
citado por (Arrieche 2002, p. 83)

Se considera, entonces, que la teoria de conjuntos es clave para entender muchos de los
avances de la matemaética y las mismas aplicaciones que ésta ha tenido en otras ramas de la
ciencia; en este sentido es que se considera indispensable establecer la matematica sobre bases
mas solidas, por ende en la ensefianza de las matemaéticas se deben de contemplar el trabajo con

estos elementos fundacionales de la matematica que se encuentran en la teoria de conjuntos®.

En la introduccién del texto de (Dedekind, 1888) ;Qué son y para qué sirven los nimeros?,
Ferreir6s®® menciona que las teorfas de Dedekind propusieron basar la fundamentacion del
sistema numérico en la teoria de conjuntos; asi pues, los numeros naturales quedan caracterizados
como conjuntos dotados de ciertas operaciones internas que le confieren una estructura algebraica
particular, ademas los demas tipos de nimeros se obtendran por construccion de conjuntos hasta
que se alcance el cuerpo de los nimeros complejos, y las operaciones se desarrollarian sobre la

base de un sucesor por extensiones progresivas.

El papel desarrollado por Dedekind dentro de la teoria de conjuntos es fundamental, en la
medida que para él toda la matematica pura se puede considerar como un edificio construido
sobre fundamentos conjuntistas (Ferreirds, 1993), este matematico elabor6 las definiciones

conjuntistas basicas de los conjuntos de los nimeros naturales, enteros racionales y reales.

*® (Klimovsky, 1993, p.12), citado por (Arrieche, 2002), menciona que: “no es posible comprender cémo se investiga

en matematica y en que consiste, sin entender qué son los conjuntos y que propiedades tienen”.
* José Ferreirts, realiza la traduccion e introduccién del texto de R. Dedekin: ¢Qué son y para qué sirven los
nimeros?, a través de la alianza editorial, en 1998.
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En este sentido, “Dedekind tuvo una gran influencia en que todas las ramas de la matematica
se hayan impregnado de la nociones de la teoria de conjuntos” (Arrieche, 2002, p.83). Una razén
mas por la cual se puede ver porgue en la actualidad los contenidos que conforman el curriculo de
matematicas en distintos niveles educativos involucran, implicita o explicitamente nociones
conjuntistas bésicas, como caso particular se ven los programas de formacion de maestros de
matematica del IEP y los documentos oficiales del MEN (Estandares Basicos de Competencias

en Matematicas).

Por ende, se considera que los futuros docentes de matematica requieren de un manejo
adecuado de los contenidos elementales que se incluyen en los niveles de educacion bésica y
media, uno de los cuales es el estudio de los conjuntos numéricos (nimeros naturales, enteros,

racionales y reales) y sus operaciones aritméticas.

4.2 La formacidn de maestros a traveés de la teoria de conjuntos

Aunque después de la implementacion de las mateméticas modernas en 1960 y las criticas
realizadas por muchos matematicos para suprimir su estudio de los planes curriculares de la
primaria y secundaria, de los libros de texto de matematicas escolares, incluso (Zazkis & Gunn,
1997), citados en (Arrieche, 2002), resaltan que ni siquiera en los Estandares Curriculares y de
Evaluacion para la Educacion Matematica del National Council of Teacher Mathematics (NCTM,
1989) se mencionaron conceptos de teoria de conjuntos. Se puede decir que estas posiciones no
fueron suficientes para abolir por completo la teoria de conjuntos de los curriculos de los cursos

de matematica, especialmente de los cursos que se proponen a un nivel universitario.
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En esta medida podemos decir, que la teoria de Conjuntos continua presentando un papel
fundamental dentro de la matematica y dentro de la formacion de docentes de matematica, en
particular en Colombia, pues es notorio encontrar que en casi todos los cursos ofrecidos para los
maestros en formacion matematica se ofrece un tema introductorio a la teoria de conjuntos, en
estudios realizados por Zazkis y Gunn (1997) se evidencia como la mayoria de los textos de
matematicas para los maestros en formacion, tienen incluido un capitulo sobre teoria de
conjuntos. Destacando ademas, que la mayoria de los temas habituales para los docentes en
formacion, son el estudio de los nimeros naturales, las formas geométricas y transformaciones,
los nUmeros racionales, la teoria de nameros, el analisis de datos, temas que estan relacionados

con la educacion basica y media.

Se considera asi, que los conceptos de la teoria de conjuntos son una preparacion para los
fundamentos de las matematicas, y en este sentido una base para que los maestros logren ampliar

los conceptos que se esperan sean los ensefiados.

4.2.1 Pertinencia de las nociones conjuntistas que requieren los docentes en formacion

Se resalta, que los futuros docentes de Educacién Basica y Media tienen que ensefiar implicita
o explicitamente nociones conjuntistas como los nimeros naturales, racionales, reales, sus
relaciones y operaciones, el estudio de procesos infinitos, la probabilidad, etc. y esto se ve
contemplado en los Estandares Curriculares de Matematica. En este sentido es que se justifica,
ensefar a los futuros docentes de matematica, las nociones conjuntistas basicas, aunque sea de
una forma intuitiva o informal. Pues como se menciona en los Lineamientos Curriculares (1998,

p.16) desde la década de los 80 se empezd a reconocer a nivel mundial que el énfasis dado en la

122

——
| —



matematica basica a lo estructural habia sido exagerado y de consecuencias negativas, y es a raiz
de esto que se busca resaltar el valor de lo empirico y lo intuitivo en los procesos de construccion

matematica de la escuela.

En los estandares curriculares y de evaluacion para la educacion matemética (NCTM, 1989),

sentido numérico es: “una intuicion sobre los nimeros que surge de todos los diversos significados
del nimero” (MEN; 1998, p. 38)

Es importante observar, que aungue no se busque explicitamente ensefiar las nociones
conjuntistas en su estructura formal, aun los Estdndares Béasicos de Matematicas, buscan
fortalecer y desarrollar ciertos pensamientos matematicos a partir del estudio implicito de
elementos que pertenecen a la teoria de conjuntos, como se puede ver en las figuras 1y 2 a partir
de la visualizacion de la coherencia vertical y horizontal, que proponen los Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas, se ilustrard ademas de manera esquematica, los estandares
relacionados con nociones conjuntistas, con el objetivo de mostrar cuales deberian ser los
conocimientos minimos a los cuales deben acceder los docentes en formacion de matematicas,
para desempefarse en la escuela colombiana, se debe entender la coherencia vertical esta dada
por la relacion de un estandar, con los demas estandares del mismo pensamiento en otros
conjuntos de grados, y la segunda por la relacion que presenta un estandar determinado con los

estandares de otros pensamientos dentro del mismo conjunto de grados (MEN, 1998, p. 78).

Figural: llustracion de las competencias buscadas para la formacién de la educacion basica.
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De acuerdo a esta representacion esquematica, podemos observar que a medida que los

estudiantes avanzan en sus procesos de educacion, la complejidad de sus conocimientos no se
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evidencia solamente en aspectos formales a la disciplina, sino también el tipo de procesos
generales de la actividad matematica; se pretende que en la medida que los estudiantes dispongan
de mejores comprensiones conceptuales, podran desarrollar procesos con mayor complejidad y se

podrén enfrentar a niveles de mayor abstraccion mental.

Se justifica también, que para los profesores en formacion es necesario conocer los enfoques
de construccion de los nimeros, en los cuales se encuentran los conceptos basicos de la teoria de
conjuntos y las nociones relacionadas con las relaciones y funciones, pues como se menciona en

los estandares basicos:

(...) el desarrollo del pensamiento numérico exige dominar progresivamente un conjunto de
procesos, conceptos proposiciones, modelos, teorias en diversos contextos, los cuales permiten
configurar las estructuras conceptuales de los diferentes sistemas numéricos necesarios para la
Educacién Basica y Media y su uso eficaz por medio de los distintos sistemas de numeracion con
los que se representan.

En este sentido, resulta posible y deseable una propuesta educativa para los cursos de Teoria
de Conjuntos, como una contribucién a los planes de formacion de docentes del IEP de la
Universidad del Valle. Especialmente si se tienen en cuenta que estos docentes seran los
encargados mas adelante de ensefiar los numeros naturales, etc., los cuales son el primer contacto
de los nifios con la matematica, surgen entonces como una consecuencia obvia que los futuros

maestros de primaria deben poseer conocimientos matematicos solidos sobre dichos nimeros, y
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por tanto conocer las nociones basicas de teorias de conjuntos involucradas en la diversas

construcciones, que estos manejan’.

El paso del concepto de nimero natural al nimero racional necesita una reconceptualizacién de la
unidad y del proceso mismo de medir, asi como una extensién del concepto de nimero.

Es importante tener presente que los numeros no deben confundirse con los conjuntos, y que
cada numero no se puede identificar con una coleccion de conjuntos coordinables, ni como una
propiedad de los conjuntos coordinables entre si. Se debe reconocer que los cardinales de los
conjuntos, su numerosidad, son la razon de ser de los nimeros. Se podria pensar de hecho que los
cardinales finitos son atributos de los conjuntos que forman un sistema naturalmente ordenado.
Ellos son un ejemplo de los infinitos posibles, del tipo estructural que designamos como ndmeros

naturales.

Cabe resaltar ademas, que cuando un docente de matematicas intente explicar que son los
nimeros naturales, se puede encontrar con grandes dificultades, como menciona Dedekind,
dificultades que se encuentran cuando introducen las nuevas definiciones de sistema finito e

infinito, en la medida que se intente construir la aritmética de los nimeros sobre este fundamento.

Los Estandares Curriculares de Matematicas, plantean el desarrollo de los procesos
curriculares y organizacion de actividades centrales en la comprension del uso y de los

significados de los nimeros y de la numeracion; la comprensién del sentido y significado de las

*% Existen diferentes construcciones de los nimeros elaboradas por autores interesados por los fundamentos de la
matematica como Frege, Dedekind, Peano, y también otras con un enfoque mas constructivista como las de Weyl y
Lorenzen.
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operaciones y de las relaciones entre numeros, y el desarrollo de diferentes técnicas de calculo y

estimacion.

Dichos planteamientos se enriquecen si, ademas, se propone trabajar con las magnitudes, las
cantidades y sus medidas como base para dar significado y comprender mejor los procesos
generales relativos al pensamiento numérico y para ligarlo con el pensamiento métrico. Por
ejemplo, para el estudio de los nimeros racionales y reales, de la medida de magnitudes y
cantidades continuas. Estas extensiones sucesivas de los sistemas numéricos y de sus sistemas de
numeracion representan una fuerte carga para estudiantes y docentes y una serie de dificultades

didacticas para estos ultimos.

4.3 PROPUESTA DE DISENO

Se podria considerar que el papel de la teoria de conjuntos en la formacion de maestros no es
importante en la medida que los contenidos de la teoria no aparecen como tematicas para ser
ensefiadas en la educacion Bésica y Media; sin embargo, de acuerdo a lo que se pretende alcanzar
con los Estandares Curriculares, nos resulta dificil imaginar que los futuros maestros en
formacion puedan prescindir de los elementos conjuntistas cuando tengan que estudiar y ensefiar
por ejemplo los sistemas numeéricos, y otros contenidos matematicos que requieran de estos

conceptos para ser estudiados y ensefiados.

Ademas es importante considerar los conceptos de la Teoria de Conjuntos como un

complemento importante sobre los fundamentos de la matematica, extendiendo los horizontes
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matematicos de los maestros en formacion mas alla de lo que se espera que ellos ensefien. En esta
propuesta para la ensefianza de la teoria de conjuntos para docentes en formacion nos
enfocaremos en el analisis historico-epistemoldgico presentado en el capitulo 11y en la reflexion
educativa presentada en el capitulo Il11, pues son estos analisis y reflexiones los que ayudan a
clarificar la naturaleza de los objetos matematicos en cuestion y los diversos significados que

estos tengan en distintos contextos.

A continuacion, se mostraran las propuestas tematicas, para los cursos de Teoria de Conjuntos
de la Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en Matematicas y la Licenciatura en

Matematicas y Fisica, del IEP, de la Universidad del Valle.

4.3.1 Temas para trabajar en la Licenciatura en Educacion Basica con énfasis en
Matematicas

Se puede decir, que los objetivos pretendidos con los temas propuestos para un curso
intuitivo® de Teorfa de Conjuntos para estudiantes de la Licenciatura en Educacién Bésica,
estaran delimitados al conocimiento de una teoria intuitiva de conjuntos; en este sentido se espera
que los estudiantes puedan reconocer los elementos de un conjunto por comprension, definir la
propiedad caracteristica de un conjunto determinado por extension, identificar y trabajar
correctamente con las operaciones de: union, interseccion, diferencia y diferencia simétrica,

relaciones de inclusion entre conjuntos, etc. y un tema central de acuerdo a lo que se propone en

>! Se sugiere hablar de un curso intuitivo, en la medida que la estructura temética como tal no abarca realmente todos
los temas concernientes a la teoria de conjuntos, de acuerdo a lo analizado en el capitulo Il, pero se considera
importante que al menos se dé un acercamiento intuitivo a las principales nociones de la teoria y que seran
fundamentales para la comprension de los sistemas numéricos.
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los Lineamientos Curriculares es la construccion de los ndmeros naturales N y enteros Z.

(reconocemos con esto que el nimero es una propiedad de los conjuntos).

En este sentido, se proponen dos objetivos esenciales; un objetivo que tiene como prioridad
dar a los alumnos elementos béasicos de teoria de conjuntos, que serviran a la formacion
matematica, pero para la presentacion de estos elementos bésicos es fundamental la realizacién
de una adecuada contextualizacion histérica y filoséfica acerca de los elementos mas
significativos para la consolidacién de la teoria de conjuntos. Se puede decir también que un
objetivo inicial del curso es aclarar los malos entendidos y prejuicios sobre los dos conceptos
indefinidos: objetos de la teoria de conjuntos (conjuntos y no conjuntos) y la relacion de
pertenencia. La distincion conjunto-clase y aclaracién de paradojas. El otro objetivo es construir
los numeros naturales y los nimeros enteros. Pues es fundamental que un futuro docente de
matematica tenga un adecuado manejo de los sistemas numéricos, y para la educacion basica se

da prelacién al trabajo con los nimeros naturales y enteros.

Para la propuesta de este curso, dirigido a los estudiantes de Licenciatura en Educacion
Bésica, se recomienda que estos estudiantes se encuentren cursando el tercer semestre de su
formacion profesional; esto con el fin de que los estudiantes ya se hayan enfrentado a unos cursos
previos de su formacion matematica, que en parte contribuyan a la formacion de un pensamiento
matematico avanzado, asi cuando se enfrente al curso tendra un mejor grado de madurez
intelectual, en la medida que han pasado por cursos de formacion previa como Elementos de
Logica Matematica, Geometria | y Geometria Il, Historia de las Matematicas Griegas, Yy

Matematicas Fundamentales.
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Este curso es de caracter obligatorio, se propone con una intensidad de 5 horas semanales,

equivalentes a 80 horas semestrales, el nimero de créditos contemplados para el curso es de 5, se

plantea como prerrequisito para matricular el curso que los estudiantes hayan cursado y aprobado

los cursos de Elementos de Logica Matematica y Matematicas Fundamentales ofrecidos en el

IEP, para esta carrera, el nombre que se propone para el curso es: Elementos Generales de

Teoria de Conjuntos. A continuacion se presenta la propuesta del curso con el numero de horas,

los contenidos y/o temaéticas, las sugerencias bibliograficas y justificacion de cada una de las

unidades para ser abordas.

NUmero
de Unidades Tematicas. Justificacion. Sugerencias
Horas Bibliograficas.
1. Aportaciones Se considera importante y|Amor J. A. (1993).
Hist(.')rif:as en el elevante el estudio de las| Paradojas, intuicion y
surgimiento de la . logica”, Revista
teoria de conjuntos. tematicas propuestas en esta Ciencias, Facultad de
primera unidad, en la|Ciencias, UNAM, No.
1.1 La teorfa de conjuntos |medida que al ofrecer a los | 29-
como teorfa del infinito | estudiantes acercamientos a Aponte, M. (2008).
25 actual.

1.1.2 El debate filoséfico
entre el infinito potencial
vs. el actual.

1.2 Los comienzos de la
teoria de conjuntos.
1.2.1 El problema de la
no numerabilidad

del conjunto R.

Demostracion de la

no numerabilidad

de R.

1.3 La emergencia de las
paradojas en la teoria

1.2.2

los procesos histéricos y

criticos  con enfoques

epistemologicos que
permitieron la consolidacion
de la teoria de conjuntos,
contribuye a un futuro
docente en la adquisicién de
instrumentos criticos, que
méas adelante le permitiran

generar herramientas para

Trabajo de grado: De la
intuicién sensible del
infinito potencial a la

caracterizacion légico-
formal del infinito
actual: un  estudio
histdrico-

epistemoldgico en la
perspectiva  de la
Educacion Matematica.
Instituto de Educacion
y Pedagogia,
Universidad del Valle.
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de conjuntos.
1.3.1 La paradoja de
Russell.
1.4 Consolidacion de la
teoria de conjuntos.
1.4.1 Respuestas a las

paradojas.

142 ElI teorema del
Buen Orden de
Zermelo.

acercarlo mas a un saber

académico, 'y  poderlo
comunicar  con mayor
certeza.

Ademas esta unidad
introductoria tiene como

propésito mostrar a los

Bolzano, B. (1851). Las
paradojas del infinito.
Traducciéon del aleman
de Luis Felipe Segura.
Servicios Editoriales de
la Facultad de Ciencias,
UNAM, México, 1991

Carroll, L. (2002), El
Juego de la Ldgica y
otros Escritos, Madrid:

15

1.4.3  Presentacion estudiantes una historia de | gjj
intuitiva de los alianza,
i obstéculos y dificultades que
transfinitos y €1 b Amore, B. (1996). EI
cardinales y|se presentaron en la|infinito: historia  de
Laa grdlnaltes.” consolidacion de la teoria, | conflictos y sorpresas.
4.4 Fresentacion En. Epsilon (Espafia)
Lo ara ue los futuros| " ;
Intuitiva del p q _ 36, pp. 341-366
Axioma de | docentes puedan reflexionar
Eleccion. sobre lo que se ensefia y lo Recalde, L. (2009).
15Crisis  en los ey Notas del curso de
fundamentos en la|dU¢ 3¢ aprende. rr]r::li(;g\%ticas de las
istori fundamentalmen nseflar| =0
hIStOI’Ia“ de las | fundamentalmente - ensena Universidad del Valle,
matematicas. un concepto que se supone | Cali-Colombia.
151 EI royecto .
- proy obvio y natural y por ende
logicista.
152 El proyecto |hunca  es  ensefiado el
formalista. concepto de infinito
153 !EI o Proyecto matematico.
intuicionista.
2. Algunos  elementos | El proposito de esta unidad |[Di  Prisco,  Carlos

basicos de la teoria de
conjuntos.

2.1 Aclaraciones sobre el
concepto de conjunto.
El lenguaje de la teoria
de conjuntos.

2.2 .Construccion de
conjuntos. ¢Como

es ofrecerles a los alumnos
los elementos basicos de la
teoria de conjuntos que les
sirvan en su formacién
tedrica. En este sentido se

pretende aclararle a |los

Augusto. (1997). Una
Introduccién a la Teoria
de Conjuntos. Primera
Edicion. Centro de
Logica, Epistemologia
e Historia de la Ciencia.
Universidad de
Campinas (Brasil).

Karel Hrbacek and
Thomas Jech. (1999)
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construimos

conjuntos?
2.2.1 Nocién de
conjunto.  Nocion

de pertenencia a un
conjunto. Notacién
2.3 Relaciones entre
conjuntos un,C-—
Union e interseccion
generalizadas.
2.4 Diagramas de Venn y
diagramas de Euler.

estudiantes los malos

entendidos 'y  prejuicios
sobre los dos conceptos
indefinidos: objetos de la
teoria (conjuntos 'y no
conjuntos) y la relacion de

pertenencia.

Introduction to  Set
Theory. Third Edition.
Revised and Expanded.
Marcel Dekker, Inc.

Mufioz, José M. (2002)
Introduccién a la Teoria
de Conjuntos. Cuarta
Edicion. Facultad de
Ciencias  Universidad
Nacional de Colombia

20

Representacion de
operaciones.
3. Algebra de [En esta tercera unidad se|Amor, J.A., (2000) “La
Conjuntos. pretende dar un | teoria de. conjuntos en
) ) el siglo XX,
3.1 Par ordenado y |acercamiento al estudio de

producto cartesiano.
3.2 Relaciones, Particiones
y Funciones.
3.2.1 Relaciones de
orden y de
equivalencia.
Funciones:
inyectivas,
biyectiva,
sobreyectivas,
mondtonas, etc.
3.3 Ordenes parciales
totales y buenos.

3.2.2

elementos  esenciales vy
fundantes de la teoria de
conjuntos como son los
conceptos de par ordenado,
producto  cartesiano, las
relaciones de orden y los
Ordenes parciales, en este
sentido se desea formar a los
estudiantes con un lenguaje
més formal en matematicas
y brindarle elementos para
para clarificar conceptos
como los de relaciones y
funciones, tematicas que
trabajar en cursos previos de

su formacion profesional.

Miscelanea Matematica
No.31.

Jech, T., Set Theory,
(1978).
Academic Press.

Boston:

Mufioz, José M. (2002)
Introduccién a la Teoria
de Conjuntos. Cuarta
Edicion. Facultad de
Ciencias  Universidad
Nacional de Colombia
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4. Construcciéon de los
NUumeros Naturales y
los NUmeros Enteros.

4.1 Definicion y
construccién de los N.

4.2 Teorema de Recursién
para nameros
naturales.

4.3 Aritmética de  los
naturales IN.

4.4 Construccién de los
enteros Z.

4.5 Operaciones en Z.

4.6 Inmersién de N en Z.

El principal propoésito de

esta Ultima unidad es
construir ~ los  nameros
naturales y los nameros
enteros, en este sentido que
los estudiantes se puedan
fundamentar en la
construccion de dos de los
sistemas numéricos basicos:
los naturales y enteros, y de
esta manera otorgarle a los
estudiantes elementos
matematicos, historicos y
didacticos, que le permitan
orientar la comunicacion de
estas nociones en los
diferentes afios de su

formacion basica.

Arrieche, M. (2002). La
Teoria de Conjuntos en
la formacion de
maestros:  facetas vy
factores condicionantes
del estudio de una

teoria matematica.
Tesis  Doctoral  del
Departamento de
Didactica de la
Matematica  de la
Universidad de

Granada. Espana.

Di Prisco, Carlos
Augusto. (1997). Una
Introduccién a la Teoria
de Conjuntos. Primera
Edicion. Centro de
Logica, Epistemologia
e Historia de la Ciencia.
Universidad de
Campinas (Brasil).

Karel Hrbacek and
Thomas Jech. (1999)
Introduction to  Set
Theory. Third Edition.
Revised and Expanded.
Marcel Dekker, Inc.

4.3.2 Temas para trabajar en la Licenciatura en Matematicas y Fisica

Considerando que los estudiantes del programa de Licenciatura en Matematicas y Fisica, no
tienen un acercamiento previo a los estudios de la I6gica proposicional y de predicados, lo cual es
un poco complejo, pues el manejo del lenguaje l6gico es fundamental para un futuro docente de
matematicas. Reconociendo que intentar articular dos cursos en uno solo, es algo muy ambicioso,

de acuerdo a las tematicas que ambos abordan y el poco tiempo del que se dispone en el semestre,
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se recomienda entonces ofrecer un curso donde se contemple la ensefianza de los principales
conceptos de teoria de conjuntos que un docente de formacion matematica para la educacion
media requiere. Para esta propuesta, y pensando que es deseable que aparte de que los estudiantes
conozcan los elementos béasicos de la teoria de conjuntos y los sistemas numéricos, se propone
realizar una ultima unidad con un acercamiento aunque sea intuitivo a la aritmética cardinal y
ordinal transfinita y al axioma de eleccion, pues estos conceptos seran requeridos por ellos en los

cursos siguientes de formacién matematica avanzada.

Ademas como los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas y Fisica necesitan un
acercamiento un poco mas formal a los conceptos conjuntistas, en la medida que este curso es la
antesala a los otros cursos de formacion matematica superior, como son los cursos de Algebra
Moderna, Analisis Matematico y Topologia y Geometria Diferencial, proponemos, que en el
curso se oriente al estudiante al concepto de demostracion; este curso se recomienda para
trabajarlo en tercer semestre, después que los estudiantes hayan cursado y aprobado los cursos de
Matematica Fundamental (se espera que en este curso se contemple aspectos centrales de la
I6gica de predicados y de primer orden) y Geometria I, que de alguna manera inician el lenguaje

formal de las matematicas.

El objetivo principal, es dar a los alumnos elementos bésicos de teoria de conjuntos que les
sirvan en su formacién matematica. Dos de los elementos principales el manejo claro del axioma
de eleccion a través de la implementacion de la axiomatica ZFC, y los conceptos de relaciones y
ordenes. Un objetivo inicial es aclarar los malos entendidos y prejuicios sobre los dos conceptos

indefinidos: objetos de la teoria (conjuntos y no conjuntos) y la relacion de pertenencia. La
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distincion conjunto-clase y aclaracion de las paradojas presentes en la teoria. Otro objetivo es
construir los numeros naturales, enteros y racionales y brindar un acercamiento a la construccion

de los nimeros reales.

El curso que se propone es de caracter obligatorio; se plantea con una intensidad de 5 horas
semanales, equivalentes a 80 horas semestrales, el numero de creditos contemplados para el curso
es de 5, el nombre que se propone para este curso es: Introduccion a la Teoria de Conjuntos. A
continuacion se presenta un cuadro con el nimero de horas, los contenidos y/o tematicas y la

justificacion de cada una de las unidades para ser abordas en este curso.

NUmero
de
Horas

Sugerencias

Unidades Tematicas. Bibliograficas.

Justificacion.

1. Introduccién:
Reflexiones Histdricas
en el surgimiento de la
teoria de conjuntos.

Se considera importante el |Amor J. A. (1993).

“Paradojas,

estudio de las tematicas

intuicién y logica”,
Revista  Ciencias,
Facultad de
Ciencias, UNAM,
No. 29.

propuestas en esta primera

i i unidad, en la medida que al
1.1La teoria de conjuntos

ofrecer a los estudiantes

como teoria del infinito

acercamientos a los procesos
actual.

11

1.1.2 El debate

filos6fico  entre el
infinito potencial vs. el

actual.

historicos y epistemoldgicos
que permitieron la
consolidacion de la teoria de
conjuntos, buscando en este

sentido contribuir a un futuro

Aponte, M. (2008).
Trabajo de grado:
De la intuicion
sensible del infinito
potencial a la
caracterizacion

1.2 Los comienzos de la l6gico-formal  del
: docente en la adquisicion de | ;nfin :

teorfa de conjuntos. q Infinito - actual: un

121 El probl de | instrumentos  criticos, que |estudio historico-

o probiema de fa no epistemoldgico en

méas adelante le permitiran

numerabilidad  del _ la perspectiva de la
conjunto R. generar herramientas para Educacion
Matematica.
[ 135 }




1.3La emergencia de las

paradojas en la teoria de
conjuntos.

1.3.1 La paradoja de
Russell.

de
teoria de conjuntos.
141

1.4 Consolidacién la

Respuestas a las
paradojas.

1.4.2 EIl teorema del Buen

Orden de Zermelo.

1.5 Introduccion a  los

transfinitos Ordinales y

Cardinales.

acercarlo mas a un saber

académico, y  poderlo
comunicar ~ con  mayor
certeza. Se desea ademas que

los estudiantes comprendan
el caracter paraddjico que se
presenta en la teoria de
conjuntos. Ademas tener una
reflexion en cuanto a la

ensefanza del infinito

matematico.

Instituto de
Educacion y
Pedagogia,
Universidad del
Valle.

Bolzano, B. (1851).
Las paradojas del
infinito. Traduccion
del aleman de Luis
Felipe Segura.
Servicios
Editoriales
Facultad de
Ciencias, UNAM,
México, 1991.

de Ila

D"Amore, B.
(1996). El infinito:
historia de
conflictos y
sorpresas. En.
Epsilon (Espafia),
36, pp. 341-366.

Ferreiros, J. (1991).
El nacimiento de la
teoria de Conjuntos,

1854-1908. En:
Ediciones de la
Universidad
Auténoma de
Madrid, pp. 205-
366.

Quine, W. (1941),
Russell’s  Paradox
and Others, USA:
The Technology
Review.

Recalde, L. (2005).
Notas del curso de
historia de las
matematicas.
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Universidad del
Valle, Cali-
Colombia.

22

2. Algebra de Conjuntos.

2.1 Aclaraciones sobre el
concepto de conjunto,
conjunto y no conjunto.
El lenguaje de la teoria
de conjuntos.

2.2 Construcciones de

conjuntos. El conjunto

universo

2.3 Un acercamiento
intuitivo a la axiomatica
al estilo ZF
2.3.1. axioma  del
conjunto vacio
2.3.2. axioma de
extensionalidad
2.3.3 axioma de

comprension.
2.3.4 axioma de pares.
2.3.5 axioma de unién y
de potencias.
2.4 Operaciones con
Conjuntos.
2.5 Ordenes parciales totales

y buenos.

El proposito de esta unidad
es ofrecerles a los alumnos
los elementos basicos vy
fundamentales de la teoria de
conjuntos que les sirvan en

su formacion académica.

En este sentido se pretende
acercar a los estudiantes de
una manera intuitiva a los
elementos que se consideran
en la axiomatica de ZF y en
este sentido mostrara como
se superan las paradojas y
contradicciones de la teoria
ingenua  de  conjuntos,

aspectos que se trabajarian

en la unidad 1, con la
introduccién de la
axiomatica al estilo ZF, se
espera que los estudiantes
reconozcan esta axiomatica
como un fundamento
riguroso de la teoria de
conjuntos, también  que
identifiquen la pertinencia

del trabajo con operaciones

con COI’]jUﬂ'[OS, para conectar

Amor, J.A., (2000)
“La teoria de
conjuntos en el siglo
XX”,  Miscelanea
Matematica No.31.

Di Prisco, Carlos
Augusto.  (1997).
Una Introduccién a
la Teoria de
Conjuntos. Primera
Edicién. Centro de
Légica,

Epistemologia e
Historia  de la
Ciencia.

Universidad de
Campinas (Brasil).

Karel Hrbacek and
Thomas Jech.
(1999) Introduction
to Set Theory. Third

Edition. Revised
and Expanded.
Marcel Dekker, Inc.
Mufioz, José¢ M.
(2002) Introduccion
a la Teoria de
Conjuntos.  Cuarta
Edicién. Facultad de
Ciencias
Universidad
Nacional de
Colombia.
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estos conceptos a los

conceptos de ordenes
parciales. En esta segunda
unidad se realizard& un
tratamiento més formal a las
nociones conjuntistas, claro

esta que la manera como se

prevé introducir estos
conceptos apela a unos
acercamientos intuitivos,

para que los estudiantes

conceptualicen los nuevos

principios.

22

3. Relaciones
Funciones.

3.1 Pares or

producto cartesiano.

3.2 Relaciones,

y
denados vy
Particiones

y Funciones.

3.2.1 Relaciones de orden

y de equivalencia.

3.2.2 Operaciones con
relaciones: inversa
de una relacion,
composicion de
relaciones.

3.3 Funciones: inyectivas,

biyectiva,
monoétonas, etc
3.4

sobreyectivas,

Cardinalidad.

En esta tercera unidad se
ofrecera un estudio a los
conceptos de relaciones y
funciones, con el propoésito
de presentar un acercamiento
intuitivo a los conceptos de
cardinalidad y Equipotencia
entre dos conjuntos,
concepto fundamental dentro
de la consolidacién de la

teoria cantoriana.

Karel Hrbacek and
Thomas Jech.
(1999) Introduction
to Set Theory. Third

Edition. Revised
and Expanded.
Marcel Dekker, Inc.
Jech, T., Set
Theory, (1978).
Boston: Academic
Press.

Mufioz, José M.

(2002) Introduccion
a la Teoria de
Conjuntos.  Cuarta
Edicién. Facultad de
Ciencias
Universidad
Nacional de
Colombia
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Equipotencia de dos
conjuntos. Teorema de
Cantor, conjuntos finitos y

conjuntos infinitos.

25

4. Conjuntos numerables
y no numerables.

4.1 Definicion y
construccion de los IN.

4.2 Principio de induccion.

4.3 Orden en N. El axioma
del infinito

4.4 Construccion de Z.

4.5 Inmersion de N en Z.

4.6 Construccion de Q.

4.7 Inmersion de Z en Q.

4.8 Introduccion a la
construcciéon de R por
cortaduras.

4.9 Inmersion de Q en R.

4.10 Cardinalidad de
QyR.

4.11 El axioma de
Reemplazo.

4.12 El axioma de
Eleccion.

El principal proposito de esta
Gltima unidad es construir
los nimeros (N, Z, Q vy R)
dado que es fundamental y
esencial que los docentes en
formacion reconozcan los
procesos de construccién de
los sistemas numeéricos, Yy
todos los armazones
conceptuales que se
encuentran inmersos en estos
procesos.

También  se  considera
fundamental introducir a los
estudiantes a la presentacion
de los axiomas de Eleccion
que junto con la axiomatica
al estilo ZF, se constituyen
en uno de los fundamentos
de las matematicas, como
mencionamos en los
capitulos 1l y 111, y el axioma
de Reemplazo que se hace
necesario para justificar de

una manera formal el

Dedekind, R.
(1888). ¢Que son vy
para qué sirven los
nlmeros?

[Traduccién e
introduccion de José
Ferreir6s]. Madrid:
Alianza  Editorial,
1998.

Di Prisco, Carlos
Augusto.  (1997).

Una Introduccion a
la Teoria de
Conjuntos. Primera
Edicion. Centro de
Ldgica,
Epistemologia e
Historia  de la
Ciencia.
Universidad de
Campinas (Brasil).

Ferreirds, J. (2006).
Fundamentos para
una teoria general
de conjuntos.
Escritos y
correspondencia
selecta. Traduccion
comentada e
introduccion de José
Ferreiros. En:
Editorial Critica,
Barcelona.

Karel Hrbacek and
Thomas Jech.
(1999) Introduction
to Set Theory. Third
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teorema de recursion para | Edition. Revised
ordinales. Finalmente se and Expanded.
Marcel Dekker, Inc.
desea dar a manera de
Lipschutz, Teoria de
Conjuntos y Temas
reflexién un acercamiento a Afines, serie

los transfinitos Ordinales y |Schaums McGraw-
Hill.

introduccién, mas como

Cardinales, esto con el fin de
que los estudiantes
establezcan las distinciones
al menos bésicas entre los
numeros cardinales y los
ordinales, distincién que se
considera clave para
justificar la matematizacion

del infinito actual.

Cabe resaltar que
consideramos que
fundamental la construccion
de R especialmente para que
los estudiantes tomen
conciencia de las
problematicas que hay en la
consolidacién de este sistema

numeérico.

Basicamente lo que se busca con las tematicas de estos dos cursos es que la teoria de
conjuntos permita describir determinadas situaciones y actividades, no como una teoria

formalizada, sino mas intuitiva. Pues el reto es desarrollar conceptos y relaciones tan basicas
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como el concepto de conjunto, los conceptos de relaciones y funciones, que en la mayoria de las

veces se tienen contempladas bajo ideas confusas.

Ahora bien, se caracteriza bajo la ensefianza de una teoria intuitiva, en la medida que se puede
considerar la intuicion como una caracteristica inherente al ser humano, se puede pensar que con
este tipo de cursos los estudiantes se acerquen a las nociones de conjunto, funciones, en especial
la funcion biyectiva, que comprendan los principales aspectos desde un enfoque histérico-
epistemoldgico que se presentan en la consolidacion de la teoria de conjuntos cantoriana, con
todos los problemas y entramados paradojicos que se envuelven en la teoria, ademas que logren
habilidades para conocer la construccion conjuntista de los nimeros naturales y enteros y ver ahi
su cardinalidad, también que logren manejar de algin modo la nocién matemaética de igual,
menor o mayor entre cardinalidades de conjuntos infinitos. Y especialmente logren darse cuenta
de nociones tan claves como la relacién parte-todo, conjunto universal, la nocion de infinito, que
siempre se revelan de una forma paraddjica o que bien nuestra razon o intuicién yerran en algo

esencial para comprenderlas.

4.4 Metodologia para trabajar los cursos

De acuerdo a las reflexiones presentadas en el capitulo 11, consideramos que la metodologia
escogida para la propuesta de estos cursos no puede ser otra que aquella que favorezca la
interaccion comunicativa entre el docente y los estudiantes, en este sentido se sugiere ubicarse en

un paradigma comunicativo, subrayando una perspectiva centrada en la accion, es decir en la
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realizacion de tareas significativas y motivadoras que estimulen en los estudiantes el aprendizaje

por las cuestiones conjuntistas.

De esta manera, se esta reconociendo al alumno como uno de los ejes centrales del curso y se
espera que las concepciones o intuiciones que ellos manejen con respecto al infinito sean tenidas
en cuenta al momento de presentar las tematicas propuestas en la primera unidad de ambos
cursos, pues lo que en ocasiones un docente puede catalogar como error de un estudiante a veces
no es otra cosa que un intento del estudiante por intentar cuadrar concepciones precedentes en
situaciones nuevas. Ademas como menciona (Bobadilla, 2012), citando a (Foucault, 1969): El
saber no entra tan solo en las demostraciones; puede intervenir igualmente en ficciones,

reflexiones, relatos, reglamentos institucionales y decisiones politicas.

En este sentido, esta metodologia pretende llevar a los futuros docentes en formacién a
conocer que los procesos historicos presentes en la construccion de una teoria tan delicada como
lo es la teoria de conjuntos, les proporcionara criterios para reconocer situaciones que en

ocasiones son estigmatizadas banalmente como errores y punto sin escapatoria.

Ahora bien, se menciona que este tipo de metodologia, donde se propicia la comunicacion,
debe favorecer el aprendizaje significativo; en este sentido, se espera que lo que se plantea en la
clase sea en su mayoria de interés para el alumno; asi pues los objetivos, tareas, actividades,
deberian hacer parte de las necesidades de los alumnos, pues como menciona D”Amore (1999)

todo lo que nos interesa se inserta en un campo Yy en unos esquemas de conocimientos anteriores
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y es precisamente ahi donde se deben incidir los nuevos conocimientos y experiencias para que el

aprendizaje sea realmente significativo.

Sin embargo, reconocemos que hay algunas tematicas en las cuales los estudiantes realmente
se estén enfrentando por primera vez en su proceso de formacion académica, para esto sugerimos
que sea el docente quien presente las ideas principales del tema a tratar sobre la base de una
lectura previa por parte de los estudiantes, es importante que los estudiantes lleguen a la clase al
menos con unas ideas intuitivas o “ingenuas” sobre el tema de estudio, porque son ellos quienes
realmente deben asumir la responsabilidad de su propio aprendizaje, después de todo el

aprendizaje es una creacion para quien lo alcanza.

4.5 Algunas actividades que se pueden trabajar con los estudiantes, en los
Cursos propuestos.

Al trabajar la matematica desde la perspectiva histérica, epistemoldgica y didactica, es posible
obtener un notable cambio de convicciones en los futuros docentes. Es por ello que se deberia
comenzar desde la escuela primaria, con una oportuna educacion sobre el manejo de los
conjuntos infinitos, y para que esto sea posible es necesario una adecuada preparacion para los
futuros docentes de educacién primaria y educacion media, en este sentido dentro de los cursos
basicos de formacion de docentes como caso particular el curso de teoria de conjuntos, se les
debe permitir a los estudiantes conocer algunas diferencias basicas en comparacién con el mundo
finito. De alli, que dentro de los posibles objetivos fijados para trabajar en el disefio de las

actividades se pueden considerar los siguientes:
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e Lograr un rompimiento con la supuesta necesidad de lo finito.

e Saber transferir las correspondencias biunivocas de lo infinito al infinito.

e Percibir el rol del infinito tanto en el ambito geométrico, como en el &mbito numérico.

e Reconocer el papel de las paradojas en la Teoria de Conjuntos como elementos esenciales
para la conceptualizacion de las nociones conjuntistas.

e Caracterizar los métodos empleados por Cantor y Dedekind en la fundamentacion
matematica del infinito para adecuarlos a actividades del aula de clase.

¢ Involucrar reflexiones filosoficas e historicas en la presentacion de las tematicas.

e Permitir a los estudiantes avanzar hacia la esencia y encanto de las matematicas.

En este sentido se sugiere, realizar actividades donde se involucre la correspondencia
biunivoca entre dos segmentos de longitudes diferentes, de la cual se deduce que los segmentos
vistos como conjuntos de puntos tienen la misma cardinalidad. O la demostracion de Cantor en la
cual se menciona que el conjunto de puntos internos de un cuadrado es equipotente al conjunto de
puntos de un lado del cuadrado, de la cual se puede deducir que estos dos conjuntos son

equipotentes.

También se pueden disefiar actividades, que involucran representaciones teatrales donde se
tenga como elemento articulador la problematica que se presenta en las paradojas y la caida de la
nocién Euclidiana: “El todo es mayor que las partes”, para esto se recomienda consultar los
trabajos de (D"Amore, 1987): Qualcosa di maggiore del cielo, (D"Amore & Arrigo, 1993):

Infiniti; (Arrigo & D"Amore, 1999): “Lo vedo ma non ci credo...”. Ostacoli epiustemologici e
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didattici al proceso di comprensione di un teorema di Georg Cantor che coinvolge I'infinito

attuale) y (Arrigo, D"Amore & Sbaragli, 2011): Infinitos infinitos, etc.

Se pueden finalmente, tener en cuenta algunas propuestas de actividades para trabajar con los
estudiantes, entre ellas esta las preguntas de repuestas abiertas en las cuales los alumnos tienen o
bien que definir conceptos, efectuar operaciones, argumentar la verdad o falsedad de
proposiciones, realizar comprobaciones, o resolver problemas. De otro lado es fundamental, la
continua evaluacion a los estudiantes, en este sentido se sugiere evaluar a los alumnos con
respecto a los significados que ellos atribuyan a los conceptos de conjuntos, subconjuntos,

interseccion, complementario, aplicacién y relacién de equivalencia, etc.

4.6 Reflexiones de la propuesta

La formacién matematica de los futuros docentes, requiere del estudio de nociones basicas de
la teoria de conjuntos, especialmente por el papel tan importante de las nociones conjuntistas en
la consolidacion de los sistemas numéricos, en este sentido es importante reorganizar los planes
curriculares de acuerdo a las necesidades de los docentes. Es pertinente que la formacion
matematica de los futuros docentes se les ensefie aunque sea un procedimiento semiformal sobre
los conceptos de la teoria de conjuntos y las nociones relacionadas con relaciones y funciones,
pues seran esenciales para ampliar los conocimientos en la construccién de los sistemas

nuMeEricos.
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Es pertinente reconocer, que a pesar de las criticas que se realizaron sobre la reforma de las
matematicas modernas no se debe elegir la via de la exclusion de los contenidos conjuntistas de
los planes de formacién de docentes, y méas aun de los curriculos de primaria y secundaria, pues a
pesar de reconocer que si se generaron muchas dificultades con esta reforma, no se debe ignorar
la importancia de la teoria de conjuntos para la matematica, especialmente en la significacion de
contenidos matematicos que involucran implicita o explicitamente nociones conjuntistas, como
los nimeros N, Z, Q y R, funciones, probabilidad, etc. se justifica ademas que la ensefianza de
estas nociones se haga de manera intuitiva o informal, en la medida que de acuerdo a los analisis
historicos-epistemologicos podemos ver que para hablar de una verdadera teoria de conjuntos se
debe estudiar realmente toda la teoria de los conjuntos infinitos, lo cual es muy complejo de
Ilevar a cabo en un solo curso, y si en un curso de teoria de conjuntos no se considera el trabajo

con conjuntos infinitos no debe hablarse de una verdadera formacion conjuntista.

Dentro de los contenidos conjuntistas a ensefiar se deben considerar el contenido matematico
“conjuntos y operaciones” que permite un acercamiento a nuevos conceptos Yy reglas
matematicas, garantizando de una u otra manera acercarse a un lenguaje conjuntista el cual puede
ser unificador de distintas ramas de la matemaética, las actividades que permitan mostrar a los
estudiantes situaciones donde se requiera determinar el cardinal de conjuntos o subconjuntos,

pueden permitirle a los estudiantes una potencial utilidad del lenguaje conjuntista.

Por otra parte, los contenidos matematicos “funciones, composiciéon y funcidon biyectiva” se
caracterizan por la gran utilidad que presentan para la matematica y areas afines, en especial, para

la aritmética, el célculo y el algebra. Y no debe obviarse que estas nociones son indispensables
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para definir el concepto de cardinal de un conjunto, resolver ecuaciones, problemas cotidianos de
aplicaciones economicas, fisicas, bioldgicas, etc. con estos contenidos podemos estudiar tipos
especiales de funciones como la funcion identidad, funcién valor absoluto, funcion racional, etc.,
y asi mismo se pueden clasificar las funciones en inyectivas y sobreyectivas, conceptos

fundamentales para un docente de matematicas.

También se valida la pertinencia del contenido matematico de “relaciones” en la medida que
éste también es de utilidad para el estudio de otros contenidos matematicos, sirve entre otras
cosas para realizar particiones a determinados conjuntos y dotarlos de una estructura de orden
(parcial o total), asi como para definir otros conceptos matematicos, el concepto de relacion de
equivalencia es muy relevante para el estudio de los conceptos de ndmeros naturales, y la
construccion de los conjuntos numéricos: Naturales, Enteros, Racionales y Reales. Ademas esta
involucrado en el teorema fundamental del algebra, el cual establece que toda relacion de
equivalencia definida sobre un conjunto A determina una particion sobre A, y reciprocamente,

toda particién de un conjunto A determina una relacion de equivalencia sobre este conjunto.

También consideramos fundamental y esencial las tematicas abordadas en la primera unidad
de cada programa del curso, en la medida que se le presenta a los alumnos algunos elementos
fundantes de la consolidacion de la teoria de conjuntos. De otro lado no se debe ignorar de
acuerdo a lo expuesto en el capitulo 111 que si no hay una confrontacion con las ideas erradas que
presenten los estudiantes acerca del infinito, esto puede ser un obstaculo para los estudiantes
cuando se enfrentan a un estudio especifico, donde el infinito debe concebirse de manera actual.
Las dificultades en la comprension del infinito matematico no se deben solo a obstaculos

epistemoldgicos, sino a obstaculos didacticos generados por las ideas erroneas de los docentes, de
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alli la necesidad de introducir esta tematica en la formacién de docentes, a fin de evitar la
formacion de modelos incorrectos y permitir a los docentes conocer los aspectos historicos y

epistemoldgicos del saber.
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5. CONCLUSIONES GENERALES

En el desarrollo de este trabajo hemos descrito nuestra investigacion sobre el papel que los
aspectos historicos y epistemologicos tienen en el desarrollo de los conceptos conjuntistas. Al
describir nuestro problema de investigacion hemos indicado que nos interesamos no solo por los
aspectos histéricos y epistemoldgicos en el desarrollo de la teoria de conjuntos, sino por
fortalecer los procesos de formacion de futuros docentes de matematica, de alli que el trabajo
propone la necesidad de modificar los programas de los cursos de teoria de conjuntos del IEP de
la Universidad del Valle, con el objetivo de contribuir en el fortalecimiento de la ensefianza de las
nociones conjuntistas en los futuros docentes, y de brindar aportes a la Educacion Matematica

desde posturas historico-epistemoldgicas.

De acuerdo a lo realizado a lo largo de este trabajo, podemos aseverar que la nocion de
conjunto era basica en el pensamiento de Cantor y sobre ella se definieron otras de mucha
trascendencia para la matematica, como son la de nimero cardinal y la de nimero ordinal. Este
trabajo también, nos permitié obtener fundamentos tedricos solidos sobre la importancia que
tiene la teoria de conjuntos para el desarrollo de la matematica. Mostrandose esto ltimo, en su
utilidad para introducir las nociones de nimero cardinal, nimero ordinal, la teoria del infinito
actual, el desarrollo de los nimeros ordinales transfinitos y su importancia para la teoria de

funciones.

Tambien hay que decir que la teoria de conjuntos se puede ver como un intento por definir el
infinito, diferenciando entre el infinito potencial y el actual, lo que se considera como uno de los

grandes logros del intelecto humano, razon por la cual planteamos que si se desea
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verdaderamente ensefiar lo que es el infinito se debe realizar a través de un curso de teoria de

conjuntos.

La concepcion del infinito potencial ha sido predominante antes de la aparicion de la teoria de
conjuntos, la cual, permite entender el infinito potencial como ilimitacion, como la posibilidad de
extender indefinidamente una magnitud dada o de disminuirla. Sin embargo, cuando decimos que
el conjunto de los nimeros primos es infinito o que el conjunto de los puntos de una recta es
infinito empleamos la nocion de infinito actual, nocion fundamental para la caracterizacion de la

teoria de conjuntos cantoriana, y para la matematica.

En este sentido, un aporte significativo de la teoria de conjuntos es permitirnos poder hablar
de colecciones infinitas de elementos, como objetos con entidad propia, por mas que sus
elementos sean infinitos, a pesar de que nosotros somos finitos y nunca podamos llevar a cabo la
enumeracion completa de sus elementos. “El hecho de que se pueda reunir una infinidad de
elementos en un conjunto y hablar de propiedades de ese conjunto como hablabamos de las
propiedades de las colecciones finitas, es decir, como si se tratara de entidades sobre las que
podemos decir algo significativo e interesante, es lo que indica que un cambio importante se ha
producido en la concepcién del infinito con la aparicion de la teoria de conjuntos. Si el tema del
infinito siempre fue una fuente de discusiones filosoficas inagotables, ahora, a partir de la teoria
de conjuntos, esta discusion se ha nutrido de nuevos elementos” (Sartorio, 2000, p.71), citado en

(Arrieche, 2002, p.54).

A pesar de que las antinomias y el axioma de eleccién produjeron mucha controversia,

podemos decir que la teoria de conjuntos se fue abriendo camino de una manera irresistible.
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Matematicos de las nuevas generaciones, tales como Hurwitz, Hadamard, Minkowski y Hilbert,
usaron la teoria de conjuntos para desarrollar nuevas ramas de la matematica, como la teoria de
funciones reales, la topologia o el analisis funcional. Los franceses Borel, Baire, Frécher y
Lebesgue, aplicaron la teoria de conjuntos al estudio de las funciones reales. Por lo tanto,
decimos que Cantor abri6 el campo de los conjuntos infinitos (de lo transfinito) a la investigacion

matematica.

En el estudio sobre los fundamentos de la teoria de conjuntos hemos evidenciado la
importancia de esta teoria para las matematicas, en la medida que ella se convierte en una
generalizacion de la aritmética ordinaria, dado que se concibe a partir de la idea de que los
conjuntos pueden ser contados, de esta indagacién histérica podemos resaltar la pertinencia de
estudiar los conjuntos de puntos como los ndmeros racionales y el de los reales, pues es
fundamental poder observar que a partir de la no-numerabilidad de R, la nocién de infinito dejo

de ser una idea vaga, transformando la tradicion aristotélica que se tenia hasta el momento.

Se reconoce también como un elemento esencial para consolidar una adecuada teoria de
conjuntos, tener un reconocimiento de los momentos que permiten el desarrollo de la teoria de
conjuntos, el primer momento concerniente al estudio de las potencias infinitas, hasta que se
formula la Hipétesis del continuo, luego la consolidacion de los conjuntos derivados anudados a
la nocion de potencia, como un medio de estudio del continuo, para desarrollar la idea de los
ordinales transfinitos. Ademas es indispensable observar como con el apoyo del teorema de
Bolzano-Weirstrass se logré clasificar los conjuntos de puntos en intervalos acotados, lo que

constituye el concepto de punto de acumulacion como un elemento fundamental en el soporte de
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la teoria de conjuntos, dado que es con este concepto que se definen los conjuntos derivados, que

posteriormente le permitiran a Cantor enunciar el trasfondo de los nimeros infinitos.

Es fundamental, dentro de un curso de teoria de conjuntos caracterizar el concepto de
potencia, este es uno de los conceptos mas importantes introducidos por Cantor en el proceso de
caracterizacion de los conjuntos infinitos, es con este concepto que queda resuelto el problema de
comparar conjuntos con igual numero de elementos, ademas que es un concepto fundamental
para lograr la diferenciacion de las clases numeéricas; al igual que el concepto de conjuntos bien
ordenados, dado que justifica la introduccion de los ordinales transfinitos como verdaderos

ndmeros.

Vemos entonces, que la teoria de conjuntos, se ha desarrollado a través de problemas
fundantes en el desarrollo de la misma, los cuales no deben de ser desconocidos para el maestro
que desea ensefiar matematicas, se infiere ademas que este estudio nos permitié reconocer los
fundamentos tedricos que se deben tener presente al momento de ofrecer un curso de teoria de
conjuntos, evidenciandose asi algunas de las problematicas que se presentan en los cursos de
teoria de conjuntos que se ofrecen el IEP, en la medida que no se contempla el desarrollo
historico de las nociones conjuntistas para la articulacion de algunos de los contenidos, ademas se
excluyen del estudio nociones tan fundamentales como el Axioma de Eleccion, axioma sin el cual

la teoria de conjuntos cantoriana carece de sentido.

Con la propuesta del curso estamos garantizando que las nociones conjuntistas desempefien un

papel prioritario en la formacién de un futuro docente en la medida que se propone un
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acercamiento intuitivo pero a la vez formal sobre las nociones elementales de la teoria de
conjuntos, en este sentido consideramos que su aprendizaje requiere un estudio tanto dirigido

como auténomo, para que se origine un aprendizaje significativo.

Finalmente podemos decir, que este trabajo hace parte solo de unos de los peldafios por
construir para intentar dar aportaciones a los problemas que atafien las nociones conjuntistas,
como problema abierto dejamos la elaboracion de un modulo de estudio de teoria de conjuntos
para la formacion de docentes, modulo que contemple el disefio de situaciones didacticas,
también queda abierto como problema de investigacion la evaluacion de la propuesta presentada
para los cursos, otro problema es el andlisis de los libros de texto con los que se trabajan los
cursos de teoria de conjuntos, analisis que se puede realizar teniendo presente el estudio

historico-epistemoldgico y didactico que se desarrollo en los capitulos I, 11y Il de este trabajo.

Como reflexion es indispensable reconocer, que la ensefianza de las matematicas prevea entre
sus metas para los primeros afios de formacion de un licenciado en matematicas estudios que
conciernan al infinito matematico, desde nuestro punto de vista creemos que una estrategia
exclusiva que concierne al infinito matematico se encuentra en la adecuada planificacion de un
curso de teoria de Conjuntos, y asi promover a que los estudiantes se apropian mas de un
concepto que parafraseando a Borges es el concepto corruptor y desatinador de los otros: El

infinito.
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