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Resumen

En esta investigacion, desde una perspectiva histéristeemlogica, se presenta un
analisis de los principales temas que forman parte de lad#f@antor y de Dedekind, los
cuales, de acuerdo con un enfoque conjuntista y abstramtdugeron a la formacion de la
nocion de estructura del algebra moderna.

Se estudia ademas el espiritu original y creador plasmadia ebra de estos dos
matematicos, sus polémicas innovaciones y su interés monguer una vision y una
fundamentacion conceptual abstracta de las matematiedsgmia como estas innovaciones,
con el uso de métodos y recursos tedrico-conjuntistadylestaron las bases que sefalarian
el rumbo por donde debia avanzar la matematica moderna.

Palabras Claves epistemologia, objeto matematico, estructura algebraienfoque
conjuntista abstracto, principio de permanencia de landsrequivalentes, formaciéon de
pensamiento matematico.

Abstract

From a historical-epistemological perspective, an amslg$ key issues related to the
work of Cantor and Dedekind, who, according to a set-theakapproach and abstract,
leading to the formation of the concept of structure of thelera algebra is presented in this
investigation.

This investigation also examines the authorsoriginalitgt areativity, their controversial
innovations and their interest in promoting a vision and betract conceptualization of
mathematics. The way these innovations using set-thealetiethods and resources laid
the groundwork that would indicate the direction that thedera mathematics would take.

Keywords epistemology, mathematical object, algebraic structafestract set-theoretic
approach, principle of permanence of equivalent formsnédion of mathematical thinking.
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Introduccién general

El objetivo principal de esta tesis es estudiar, mediante enfoque histérico-
epistemoldgico, algunas de las etapas que condujeron ami@dn de la nocidn abstracta
de estructura del algebra moderna, a partir de la considerde los principales temas que
desarroll6 Cantor en la teoria de conjuntos y, fundamemtaien analizando los aspectos
pertinentes de la obra de Dedekind, desde su enfoque texmjontista abstracto. Con tal
propésito, el trabajo se ha organizado en cinco capitulos.

En el primer capitulo, después de precisar la postura ctuadep metodoldgica que
fundamenta este trabajo, se hace una reflexién acerca del gados problemas en el
desarrollo historico de las matematicas, tratando de pt&sea manera de una vision
panoramica, un escenario en el cual se evidencie que bajespemie de capa exterior
abstracta, que envuelve a la mayoria de las teorias axmamalel algebra, se encuentran
ocultos problemas concretos de caracter tedrico o praatiggas soluciones permitieron,
en su momento, realizar generalizaciones satisfactoriae pocas veces condujeron a
conclusiones que han tenido los mas amplios alcances, cerabaaso de los problemas
que, segun la tipologia de Dieudonné, se ordenan en torna #eoria general, fecunda y
vigorosa como los de la teoria de los grupos de Lie y la topalalgebraica, o los que crean
un método como los de la teoria analitica de los niumeros yoldatele grupos finitos, o
como los que Hilbert plante6 basandose en las principateeteias de las investigaciones

matematicas de finales del siglo XIX, intentando predeeiglguna manera, las direcciones
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futuras de los progresos matematicos.

Al finalizar este capitulo, en la (seccién 1.6), se preseatgunas consideraciones, de
acuerdo con el pensamiento de Polya, sobre la resoluciérobemas.

En el capitulo dos, después de hacer una presentacion ddbed¢ las matematicas
clasicas a comienzos del siglo XIX, se considera que en etliestle la evolucion de las
matematicas, en esta época, de la rica y variada historidlgiegtbra, una parte importante
corresponde a la formacién de ciertos conceptos fundamesntal desarrollo de procesos
tales como el del simbolismo algebraico que haria posib&rcacse al estado actual
de madurez del algebra simbolica que reemplazé los procdgebraicos verbales, por
procedimientos simbolicos con reglas de facil comprenféecisamente, por estas razones,
es pertinente y tiene importancia analizar los aportes dede& y de De Morgan en torno
a las concepciones e inquietudes sobre la generalizaciGigddra simbdlica (subseccion
2.2.1).

Es también tema fundamental de discusidon en este capituleneiminado proceso de
desontologizacion (seccion 2.4) que hace referencia alohee que en matematicas no tiene
importancia la consideracion de la naturaleza de los ahjetoo las relaciones entre objetos
indefinidos y las reglas que rigen las operaciones entre. &kia conviccion a la que llegaron
los matematicos en la época moderna dio viabilidad al dd&ae las estructuras como
nuevos objetos de la matematica moderna.

Asi mismo se analiza un tema relacionado con la creacionigiehi@ actual como es el
caso de los sistemas numéricos hipercomplejos de Hamilton.

En el capitulo tercero se estudian los aportes de la obra d®iCen relacion con el
proposito de la tesis. Al comenzar se estudia el problema dedptacion e incorporacion
del infinito actual en el cuerpo tedérico de las matematiassyd, en las secciones 3.2y 3.3,

se aborda el problema de la unicidad de representacién deofhas reales mediante series



trigopnométricas y como estas investigaciones condujeréardor a la teoria de conjuntos
trayendo a primer plano el tema del infinito en matematicasufaliza como a partir de estas
investigaciones se propuso desarrollar una fundamentastematica de los nimeros reales
definiéndolos como clases de equivalencia de sucesionesutshy; o cual le permitiria,
desde el punto de vista del desarrollo de la teoria de caguptesentar ideas sobre topologia
de conjuntos de puntosy en particular la nocién de conjusrivaido. Se contintia hacia 1870,
cuando Cantor demostré que si una serie trigonométricaecgena una funcién continua en
un intervalo dado, entonces la serie es Unicay en 1871 prodéurede o mismo aun en el
caso de que la funcion representada sea discontinua, adangeconverja en una cantidad
finita de puntos dentro del intervalo. Avanzando en esta lidi@egeneralizacion, en la seccion
3.3 se analiza el resultado de la unicidad para el caso déasfipuntos excepcionales bajo
ciertas condiciones que se expresan recurriendo a losrdosjderivados.

Se prosigue en esta secuencia para mostrar como la nociémnjiento derivado
continuaria desempefiando un papel importante en la teslifgeyracion y en la teoria de
funciones en los afos siguientes; el lenguaje conjunissplkcaria a campos diversos como
la geometria, el analisis, la teoria de funciones realedgebra y la teoria de nimeros. Asi,
ala vista de las definiciones de los reales, la nocién de ntmparecia necesaria para sentar
las bases de la aritmética. Sin embargo la sefial de parteddigpie al desarrollo de la teoria
de conjuntos cantoriana surgio sélo en 1873, cuando Caatplasteé una pregunta genial
sobre la posibilidad de correlacionar biunivocamente (owreros reales y los naturales.

En las secciones 3.7 y 3.8 se analiza entonces el hecho de msplesta, establecida en
1873 sobre la base de la completitud de los nimeros reatestadeser negativa y con ella
adquirié sentido la nocion de cardinalidad de un conjuntinibo, ya que se habia probado
la existencia de conjuntos infinitos de diferentes tamafosotra parte, en conexion con la

nocion de conjunto derivado, se estudia cdmo Cantor comenZ0s afios 1870, a pensar en
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la posibilidad de considerar derivados de orden infiritd, P~+1, etc. y con ellos empezé
a jugar con simbolos que se convertirian en los numeros alediriransfinitos. Tanto las
cardinalidades infinitas como los ordinales transfinitcsedgefiarian un papel importante
en la matematica posterior.

En el capitulo cuatro se analiza la obra de Dedekind con plysito de estudiar los aportes
de la misma a la temética de la tesis. Para comenzar se hacenaé a la concepciéon de
Dedekind que se caracteriza por una firme conviccion en lendafde la utilizacién del
lenguaje conjuntista en matematica pura. Se sefala coravéstie toda su obra se propuso
sistematizar y reformular las principales nociones de itmatica, el algebra y el analisis
desde el mencionado punto de vista. Asi en la publicacién tleosia de los nimeros reales,
en 1872, establecio los fundamentos del analisis sobresia db@ una teoria de conjuntos
y aplicaciones. Estas mismas nociones las habia comenaadizar, a finales de los afios
1850, en el trabajo relacionado con los temas de algebrayp las aplicaria en el estudio de
los fundamentos del concepto de nimero. Las definicionesstermismo sentido, sobre los
nameros naturales las presento en su obra de (838 sony para qué sirven los nUmeros?
la cual es de una importancia indiscutible en la historisadglorizacion, en la matematica
abstracta y en la teoria de conjuntos.

Las definiciones de los niumeros naturales, de los enteromsdeacionales y de los
nameros reales las elabor6 en términos conjuntistas. Eb@gitilizé conjuntos de nimeros
o de polinomios, tomando como nociones basicas ciertasctstas bien definidas.

Enlaseccion 4.1, que trata del papel de las nociones dertonjaplicacion, pensando en
las funciones del analisis como aplicaciones de los realéssaeales o de los complejos en
los complejos, sefialé también que el analisis se basa eria tke conjuntos y aplicaciones.
En este caso acogia la nocion abstracta de funcion que erdampreferida de Dirichlet y

de Riemann. Su teoria de los niumeros reales publicada en é87@rminos de cortaduras
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en los nimeros racionales también corresponde a las cotistnes complejas e infinitarias
introducidas sobre la base del conjunto de los nUmerosnales, pues hay que tener en
cuenta que dichas cortaduras, en definitiva, son claseiasfie nimeros racionales dotadas
de una cierta estructura de orden.

Al tratar el tema de los niumeros algebraicos, en 1871, enckeiGe4.6, se analiza la
propuesta de reorientacion del trabajo en esta tematicafgataria al algebra en general,
ya que en lugar de trabajar directamente sobre los nUmegebraicos y sus propiedades,
reformula todo el tema en términos de conjuntos de niumeresdia manera, inicia con
la presentacion de la nocidén de cuerpo y se refiere tambiéill@sathe enteros, lo mismo
que a médulos e ideales. Se analiza también, en la seccigal ®blema fundamental de
la factorizacion de enteros algebraicos, mediante la d&imide las nociones de producto
de ideales e ideal primo y entonces demuestra que, dado gpoctigalquiera de nimeros
algebraicos, todo ideal admite una descomposicion Unicegroducto de ideales primos.
Estos planteamientos los hace utilizando un enfoque cbisiana pesar de que aun en el
algebra era inusual dicho enfoque en esos tiempos. Peraleagimer en cuenta que ya desde
1850, cuando asistia a las clases de Riemann y realizabaisesqs trabajos originales en
algebra y sobre los fundamentos de la aritmética, en lalees sobre algebra que impartia
en Gottingen, presentaba la teoria de Galois en una versigmmaderna en la cual analizaba
las interacciones entre los subcuerpos del cuerpo de dpssmion y los subgrupos del
grupo de Galois de un polinomio, donde, de manera originabgiearma, presento la idea de
que la teoria estaba relacionada esencialmente con extessie cuerpos. Esto le permitié
considerar que la nocion de cuerpo era fundamental pargedb@. En esta época también
realizd algunos estudios sobre la teoria abstracta de gjruygitizando las nociones de
isomorfismo y homomorfismo; trabajé ademas con clases exidié polinomios.

En la seccion 4.1, se analiza como a pesar de la confianza engldje conjuntista
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qgue habia logrado en el contexto del algebra y en los fundasate la aritmética,
todavia no habia considerado la conveniencia de utilizzasicconjuntistas en la teoria de
nameros algebraicos; pero la familiaridad con la nocionweErmo le permitié entender la
nocion adecuada de entero algebraico, la cual era indiapknpara resolver, de manera
satisfactoria, el problema de la factorizaciéon aunque alienzo intentd hacerlo utilizando
congruencias superiores relacionadas con ciertos poiasoEn vista de que de esta manera
no le fue posible encontrar una solucién completamentergkrecia 1870 pudo entender
que al introducir conjuntos de numeros podia hallar unacgmugeneral, sin tener que
utilizar polinomios y congruencias. De esta manera se p@diizar y reformular todo en
términos de nimeros y conjuntos de nimeros, es decir, douma puramente aritmética y
en términos conjuntistas.

Habiendo continuado perfeccionando la teoria de ideatels &ltima version de 1894,
incluyé una discusion detallada de la teoria de Galois ptada en términos del grupo de
automorfismos del cuerpo de descomposicion.

Asi completd las reflexiones sobre las profundas relaci@mte algebra, teoria de
nameros y conjuntos.

Finalmente, en el capitulo cinco, correspondiente aQasclusiones generalese
presentan los conceptos mas importantes relacionadosacbarmacion de la nocion
abstracta de estructura algebraicaonsiderando los aportes de las obras de Cantor
y Dedekind, desde una perspectiva historico-epistemcdgagrupados en torno a los

principales temas de indagacion relacionados con la pratilea de la tesis.
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Consideraciones metodologicas y

epistemoldgicas

El estudio del tema de la tesis se aborda de acuerdo con umuenfoistorico-
epistemoldgico, tanto en el contexto de las matematicasocemel de la Educacion
Matematica; y teniendo en cuenta que desde la perspectisterplogica se trata de
explicar la naturaleza del conocimiento cientifico, su @eidin y su normatividad, se
asume esta indagacion de acuerdo con una concepcion quensidera que lo relevante
y pertinente de una forma de conocimiento es Unicamentdlaques corresponde a su
estado presente, desconociendo de hecho el desarroiddospostura esta, que en el caso
de las matematicas se reduciria a valorar sélo los aspextods de los conceptos y la
forma cémo ellos funcionan en la jerarquizacién dentro dedeterminada teoria. Estudiar
las matematicas desde una vision que soOlo haga énfasis engelaie abstracto, en las
estructuras, en el formalismo y en lo técnico, es limitarpgasibilidades de comprender a
cabalidad la naturaleza de los objetos que la constituyarsignificado de sus conceptos
y teorias y del papel que ha cumplido el conocimiento mateméaa través de la historia,
como elemento basico de la cultura en las distintas cicilizees y en la vida de los pueblos.
Por el contrario, desde una perspectiva historica-epdtagita, al analizar los procesos de
constitucion, validacion y legitimacion social de los cepios y teorias, se hace posible

poner en evidencia los problemas a partir de los cualesesargias distintas interpretaciones
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sobre los mismos, los procesos y los métodos a que dieron dligatentar resolverlos,
las explicaciones epistemoldgicas que se generaron, faextos sociales y culturales que
los condicionaron, los significados y explicaciones queygae divergentes con los ya
sancionados y formalizados, develan las complejidades detividad matematica.

La preocupacion por ir mas alla de los aspectos formalesnjctgx, considerando las
orientaciones cientificas, las rutas epistemoldgicas yeladencias educacionales que, en
cada momento histérico, pueden generar enfoques y postdrasas diferentes, hace posible
que los procesos de formacion matematica se encaminen dearepropiada teniendo en
cuenta tanto las potencialidades y limitaciones de lossseuenanos, como los contextos
sociales y culturales de los cuales forman parte. Estaetugitoma mas fuerza en el caso
de la Educacion Matematica que, concebida como un campoddganion de naturaleza
interdisciplinaria, estudia los procesos de produccioongunicacion de los conocimientos y
saberes matematicos no como productos acabados, ni stéaerer! nivel de las teorias
formales sino como el resultado de procesos socioculaile se examinan desde una
perspectiva historica-epistemoldgica, teniendo en euntctividad misma que permitio
llegar a ellos.

Seguramente la forma mas idonea de explicar el sentido de eshsideraciones sea
parafraseando a Arboleda (Arboleda, 2007, p.€h) su referencia a Schwartz acerca del
bien conocido fendmeno de la formalizacion de las teoriaemmticas, segun el cual estas
teorias cuando ya han alcanzado el nivel de elaboracién éeguaje formal, “ocultan la
actividad matematica compleja que las produjo” y observa gute tal hecho Schwartz
“propone la intervencion de la historia de las matematiGas @yudar a los lectores a

reconocer las huellas de esta actividad”. Dice ademas @dbajue Schwartz advierte que, en

LArticulo elaborado en el marco del proyecto de investigaciba constitucion histérica de los nimeros
reales en la perspectiva de la formacién de docentes”. €uliEs, Universidad del Valle, cédigo 1106-11-
17688.
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general, la manera como las personas se representan les@saonstitutivos de las teorias,
es muy distinta a aquella segun la cual se sucedieron; a garlb cual se ha generado
una imagen predominante de un progreso mediado de pringififo por “razonamientos
rigurosos, perfectamente lineales, en un orden bien d&tadm y Gnico que corresponde a
una légica perfecta”. Esto, como bien lo sefiala, implicaeskcdnocimiento de que se trata,
por el contrario, de procesos zigzagueantes; situacios@aensidera lamentable por cuanto
sobre el prestigio de la veracidad plena que tienen las ndditeas y las ciencias en general,
se genera una percepcion de ser “demasiado rigidas, memasas y mas inaccesibles”.

Estos autorizados puntos de vista han sido parte fundahaahtustento y la orientacion
para adelantar la indagacion propuesta en la tesis. Otresdevaciones mas especificas se
haran en el capitulo correspondiente a las conclusionesales.

En el caso concreto de la tesis, relacionado corHaracion de la nocion abstracta
de estructura algebraicaen el marco de una matematica conjuntista y de una conmepci
conjuntista del algebra, se evidencia también como la fodmapresentacion de esta
tematica dentro de las teorias de los tiempos actuales, flejarai revela las enormes
complejidades, ni los avatares del proceso historico dstagetion, el cual ademas, no pocas
veces se personifica en ciertas individualidades e impidgoender que, como todo gran
proyecto cientifico, se trata de una obra colectiva. La ftimaeon, la forma axiomatica,
la abstraccion, la generalidad y el simbolismo encubrentlincada actividad matematica
que dio lugar a la produccién del conocimiento. Dentro dectanplejo atavio, los procesos
mediante los cuales se constituyeron los conceptos y setiei@en una apariencia ficticia
segun un orden y una solidez légica que no admite altibaprs. IR practica educativa estas
visiones son completamente inconvenientes por cuantorgreriiristraciones y conducen
a subestimar el esfuerzo de la mente humana cuando tienergdecp desarrollando

procesos arduos y zigzagueantes mediados por conjetumsesyceerror, relativizaciones,
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particularizaciones y ejemplos. Considerar que la pamstidativa elemental de una teoria,
desde un enfoque légico, concuerda con lo primero que apamecel orden temporal,

corresponde a una concepcion lineal, simplista y desdenleggivocada del proceso de
construccion tedrica. Es, en cambio, a partir del estudila dhéstoria de las ciencias, como
se puede comprender que la forma de presentacion de lasstesmiel momento actual, es
diferente y no representa la historia de su construccion.

Por tales motivos, en el desarrollo de esta investigacidrageatado de seguir de cerca
el proceso histérico tomando como punto de partida el pnadleuyo intento de solucion
dio lugar a la emergencia de cada concepto o teoria. Purdndb sobre la tematica y la
metodologia de la tesis no se puede pasar por alto el hechads hablar de laFormacion
de la nocidn abstracta de estructura algebrdicae pone de manifiesto, en primer lugar,
que el tema tiene que ver con el desarrollo de la teoria deuctmy en el siglo XIX y
en segundo lugar, que los trabajos de Cantor, pese a quentgmaeaite no se ubicaron
en esa direccion, puesto que estuvieron motivados, comerse por las necesidades del
analisis, finalmente si contribuyeron a la formacion de aiobcién. Concretamente, como
es bien sabido, se inicié con el problema de la convergereiagsiseries de Fourier y de
alli continud sus trabajos sobre los conjuntos derivadotedria de los nimeros reales, el
infinito y el continuo y los numeros transfinitos. Con relac&lo primero hay que decir
gue no se trata simplemente de un dato cronoldgico, sinolgimedarlo, de alguna manera
se pone de presente la polémica sobre la autoria de la temrganjuntos, en la cual se
reflejan ciertas concepciones relacionadas con las matasabodernas. Asi por ejemplo,
las concepciones tradicionales atribuyen a Cantor ebtidel su “creador”, respecto a lo
cual Ferreirés afirma: “La tradicion de otorgarle semejdiitdo se remonta a numerosas
declaraciones de la comunidad matematica de principioggtte’ § cita, como testimonio

autorizado, la siguiente declaracion de Ernst Zermelo:
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En la historia de las ciencias es ciertamente infrecuenéehgiya que agradecer
toda una disciplina cientifica de caracter fundamental ata areativa de un Unico
individuo. Esto es precisamente lo que ocurre con la craa@dGeorg Cantor, la teoria

de conjuntos (Cantor, 2005).

Aunque observa también que cuando Zermelo estaba dediczosa en su momento de
mayor actividad creativa, afirmé que la teoria de conjuntddansido creada por Cantor y

Dedekind (Ferreirés, 1991, p. 20).

En una posicion opuesta a la de Zermelo, se expresa Dieudaanéo dice con firmeza:

[...] el paraiso de Cantor en el que Hilbert crey6 entrar moeger el fondo mas que
un paraiso artificial. Hasta nueva orden, lo que queda vivmgldmental de la obra de
Cantor son sus primeros trabajos sobre lo numerable, logmmeales y la topologia.
Pero en estos dominios es justo asociarle a Dedekind, yd@yasique ambos comparten
en pie de igualdad el mérito de haber fundado las bases tistgisnde la matematica

actual. (Del prélogo de Dieudonné al libro de DudRichard Dedekind et les fondements

des mathématique4976) (Ferreirés, 1991, p. 21)
Dugac, por su parte, afirma:

Dedekind publica en 1871 [...] su teoria de ideales. Es ahiyestra opinion, donde

hay que buscar el “lugar de nacimiento” de la teoria de coogur{Ferreirés, 1991, p.

21).
En otro momento, el mismo Dieudonné, expresa:

Los colaboradores de N. Bourbaki tuvieron, desde el comiethz su trabajo
colectivo, una cierta concepcion de las matematicas, esigoi la tradicion de H.

Poincaré y E. Cartan en Francia y de Dedekind y Hilbert en Alge Los Elementos de
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matematica se escribieron para dar a este tipo de investigacionesafurdtos sdlidos
y de acceso cédmodo, en forma bastante general para sesthlgbzen el mayor nimero

posible de contextos. (Dieudonné, 1987, p. XI).

El significado y los alcances de estas afirmaciones se puadtmavmejor si se tiene en
cuenta que el propésito central de la obra de Bourbaki teméavgr basicamente con los
siguientes aspectos: poner de manifiesto los principiosndenguaje formalizado Unico,
indicando a su vez como se podria redactar en dicho lengadjeotia de conjuntos y
luego, dado que cada una de las ramas de la matematica se epeEder en términos
de la teoria de conjuntos, mostrar la forma de insercion tis eversas ramas en dicha
teoria. En otras palabras, para el Grupo Bourbaki, la tetgi@onjuntos constituia una
herramienta fundamental o lenguaje basico de la matemdticgue Ferreir6s denomina
enfoque conjuntistpara distinguirlo de lo que, segun él, sddaria abstracta de conjuntps
esto es, la teoria de conjuntos como objeto de investigesiantonomas; respecto a lo
cual, observa ademas, que no hay coincidencia entre laihistel enfoque conjuntista y
la historia de la teoria abstracta de conjuntos, como tampecpuede entender que este
enfoque constituya un proceso de aplicacion posterioraeadeoria.

En este orden de ideas, antes de la obra de Cantor se désgrissl dio la toma de
conciencia de que el enfoque conjuntista, como instrumbkasico, hacia posible lograr
precision y generalidad en matematicas. Asi mismo estegeafgpermitio el estudio
de estructuras conjuntistas de tipo algebraico, topobbgicabstractas en general, y en
consecuencia obré como requisito previo y fundamental qogvény guio el trabajo de
Cantor.

Todas estas consideraciones estén relacionadas, degpe tom el surgimiento del
planteamiento conjuntista en las investigaciones algesade Dedekind, enmarcadas en

su propuesta de fundamentacion del sistema numérico,qpgast como se sabe, por una
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parte, el enfoque conjuntista de Dedekind estaba basitanstaro a finales de los afios
1850 vy, por otra, el desarrollo de ese planteamiento fue @dtada su vida. Sin embargo,
donde mas sobresale el enfoque conjuntista es en su teoideales, a partir de la cual
Cantor, hacia 1879/84, utilizando la terminologia empdezlella por Dedekind, presenta las
operaciones y relaciones conjuntistas de inclusion, uaiibiierseccion, ademas de la unién
disjunta, después de haber estudiado esta teoria con mero@mcia de la base conjuntista
de su exposicién, prueba incontrovertible de la influengiecth de Dedekind. No hay que
olvidar también que Dedekind y Cantor se conocieron en 1&&ge entonces mantuvieron
permanente y armoniosa correspondencia (Ferreirds, p992).

De todas maneras, el tema de la autoria de la teoria de cosjs@tasume con beneficio
de inventario, pues no forma parte del objetivo central dedes tal discusion, sin que esto
signifigue que la misma no tenga importancia, sino que, poomrtrario, podria ser motivo
de una indagacién concreta al respecto, ya que no careceantido ni de interés hacer una
“relectura del proceso de nacimiento de la teoria de coofirfEerreirés, 1991, p. 20). En
el capitulo 3 se hace el andlisis sobre la obra de Cantor depaespectiva que se considera
pertinente para el caso, tratando de desvirtuar la ap#igne a simple vista insinuaria que
su obra poco o nada tendria que ver con la tematica que segplkamia tesis, a diferencia de

lo que ocurre con Dedekind, para lo cual no se requiere aiferalguna en tal sentido.

20



Capitulo 1

Los problemas en la evolucion historica de las

matematicas

Introduccidn

En este capitulo se trata de mostrar que, como una carticeerissi invariable que
presenta el estudio de la historia de las matematicas, camléatse origin6 en los
esfuerzos por resolver un determinado problema, de ordastigw o tedrico. Asi, desde
los mas remotos tiempos e inseparables del proceso de semgpny evolucién de las
nociones matematicas, los problemas han jugado un papetdestionable trascendencia,
especialmente haciendo posible que el ser humano comeazax@mprender que el
conocimiento sobre el nUmero y la forma serian tan Utilesep@ales como el lenguaje en
los procesos de conformacion y desarrollo de las condisiqne caracterizarian el avance
de las culturas y las sociedades.

Con tal propésito se hace un breve recorrido por distintagast del desarrollo de las
matematicas, partiendo desde las civilizaciones mesaycady egipcia. Se procura poner
en evidencia también, que las matematicas han marchadwaimgnte relacionadas con la

actividad productiva del ser humano. Se observa que enlaguempos la motivacién
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fundamental que primaba, en la resolucion de ciertos pmddematematicos, era el afan
de satisfaccion de las necesidades cotidianas y el lognerdeécho material antes que una
auténtica curiosidad e interés por conocer.

Luego se analizan los problemas en la matematica griegaedanthctores como una
elevada productividad y la actividad comercial, se sumandeera predominante, el deseo
0 gusto por inquirir que hizo que se reconozca, en esa @vuilin, la aparicién de la
matematica como una ciencia pura e independiente con sxidarégica entre teoremas
y demostraciones, junto con la preocupacion por tratar derdeafiar la naturaleza de los
problemas, considerandolos ademas de manera generalc&eeferencia a los problemas
plateados por Diofanto y a los tres famosos problemas deal@lésica. En particular se
hace referencia a la ecuacion diofanti€a- y" = z", a partir de la cual surgira el teorema de
Fermat.

Tratando de hacer una aproximacion al pensamiento por enad, se examina el
funcionamiento de esta actividad matematica, considerahdaso en el cual Descartes, a
partir del Problema de Pappus, aplica las reglas de su matalitico que, en matematicas,
trae como consecuencia la prioridad conferida al trataimiagigebraico.

El tema de los 23 problemas de Hilbert es ampliamente coapp&to de tal importancia
que no podia pasarse por alto dentro de este capitulo déslad®do el sentido y la relevancia
gue se confiere a los problemas matematicos dentro de la mBar@one de presente que
Hilbert, segun su vision, propuso tales problemas porglos eépresentaban los puntos
de discusion que eventualmente podrian hacer progresarafesnaticas, basandose en las
principales tendencias de las investigaciones en esteccdunpgnte el siglo XIX. Pues no hay
que olvidar que la historia ensefia la continuidad del delfade las matematicas y que cada
época tiene sus propios problemas.

Finalmente, se analiza la clasificacion que Dieudonné hadesdoroblemas, destacando
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la importancia de los mismos en el desarrollo de las mateagtespecialmente aquellos que

se ordenan en torno a una teoria general fecunda y vigorasagué crean un método.

1.1. Los problemas en las antiguas civilizaciones de Egipto
y Mesopotamia

Las civilizaciones de Mesopotamia (5700 a. C.) y del Egiptbgao (4400 a. C.) se
desarrollaron en torno a la agricultura, y en ese tipo de @uodm la necesidad de un
calendario seguro era crucial para garantizar precisitin &itmética como astronémica. De
esta manera comenzaron a hacer presencia las matematiaasjaces subordinadas a dar
respuesta a los interrogantes que tempranamente surgii@adoes por los requerimientos de
la astronomia, las necesidades de la agricultura, el caoneta ingenieria primitiva; otras,
encaminadas a elaborar explicaciones de fendmenos coegularidad de los movimientos
de los cuerpos celestes, la elaboracion de calendariear #stadisticas para administrar los
graneros, regular las cosechas, controlar el desbordanenos rios, expresar con nimeros
medidas angulares originadas en observaciones astroagjrag mismo, las construcciones,
la medicion y parcelacion de los campos, entre otros hefier®n generadores de demandas
y preguntas que se trasformaron en problemas que, con la @gugha incipiente aritmética
y geometria, se trataron de interpretar y buscar respuestas

Segun lo testimonian las tablillas babildnicas, ya desde mads de 3.000 afios antes
de nuestra era, en la antigua Mesopotamia se sabia resobdemas relacionados con
distancias, con el peso y con herencias. Algo semejanteepdedirse de los registros
consignados en los papiros egipcios; por ejemplo, se canoeel papiro de Rhind contiene
unos 85 problemas sobre el uso de fracciones, la resolu@édecdaciones algebraicas

simples, numeraciones, progresiones y las mediciones e 3 volimenes. La fuente
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gue alimentaba el entusiasmo creador y que movilizaba glmsignto y la formacion de
algunas nociones y procedimientos regulares era el desesaleer cierto tipo de problemas
elementales en términos de abundantes observacionesdistes y registradas que se
constituian en el sustento de generalizaciones empintaareadas en las posibilidades y
limitaciones que ellos mismos se impusieron e inspiradagnuna autentica curiosidad ni
en el interés cognoscitivo, sino mas bien en el afdn de asatisfas necesidades cotidianas y

en lograr lucro material aun en las condiciones de la mésriieia actividad productiva.

1.2. Los problemas de la matematica griega

La expresion de la matemética como ciencia tedrica pura yoaamrpo independiente
de conocimientos, tiene sus origenes en las escueladicesnii filoséficas que florecieron
en las ciudades de la antigua Grecia. Movidos por una cdedsy ambicion desbordantes,
intentando entender y elaborar explicaciones de los niggtiendmenos naturales y discernir
el sentido y los fines de la vida y de la humanidad, aplicaropoéler de la razén para
plantear y buscar respuesta a las mas diversas y profundgsnpas, asumiendo el reto
de descubrir las leyes del universo persuadidos de que est@spondian a un plan de
caracter matematico. Los griegos le imprimieron otra dsi@nal concepto de problema,
la cual no se contrapone a la visidbn empirico-practica deetppcios y babilonios sino
gue es complementaria y que al mismo tiempo la enriquecegedrdormular auténticos
problemas matematicos de caracter tedrico que condujepbieaer resultados generales y
dieron lugar al nacimiento de notables desarrollos, dahdoa@ salto de llegar a estudiar
las matematicas por las matematicas mismas. Desde esgegara desestimaron los
problemas llamados de aplicacion y que relacionaran idadilpractica de los conocimientos
matematicosy, por el contrario, se interesaron profundéenmor desentrafiar la naturaleza de

los problemas de manera general. Aplicando la razén aliestada naturaleza, subestimaron
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laimportancia de la experiencia y del paciente registroettbs observados y se propusieron
elaborar hipotesis y teorias para la organizacién de loBdsedajo el supuesto de poder
obtener un conocimiento del mundo externo por deducciéaytir ple principios generales
basados en sus particulares impresiones de lo que debisop@rpente un universo bien
organizado. Asi por ejemplo, en el caso de la astronomianti@umton proponer para los
cuerpos celestes movimientos razonablemente sencillos coedio de explicacion de los
complicados movimientos aparentes. Esto generé mas de alobepra geométrico que
cautivo su mentalidad matematica. Mas tarde, durarfReehcimiento Europe&opérnico,
Tycho Brahe y Kepler, contribuyeron a la solucion en térmmigeomeétricos del problema,
planteado por los griegos, de deducir los movimientosivelay la disposicion de los cuerpos
celestes partiendo de la confusion de sus movimientosrateare

Es ampliamente reconocido el importante papel que han gesedo, en el progreso
de las matematicas, los famosos tres problemas clasiemsmehdos con la construccion con
reglay compas de la cuadratura del circulo, la duplicacgbeubo y la triseccion del angulo.
Las pretensiones por resolverlos se remontan a los orig@sesos de la geometria y dichos
intentos generaron una prolifica actividad mateméticaardarmas de dos mil afios, que
comprende desde las curvas de Hipdcrates de Chios, lasasd@gcMenecmo y las curvas
de Dinostrato, hasta los esfuerzos de grandes matemattasgtb XIX. Asi mismo, el
problema referente a la existencia de una fraccién cuyoradaduera igual a dos, atribuido
a los pitagéricos hacia el afio 550 a. C. y resuelto tambiémespuesta negativa, ejercio una
decisiva influencia en las matematicas griegas, durantseligssiglos siguientes, la cual se
tradujo en la tendencia a la geometrizacion de las mateasétic menoscabo del desarrollo
de la aritmética y del algebra, con repercusiones que acana llegar hasta los tiempos de
Newton y Leibniz.

La “Arithmeticd de Diofanto, basicamente consiste en una coleccion deledm

25



de ciento cincuenta problemas, todos los cuales estanlteses términos de ejemplos

numericos concretos y especificos. Dirigiéndose a Diosnisim afan pedagogico, propone:
= Descomponer un nimero en dos partes cuya diferencia sea dada
= Descomponer un nimero en dos partes cuya razon sea dada.

= Descomponer un numero en dos partes que estén en una razdecotdacha diferencia

dada.

Diofanto hace énfasis en la resolucién de problemas indétados antes que en la
exposicion deductiva, debido a lo cual, esta obra constituy capitulo importante que se
aparto de la corriente central de la matematica griega y quesponde a los comienzos
de lo que hoy se conoce cordmalisis Difantico en teoria de nUmerdss posible que los
origenes de algunos de tales problemas y métodos de re&sokeipuedan encontrar en la
matematica babildnica, no obstantea“Arithméticd, presenta un aspecto admirablemente
original y la influencia en la moderna teoria de nimeros ehmuowayor que la de cualquier
algebrista no geométrico griego. Es conocido, por ejengpie Fermat intentando generalizar
un problema de |&rithmética de Diofantpreferente a hallar cuadrados que son sumas de
dos cuadrados, llegd a formular la proposicion que estalige paran > 2, no existen
ndmeros enteros positivosy, z, que satisfagan la ecuaciéh+ y" = 2", resultado que se
conoce como dltimo teoremé&o “gran teoreméa de Fermat por cuanto, desde entonces, se
constituy6 en uno de los problemas abiertos mas famosos mdiicas y cuyos intentos
realizados para demostrarlo dieron lugar a importantesstigaciones en teoria de nameros.
La coleccion de problemas propuestos por Diofanto, por ana gnspird, de manera directa,
la posterior resolucidn de ecuaciones en numeros entestslteyar al siglo XVII; y por otra,
permitié comprender y al mismo tiempo constituyo una valiggia en la modernal&oria

de ecuaciones diofanticas
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1.3. Descartesy su programa de transformacion algebraica
de un problema geométrico

A proposito del problema de Pappus, Descartes desarrgtieoguama de transformacion
algebraica de un problema geométrico y en su “proyecto dsifickcion”, considera
fundamental distinguir bien entre los distintos 6érdenegrdblemas, clasificados de acuerdo
a su naturaleza.

Este interés obedece a un proyecto global, pues no sélo deggaecer las matematicas,
sino, ante todo, resolver metédicamente todos los proldemua puede plantear la ciencia,
para lo cual se requiere clasificarlos, ordenarlos y jeraagios. Descartes se propone llevar
a cabo tal jerarquizacion especialmente en torno a los gmudd que tratan de realidades
continuas, en cuyo dominio “determinados problemas pueegolverse Unicamente con
lineas rectas y circulos”, otros con la ayuda de “curvas redhgelas por un movimiento
anico y descritas con compases de un nuevo tipo”; y otrose'sitiizan curvas puramente
imaginarias engendradas por dos movimientos diferentssimordinados el uno al otro [...]
de tal manera que no quede entonces casi hada mas que descu@odmetria” (Descartes,
1947).

“En matematicas, este proyecto metodico trae como conseieul@ prioridad concedida
al tratamiento algebraico. Descartes no estudia las cynwasi mismas, como realidades
espaciales. Para él, una curva es un lugar geométrico, gintorde las soluciones de una
ecuacion” (Apéry & otros, 1988).

Campos sefiala que con la algebrizacion de la geometria gogbsible Descartes, en
una época que se caracterizaba por una carencia de cunvas, ceales sélo habia unas
cuantas, surgidas primordialmente de la indagacion emdegptoblemas griegos, las cuales

tenian nombre propio y propiedades debidas a su mismo ofliggnd explotar la idea de
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traducir problemas de geometria al lenguaje algebraic@nysinutd asi esa escasez “en
una incontenible exhuberancia de curvas cuyo estudioezallitente inagotable” (Campos,
1997).

Lo anterior permite poner de manifiesto el pensamiento deddes en el sentido de
que la seguridad y el rigor del método es lo que debe hacefdeedtia entre la ciencia
moderna y la geometria antigua, en la cual Gnicamente lagogins de la intuicion podian
desenvolverse y realizar sus proezas. Para Descartegjagriuna coleccion de resultados,
el algebra es una técnica y un método de combinaciéon y deraoogin. Segun esto, por el
solo funcionamiento del mecanismo algebraico, es posduertsurgir un mundo geométrico

sin limites que nunca habria sido revelado por la intuiciéecth de la figura.

1.4. Los problemas de Hilbert

En el Segundo Congreso Internacional de Matematicas,reelelen Paris en 1900, David
Hilbert es invitado a dictar una conferencia; el tema comgbeda investigacion matematica,
lo que ella significa para el crecimiento tanto de un maternaomo de la matematica
misma; la importancia de plantear bien los problemas; y,olafianza inconmovible en
que todo problema bien planteado tendria tarde o tempraaosalucion, “[...] porque
en matematicas no hay ignorabimus” (Campos, 1994). En estierencia propone 23
problemas abiertos de matematicas, de dificil solucionue desde entonces convocaron
el trabajo de los matematicos. Hilbert sefiala que la prawide problemas en matematicas
en inagotable y tan pronto un problema es resuelto muchos wvignen a ocupar su lugar.
Comenta Campos, que debido a que la version final resultéariiastxtensa, Minkowski y
Hurwitz, le sugirieron que no la presentara completa, rgeria cual en el desarrollo de su
discurso, y después de la celebre afirmacion antes citasi@,godescribir solo 10 de los 23

problemas seleccionados extraidos de varias ramas deteméiaas y de cuya discusion se
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esperaria algun beneficio para la ciencia. Tres de ellogisearea la fundamentaciéon de las
matematicas (nimeros 1, 2 y 6), cuatro sobre aritméticagbéd(7, 8, 13y 16) y tres sobre
la teoria de funciones (19, 21y 23).

Empezd a hablar en los siguientes términos: jQuien de russodrdesearia poder levantar
el velo tras el cual se oculta el futuro y lanzar una ojeada @téximos avances de nuestra
ciencia, a los secretos de su desarrollo en los siglos vasideuego formula las siguientes
preguntas: ¢Cuales seran las metas particulares por ks @eesforzaran los adalides
matematicos en las generaciones futuras? ¢Cuales seranelss métodos y los nuevos
hechos que, en el amplio y rico campo del pensamiento matamedvelaran las centurias
por venir? Y prosigue: La historia ensefia la continuidad eegenvolvimiento de la ciencia.
Sabemos que cada época tiene sus problemas propios los leuéfca siguiente resuelve
o relega como estériles, reemplazandolos por otros nuévagieremos tener una idea del
posible desarrollo del saber matematico en el futuro inateddebemos hacer desfilar ante
nosotros los problemas abiertos y lanzar nuestra mirada leacproblemas planteados por
la ciencia actual y cuya solucion esperamos del futuro. &déi hoy, situado en la frontera
de dos centurias, parece especialmente apropiado parawsia de problemas del presente;
pues la terminacion de grandes épocas no solo nos invitaaa hacia el pasado sino que
también dirige nuestros pensamientos hacia el ignotodutur

Las denominaciones de los primeros once de dichos probleomas

1. El problema de Cantor sobre la potencia del continuum.

2. La no contradiccion de los axiomas de la aritmética.

3. Laigualdad en volumen de dos tetraedros de bases igualesas iguales.

4. El problema de la linea recta, la distancia mas corta dogguntos.
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5. La nocion de grupo continuo de transformaciones, de Liie,la hipdtesis de

diferenciabilidad de las funciones que definen el grupo.
6. El tratamiento matematico de los axiomas de la fisica.
7. Irracionalidad y trascendencia de ciertos niameros.
8. Problemas de los numeros primos.
9. Demostracioén de la ley de reciprocidad mas general eguigaldominio numérico.
10. Determinacion de la solubilidad de una ecuacion diafant
11. Formas cuadraticas con coeficientes algebraicos quiaes.

Con relacion al teorema de Fermat decia entonces: Fernrabafiomo es bien sabido,

que la ecuacion diofantica
X'yt =2"

(X, Yy Zenteros) es insoluble, excepto en ciertos casos evidaresntentos hechos para
demostrar esta imposibilidad ofrecen un ejemplo destadatiefecto estimulante que un
problema, muy especifico y aparentemente insignificanexjgtener sobre la ciencia. En
efecto, Kummer, instigado por el problema de Fermat se vimgodo a introducir los

nameros ideales y al descubrimiento de la ley de descomg@nsinica de los numeros de un
cuerpo ciclico en términos de factores primos ideales, eygue, hoy en dia, en su versiéon
generalizada a cualquier dominio numérico algebraicoDmatekind y Kronecker, figura en

el centro de la teoria moderna de los numeros; extendiémsdosgluencia mucho mas alla
de las fronteras de la teoria de los niUmeros, hasta los dusrdel algebra y de la teoria de
funciones (Campos, 1981). Sobre este problema se haramefgen el capitulo cuatro de la

tesis.
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Todos ellos parecian entonces irresolubles y se suponiaajueionarlos representaria
considerables avances en las distintas ramas de las miatesnd&l primer problema, “el
problema de Cantor sobre la potencia del continuum” o “legiét especial del continuo”
ha tenido respuesta exitosa por parte del mas famoso légicsiglo pasado, y quiza de
la historia, Kurt Godel y el conocido teorema de Godel, abersido como el resultado mas
importante de la I6gica matematica, da una respuesta naghtiegundo problema de Hilbert
sobre “la no contradiccion de los axiomas de la aritmétiEatlltimo de los 23 fue resuelto

en el ano de 1970.

1.5. Una tipologia de problemas matematicos segun

Dieudonné

En su articulo “Matematicas vacias y matematicas signifersit, tema de la conferencia
ofrecida en el Seminario de Filosofia y Matematica de la&blrmale Supérieure de Paris
(1976), Dieudonné se propone, por una parte, mostrar “atlesictual de la matematicas”
y, por otra, “hacer ver como han evolucionado los problemass no puede entenderse una
ciencia si se ignora su evolucién”, y a continuacioén al dedlar las “tipologias de las teorias
matematicas”, basandose en textos histdricos, explica sgaede con esos problemas una

vez que han sido planteados”. Considera varias posibéstad

1. Los problemas que no evolucionanes decir, que permanecen planteados. Son
problemas que han nacido muertos. Se han planteado, sehta resolverlos, no se
ha sabido hacerlo y se sigue sin saberlo, a veces durantaesil®or ejemplo, desde
Euclides se ha preguntado en vano si hay numeros perfecp@asamsin que se haya
encontrado alguno y tampoco se ha demostrado que no exidterproblema de este

tipo es el de los nimeros de la formpa= 22" + 1, llamados “nimeros de Fermat”.
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Estos numeros surgieron al investigar la constructildlidialos poligonos regulares de
p lados, cuand@ es un numero primo. En el libro IV deos Elementos de Euclides
se estudia la construccion de los poligonos regulares de53,64y 15 lados. Gauss
encontrd que el poligono regular géados era construible siy solo gigs un nimero
de Fermat. Después de calcular los cuatro primeros de estosras, a saber: 5, 17,
257, 65.537, Fermat observé que eran primos y afirmé que todae esa forma eran
primos. Sin embargo, Euler en 1732 obtuvo que pateb, p= 641x 6'700.417, que,
desde luego, ya no es un numero primo. Posteriormente, medizétodos dificiles
de la teoria de numeros, se comprobd que otros de los “nunderérmat” eran

compuestos. Pero hasta hoy no se conoce si hay infinitos n&mpemos de Fermat.

Otro caso es el de la constaftele Euler, que se define como:

1 1
= |, 1 oy A __l
C=lim ( to et ogn)

N—oo0

y desempefia un papel importante en el analisis. El problemsiste en determinar si
C es un numero racional, irracional, algebraico o trasceegacerca de lo cual aun

nada se sabe.

. Los problemas sin posterioridad se han resuelto, pero de ello no se ha logrado
progreso alguno para ningun otro problema, es decir, suwcigoluno ha tenido
consecuencias. Las posibilidades de origen técnico pdeatip® de problemas,
sefiala Dieudonné, son impensables. Constituyen una egpecicertijos que se han
perpetuado en ramas de la matematica actual, tales comoria e nimeros, la
combinatoria, la teoria de grupos. Por regla general, lalue®n de todos estos
problemas exige un ingenio asombroso. Uno de tales probleptenteado pero no
resuelto por Sylvester es: Dadoguntos situados al azar sobre el plano, de modo

gue no estén todos ellos alineados sobre la misma recta sttamgue existe siempre
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una recta que pasa exactamente por dos de dichos puntosdoed{a por un amigo
del matematico hingaro Paul Erdds. También Erdds ha prpyesesuelto cerca
de 550 problemas de esta categoria. Pero, a pesar del emayemgoi que requieren
para resolverlos, la inmensa mayoria de ellos ni siquienaiites para resolver otro
problema; simplemente terminan en la solucion. Tambiésidena son de este tipo,

los planteados por Diofanto.

. Los problemas que crean un métodoEste caso se presenta cuando al profundizar
las técnicas utilizadas para resolver el problema de past@dllega (complicandolas

si es necesario) a utilizarlas en otros problemas semsjantgs dificiles, sin que se
tenga la sensacion de comprender verdaderamente tal Erita. teoria de numeros
abundan métodos de este tipo, el caso mas antiguo es el nuthbdescenso infinito,
inventado por Fermat, para demostrar que la ecuadiéay* + Z* no tiene solucién
entera. Todos los métodos utilizados para demostraraseendenciale un nimero
corresponden a este caso. Asi por ejemplo, refinando y mejotas métodos con los
cuales se demostrd teascendencia de,ese logré demostrar laracionalidad derr,

aungue se ignora la razén fundamental de este éxito.

. Los problemas que se ordenan en torno a una teoria general,denda y vigorosa
Se trata de aquellos problemas cuyo estudio y reflexion hgeneinado ideas nuevas
gue, a menudo, superan sin medida al problema que les dienoyigacaban por
revelar a veces, al cabo de bastante tiempo, la existen@stdecturas subyacentes
insospechadas que no solo iluminan la cuestion propuesta,gsie proporcionan
instrumentos generales y potentes que permiten dilucidarnoultitud de otras en
diversos dominios. Se citan como ejemplos tipicos, pae@so y en la actualidad,
la teoria de grupos de Lie y la Topologia Algebraica. Dieudodestaca esta cuarta

categoria y la considera eparaiso de los matematichgor cuanto comprende no
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solamente métodos, ni mucho menos se trata de artimafiageadds refinadas, sino
que en tales ocasiones, los matematicos se dan cuenta dd guoalizar el problema
y las nuevas ideas que ha suscitado, comprenden lo que sobgetero este de todo
hombre de cienciallegar a comprender que pasa en el asunto objeto de sus estudi
Puntualiza que la mayor parte de los temas expuestos en @l@enBourbaki tienen

caracteristicas que los ubican en esta categoria y en mesidanen la categoria

anterior.

5. Las teorias en via de empobrecimientson aquellas que, una vez resueltos los
problemas mas importantes por sus consecuencias y susmelscon las otras ramas
de las matemaéticas, tienen tendencia a concentrarse sodsdones cada vez mas
especiales y asiladas, pudiendo ser ademas muy dificdésnIpobrecimiento puede
ser momentaneo, como ha sucedido cotetaia de los invariantegue varias veces
se ha encontrado en esta situacion. Se recuerda aqui quethitifatiza que solo la

aportacion ininterrumpida de nuevos problemas garanitizepgreso de una teoria.

6. Las teorias en via de disolucionCorresponden al caso en el cual, en una teoria, una
eleccion afortunada de los axiomas, motivada por problgmmassos, ha permitido
desarrollar técnicas que tienen una gran eficacia en mueahias ple las matematicas'y,
en el mismo sentido, sucede también que se investiga, sivoagiarente, modificando
de manera bastante arbitraria los axiomas. Bajo estasaiones, dice Dieudonné que
la mayor parte de las veces resulta engafiosa la esperanzaocdarrasi los éxitos de

la teoria inicial. (No se mencionan ejemplos de este caso).

El tipo de problemas de primordial importancia para Bourleakresponde, en primer
lugar, a la categoria cuatro y en segundo lugar, a la categesi, de la clasificacion hecha por

Dieudonné, ya que la principal caracteristica de las mateasdbourbaquicas es su trabajo
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concerniente a las teorias vivas, que se sustentan sobestinetura; y, hasta cierto punto,
son las que dependen de un método.

Se pone en evidencia entonces el papel crucial y dinamiz#eldos problemas en el
desarrollo de las mateméticas a través de los tiempos legtartto que muchos autores
han llamado la atencion sobre este hecho de distintas forRmsejemplo, Stewart los
considera “la fuerza motriz”; E. T. Bell afirma que ademas amero, forma, discontinuidad
y continuidad, ha llegado a ocupar capital importancia ehidtoria de las matematicas,
especialmente desde el siglo XVII, unguinta corrienté. El avance de las ciencias hacia
una mayor exactitud, ha planteado la constante y creciectsidad de inventiva matematica,
constituyendo en gran parte la causa principal de la enorp@nsion de las matematicas
desde 1637, y puesto que la industria y las invenciones sartor cada vez mas cientificas,
después de la revolucion industrial de la ultima parte dgbsXVIll y la primera del XIX,
también estimularon la creacién matematica ofreciendofi@muencia problemas situados
mas alla de los recursos de que disponian las matematicasuéims casos, los intentos
para resolver un problema de tecnologia esencialmentenl@w conducido a un desarrollo
ulterior de las mateméticas puras (Bell, 2002).

Después de haber hecho este recorrido sobre la evoluciéasdmatematicas desde
la perspectiva de los distintos tipos de problemas que hagidsuen su desarrollo, es
conveniente hacer unas consideraciones sobre el tema.

Elvalory laimportancia de un problema no radican tanto eéotesecucion de su solucion,
como en las ideas y bosquejos de ideas que hacen posible jare exu el proceso mismo
gue se desarrolla al intentar resolverlo.

Muchos de los problemas de las matematicas, y aun indepeectiente de su solucion,
han dado lugar a los méas notables desarrollos de este catgundeimiento. Aun el hecho

mismo de pensar si determinados problemas tienen o no tseherion se ha constituido en
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un tema crucial de investigacién en matematicas, espesisiéma partir de los tres famosos
problemas de la matematica griega, dando apertura a una magera de pensar y de abordar
los problemas matematicos. Durante mas de dos mil afiosdroblemas permanecieron
sin ser resueltos, a pesar de los intentos realizados pam@dgle los grandes matematicos.
La creacion de la geometria analitica permitio6 comprenderprofundos vinculos de la
geometria con el algebra y a mediados del siglo XIX, a paetilod considerables avances
alcanzados en el algebra gracias a los trabajos de dessacedematicos y en especial a
los aportes de Galois (1811-1832), pudo demostrarse erafoomvincente y rigurosa que
los problemas de la duplicacién del cubo y de la triseccidradgulo no se habian podido
resolver, porque precisamente carecian de solucion. EB, Fé8dinand Lindemand probo
que el problema de la cuadratura del circulo también ersailuble. Este problema implica
quiza mayor grado de dificultad y exige de los recursos tésrdel analisis matematico.

En la matemética griega, el problema de constatar la imlidsith de ciertas
construcciones geométricas comenzé a marcar una tendgoeiacondujo a que los
matematicos comprendieran la importancia y la validez dpgmerse investigar:'Como
es posible probar que ciertos problemas no pueden res@¥ers

A esta nueva manera de pensar corresponden problemas géixiste alguna fraccion
cuyo cuadrado sea igual a dosZEs posible resolver una ecuacion general de grado igual o
mayor que cinco, utilizando radicales?

Los problemas han ido evolucionando, a través del procesoritio, paralelamente con
el desarrollo del conocimiento, como signos de vitalidathdeatematica y como reflejo de
la influencia mutua entre la vida practica y el pensamienstratto, hasta constituirse en
caracteristica esencial de una forma de pensamiento que, ted, es asumida y valorada en
la actualidad por los matematicos. Dicha influencia ha gelteun conjunto de procesos que

comienza por la matematizacion de situaciones a partir dadmreal, avanzando luego en
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la reflexion sobre las condiciones presentadas hasta beglaanzar niveles de abstraccion
tales que permitan actuar de acuerdo con procesos dedugtiftoalmente, mediante las
aplicaciones, retornar a la realidad (Aleksandrov et 8801 pp. 20-21)

Constitiyese asi una caracterizacion de una forma de p@rgamue en el fondo esta
muy ligado a la ontologia del dominio del objeto a partir dehlcse fija el problema para
su solucién. Lo que emerge de la solucion del problema paeeqiue lleva en si la herencia
del dominio previo de objetos de donde se encuentra. Es deerla ontologia del objeto
esta en el dominio anterior. Este pensamiento de resoldei@noblemas, caracteristico de la
matematica, apunta a un problema localizado, por cuanensigmiento que ahi se desarrolla
esta limitado por lo dado, esto es, por las condiciones cuelffjroblema.

Para hacer una aproximacion al pensamiento por problermaspreeniente examinar
como funciona la actividad de solucion de problemas y condaseste tipo de pensamiento
en un ejemplo concreto. Para tal efecto se considera el casb@ial Descartes elige el
problema de Pappu£n cuya solucion aplica las reglas de método analitict

“En matematicas, este proyecto metodico trae como conseieul@ prioridad concedida
al tratamiento algebraico. Descartes no estudia las cynwasi mismas, como realidades
espaciales. Para €l, una curva es un lugar geométrico, gintorde las soluciones de una
ecuacion. [...] Se empieza por las soluciones de las equeimon una incognita, de primer
grado y después de segundo grado, y cada vez se indica coéstouaogeométricamente las
soluciones (los segmentos que representan a las solucipngsor consiguiente, el principal

objeto de esta geometria es la representacion de las swgaie problemas algebraicos. A

ILas “Ciencias exactas, mecanica, astronomia, fisica y taragarte de la quimica, expresan sus leyes,
como todo estudiante sabe, por medio de férmulas, y utidanapliamente el aparato matematico en el desarrollo
de sus teorias. El progreso de estas ciencias habria siddetamente imposible sin la matematica. Por esta
razon, las necesidades de la mecanica, astronomia y fasiagjdrcido siempre una directa y decisiva influencia
en el desarrollo de la matematica.

En todos los casos, pero especialmente alli donde los feras®®mn mas complicados, debemos tener en
cuenta que si no queremos perder el tiempo manejando fésmedprovistas de significado, la aplicacion de la
matematica es Util sélo si se aplica a fendmenos concretogajan sido objeto de una profunda teoria. De un
modo u otro, la matematica se aplica en casi todas las cigmigade la mecanica hasta la economia politica”.
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tal tipo de ecuacion le corresponde tal tipo de construé¢i@péry & otros, 1988, p. 60).
Descartes, no solamente se propuso hacer una primeraceleigifi de los problemas; si
no que en el primero de los tres libros dea“Geometrig trata “de los problemas que se
pueden construir sin emplear mas que circulos y lineas s&cliaego presenta las reglas
de formacion de las ecuaciones de curvas geométricas. De malas condiciones de
solucion de la ecuacion establecen los requisitos paranstre@cion de un problema. En
consecuencia, la posibilidad de construir el problemanmidpeée |la posibilidad de encontrar
las raices de la ecuacién. A continuacion sefala los pasosegdeben seguir para resolver

cualquier problema, los cuales constituyenmeEtodo analitict
1. Inicialmente es necesario suponer que el problema seweimawya resuelto.

2. Se debe designar con letras todos los datos y todas lass lineolucradas en el

problema, tanto las conocidas como las desconocidas.

3. Encontrar la relacion de dependencia que existe entréinaas conocidas y las

desconocidas.

4. Sin hacer diferencia alguna entre los datos y las lineasadias, expresar de dos
maneras distintas la relacion entre ellas, para obteneexjngsiones de una misma

relacion. La igualdad de estas dos expresiones forma umaiéou

5. Finalmente, se debe resolver la ecuacion. Los requerioseconstructivos de la

ecuacion expresan los requerimientos constructivos déelgma.

Estas reglas las aplica en la resolucion de problemasld#imbmo el problema de Pappus,
que por tales condiciones resulta paradigmatico parazamalicha actividad.
En su ‘Coleccién de problemasPappus asegura que ya Euclides habia intentado, sin

éxito, la resolucion del siguiente problema: Dadas cuatreak en posicion, encontrar un
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punto desde el cual se puedan trazar lineas que formen &rdpdos con las cuatro lineas
dadas y que satisfagan la condicion de que el paralelogrammoafio por dos de esas
lineas se encuentre en una razén dada con el paralelogramadi por las otras dos. Mas
exactamente, desde Apolonio habia un problema abiertoatmtar el lugar geométrico de
la familia de curvas que tienen una determinada situaci@mgpten ciertas condiciones en
el plano; para lo cual se tiene que designar el nuevo objedbjeto curva algebraica.

Entonces, para entender como funciona la actividad de idolue problemas, esto
es, la estructura epistémica del problema, considerandarodllema de Pappus como
paradigmatico, es conveniente expresar la manera comotesrita la solucion en los
siguientes términos:

En primer lugar hay un reconocimiento por parte de Descaeéaporte de Pappus al
identificar cual era el problema abierto por resolver, gado desde Apolonio. Se tiene
entonces, un dominio de objetos que cumplen ciertas caistiitas; son de naturaleza
euclidiana y hay una serie de instrumentos y herramientaget@encion sobre esos objetos,
gue son unas técnicas analiticas, las cuales compod@npbr resuelto el probleniay
buscar unos principios de explicacion ultimos de las caodés en las que se encuentra
la configuracién de las rectas en el plano.

Se debe recordar que el objetivo cartesiano es eliminarfdaedicia existente entre las
distintas magnitudes geométricas mediante la busquedsdéuma Unica de la magnitud
dada a través de los segmentos, como condicion que hace wviasllectura algebraica de
la geometria y con la posibilidad de definir un producto darsegos con la propiedad
de cerradura o clausuraDé esta forma Descartes rechaza la interpretacion estnictate
espacial, concreta e intuitiva en beneficio de una integr#tn mas puramente abstracta,
no figural (De Lorenzo, 1971, p. 83). Surge asi la necesidad del sigante, artificial y al

asignar a cada line@®6n una letra o una cifra, las operaciones aritméticas queaaluidas
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en los terrenos estrictamente algebrait@®e Lorenzo, 1971, p. 85). Por lo tanto se requiere
la designacion de lenguajes escrituralmente.

En el proceso de resolucién del problema a través de losumstitos de intervencién
correspondientes va emergiendo un objeto radicalmereeedife que es el concepto de curva
algebraica distinto del concepto de curva de Apolonio.

En sintesis, se tiene: un problema, unos instrumentos eiv@mtcién en la resolucion del
problema, tales como saberes, técnicas, métodos que pamckesn al estado del arte en el
que se encuentra, en el contexto matematico, procedirsigngdan lugar a un nuevo objeto
matematico, constitucion de un nuevo objeto mateméaticdeEninos epistemologicos, se
tiene una realidad nueva en relacion con lo anterior, unaaalgebraica. Este nuevo objeto
que se constituye segun el pensamiento de Descartes yaankgasib con el problema de

Pappus sino instaurado en una teoria propia, una teoriadesalgebraicas.

1.6. Algunas Reflexiones sobre la Resolucion de Problemas
segun Polya

Desde la perspectiva de la Educacién Matematica, el prodesplantear y resolver
problemas tiene gran relevancia sobre todo si se consider&ste debe estar presente en
todas las actividades curriculares de matematicas, hhgtant de llegar a constituir el
eje central a partir del cual sea posible organizar el auojdeniendo en cuenta que las
situaciones problema, como elementos bésicos del coriterediato, permiten dar sentido
al quehacer matematico.

De acuerdo con estas consideraciones resulta impreseaiteferencia a Polya, cuyas
obras pioneras despertaron el interés por el proceso deicgsode problemas desde los

comienzos de la investigacion en Educacion Matematica.
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Polya consideraba que una de las opciones que tiene el prafesnatematicas es la
de dedicarse a ejercitar al estudiante en operacionesmasn con el riesgo de destruir
el interés por este tipo de conocimiento y desaprovecharaa gportunidad que tendria
para su desarrollo intelectual. La otra alternativa, eselgpaher a prueba la curiosidad de
los estudiantes planteandoles problemas adecuados aetd@igonocimientos y, mediante
preguntas estimulantes, orientarlos en la busqueda deta@spondientes soluciones de tal
forma que sea posible despertar el gusto por el pensamigidiocno.

En correspondencia con estas dos opciones, es convenienisap el significado de la
palabraproblema por cuanto en la clase de matematicas suele emplearse ceentido
equivocado cuando se asocia a situaciones relacionadawentcon ejercicios de ejecucion
que solo requieren de la aplicacion rutinaria de proceditogidénticos o analogos a los ya
establecidos o resueltos. En cambio, el concepto de prabde@ptado en matematicas se
refiere a una situacion que es nueva para quien tenga queaiézol

Segun Polya, la resolucién de problemas es una habilidattigaaque se adquiere
justamente resolviendo problemas. Sin embargo, no esgdeagisar con sentido practico
el significado de un verdadero problema, de tal manera qudreonencia se hace dificil
decidir de antemano si una determinada situacion es o ncobepna para cierta persona.

Por lo tanto, ha sido necesario establecer algunas condgicomo las que se presentan
a continuacion, que permiten caracterizar si una situaegrpara alguien, un verdadero

problema.

= En primer lugar, debe existir un proposito deseado y clandéedefinido que se conoce

conscientemente.

= En segundo lugar, el camino para alcanzar tal proposito@geetra bloqueado y los
patrones fijos de conducta de la persona, sus respuestasafed)ino son suficientes

para romper ese bloqueo.
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= Por ultimo, tiene que haber deliberacién. Esto es, la parsoma conciencia del
problema, lo define mas o menos claramente, identifica vhaijgdesis o soluciones

posibles, y comprueba su factibilidad.

De acuerdo con estas condiciones, en la resolucion de ureprabmatematico es
fundamental que se fije, en primer lugar, o que se pregurdaenpiEn que haya motivacion
para contestar dicha pregunta. El tema de si se trata de dadezo problema o no se dilucida
teniendo en cuenta la segunda condicion. Luego se requeébeichr para poder establecer
con seguridad si se tiene la respuesta correcta, caso ealetlquroblema ya habria sido
resuelto.

Al respecto, Polya sostenia que al estudiar los métodossiéuoedn de problemas se
percibe otra de las dos facetas de las matematicas. En ,efewode ellas corresponde
a la ciencia rigurosa presentada a la manera euclidiana comacimiento sistematico y
deductivo. En cambio las matematicas en via de formaciémeapa como una ciencia
experimental e inductiva. En este caso, sefalaba que “lesmatcasn statu nascendien
el proceso de ser inventadas, nunca han sido presentaddigdibate, ni incluso al maestro,
ni al publico en general.”(Polya, 1972, p. 9).

A partir de estas consideraciones y con fundamento en suierpia en la ensefianza de
las matematicas en diversos niveles y apoyado en un serigqy éstudio de los métodos
de resolucion, propuso el, llamado por algunos autorespdoébeuristico que consta de
las ya conocidas cuatro etapas necesarias para resolveohierpa, a saber: comprender
el problema, concebir un plan para resolverlo, ejecucidmpld@ y finalmente, examinar la
solucion obtenida.

Con relacién a la importancia de la resolucién de problerab$®ational Council of
Teachers of Mathematics (N.C.T.M.) sostiene que frente as wondiciones de vida que

cambian tan rapidamente, lo Unico predecible es que las @&an diferentes hacia el
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futuro y por lo tanto la capacidad de ajuste y solucion de lapips problemas es de
importancia primordial. En consecuencia, es necesarigians los estudiantes a formular y
resolver problemas en los cuales participe una reflexiontitativa. Cuando avancen a los
estudios superiores o lleguen al ejercicio profesionalri#n que ser capaces de resolver los
problemas que les plantee la educacion avanzada o la gnofgge ejerzan. La educacion

debe estar orientada para capacitarlos para ese propoésito.
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Capitulo 2

El camino hacia una vision estructural abstracta

de las matematicas

Introduccidn

Este capitulo se inicia con la presentacion del estado denk&tsmaticas clasicas a
comienzos del siglo XIX y se habla también de la caracteidnade las distintas ramas de
las matematicas segun la naturaleza de los respectiva®®ble estudio. En este contexto,
se plantean los propdésitos y los condicionamientos quesaai@d a las exigencias impuestas
por el progreso de la ciencia y la tecnologia, tanto en losrds campos de las matematicas
como en los propios métodos de céalculo. Se hace referenaianadrporacion progresiva
de los métodos matematicos en la mecénica y en las ciendiasilesa y la forma como los
logros de éstas acrecentaron las demandas de la producziémaética y de sus aplicaciones
y coOmo mas adelante, en la primera mitad del siglo XIX, se monevidencia poco a poco
un extraordinario cambio en sus conceptos, tematicas yosisntoo.

Teniendo en cuenta que en el estudio de la evolucion de lasnmatitas resulta
de primordial interés analizar las principales fases aéga¥e las cuales el simbolismo

algebraico elemental pudo alcanzar un grado de desarro#iolalpermitiria acercarse al
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estado actual de madurez, y cémo la carencia de un simbolkdivaz constituiria un
obstaculo para el progreso de las matematicas, en esteloaggtestudian principalmente
los aportes de los principales reformadores del algebtanica, asi como las razones de
estos emprendimientos. De la misma manera se estudiamidiomes y concepciones que
orientaron el desarrollo del algebra simbdlica. En otrdalpas, se hace referencia a los
interrogantes que dieron origen a la reforma del algebraremdpda por los matematicos
ingleses y la manera como intentaron justificar y garanteasalidez de las operaciones
algebraicas. Se analizan las concepciones de Peacock, elopeosonaje mas influyente,
planteadas en su obrd ‘treatise on algebray el significado y los alcances depfincipio

de permanencia de las formas equivalehtelos principios a partir de los cuales se hizo su
formulacion.

Se consideran también las concepciones y la obra de De Mocgamo uno de los
defensores mas importantes de las ideas de Peacock y lastirs en torno a la idea
de una generalizacion del algebra simbdlica.

Al examinar el papel de la obra de Peacock y de la escuelanigat&n la emergencia
de una mentalidad axiomatica surgen interrogantes acera@mo entender, de manera
adecuada, el alcance de los planteamientos de Peacock gquidmes sobre el algebra
simbdlica, tratando de dilucidar las posibles relaciones s enfoques formalistas y
axiomaticos y con el enfoque abstracto y estructural deldbymoderna.

Finalmente, se hace referencia a un tema que ha sido funtEmsm solamente para
el desarrollo del pensamiento matematico, sino para lecicieanisma. Se trata del hecho
de que entre la matematica clasica y la matematica moderealaean intuicion y rigor
l6gico y como, al acercarse al enfoque estructural de lanmmé@iea moderna, el llamado
criterio de evidencia que con ellos esta involucrado, egnrarisis por cuanto poco a poco

los matematicos llegaron a la conviccion de que, en est@liisg no tiene importancia la
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consideracion de la naturaleza de los objetos, sino lasioeks entre objetos indefinidos
y las reglas que rigen las operaciones entre ellos. Esteswate cambio de concepcion,
denominado de desontologizacion, posibilitaria el pass a$tructuras como nuevos objetos

de la matemética moderna.

2.1. Una vision panoramica de las matematicas clasicas a
principios del siglo XIX

Una parte importante de las matematicas ha surgido motipadda necesidad de
proporcionar modelos que permitan resolver los probleniaspipntean las otras ciencias
y disciplinas; pero con el paso del tiempo se ha ido impommgnttansformando en fuerza
esencial del desarrollo de las matematicalsgusto de inquirit, heredado de los griegos,
que ha llevado a que la investigacion en matematicas esteuéata por resolver los propios
problemas generados por el apremio de una fundamentagjarosa, fa necesidad de
conocer la verdad, la curiosidad intelectual y la atraccipar los enigmas(Dieudonnée,
1987).

Al respecto hay que destacar el hecho esencial de que endadgssos y etapas las
matematicas no han perdido el contacto con el mundo empiicmntrario, dicho contacto
se ha realizado de las mas diversas formas y en distintos,casain sus construcciones
mas generales y, por tal razon mas alejadas del lenguajéviatdel comuan, resultan de
méxima utilidad para el conocimiento profundo de la nagral Hecho este tan esencial
que el mismo Dieudonné lo pone de presente en su dkaadrama de las matematicas
puras, cuando al finalizar la presentacién de cada una de lasaeonatematicas, segun
“La eleccién bourbakistaen una seccién especifica, hace referencia a las relacmome

las ciencias de la naturaleza y que al mismo tiempo confirredagicomplejas y fecundas
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relaciones que existen entre las matematicas y la realioguriea no pueden confinarse
en un esquema unico predeterminado, ni tampoco disminugeddr interpretativo de la
realidad, que tienen las matematicas, por la generalidgdpse creciente de sus modernas
teorias, ni por el caracter aparentemente artificioso delgetos que estudian. La fuerza
gue moviliza al conocimiento matematico contemporane@l@mncepciones cada vez mas
audaces y menos intuitivas no pretende aislarlo de la seglgino darle capacidad de captar
las razones ocultas de las leyes enunciadas por los posalei conocimiento matematico.
En matematicas no se construye sistemas de conceptosoalejados de la vida cotidiana
por simple deseo de evasidn, sino que se trabaja obedeai@adexigencia esencialmente
racional, la cual obliga a penetrar cada vez mas profund@Ensrtomplejo patrimonio de
nociones fruto del trabajo anterior y que al mismo tiempcstduzn de instrumentos cada
vez mas eficaces a quienes se esfuerzan por teorizar y traasfel mundo en el cual se vive
y se obra, teniendo en cuenta que la manera de realizar lei@serio humano es a través del
razonar que permite el juicio. Juicio para atribuirle urdigado a cada cosa; para asociar la
cosa con la idea, lo particular con la forma, el género cospa&e. Pero también juicio para
pensar en la idea, la forma y la especie en si mismas. Palabaacpmunicar pero también
palabra en funcion de ella misma, respondiendo a la pulsiéa ge lucidez. Como ninguna
otra ciencia, las matematicas responderian a esta dobialeaia del espiritu humano.

Las razones fundamentales del progreso en el conocimiemtienmatico y en el
conocimiento cientifico en general son la curiosidad, eledede conocimiento y la
imaginacion creadora; pero estas tendencias intelestnatarales se intensifican y agudizan,
en muchos casos particulares, por las necesidades mededial ser humano. Por medio
de la actividad cientifica el ser humano ha aprendido a dscke manera objetiva el
mundo que lo rodea, con precision y con independencia de esend; a clasificar los

resultados de la observacion; a realizar experienciasatadts a establecer relaciones entre
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las variables que intervienen en los distintos procesasalat; a buscar explicaciones de los
fendmenos naturales y de las experiencias mediante la@nede hipdtesis y la elaboracion
de teorias a partir de un pequefio nimero de proposicionestipais y de definiciones
operacionales que vinculen los hechos observables coimid®os de la teoria; a verificar
sus hipotesis y teorias, deduciendo consecuencias lodedss mismas y verificAndolas
luego experimentalmente y, en consecuencia, a hacer pi@ks.

La actividad matematica y cientifica le ha permitido al semano liberarse de mitos
y dogmatismos que lo apasionaban, lo aterrorizaban y lo geogfecian. A partir del
conocimiento de las leyes que gobiernan el mundo fisico yian&sl la modelacion
matematica, el ser humano a la vez que aprende a ubicarse emegl mundo al cual
pertenece, adquiere también un poderoso medio para ietarpos fenomenos naturales y
utilizarlos para su propio beneficio.

En consecuencia, las matematicas y la ciencia en genertibtgmen, quiza mas que
cualquier otro proceso humano, a hacer lo mas libre posilderehumano, tanto desde el
punto de vista mental como material.

Al finalizar el siglo XVI, el progreso de la ciencia y de la tetogia tenia como
componente fundamental los resultados logrados en elralgalirigonometria, la geometria
y los métodos del calculo.

Durante el siglo XVII fueron incorporados progresivamdotemétodos matematicos en
la mecanica y en las ciencias naturales en general. Asi feiblpaexpresar, en términos
matematicos, las leyes de la caida de los cuerpos de Galil@® gel movimiento de los
planetas de Kepler. M&s tarde Newton pudo formular y deraor ley de gravitacion
universal.

A medida que las ciencias naturales han alcanzado mayaess)ase han acrecentado

también las demandas de produccion matematica y de sus@plies, hecho este que se
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manifestd con mayor énfasis en el siglo XVII, época de prdfsncambios cualitativos

matematicos tales como los aportes de Descartes y Fermat ggoimetria analitica, los

de Newton y Leibniz en el calculo diferencial e integral, tes Desargues y Pascal en la
geometria proyectiva, los de Ja. Bernoulli en probabikdaéntre otros.

Con los cambios en la vida econémica y social de la Europaglel>VIII, manifestados
en fendmenos como la revolucion industrial, la formacioh mercado mundial y las
actividades asociadas a ellos como la navegacion, la coo&in de naves, la técnica
militar, la hidroenergética, la termotécnica y demas, ®hai de desarrollo de la ciencia
aumenta aceleradamente. En este complejo de las ciensies-rfiatematicas surgen los
problemas propios de la creacion del aparato matematiaovdstigacion de los fenébmenos
electromagnéticos y de los problemas de la mecanica y lanastria que son estudiados por
eminentes matematicos (Euler, Lagrange, Laplace, D’A&mbirichlet, Monge, Legendre,
Clairot, Ja. Bernoulli, Hamilton, Fourier, Gauss y mucht®$). Se inician entonces las
investigaciones en campos diversos de la matematica, ciodigebra y la teoria de nimeros
y, en el analisis matematico, la teoria de funciones, laa@ones diferenciales y el calculo
de variaciones.

A continuacion se muestra un breve panorama de las matasatiprincipios del siglo
XIX.

La aritmética y el algebra permanecian separadas a man&rardpartimentos estancos
y cumplian reglas operatorias poco comprensibles. En tenéiica y aun ligados a las
cantidades, se estudiaban los nimeros naturales y loognkas fracciones, los nUmeros
algebraicos y los enteros médutoLos nimeros reales y complejos, antes que objetos de
estudio eran herramientas empiricas.

El algebra comprendia la teoria de ecuaciones con numesosrieidos oihcognitas

gue representaban nimeros reales o complejos. Antes gsitwiomna disciplina era, mas
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bien, una herramienta para resolver ecuaciones y expresaiohes. El Unico progreso

notable alcanzado desde la época de los babilonios habitagiglsolucion algebraica o por

radicales de las ecuaciones de tercero y cuarto grado, pardtematicos italianos del siglo
XVI. Este hecho estimul6 la ilusién de hallar, en forma semtg, métodos que permitiesen
resolver algebraicamente cualquier ecuacion de gradaisupe

En geometria todo continda inmodificable, es decir, percare predominio de la
geometria griega 0 geometria métrica euclidiana d&lesentos/ con ella la concepcion
de las figuras que, en calidad de imagenes de sus formassididlenundo platonico de
las ideas, se mantenian conectadas con el mundo tangilies Eiimos tiempos de aquella
época solo se manifestaba como avance el nacimiento y désaricial de lo que seria en el
futuro la geometria proyectiva que surge con las reglas plerkpectiva en el Renacimiento y
se fortalece con lo métodos de la geometria descriptiva deg®ale finales del siglo XVIII.
En el aspecto tedrico es importante el aporte de Desarguegy ton la obra de Poncelet se
establecen las bases de la geometria proyectiva, al distiag propiedades métricas de las
propiedades proyectivas de las figuras.

El siglo XVIII fue, en especial, el siglo del auge del calcudfinitesimal y de los métodos
infinitesimales que habian hecho posible el triunfo de IBartipia’ de Newton. Este
calculo, cuyos métodos se reducian a reglas de caracteftalgo que correspondian al
calculo diferencial, integral y de variaciones, fue sisaémado en los tratados de Euler y
aplicado exitosamente por Lagrange y por Laplace.

Segun los objetos de estudio, el andlisis se dividiaaealisis real para las funciones
sobre los reales, el analisis complejo para las funciondgesdéos complejos, y el analisis
funcional para los operadores diferenciales, integralesmyiacionales que actuaban sobre
esas funciones

El rasgo prominente de los métodos infinitesimales de eszaégra la carencia de todo
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fundamento de rigor. Afortunadamente la situacion cambhiélesiglo XIX hasta tal punto
que este se constituyo en el siglo del rigor en el calculo.

Con el proposito de explicar el concepto histérico y epistiégico de “rigor”, resulta
oportuno hacer referencia al caso que plantea Moreno ertisularde 1997: Weierstrass:
Cien afnos despugssobre la fundamentacion del analisis real en el siglo XdX el cual se
menciona el concepto de funcion continua. Como es obvigpfuprotagonistas Cauchy,
durante la primera mitad del siglo, y Weierstrass en la ssgu@auchy organizé los
resultados logrados por sus predecesores, entre los cadllessale Euler. Observa Moreno
que con el fin de recuperar de manera clara y rigurosa muchlos desultados que luego
se convertirian en teoremas del calculo, Cauchy empezéspablecer definiciones claras
de sucesion convergente, de funcion continua, de integralné funcion continua, entre
otras. La intensa investigacion sobre los procesos deaw#div e integracion afirma, poco
a poco fue dando paso a las investigaciones sobre el congepéral de funcién. De esta
manera surgieron resultados como el teorema del valometdio de Cauchy-Bolzano, para
funciones continuas definidas en un intervalo. En este eaboerte, que se debe tener en
cuenta que Bolzano comprendié que dicho teorema requetiaadeonstruccién rigurosa de
los nimeros reales.

Haciendo énfasis en el sentido profundamente historicoiged, recuerda el enunciado
del teorema del valor intermedio aceptado en aquella éddia: funcién continua que
cambia de signo en un intervalo, debera tener una raiz eroditiervala

Agrega que es facil darse cuenta que a este enunciado lprfattiaion, lo cual hace parte
del medio ambiente de rigor de la época. Luego compara lasaefies de funcién continua
propuestas por Cauchy y Weierstrass.

La que se halla en el curso de Andlisis de Cauchy de 1821 ,(esse dird continua si

los valores numéricos de las diferenciascf a) — f(x) decrecen indefinidamente cuando
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decrece indefinidamente el incremento

Luego menciona la definicibn propuesta por Weierstrass é#:1Biremos que una
cantidad y es una funcion continua de x si, una vez que hayatag&loe > 0, podemos
demostrar que existé > 0 tal que, para cualquier valor entregx- 0 y X + 9, el valor
correspondiente de y esta entig-ye y Yo+ €.

Estas dos definiciones se pueden comparar también con lpaueza en la tercera edicion
del texto Principios de Analisis Matematico de Rudin de 1880dos términos siguientes:
Supongamos que X y Y son espacios métricas)E p< E y que f aplicaE enY. En estas

condiciones, se dice que f es continua en p si para eadd existe und > 0, tal que
dv(f(x),f(p)) <e

para todos los puntos & E, para los cualesg(x, p) < 0.

Claramente se observa que hay diferencias entre ellas,alorefleja la diferencia de
concepciones sobre el tratamiento del tema.

Sefiala entonces, que la sistematizacion debida a Caughyneswdado el continuo
numerico, por lo cual, una vez introducida la nocion de sooeso se puede distinguir
entre sucesiéon convergente y lo que hoy se conoce como énaksiCauchy, y esto afirma,
lo evidencio en la demostracion del teorema del valor inéelim En cambio, dice Moreno,
que Weierstrass fue capaz de comprender como Bolzano,careed, que el esclarecimiento
conceptual de este teorema, y de muchos otros, sélo seiffdgpomediante una construccion
rigurosa de los numeros reales. Entonces dio una demdastraasada en lo que hoy en dia
se conoce como el teorema de Bolzano-Weierstrass (18dda sucesion acotada tiene un
punto de acumulacién

Moreno ademas hace referencia especifica al siguientéags@nunciado y demostrado
por Cauchy en sus lecciones de analisis de 18R%;: E — R es una sucesion de funciones

continuas tal que para cada x de E, la sucesiq(xf es convergente, entonces la funcién
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f : E — R definida como x) = lim f(x) para cada xc E, es continua

Y advierte que, de acuerdo con las interpretaciones astugleesultado es falso. Lo cual
se verifica tomando como ejemplo la sucesion de funcidpes = x", E = [0,1]. En este
caso la funcion limitef, esf(x) =0six# 1y f(1) =1, la cual no es continua en= 1, a
pesar de que cada una de las funciofyess continua (por hipotesis).

Aqui se pregunta ¢como pudo Cauchy cometer un error de esalpat?

La Unica respuesta posible, opina Moreno, es que a su imageemtual de funcion
continua Cauchy le atribuia propiedades que no apareciamatesra explicita en su
definicion.

Observa que, posteriormente, en sus conferencias de 186éikrstvass enuncia el
siguiente resultaddSi ( fn), converge uniformemente a f, y cadaek continua, entonces
f es continua.

Esto era precisamente lo que desconocia Cauchy cuandddénenirel mencionado error.

Lo anterior permite concluir que el rigor matematico es pnoamente histérico, es decir,
ha evolucionado con las matematicas. En tal proceso se lsgevar que las exigencias
corresponden siempre a una concepcion de los objetos ntatesiénplicados.

Como rasgo principal de esta época, cada rama de las matagésitaba caracterizada
por la naturaleza de los respectivos objetos de estudicgea@s th ontologia del objeto era
la clave de la significacion como en la matematica griega. aematica clasica estudia las
propiedades distintivas de objetos de una misma clase. kermatica responde a la pulsion
de predicar sobre la cosa a partir de reconocer la idea or@aforel género, mediante un
principio de identidad.

Para ampliar la idea sobre la modalidad clasica de estudiologico de objeto es
conveniente tener en cuenta la investigacion de Galvez stldrcaracter matematico de

la nocion de continuidad en Aristételes”. Al estudiar loaztys fisicos como puente entre
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la forma de objetos sensibles y la forma de objetos mateosatiecuerda precisamente
que Aristoteles condiciona la existencia de los seres n#&#tens como correlatos de seres
sensibles o espaciales y agrega, citando a Panza, que “ecometh de la geometria de
Euclides es ofrecer una objetivacion de un orden primitteono lo es el orden espacial, los
objetos de Euclides deben existir como posibilidad realaeto que correlatos de un mundo
sensible, y no meramente como posibilidad l6gica” (Gale€ns, p. 60). Hace referencia
ademas a la existencia de un vinculo establecido inicigkramtre la definicion aristotélica
de la continuidad local, entendida como la definicion de wre& de seres sensibles, y
la geometria de Euclides, entendida como una teoria de $omaematicas de objetos
sensibles.

Al considerar la prioridad ontologica de la recta en la geoimele Euclides, plantea que
el tema fundamental en este caso es establecer que la ¢datiraristotélica es el modo de
ser de los objetos de la geometria de Euclides (Galvez, p062). Mas adelante afirma que
“Se pueden sefalar cinabjetoselementales entre los cuales se nota una jerarquia desde el
punto de vista ontolégico en la geometria de Euclides: elqua linea, el circulo, la linea
recta y la superficie; ellos aparecen como los objetos eleesnde esta teoria y como el
centro de las siete primeras definiciones”. Asi mismo sefigla estas definiciones hablan
de la naturaleza de objetos y que ellas juegan un rol en laatceeductiva de Euclides, en
tanto que sugieren una manera de asociar formas fisicasmagadeales a través del trazo
fisico” (Galvez, 2005, p. 66). Finalmente concluye que tgs@ores razones permiten juzgar
la nocion de continuidad de Aristoteles como un legitimotpute partida en la historia del
continuo y la continuidad en matematicas. La puerta de sogtle la nocién de continuidad a
una teoria matematica la abre Euclides de Alejandria y Eigiencia de esta nocion se podra
juzgar en virtud de que solo hasta la creacion del cuerpo sl@dmeros reales se podra

pensar en el continuo como un objeto matemético, indepetadike| referente geométrico e
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intuitivo. Este hecho lo reafirma al final de la tesis plantiaque sin desconocer el valor
epistémico de todo el andamio matematico levantado desdetales hasta el siglo XIX,
“desde el punto de vista fundacional y sustancial, la coidad aristotélica, fue dominante
hasta los trabajos de Dedekind y Cantor” (Galvez, 2005, $).20

El siglo XIX marca un periodo conocido como el de las materaatimodernas. En
la primera mitad de este siglo comenz6 a evidenciarse ulaa@xginario cambio en sus
conceptos, en sus tematicas y aln en su simbolismo.

Pero antes de hablar de las peculiares caracteristicasgshetdllo de las matematicas, es

conveniente mostrar un breve panorama de las mismas agiosdel siglo XIX.

2.2. La corriente abstractiva y las caracteristicas del
algebra simbdlica britanica

Los aportes de la escuela britanica al desarrollo de lasmddiieas desde la iniciacion
del siglo XIX fueron de primordial importancia. Estos aggrfueron el resultado de los
esfuerzos por dar respuesta a los problemas que plantesbaalematicas en aquella época
y por superar la paralisis que habia sufrido el trabajo denl@&maticos ingleses durante el
siglo XVIII debido, por una parte, a las criticas de Berkedelps fundamentos del célculo
diferencial y por otra, a la influencia de Newton contra laaoprla notacién de Leibniz
y sus discipulos en la Europa continental. En efecto, ha8@0 1a situacién en la que
se encontraban las matematicas era motivo de muchas expredie insatisfaccion que
estaban sumergidas en un todo de nuevas creaciones dealajgebanalisis. Este estado
de cosas se ponia de manifiesto en el uso libre de varios tpositieros reales y aun
de nameros complejos, sin la definicién precisa de los migngis la justificacion de las

operaciones respectivas. Pero las mayores inquietudesrpam del hecho de que las letras
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se manipulaban como si tuvieran las propiedades de los n8raeteros, pese a lo cual tenian
validez los resultados de tales operaciones cuando |l&s letan sustituidas por nUmeros
cualesquiera. La ausencia del desarrollo de la l6gica ddil@ssos tipos de niumeros, no
permitia entender que estos tenian las mismas propiedamieslés de los enteros positivos
y de la misma manera, que expresiones literales que simpterse mantenian para cualquier
clase de numeros reales o complejos debian poseer las nusspadades. En otras palabras,
esto significaba que el algebra ordinaria era Unicameriteética generalizada. La situacion
se presentaba como si el algebra de expresiones literateygra una ldgica en si misma,
la cual garantizaba su efectividad y correccion. Estabat@d@lo entonces el problema de
justificar las operaciones con expresiones literales o&iods.

Los matematicos de las islas britanicas tradujeron en etlafi816 un texto de caracter
didactico escrito por Silvestre Francisco Lacroix, en @l se exponia, utilizando la notacion
de Leibniz y sus sucesores, todos los resultados matemakicese momento relacionados
con el andlisis, lo cual tendria consecuencias decisives lpamatematica britanica v,
desde luego para toda la matemétidantre los jovenes matematicos de esa época (1820)
destacaban J. F. W. Herschel, Charles Babbage y George dReapoenes crearon la
Analytical Society of Cambridge, con el proposito de prosrayn mayor acercamiento con
la matematica del continente europeo. Guiados por el paaestorde Leibniz, tanto ellos
como la mayoria de los matematicos britanicos, desaroollau trabajo haciendo especial
énfasis en el problema del simbolismo formal operatoritosElograron darse cuenta de
que la eleccién adecuada de un simbolismo hacia posiblesalrdio de la matematica,

en tanto que la ausencia del mismo seria motivo de su est@mamEn consecuencia,

l“Correspondera a Leibniz dar caracter operacional, dedlgebrizante, al calculo infinitesimal, a toda
la obra anterior, convirtiéndola en instrumento fundamletainto de la matematica como, sobre todo, de la
ingenieria y de la técnica. Por ello, de todo el progreso menesm cuanto a civilizacion, realizado en los dos
ltimos siglos. Para lo cual Leibniz no tendrd nada mas quenitar una notacion adecuada en la que traducir
las reglas y proposiciones obtenidas por sus predecegbresorenzo, 1971).
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la busqueda de simbolismos idoneos, el manejo formal de iss1@3 y su ampliacion a
campos de objetos cualesquiera son las caracteristicaggngticas propias de esa época.
Durante el siglo XIX, el algebra se enriquecié con la creaaié@ nuevos objetos como
los vectores, los cuaterniones, las matrices, las formadréticas binarias, los nUmeros
hipercomplejos, las transformaciones, las sustitucigihas permutaciones. Al romperse los
canones clasicos del algebra, con criterio cada vez masaatostestos entes matematicos
se combinarian mediante operaciones y como resultado des$&d del enfoque simbdlico

y de un proceso también de aritmetizacidbn como en el casosd@limeros complejos, por
ejemplo, el concepto de operacion experimentaria desmaampliacion, dando lugar al
concepto basico ddey de composicidt, que pasoé a ser el foco de investigacion en algebra
y se aislaron las propiedades fundamentales como conwaytdistributiva y asociativa, que
la caracterizarian.

A partir de 1830 se inicid, en Gran Bretafia, un movimient@rdado a reformar la
ensefianza y modificar las notaciones introducidas por Newase cuales eran consideradas
anticuadas. La reforma del algebra emprendida por los mizsrde la Analytical Society
de Cambridge como Peacock, Herschel, Babbage, De Morganiltbla y Boole, entre
otros, tenia como proposito tratar de justificar las operes algebraicas que habia que
realizar en expresiones simbolicas o literales, ya querseieade explicaciones convincentes
acerca de la légica, el sentido y los referentes de dichasacipees. Asi entonces, los
matematicos ingleses iniciaron la reforma encaminadawidadr y desarrollar una cierta
l6gica que pudiera garantizar la validez de las operaciahgsbraicas estableciendo el
llamado ‘principio fundamental de la permanencia de las leyes foesiasegun el cual

“expresiones iguales indicadas en los términos generaldéa dritmética universal han de

2La nocién de ley de composicion resultaria ser fundameratal desarrollar las principales estructuras
algebraicas que surgirian posteriormente como gruporspbgsubgrupo invariante, anillo, cuerpo, ideal, entre
otras.
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seguir siendo iguales si las letras dejan de designar dealets» simples, y por tanto también
si se altera la interpretacion de las operaciones”. Asi lactasoab = ba, debe mantenerse
la validez cuanday b son nimeros complejos. De la misma manera, por ejemplo,alazlo
2 x 3= 3x 2 de aqui se deduce de inmediato, de acuerdo con el “prirdgp@ermanencia”,
quev2x+v3=+3xv2=163

Se considera como pionero de este movimiento al profesoradeniversidad de
Cambridge, Robert Woodhouse. En su tratado tituladociples of analytical calculation
y publicado en Cambridge en 1903, explica detalladamenteotacion diferencial que
habia propuesto Leibniz y de manera insistente sugiereikzacion. Sin embargo, con
rigor, critica los métodos utilizados por los discipulosLagbniz por el uso de frecuentes
suposiciones con relacion a principios no evidentes. Smafijue fue el matematico inglés
que por vez primera hizo uso del principio de “la permanedeia forma”.

Pero el miembro mas influyente de la nueva escuela fue, sim @gbrge Peacock, quien
participo activamente en la modificacion de los estatutds daiversidad, en la fundacion
de sociedades cientificas y sobre todo, fue uno de los mayopesgsores de las reformas
matematicas durante la primera mitad del siglo XIX que desfid un papel de mucha
importancia también para la reforma del algebra en la GrataBa, hasta tal punto que se
considera como fecha oficial del nacimiento del algebra@litdoel afio de 1830, cuando se
publicé su tratado de algebra titulad treatise on Algebra En aquella época el algebra se
entendia, en términos de la concepcidn de Newton, como uii@é&iica universal”, es decir,
como una ciencia de la cantidad en la que se trataba, solwededestudiar ecuaciones.

Esta concepcién demasiado estrecha, particularmenternatizecomprender la aparicion

3Como se vera en el capitulo 4, la necesidad de demostraipstetresultados incité a Dedekind, hacia
1870, a crear su teoria del sistema de los niUmeros realesitoctendo el concepto de cortadura ya que, segin
él, en los Elementos de Euclides no se encuentra axiomaatipioompletitud para magnitudes y sobre todo,
porque de acuerdo con su postura logicista y su exigencigaledemostrativo total “lo que es demostrable, no
debe aceptarse en ciencia sin demostracion”.
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de los niumeros negativos y complejos, indispensables pdesarrollo del algebra. A pesar

de que la interpretacion geométrica de los nimeros congatejastituyo un paso importante

para aclarar estas nociones, al permitir asociar, a todositobolos del algebra de aquel
momento, referentes tomados de la geometria plana, ptentéa embargo el problema

de saber si el algebra era una ciencia dependiente de la yésndado que los simbolos

algebraicos solo adquirian significado al interpretarlesngétricamente. En esta situacion,
en la que surgio el algebra simbdlica, la interpretaciomyitdca de los nimeros complejos
tenia como propdsito garantizar el caracter universallgebéa, poniendo de presente a la
vez los fundamentos que le otorgaban legitimidad a dictesipretacion (Ferreirds, 1990).

El propdsito de la obra de Peacock era justificar una congepuis amplia del algebra
intentando darle una estructura légica a la manera deElementos de Euclide®sto
es, entendiendo el algebra como wiencia abstracta hipotético—deductfsolviendo a
tomar y desarrollar ideas formalistas de la matematicairoemtial, es decir, diferenciando
los aspectos semantico y sintactico del algebra, al tratarupa parte la teoria y por
otra las interpretaciones, para justificar las operaciccws expresiones literales que
podian mantenerse para numeros negativos, irracionalesglejos. Todo lo cual llevaria
a desarrollar latendencia a la abstraccidomomo una caracteristica del trabajo de los
matematicos ingleses de esa época.

Peacock comenzo estableciendo una distincién entre dbralgeitmética y el algebra
simbdlica, con lo cual pudo elaborar un conjunto de reglassguaplicarian a los nimeros
y de la misma manera se aplicarian las correspondientegsregra las magnitudes en
general. El &lgebra aritmética trataba con simbolos queseptaban Gnicamente nimeros

naturales y en consecuencia los simboloy — eran utilizados en el sentido habitual;

4Por esta concepcién que, por primera vez, trata de presaniigebra comdormalismo purainspirado
en elmodelo euclideand?eacock ha sido llamado dtticlides del Algebra (Ver: Boyer, 1986, p. 711; Bell,
2002, p. 190)
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asi mismo la expresién — b solo tenia sentido cuandm > b; se entendia también que
ama" = a™™" tenia validez siempre y cuando y n fueran nimeros naturales, es decir,
eran permitidos Unicamente operaciones que condujerateeospositivos. En el caso del
algebra simbdlica, las reglas de las operaciones del @geibmética ya no se limitaban solo
a los enteros positivos sino que se extendian y aplicabarestnccion a todo el conjunto
de los nimeros negativos, racionales, irracionales y agjoglLa concepcion de Peacock
con relacién al &lgebra se sintetiza de la siguiente forwids los resultados obtenidos
en el algebra aritmética, cuyas expresiones son generageke el punto de vista de la
forma, pero particulares, especificas, al nivel de los ealoson también resultados en el
algebra simbdlica, caso en el cual, son generales tanto femnte@ como en el valor”. En
consecuencia, en el algebra simbdlica, la expresion dgenerd es valida para valores
cualesquiera da y deb, y en el mismo sentido tienen validez las expresiof@es b)" y
ama" = a™™" para todamy para todan. Peacock sustentaba la validez de estos resultados
utilizando como argumento el “principio de la permanen@dadforma” el cual lo formula
en el “Informe sobre los progresos recientes y el estad@bdéuciertas ramas del analisis”,
publicado en el afio de 1833, con el que se inicia la divulgad® los resimenes de los
progresos cientificos que se llevaban a cabo en el momen®gegpale entonces aparecerian
en lasTransactions of the British Association

La concepcion de Peacock sobre el algebra simbdlica haesignpor una parte, en el
caracter ilimitado del simbolo, tanto en lo que se refiereallncomo a su representacion,
y por otra, en la validez, para todos los casos, de las opaesigue se efecttan con dichos
simbolos, cualesquiera que sean. Afirma ademas que en kefalgse leyes de combinacién
de los simbolos operan de tal manera que coinciden univezsét con las del algebra
aritmética, cuando los simbolos son cantidades aritnsyitas operaciones que se efectdan

con los mismos llevan el mismo nombre que en el algebra ditand’ropone entonces que
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en el algebra simbdlica:

1. Los simbolos son ilimitados tanto en valor como en reptasén.
2. Las operaciones sobre ellos, cualesquiera que seamsibies en todos los casos.

3. Las leyes de combinacion de los simbolos son de tal clasecqinciden
universalmente con las del algebra aritmética cuando sltdmlos son cantidades
aritméticas, y cuando las operaciones a las que se sujataitastadas con los

mismos nombres que en el algebra aritmética.

Peacock crey6 que a partir de estos principios era posildeciteel principio de
permanencia de la forma mediante el cual se evitaria la atiasatbitrariedad al ampliar

las operaciones para casos cualesquiera:

Cualesquiera formas algebraicas que son equivalentesda@uas simbolos son
generales en forma pero especificos en valores (enterds/gg)siseran equivalentes

de la misma manera cuando los simbolos son generales tanéboegomo en forma.

Este principio da a entender que, independientemente datl@aateza de los objetos o
de los nimeros a los que hagan referencia las operaciondsyés del algebra no cambian
y lo usé para justificar en particular las operaciones conemaascomplejos. No obstante
este principio falla en su légica de base, por cuanto se @oddor ejemplo, enunciar
propiedades especificas de los nUmeros pares en forma giayp@retender luego que esos
enunciados simbdlicos fueran generales. Tratando degenose conclusion utilizo la frase:
“cuando los simbolos son generales en forma”. De esta mamarposible no establecer
propiedades especiales de nimeros enteros particulafesngsa simbdlica e insistir en la
generalidad de estos enunciados simbdlicos. Por ejengpliedcomposicion de un entero
compuesto en producto de nimeros primos, aunque expresadoglicamente, no tenia

validez en condicidon de enunciado del algebra simbdlicaotEas palabras, el principio
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aprobaba de hecho lo que era correcto y evidentemente eoppeéro que todavia no
habia sido establecido l6gicamente. En una segunda ediedsu tratado (1842-1845),
Peacock desarrolla aun mas la anterior argumentacion edide en ella una ciencia
formal del algebra que comprende, entre otras cosas, laufacidn de las propiedades
fundamentales como: la asociatividad y la conmutatividad pa adicion y la multiplicacion,
y la distributividad de la multiplicacion con respecto adiicédn. De acuerdo con su punto de
vista, en primer lugar, las operaciones que se deben readitén sugeridas por el conjunto de
las leyes algebraicas y, en segundo lugar, las operacienes tsentido siempre y cuando se
sometan a tales leyes. En la segunda edicion d& weatise on AlgebraPeacock volvio

a reafirmar este principio, y aqui también presenta el &gebmo una ciencia formal,
estableciendo, que al igual que la geometria, el algebnagesiencia deductiva. Asi entonces,
sus procesos tienen que estar basados sobre un enunciapletcode! cuerpo de las leyes
gue expresan las operaciones usadas en el proceso. Al mamola giencia deductiva del
algebra, los simbolos para las operaciones no tienen edtitetente de aquel dado por las
leyes.

En cuanto a lainterpretacion de los simbolos algebraieterjda anteriormente, Ferreirds
advierte que no se debe confundir el conjunto de las leye$ogmen el algebra simbolica
con ninguna de sus interpretaciones, puesto que si se tieogeata que el significado de
los simbolos del algebra es basicamente arbitrario, est@depconvertirse esencialmente en
una ciencia de los simbolos y de sus combinaciones, cod&tsaigun sus propias reglas y,
en consecuencia, se puede aplicar tanto a la aritmética adimas las otras ciencias por
interpretacion. Agrega ademas que, en direccion de estaigi@fi, Peacock se dio cuenta

con claridad de dos ideas que resultarian clave para log@sd@ctuales, a saber:

1. Que lavalidez de los procesos deductivos que se realizan sistema algebraico

no depende del caréacter particular de los objetos estugliatlio de las leyes de
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combinacion de los simbolos que los representan.

2. Que cualquier dominio dado puede ofrecernos una intaqéa del sistema,
siempre que sus objetos puedan operarse de modo confornohas dieyes de

combinacion.

Asi mismo, como consecuencia de la difusion del enfoquediod) la nocion de “ley de
composicidén” se convirtié en el nicleo de la investigacidrdlgebra y de la misma manera
se identificaron las propiedades basicas que la caractanza&onmutativa, distributiva y
asociativa.

El nuevo enfoque tuvo dificultades para ser entendido, pugee se consideraba
paraddjica la idea de otorgar cierta autonomia a un congimt&imbolos. Personajes como
Hamilton, por ejemplo, se opusieron durante mucho tiempgapanto, segun su punto de
vista, el algebra, al igual que la geometria, debia coneelbivmo una ciencia y no como un
simple conjunto de expresiones.

Augustus De Morgan fue uno de los matematicos que desamokd planteamiento de la
llamada “algebra simbdlica”, basado en la idea de que ebédges una ciencia abstracta que
no trata necesariamente de relaciones cuantitativas yal gue Boole introdujo métodos
matematicos en la logica. Llevd mucho mas lejos la teoriadlipgbra como ciencia de
los simbolos y las leyes de sus combinaciones. Escribiésariiculos sobre la estructura
del algebra en los cuales presento su visién al respecto y @b “Trigonometria y
algebra doblé de 1849, “con un caracter mas pedagdgico que tedrico”, sg&en una
“interpretacién particular del algebra habitual” denoada ‘algebra doblé o “completd,
gue hacia referencia al algebra de los nimeros complejda, @ral elabor6é de nuevo, de
manera original, la interpretacién geométrica de los néseomplejos surgida a principios
del siglo, en la misma forma que Peacock lo habia hecho, b, t&# la publicacion del

segundo volumen de la segunda edicién dekatise on algebra El “algebra simplé se
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referia al algebra de los nimeros negativos y antes de édlbaek ‘aritmética universal
que comprendia el algebra de los numeros reales positieogcerdo con la concepcion de
De Morgan, el algebra era una coleccion de simbolos cardatsignificado y de operaciones
definidas entre estos simbolos, tales como: 0,1+, x, +, ()U y las letras del alfabeto.
Las leyes que cumplian estos simbolos, como la conmutédivhstributiva, la asociativa,
la de los exponentes, la de los signos y expresiones dorlo= 0, b+ b = 1, entre otras,
constituian las leyes del algebra. Ademas puso en dudadiezale los nimeros negativos, y
en su libro ‘Sobre el estudio y las dificultades de las matematiaisnaba que expresiones
como+/—a, que aparecerian en solucién de algun problema, implicara inconsistencia
o un absurdo. También consideraba que una expresion cenace8 tan inconcebible como
\/—ae insistia en que era absurdo considerar los nllmeros men@esro.

El “principio de permanencia de la forma” de Peacock, presknanteriormente, se
apoyaba en los siguientes axiomas, que a mediados del digls&X reconocian como los

axiomas del algebra:
1. Cantidades iguales sumadas a una tercera dan cantigadéssi
2. (a+b)+c=a+ (b+c).
3. a+b=b+a
4. Iguales afiadidos a iguales dan iguales.
5. lguales afiadidos a desiguales dan desiguales.
6. a(bc) = (ab)c.
7. ab=Dba

8. a(b+c)=ab+ac.
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A pesar de que este principio hacia referencia al problemaodeué los varios tipos
de numeros tenian las mismas propiedades de los nimerossemlgoroposito de Peacock,
Gregory y De Morgan era el de hacer del algebra una ciencigpartiente de las propiedades
de los numeros reales y complejos y, en consecuencia, l&lstamccomo una ciencia de
simbolos sin interpretacion y con sus leyes de combinagiéon base en este punto de vista
se sustentaba el supuesto de la permanencia de las misrpaipaes fundamentales para
todos los tipos de numeros. Pero esta fundamentacion adnembigua era rigida, de tal
manera que un paralelismo entre el algebra aritmética yyebé&h general, en tal sentido de
rigidez, amenazaria la generalidad del algebra.

Para De Morgan la idea de una generalizacion del algebradtoale parecia “a primera
vista [...] algo asi como simbolos hechizados, dando weltanundo en busca de un
significado”.

A pesar de todo, no tardé mucho tiempo para que estos nuarnts@mientos encontraran
apoyo. Después de haber logrado superar sus primeras élidasmo De Morgan, al igual
que Gregory y Boole defendieron con firmeza el nuevo enfoqamda con la idea de que el
algebra no era necesariamente una ciencia de la cantidadademas, al margen del algebra
numeérica clasica si era posible plantear sistemas algelstai

Segun Ferreirds, parte de las dificultades que acompafar@u< inicios al algebra
simbdlica se originaron en el hecho de que la exposicién dede& resaltaba demasiado
la via ascendente que mediante la generalizacion puranf@mbal pasaba del algebra
aritmética al algebra simbdlica y por el contrario, teniaceenta demasiado poco otra
via descendente, que “a partir de los principios del algedimebdlica debia llevar a
interpretaciones efectivas”. Agrega que, a raiz de todasriticas recibidas, tanto Peacock
como De Morgan, enfatizaron con mas claridad la importasheia nocion de interpretacion,

y, de esta manera, De Morgan se convirtié en defensor dedildidhuevo enfoque, hasta tal
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punto que para 1835 criticaba el “conservadurismo” de Ré@auien habia manifestado
ciertas dudas con relacion al interés de considerar sistqoeano fueran analogos al algebra
numérica habitual y, por el contrario, De Morgan afirmabadsilglidad, al menos teorica,
de postular sistemas determinados por reglas arbitraeagee que sirvieran para alcanzar
algun proposito deseable.

Posteriormente De Morgan inicia una serie de articuloscdéldis, de manera mas
sistematica, a los principios del algebra simbdlica, paraudal empezé abandonando la
terminologia de Peacock y se encamindé a hacer mayor énfade ienportancia de la
interpretacion del sistema algebraico, sin que esto désuat interpretacion habitual de que
Peacock, Gregory, y De Morgan, en lo fundamental, sostoniler misma postura.

En este punto de la discusion, considerando las ideas de DgaN@n cuanto a que
para ese momento era posible distinguir en el algebra urte pagnica y otra ldgica,
entendiéndose la primera como el arte de usar simbolosdglgsrque se prescriben como
definiciones de los simbolos, independientemente de |y ¢draegunda como la ciencia que
investiga el método de dar significados a los simbolos prar de interpretar todos los
resultados simbdlicos subsiguientes, Ferreirds sefialasacuerdo con la interpretacion de
los planteamientos de De Morgan propuesta por Helena Pgunian articulo de 1983, que
reconoce como el mejor articulo dedicado exclusivamerg®hra algebraica de De Morgan
(Pycior identifica el “algebra técnica” con el “algebra sitiba” de Peacock y el “algebra
l6gica” con el “algebra doble” o “completa” de De Morgan, &4 ®). Al respecto, presenta
su critica a la opinién de Pycior en cuanto a que, en 1839, Dgdhchabia entrado en una
ambivalencia respecto al algebra simbdlica que duraréstd de su carrera. Considera como
un anacronismo el atribuir a De Morgan o a Peacock un planégdoinicial excesivamente
formalista, y radicalmente opuesto al de sus contemposadatvierte que estos fueron los

motivos que lo llevaron a tomar la decisién de abandonatés@ion original de tomar como
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punto de partida la periodizacién de la obra de De Morgareptasgla por Pycior. Por ultimo
expresa su opinién en cuanto a que la interpretacion halitaa acertada es aquella que
considera que Peacock, Gregory y De Morgan sostuvierondrasnte la misma postura.

De Morgan hizo otros aportes al algebra simbdlica, talesoctarintroduccion de una
especie de sistema axiomatico tentativo para la teoriagladmeros complejos, del cual
dedujo algunos resultados. Posteriormente, alrededor8d6, desarrollé otros sistemas
algebraicos (algebras triples) que hacen referencia a un tema relacionado nuevamente
con la interpretacion geométrica de los nimeros complem®0 son los cuaterniones de

Hamilton, que explicitamente los reconoce como precusseraspiradores.

2.2.1. El papel de la obra de Peacock y de la escuela britaniem la

emergencia de una mentalidad axiomatica

En el afio de 1830 Peacock present6 una formulacion bienral#dde los conceptos que
habia desarrollado anteriormente. En ella expone, por NeE, una serie de ideas que,
segun referencia de Ferreirds, se habian convertido @mpaio comun de los matematicos,
lo cual ha sido motivo de gran interés entre los historiaglore

Como ya se ha analizado, la concepcion de Peacock sobreebralge apartaba de la
vision newtoniana que la consideraba como una “aritmétigeersal”, la cual estudiaba
relaciones entre cantidades. El énfasis de su enfoque pasible concebir un algebra
simbdlica que, a pesar de que sus leyes eran analogas a lasadenética, se entendian
en diferente forma. Esto es que, lejos de expresar hechoaadercierto tipo de objetos,
eran leyes puramente formales que correspondian a conira@ntre simbolos. Ferreirds
sostiene que este planteamiento formalista obedecia arda cbnciencia de dos hechos
fundamentales ya mencionados. El primero de los cualea tgr& ver con el hecho de que

la validez de los procesos deductivos que se realizan enleuiacalgebraico sélo depende
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de las leyes de combinacion de los simbolos que los repegsgmto del caracter particular
de los objetos estudiados. El segundo se referia a que eeratiuminio dado puede ofrecer
una interpretacion del calculo, siempre que sus objetodgrueperarse de modo conforme a
dichas leyes de combinacién. Es importante observar aguaqroncepcion moderna de las
matematicas esta caracterizada por su formulacion atssteeomatica o estructural y estas
dos ideas son elementos constitutivos de dicha concepcion.

A pesar de que De Morgan, Gregory y Boole fueron defensorpertantes de las ideas
de Peacock, el algebra simbdlica no dio lugar a una tradioi@stigativa promisoria, si no
gue mas bien dio la impresion de que hacia 1850 esa posibselaabia desvanecido.

El algebra simbdlica, en este momento, parecia un pringieitecto para el desarrollo
del enfoque abstracto y estructural propio del algebrautetd. Entonces, cabe la pregunta
de por que las cosas no evolucionaron de tal manera. Al resgdesrreirds considera que
se debe comenzar por tratar de entender correctamenteaekalcdel planteamiento de
Peacock y sus seguidores, lo cual lleva a polemizar con é&side Helena Pycior, quien,
segun dice Ferreir0s, en los ultimos diez afios ha revithizd debate historico de esta
cuestion. Ella, ademas de enfatizar en que hay proximidad ehélgebra simbdlica y los
enfoques formalistas 0 axiomaticos actuales, ha plantEagoegunta anterior, a la cual
responde apelando a factores relacionados con el ambigrteciual de la Gran Bretafia
en ese momento. Pero, personajes tan influyentes en el dambientifico como Hamilton
negaron con energia la validez cientifica y el interés peaglagOoEste tipo de influencias
tradicionalistas habrian sido los principales deterntesmde que los jovenes investigadores
no siguieran el camino de Peacock. Pero, a pesar de que losshados que alude Pycior
son ciertos, Ferreirés dice que esa no era la verdadera sansaque habia que indagar
en factores internos, ya que la propia formulacion que dehtbace Pycior esta viciada

interpretacion erréneay en ultimo término es anacron@aue se guia por una determinada
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filosofia de la matematica y enfatiza en el formalismo de lacepcion de Peacock. Sin
embargo, hay una nocién que fue central para Peacock tamio gara Boole o De Morgan;
se trata de la idea de interpretacion que Pycior deja en larsorsta negligencia se refleja
en el tratamiento que Pycior hace tanto de Peacock como dedbgakl

Ferreirés se propone mostrar lo dicho, para ambos casos, siguiente manera: para
Peacock, el principio orientador que hace posible llegatgbra simbdlica es eptincipio
de permanencia de las formas equivalehitesinque se trata de uno de los puntos mas
dificiles de interpretar de su teoria, el modo en que lozdtjlen los afios treinta y cuarenta,
tenia el mismo sentido que negar la posibilidad de postidéersas arbitrarios de leyes
simbdlicas. Dicho en términos modernos, s6lo se aceptaiséemas isomorfos a la teoria
de los numeros racionales (positivos). Observa que pageesio contradice su supuesto
formalismo radical, y asi es como lo ve Pycior, de hecho. Rise vez que De Morgan lo
critic6 en este punto, y tanto él como Gregory y Boole plawteaistemas divergentes. Sefiala
ademas que hay indicios de que el propio Peacock no se afes# idea dogmaticamente,
aungue lo que interesa principalmente, en este momentol, e®ta/o original de que
formulara su principio. Afirma que en 1833, los argumento$dacock que respaldaban
esta postura expresaban que al admitir sistemas divesgémbs encontrariamos totalmente
sin medios para interpretar, ya nuestras operaciones o &sslltados, y la ciencia asi
formada seria una ciencia de simbolos exclusivamente, gaelmitiria ninguna aplicacién
en absolutd

El argumento que no es aceptable, Unicamente indica la tamgwa que Peacock le
asignaba a la nocion de interpretacion, lo cual claramestéedeterminando la aceptabilidad
y el interés tedrico de los sistemas algebraicos. Aseguraapos los escritos de Peacock
confirman esta aseveracion. En este sentido, el segundmewnlde su libro se titula On

Symbolical Algebra, and its Applications to the GeometryRafsition y seria lo que la
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geometria ofrece al algebra como su mayor rango de intagioees y su principal conexion
con la ciencia y la filosofia natural. El tema se pone en clamaela capitulo de la obra ya que
en todos los casos se inicia introduciendo una operacidoddica por generalizacion a partir
de la aritmética para luego interpretar geométricamensgisedma simbdélico obtenido. El
punto mas dificil de comprender del nuevo enfoque era laddegue tuviera sentido y fuera
aceptable una generalizacion puramente formal para lugger luna interpretacion de ella.
En palabras de De Morgan: el dlgebra simbdélica parexiaitnera vista [...] algo asi como
un asunto de simbolos hechizados, dando vueltas al mundesea te un significadoEsto
motivo las criticas formuladas, entre otros, por Hamiltorgpoie en verdad las formulaciones
generales de Peacock hacian demasiado énfasis en el dspeib Razén por la cual De
Morgan hacia 1839 se propuso hacer una reformulacion deakeslpenerales de la teoria.
Para tal efecto distingue dos partes fundamentales ddiralge saber:&lgebra tedricd y
“algebra l6gicd. La primera trata de los simbolos y sus leyes formales debamawion, y la
segunda estudia el método de interpretacion del algebraae®bserva Ferreirds que este
es de nuevo un punto de divergencia con la argumentaciondilerRyor cuanto ella entiende
gue con esto De Morgan traiciona el espiritu inicial del itgesimbdélica y retrocede a una
postura “ambivalente”. Precisa que dada la importanciaadetérpretacion en la obra del
propio Peacock, considera que la reformulaciéon de De Mangasupone cambio de postura
alguno, sino una defensa del algebra desde dentro, haaefislexplicita una caracteristica
que no habia sido bien comprendida.

En este punto Ferreirds dice que una vez establecido la@nterresponde discutir cual
fue el motivo real de que el algebra simbdlica no diera lugas dlirectamente al algebra
actual. Agrega que el planteamiento simbdlico del algebrgesen buena parte de una
reflexion acerca de la interpretacion geométrica de los nisrmmplejos, cuya legitimidad

guedo plenamente justificada por su representacion geomédin embargo resultaba claro
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gue deberia ser posible unateoria propiamente aritmédilceebraica; de lo contrario, parecia
como si el algebra se hubiera subordinado a la geometri:r@bademas que Peacock
se propuso mostrar la validez de la interpretacion geooaégrarantizando la generalidad
del algebra, lo cual lo logré diferenciando el sistema silabdle sus interpretaciones. De
esta manera la interpretaciéon geométrica se constituiaadeilas posibles interpretaciones
del algebra. Sostiene ademas, que en consideracion destangiones del nuevo enfoque,
lo importante seria establecer la conclusién de que enailimmino el planteamiento del

algebra simbolica es de caracter metodolégico.

Como es conocido Cayley, Hankel, Dedekind, Pasch y Schrédére otros, tomaron
muy en cuenta la leccion de Peacock, y observa Ferreir6s gesa de esto, es en este
punto donde también se encuentra la respuesta al inteteog@por qué el algebra simbdlica
britanica no fue un algebra estructural, puesto que ellaoyyso programa de investigacion
caracteristico alguno. Sin embargo, los britanicos pp#ion en la busqueda de sistemas de
nameros hipercomplejos y en el desarrollo del calculo deampenes, temas estos estudiados
también en el continente.

Finalmente hace referencia a que la historia del algebrd sigle XIX demuestra que
el camino hacia el enfoque modernestructural mas que por lo meramentabstractd,
estuvo determinado por el desarrollo de ciertos programastenido bien concreto, como
por ejemplo, el problema clasico de la resolucion de ecnasioque contd con los aportes
de Lagrange, Cauchy, Abel y Galois principalmente. Pero & novedoso fue, como se
vera mas adelante en el capitulo 4, el encaminado a desamok teoria de los nimeros
algebraicos con los trabajos de Gauss, Kummer, Kroneckedgkind.

De esta manera se pone en claro que para que surgiera la decédtructura se requeria
de la toma de conciencia progresiva de profundos fendmenasochorfismos, es decir, de

formas de comportamiento operacional similares, entréagmuy diversas.
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Teniendo en cuenta estas condiciones, Ferreirés purdwpl en el algebra simbdlica no
se encuentra ni esa toma de conciencia, ni lineas de inegtigque pudieran conducir a
ella; lo cual lo considera natural por lo temprano de la égmraun lado y por otro, por el
estado relativamente elemental en el que se hallaba la ratitanbritanica frente a la del
continente europeo. Asi entonces, era obvio que los matasdte la siguiente generacion
como Cayley y Sylvester se dedicaran a trabajar en los pradejue se estudiaban en el

continente.

2.2.2. Los cuaterniones de Hamilton

Al estudiar la manera como se entendia la l6gica del algeliaaria en la primera parte
del siglo XIX se hizo posible valorar la originalidad de l@a&cion algebraica de Hamilton,
la cual, ademas de marcar una ruptura con viejas concegcamaeca del comportamiento
de los numeros, abria nuevas rutas de indagacion sobre & pemejemplo, plantear la
posibilidad de construir otras clases de algebras, comboase del algebra de los nUmeros
complejos fundamentada en los nimeros reales. Pero hagiggredn cuenta que el nuevo
enfoque simbdlico del algebra inglesa de comienzos ded 3gX, en su momento, resultd
dificil de entender por cuanto la idea de conceder ciertanaumia a un conjunto de simbolos
resultaba paraddjica y uno de los matematicos que se m@nddserso, durante mucho
tiempo, a tal enfoque, fue Hamilton quien afirmaba que eldiibgeal igual que la geometria,
debia ser concebida como una ciencia y no como un simple monfle expresiones.
Tampoco estaba satisfecho con el hecho de que los nimergdejosnsolo estuvieran
fundamentados intuitivamente, mediante la represemtaciho puntos o segmentos de recta
dirigidos en el plano.

A pesar de que hacia el afio de 1831 los matematicos Wesseals Gagand, Warren y

Mourey, independientemente unos de otros, habian ddsadwdh representacion geomeétrica
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de los numeros complejos, ninguno de ellos habia llegaddemdsr esta representacion
al espacio de tres dimensiones. Seria Hamilton uno de losndgeietarian encontrar una
representacién adecuada. Pero antes es convenienteadegtasu enfoque filoséfico sobre
los fundamentos de la aritmética y del algebra le permiti@ducir un tratamiento de los
nameros complejos como teoria aritmética, rompiendo aslasoideas ligadas a la tradicion
geomeétrica. En este sentido hay que recordar que uno danas favoritos del pensamiento
de Hamilton era el de que el espacio y el tiempo estan indimhente unidos entre si, por
lo tanto, dado que la geometria era la ciencia del espaca puélgebra debia ser la ciencia
del puro tiempo. Es posible que en estas ideas se refleje lemefh del pensamiento de
Newton, que, cuando se encontraba con dificultades parardefirceptos abstractos en el
método de fluxiones recurria por comodidad al concepto detiedel mundo fisico. En dos
memorias que presenta ante la Academia Real de Irlanda ény18335 respectivamente,
las cuales serian publicadas con el titulo Healgebra como la ciencia del tiempo pyro
Hamilton elige el tiempo como el concepto fundamental apdet cual deduce la nocion de

unidad. A propdsito escribe:

La idea de la continuidad de la progresién de un momento aestrel tiempo
engloba la idea de una progresion continua de manera semejatas cantidades [...]
Prosiguiendo esta sucesion de ideas, nos vemos obligadosetir [...] la existencia de
un numero determinado o de una razdque es la raiz cuadrada exacta de todo nimero

positivo propuesto o razdm

Como ya se ha dicho, utiliza el concepto de tiempo para fuedéan su teoria del algebra
aungue se trata de una base intuitiva insatisfactoria padaf los nimeros en sistemas, por
cuanto necesitd valerse del universo fisico para justiisas nociones abstractas. A partir

de los enteros positivos y de sus propiedades elementailesidas, consideraba una serie
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equidistante de momentos denotados con letras, de lasigur@nera
...E'E'EABBB" ...

donde cada letra representa un instante o0 un momento dectiginque los intervalos de
tiempo entre dos momentos sucesivos son todos iguales anaggpecto a otros. Tomaba
como patron el momentero, denotado con la letrd, y todos los demas debian compararse
con él. El primer momento positivo sefay mediante el operada se podia pasar de un

momento a otro al colocarse a la derecha, de la siguientermane
B=a+A B =a+B=2a+A,...

En seguida, Hamilton introdujo los ordinalés:0, 1, 2, 3,... dondef = —1, de tal forma

gue fuera posible representar la serie de las etapas fospeagartir del momento cero, asi
...360a, 26a, 10a, 0a, 1a, 2a, 3a,...

donde $a= -3a=E" = —-3a+A.
Designando con las letrag, B, y, w los numeros ordinales de esta serie, Hamilton

demostrd, a su manera, propiedades tales como
a+B=pf+a, af=pa, 66=1,

y también la asociatividad y la distributividad. Asi mismérodujo las fracciones racionales
de manera anéloga y afirmaba que el simbolo fracciondfiad&notaba un acto imposible.
También sugirio la idea de la particion de los niumeros ratemen dos clases, a la manera
de una cortadura de Dedekind y entonces definié un nimeoioina como el representante
de esa particion. Afirmaba también que existe un conjuntaiinfde nameros entre dos
nameros racionales. Sin embargo no avanz6 mas en el désdeau teoria de los nUmeros
irracionales, basada fundamentalmente en la determmaed@stos nimeros mediante los

ndumeros racionales.
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En 1837, en la tercera seccion de su ensayo titulddorfa de las funciones conjugadas
0 parejas algebraicas, con un ensayo preliminar y elemesuhte el algebra como ciencia
del tiempo purd, dedicada a las parejas algebraicas, desarrollé los msreEmplejos en
términos de parejas ordenadas de numeros reales, casi denia manera como la que se
utiliza en las matematicas modernas. Convencido de qupresentacion geométrica era util
para la intuicién pero no satisfactoria para la justificadiigica de tales numeros, presenté
una interpretacion de los numeros complejos en la que noaa heferencia al espacio
sino al tiempo, utilizando pares de momentos temporalé®dnjo entonces el par ordenado
de nameros reale@,b) y definié operaciones sobre ese par. Para efectuar todalaaque

operaciones se debia tener en cuenta reglas validas pa@anhesos reales, tales como:

(a1, a2) + (by,b2) = (ag + by, a2+ by)
(ag,a2) — (b1,bp) = (ag — by, 82 — by)

(ag,a2)(b1,b2) = (a1,82) x (b1,b2) = (ayb1 — axby, axby + ajby)

(ag,@) (albl +aghy brap — ale)
(by,b2) b2+b3 = bZ+b3 )’

Hamilton interpreto la regla de multiplicacion de parejasno una operacion en la que
interviene una rotacion.

Aqui se puede ver ya la version definitiva del concepto de ndicemplejo como un par
ordenado de numeros reales, idea que se hacia explicitaipwarg vez a pesar de que ya
estaba implicita en la representacion grafica de Wessednbirg Gauss.

A continuacién, Hamilton advertia:

Estas definiciones, aunque arbitrarias, no son contraidistona con respecto a otra,
ni con respecto a los primeros principios del algebra, y stfmextraer conclusiones
legitimas, mediante un razonamiento matematico riguraspartir de las premisas

aceptadas arbitrariamente de este modo: pero las perasmasai leido con atencion las
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observaciones precedentes de esta teoria, y las han calmparael ensayo preliminar
[seccion | del libro], veran que esas definiciones no esténgidas arbitrariamente,

en realidad, y a pesar de que otras podrian haber sido ptapuesguna otra seria

igualmente apropiada.

Mas adelante explicaria que el garb) es equivalente al nimero compleje- bi, en los

siguientes términos:

En la teoria de los nimeros simples (reales), el simbold es absurdo, y designa
una raiz imposible, o un nimero imaginario simple; pero etetaia de parejas, el
mismo simbolo,/—1 es significativo, y designa una raiz posible, o una parajaleeraiz
cuadrada principal de la pargja1,0). Ademas, en esta Ultima teoria, no en la primera,
el signoy/—1 puede ser propiamente utilizado; y podemos escribir,csiggsnos para

toda parejga;,ay), cualquiera que seéay,ap) = a3 +axv/—11[...].

De acuerdo con este enfoque se fundamentaria los niumerqaegasn evitando por
completo el misteriosq/—1 y sobre todo estarian dadas las condiciones para el sergioni
y la aceptacion como legitimos de los nUmeros complejos aeadimensiones.

Después de su teoria de las parejas, se propuso la tareaemelesxta teoria de los
nameros complejos al espacio de tres dimensiones. Eraoldgie surgiera la idea de
construir nimeros que desempefien, con relacion a la gdandetrespacio euclidiano de
tres dimensiones, un papel mas o menos analogo al que tiemenrhplejos respecto de la
geometria plana. Entonces, de manera natural, intentdextéa idea a tres dimensiones,

pasando de los niumeros complejos binasieshi, a las ternas ordenadas de niumeros:
a-+bi+cj.

En cuanto a las operaciones, la suma no presentaba dificaltacha, pero la

multiplicacion den-uplas, paran > 2, lo desconcerté y durante diez afios no encontrd
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solucién; pero el dia 16 de octubre de 1843, mientras pageabé#a orilla del Royal
Canal, después de estos afios de espera, a partir de un fltijpuootke ideas, subitamente
surgi6 el resultado largamente esperado: las dificultadeaspdrecerian si en lugar de ternas
utilizaba cuadruplas y si ademas, como un hecho revoludmnaansgredia la propiedad
conmutativa de la multiplicacion. En el mismo afio, Hamilfmmesent6 su teoria de los
cuaterniones utilizando el concepto de tiempo de la manguéeste: denomind en primer
lugar “cuaternion momental” a un conjuntds, Az, Az, A4) de cuatro momentos de tiempo.
Dos cuaterniones son iguales cuando los momentos cormispbtes son iguales.

El cuaternion lo expreso en la forma= (a,b, c,d).

El operadoi tiene la propiedad de cambiar la parga, a,) por la parejg—ap, a; ), segun
la teoria de parejas.

En los mismos términos, de acuerdo con la teoria de los cianes, los operadoresj,

k son tales que
ig=(—b,a,—d,c)
Jq = (_C7d7av _b)

kg= (—d,—c,b,a).

Al definir la operacion(ij)q de tal manera que sea equivalentéjg), obtuvo la relacion
fundamental®? = j2=k?=—1,ijk = —1.

Asi, por primera vez, se introdujo la propiedad asociat&aiila operacion; en este caso
de la multiplicacion.

Los principales resultados a los que se llego en la teoriasdeulaterniones se encuentran
en las publicaciones que se hicieron en los afios de 1853 yae 18

En resumen, utilizando la notacion moderna, un numhampelrcomplejo tiene la forma
a+bi+cj+dkdondea, b, ¢, d, son nUmeros reales, j, k son vectores unitarios, dirigidos

de acuerdo con la orientacion de los ejgg zrespectivamente. La parte real del cuaternion,
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llamada también parte “escalar,” ¢ lo demas constituye la parte “vectorial”. Los vectores

unitarios satisfacen las leyes siguientes:

ij=k ji=—k

k=i Kj=—i

Ki= | ik =—]
i=jj=kk=-1

Se pone en evidencia que para la multiplicacion de cuateesiono se verifica la
conmutatividad, es decir qugp # pg. También se puede realizar la divisién entre dos
cuaterniones, pero hay que tener en cuenta que como la lieaktipn no es conmutativa, el
resultado de la division puede ser diferente si se busalequep =rq 6 p = gr. Asi mismo,
utilizando los cuaterniones, se puede efectuar una raotagia dilatacion o una contraccion
de un vector dado para obtener otro vector dado; para lo eudglse operar de la siguiente

manera:
(a+bi+cj+dk) (xi+yj+zk = Xi+y|j+Zk)

cuaternion primer vector segundo vector

y resolver en términos d& b, c, d a partir de un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incégnitas.

Desde el punto de vista del algebra moderna los cuaternsmesin ejemplo de un
semicuerpo, el cual se puede describir de la siguiente maner

Sea? el conjuntoR x R x R x R. Entonces(R x R x R xR, +) es un grupo bajo la suma
por componentes, el producto directoRi®ajo la suma, por €l mismo, cuatro veces. De aqui

resulta la operacion de suma gh Haciendo

1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0)

j=1(0,0,1,0) y k=(0,0,0,1).
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También:

a; = (a1,0,0,0), api=(0,a,0,0)

a3j = (07 07 a370) y a4k: (07 07 07 a4)
A partir de la definicién de cuadruplas, se tiene

(a1 + agi +agj + auk) + (b1 + bai + bzj + bak) =

= (a1 +b1) + (a2 +b)i + (a3 +b3) j + (as + ba)k.

La multiplicacion en?2 se realiza utilizando las leyes de los vectores unitarifisidas
anteriormente y teniendo en cuenta ademas cae: d1 = aparaa € 2.

Finalmente, haciendo:

la?=al+as+aj+a; y a=a;—ani—agj—ask,

a _a (&), (&), (8,
@2 fa? \Ja2)  \[a? a2

el cual es un inverso multiplicativo de

se tiene:

Todo lo anterior se sintetiza en el siguiente teorefr@s cuaterniones? forman un
semicuerpo bajo la sumay la multiplicacion
Es de notar ademas que el conju@e- {+1, +i,+j, £k} es un grupo de orden ocho bajo

la multiplicacion de cuaterniones. Este grupo esta geograd y j, donde

Finalmente, hay que recordar que el algebra no es tan riceEn@oerpos (estrictos) como
si lo es en cuerpos.
Es conveniente destacar la importancia de que, en el désatebalgebra, es la primera

vez que un sistema de nameros hipercomplejos, estructldégittamente, no cumple la
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propiedad de conmutatividad, la cual es valida para los nisneeales y complejos. De
esta manera Hamilton crea@laternioncomo nuevcente matematicque satisfacia todas
las propiedades formalede las operaciones de la aritmética ordinaria, con excemzda
propiedad conmutativa de la multiplicacion. En consecizeetconjunto de losuaterniones
constituye el primer ejemplo de cuerpo no conmutativo qupusele construir a partir del
cuerpo de los numeros reales. Ademas, Weierstrass habésttado, en 1863, que el Unico
cuerpo conmutativo era el sistema de los nimeros complegrsd879, Frobenius demostré
que loscuaternioneseran el Unico caso de cuerpo no conmutativo que podia setrgioios
en el cuerpo de los nimeros reales. También, otros de losnmaates de la escuela inglesa
como Cayley y Sylvester contribuyeron al avance del algebral siglo XIX, quienes, junto
con Hermite, crearon leeoria de los invariantesEs oportuno recordar también que desde
mediados del siglo XVIII, el estudio de los determinantesgpprcioné multiples resultados
importantes a partir de las necesidades que tenian los @#tesde buscar medios para
expresar de manera mas compacta transformaciones de wadade cambios de variables
en las integrales multiples y resolucion de sistemas decemes lineales o diferenciales,
entre otras. Todo esto, antes de desarrollar una teoria tteesalo cual revela, una vez
mas, que, de acuerdo con la historia de las matematicaspldad y los conceptos no se han
desarrollado necesariamente de una manera légica, y asaagbe que la nocion de matriz
antecede légicamente a la de determinante, esta Ultimafged se desarroll6 primero, y
fue Cayley el primero en extraer del determinante la idea dgizny en publicar una serie
de articulos acerca de esta nueva nocion, por lo cual esderadbd como el fundador de la

teoria de matrices.

Estos hechos constituian un paso de avanzada que perroéfarlial algebra de las

ataduras tradicionales y al significar una ruptura con sigancepciones seria posible
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visualizar nuevos rumbos para la investigacion y despejatniente la ruta en direcciéon
a la creacion librede nuevas algebras, como las algebras vectoriales, ecypartia de
Grassmann y las algebras de dimension finita cuyo estudo grisnanifiesto importantes
nociones que sirvieron para elaborar las bases destascturas algebraicas

Es de destacar también, como observa De Lorenzo, que atleoasun nimero complejo
como un par ordenado de nimeros reales, Hamilton fue el prique aritmetizo6 el concepto
de numero complejo. Tal aritmetizacién implicaba, desdmdy que entre los pares de
nameros reales que constituyen los complejos, existiaimakyque podian identificarse
con los propios nameros reales. Sin duda la identificaciéreakzaria por medio de la
aplicaciona — (a,0), la cual genera un isomorfismo entre el conjunto de los nusnero
reales como cuerpo y el subconjunto de los complejos cuyangegcomponente es nula.
Esto implicaba también que las operaciones aritméticasguenian que realizar entre los
complejos, como la adicion y la multiplicacion, fueran ddesadas como consistentes con
las mismas operaciones que habia que realizar entre logosineales. Al respecto, afirma
De Lorenzo, queEl concepto de operacidsufre, asi, unampliacién aunque de momento
parezca timida”. (De Lorenzo, J, 1971, p. 175)

La invencién de los cuaterniones, por parte de Hamiltonremgmta un hito en la
formulacién de objetos y sistemas matematicos que saisfampiedades aparentemente
paraddjicas desde la perspectiva de las matematicasadasicrespecto, Dieudonné sefiala
que la teoria de los cuaternioneshstituye un primer ejemplo historico y el prototipo de
teoria que introduce nuevos objetos que, en el momento eseydefinen, no responden
a ninguna necesidad, sino que aparecen por simple curidsigi@ra ver que pasa
(Dieudonné, 1989, p. 180, 181)

Las “Lectures on Quaterniofigueron publicadas en Dublin en 1853.
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2.3. Las fuentes del cambio de perspectiva

Fueron numerosas las fuentes del cambio de la época clasacémca moderna. El
problema de la resolucién de ecuaciones por radicales eqee®nta a los babilonios, es uno
de los primeros problemas famosos en la historia de las naséiteas. Durante mucho tiempo
solo se dispuso de la férmula para resolver la ecuacion dendeggrado y posteriormente
se preguntod sobre la existencia de una férmula para redalv@&cuaciones algebraicas de
tercero y mayores grados. Durante el siglo XVI los materoétaprendieron a resolver las
ecuaciones de tercero y cuarto grado.

Del Ferro, Tartaglia y Cardano resolvieron la ecuacion deetegrado y posteriormente
Ferrari lo hizo para la ecuaciéon de cuarto grado. Estasisoles se publicaron en 1545 en
el Ars Magna de Cardano. Resultaba natural pensar en extestdeprocedimiento a las
ecuaciones de grado quinto o mayor, pero tales intentosrfuefructuosos; aln el mismo
Euler intenté encontrar férmulas sin resultado satisfawtdguno.

Lagrange planteo por primera vez la pregugfor qué funcionan esas formulagz Qué
se esconde tras elldusco las razones del éxito alcanzado para los casos dedsggencero
y cuarto grados y las del fracaso en los de grados supertemesntré que el triunfo de los
métodos de Cardano y de otros, para resolver ecuacionesdeotyg cuarto grado, residia en
la existencia de ciertas funciones no simétricas de lassalas cuales poseian determinadas
propiedades divariancia por permutacioneg que el problema de resolver ecuaciones de
quinto grado o mayor aun, esta relacionado con ciertas sxmes que, de algin modo, son
Invariantescon respecto a las permutaciones de las raices.

Ruffini, discipulo de Lagrange, a principios del siglo X$1edio los sistemas de todas las
permutaciones de, Xz, X3, X4, X5, que dejan invariante un polinomio dall(x1, X2, X3, X4, Xs).

Pudo demostrar que el nimepade permutaciones de un sistema de este tipo es un divisor
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de 120y que el numero de polinomios distintos que se puederafa partir dd®, al aplicar
las 120 permutaciones de I®s esl—so. Por ultimo demostro qué? nunca puede ser igual
a 3 0 a 4. De esta manera guedaba demostrada, en su totaidagpkibilidad de resolver
cualquier ecuacion de quinto grado por radicales.

Desde luego que Ruffini tendria que haber utilizado nocioekdivas a lo que mucho
mas tarde serian los cuerpos numéricos. Finalmente AbdiB24h, resolvio el problema al
demostrar que no hay formulas que permitan obtener lasrdécecuaciones de quinto grado
o mayor. Con esta conclusion se inauguraba una nueva erseeolleion del algebra, esto
es, los comienzos de la teoria de grupos y por consiguieptdaio de lagstructuras

Iniciando el siglo XIX, Galois estudié ciertasagrupaciones o “grupos de
permutaciones y las propiedades de determinaslaisgrupo%que permanecian invariantes
bajo ciertas transformaciones, con lo cual pudo probar gaeimneposible resolver, por
medio de radicales, las ecuaciones de grado mayor que cihtestudio de esos grupos
de permutaciones de niumeros o simbolos se llevo a cabo duaia el siglo XIX, pero
sé6lo al final en 1882, en los trabajos de van Dyck, Netto, y Weteealcanzé a formular
en abstracto la estructura de esos grupos, y a proponerilmsax minimos que deberian
cumplir esos sistemas de transformaciones.

Cauchy, para poder generalizar los resultados logrado&kpfini y Abel, presentd la
nocion de permutacién con un enfoque totalmente nuevadiligconjunto finito de objetos
designados por letras, en un cierto orden, en una linea ecbizesponder el objeto de
una segunda linea, que tuviera el mismo rango, medianteeyrguk la llamdsustitucion
Utilizé en sus razonamientos la notacion abreviéi% , enla queAy B son permutaciones
cualesquiera de los objetos considerados. Cauchy intrddujovedosa idea deomponer
dos sustitucioneg asi mismo designo p%ﬁ) la sustitucion idéntica

A pesar de que, desde el punto de vista de la mateméatica deehogyidente la
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analogiaentre este comportamiento de las permutaciones y la cooifpesie funciones,
los matematicos del siglo XIX tuvieron gran dificultad paesprenderse de la concepcion
tradicional de la division de las matematicas en partes guamacterizaban por los objetos
matematicos estudiados; como era el caso de los nimeronsm®e la aritmética, las
ecuaciones en el algebra, el espacio y las figuras en la gdargelas funciones en el
analisis. Para poder pensar en forma unificada habria gaee$@sta los tiempos de Cantor
y Dedekind.

En el siglo XIX se fijaron de manera definitiva los conceptoglamentales y los objetivos
principales del algebra abstracta que trataba de las tofsscde objetos de naturaleza a
veces muy diferente a la de los numeros reales o complejoaniBuese siglo se enriquecio
con creaciones tales como los vectores, los cuaterni@sesdtrices, las formas cuadraticas
binarias, los hipernimeros de diferentes clases, lasforamaciones y las sustituciones o
permutaciones. Tales objetos se combinaron mediante cipees y leyes de composicién
para desarrollar los conceptos algebraicos de base. Lestig&ciones sobre los nimeros
algebraicos pusieron de presente diferentes variedadékyeleras, que se distinguian por
las propiedades de las operaciones definidas en ellas. i garos notables trabajos de
Galois se pudo establecer de manera definitiva la solucidesdecuaciones polinGmicas en
términos de operaciones algebraicas. Pero las ideas dis @gbesar de su importancia, antes
de fructificar, debieron esperar otros resultados taleodamomprensién clara del principio
de la permanencia de la forma, asi como los fundamentos dégita de los nimeros
complejos basada en las propiedades de los niumeros resegcktores, los cuaterniones,
entre otros conceptos.

En las Islas Britanicas un grupo de jovenes matematicosrg etlbs Peacock crean la
Analytical Society of Cambridge para promover un mayor ea@iento con la matematica

continental. Peacock dedujogincipio fundamental de la permanencia de las leyes foesal
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a partir de la adopcion de un cierto nimero de axiomas y a pesgue su intento no resultd
muy eficaz, tuvo el mérito de preparar el camino para desasrolas abstractos del algebra.
Peacock, Gregory y De Morgan intentaron hacer del algebeaadiencia independiente
de las propiedades de los numeros reales y complejos, pagfetto propusieron, como
postulado basico, que las mismas propiedades fundamestaievalidas para cualquier clase
de numero. Hamilton demostré que es posible construir olaags de algebras, en particular
el 4lgebra de los nimeros complejos fundamentada en laefenfes de los nimeros redles

Otra fuente del cambio en la matematica comienza con el adiemto de las geometrias
noeuclidianas cuya fecha de surgimiento puede fijarse hacia la terceedétel siglo XIX.
Su importancia radica en su valor intrinseco y en su vinaacon el método axiomético.
Las caracteristicas de la geometria euclidiana en rela@arel método axiomatico estan
plasmadas en Idslementos de EuclideBe los cinco postulados que Euclides propuso para
desarrollar la geometria como un sistema axiomatico, eltquuostulado o de las paralelas
presenta rasgos un tanto ambiguos por su parecido con aliadarde un teorema; por tal
motivo durante siglos se hicieron reiterados esfuerzas greducir el quinto postulado de los
demas postulados, pero estos esfuerzos siempre fracgearonanto sélo se lograba dicho
propdsito a costa de introducir, de manera tacita o expotsapostulado equivalente al que
se pretendia demostrar.

En el siglo XVIII, adoptando un nuevo método se reanudarchadi esfuerzos. Con el
objetivo de demostrar el quinto postulado se consider@latbsis de su falsedad, esperando
llegar a una contradiccion y, por reduccion al absurdodealel postulado. El primero que
aplicé este método fue Gerolamo Saccheri. Basandose ehipétasis demostré una serie
de teoremas, algunos de los cuales posteriormente formpaide de las geometrias no

Euclidianas, pero Saccheri, obstinado en “reivindicar’wlifles, se detuvo en uno que,

SEn el capitulo cuatro se estudiara como fueron introdudis®sonceptos principales del algebra, tales
como los de grupo, anillo, ideal, cuerpo.
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segun él, conducia a un resultado “contrario a la naturaleza recta”, y concluyé que “la
hipoétesis del angulo agudo era absolutamente falsa, poepugnaba a la naturaleza de la
linea recta”.

En el siglo XIX, siguiendo el método aplicado por Sacchexillegd a la conclusiéon de
que el hecho de prescindir del quinto postulado en la car@tm geométrica no conducia
a contradiccién alguna. El primero en llegar a esa conatuisié Gauss y en 1831 decidi6
redactar una “geometria no euclidiana”, pero al enteragsérabajo de Bolyai, desistié de
hacerlo. Al mismo tiempo que Gauss, pero independientendmel, llegaron a resultados
semejantes los matematicos Bolyai y Lobachevsky.

La geometria no euclidiana de Gauss, Bolyai y Lobachevspgrtir de Felix Klein se
llamo hiperbdlica. Este cuadro de las geometrias no eaoldi se completo con la geometria
eliptica, que correspondia a la hipotesis del angulo olitas®accheri y surgié a raiz de las
ideas fundamentales expuestas en la célebre diserta@agural de Bernhard Riemann:
“Sobre las hipoétesis en que se funda la geometria”.

Las geometrias no euclidianas ejercieron una importafiteencia y repercusion sobre
las ideas que habian de conducir a la matematica de hoy, potcctuvieron el mérito de
socavar los fundamentos de la geometria euclidiana y ditdaaina nueva concepcion
de la geometria, en la que se elimina toda referencia vawdt espacio fisico, quedando
subsistente sélo la abstraccién y el reconocimiento debl& Icreacion de los sistemas
matematicos.

Hacia 1870 Beltrami y Klein, mediante la presentacion de efasibidimensionales de
esas geometrias que se podian considerar, al menos pai@Jraomo insertados en el
espacio euclidiano tridimensional, mostraron que las gexsmetrias o bien se mantenian
con firmeza o bien se desplomaban por igual.

Utilizando el concepto de grupo de transformaciones, Kédatboré una extraordinaria

86



sintesis de estos conceptos importantes que tienen conmgioi unificador la idea de que
una geometria es el estudio de las propiedades de un comjua@tpermanecen invariantes
cuando los elementos de dicho conjunto se someten a lafmaasiones de un cierto grupo
de las mismas, estableciéndose una jerarquia entre tagellaaqeometrias. Surgidé entonces
el Programa de Erlangen de 1872.

En losFundamentos de la geometriaavid Hilbert se propuso formalizar rigurosamente
la geometria euclidiana y con tal fin comenzé por consideraraga necesario no tener en
cuenta la naturaleza de los objetos geométricos basicas losrpuntos, rectas y planos, sino
Gnicamente las relaciones entre ellos. Segun una anécdgtdifundida, Hilbert aclaraba la
tendencia de la nueva mateméatica haci@dsontologizacigrdiciendo que podian sustituirse
las palabrapuntq rectay plano pormesasilla y vaso de cerveza por cualesquiera otras,
sin que esto alterara en lo mas minimo la geometria resgjtanque equivale a subrayar el
caracter arbitrario del nombre de los objetos, que se cdawmien entes abstractos definidos

implicitamente por loaxiomas

2.4. El proceso de desontologizacion

Segun Paul Germain no parece que los egipcios hayan ten@aamcepcion clara
de ciencia teorica o un ideal cientifico. La naturaleza leguso la necesidad de medir
tierras y preocuparse por realizar construcciones de esngtaneros, tumbas y templos,
hechos estos que los condujeron a manejar numeros y linsasniémo, sefiala que los
egipcios conocieron hechos matematicos, supieron maidejaulas y razonar con figuras
geomeétricas, pero, en la medida en que es posible juzgaroalaente, s6lo perseguian
fines utilitarios y practicos.

Con relacion a los babilonios, afirma que los documentos fresen la solucion de

problemas de segundo grado, pero tampoco aparece ningém desistematizacion. Y no
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obstante, se pregunta si hay en ellos vestigios de una &ibabildnica.

La opinion de Gray sobre el tema es que ya alrededor del 1700, é0s escribas de
Egipto y Babilonia no soélo trataban cuestiones de ordertipcdg comercial, sino también
realizaban célculos abstractos: se puede encontrar egtimea de areas y volimenes junto
a soluciones de problemas numeéricos bastante complicaduentras las reglas para medir
son frecuentemente erréneas, la habilidad con que se @oductios problemas numéricos
sugiere, con bastante firmeza, que los babilonios teniareabshun buen conocimiento de
las matematicas elementales. Los babilonios, que en desabwepasaron a los egipcios,
también desarrollaron una excelente astronomia predigtie, dicho sea de paso, habia sido
precedida por mas de mil afios de matematicas. Desde luegeegeeonoce las notables
diferencias entre las matematicas griegas, las babil®yiagipcias hacia el afio 300 a. C.
Por ejemplo, las matematicas babildnicas se caracterizadrdas bondades de su sistema de
numeraciéony por la manera como formulaban los problemasapsituian lo que se conoce
como algebra retérica Las civilizaciones babilonica y egipcia tenian un comuigen
oriental y se asemejaban en aspectos tales como el poseelenni practica y prosaica,
motivada por las necesidades cotidianas y el deseo de lbasada en generalizaciones
empiricas (en manos de una casta sacerdotal muy organ@agayalidez se sustentaba en
la simple prueba intuitiva otorgada por el método de ensagrooy, junto con la consiguiente
habilidad operatoria que les hizo posible acopiar cole@sale reglas y métodos empiricos,
a manera de recetas, para calcular areas, volimenesareadizstrucciones, etc. Es decir,
poseian reglas pero no pruebas. En otras palabras, las degdgrimensura de los babilonios
y egipcios eran generalizaciones de la experienciay la ge@aestaba lejos de ser un cuerpo
de conocimientos articulados.

A pesar de todos los méritos que se otorgue a la civilizacit@yg por sus aportes a la

ciencia, las investigaciones modernas dan cuenta de qgeég®s aprendieron las primeras

88



nociones de saberes como la astronomia y la geometria,atrise de los asirio-babilonios
y de los egipcios, quienes muchos siglos antes, habiandiodrallazgos valiosos. Pero lo
gue es incuestionable es que los griegos transformarorolascnientos y en especial las
matematicas de aquella época, en el estudio de ideas genabalrdando los problemas de
manera abstracta y camteligencia pura superando el estrecho marco de saberes reducidos
a simples colecciones y registros de experiencias de lacotldiana. Se encargaron de
rehacery generalizar, en forma magistral, las multiplegagncias que babilonios y egipcios
lograron acumular durante siglos y construyeron un coojai@® axiomas a partir de los
cuales pudieron llegar a constituir un vasto campo del sgdg@mneétrico en forma de ciencia
deductiva, interesados, segun Gray, “por el rigor y validgica”. Intentando teorizar sobre
el mundo material adelantaron una reflexion sistematiceedabnaturaleza. Se afirma que
ésta transformacion fue iniciada principalmente por Tglé4dtagoras y luego continuada
exitosamente por Platon, Aristoteles, Eudoxo, Euclidesughns otros mas, cuyos aportes
marcaron el comienzo de procesos que en el futuro conitui investigacion cientifica.
Tales de Mileto fue el cientifico jonio de mayor relevancianegtematicas, astronomia, y
filosofia. Como hombre de negocios y de accién, en sus costaomerciales con Egipto y
Babilonia, desarrollé su interés por la ciencia “De acuexrtktradicion griega sostenida por
Herodoto y otros historiadores, fue Tales de Mileto quietosiprincipios del siglo VI a. C.,
llevé desde Egipto las matematicas a Grecia y quien dio anestisnaticas una caracteristica
que conservaron desde la antigliedad griega: el papel prosag concedido desde entonces
al concepto dalemostracion o pruebaDurante siglo y medio después de Tales hubo en
Grecia una actividad febril en el campo de las matematiaasy8 hablar especialmente de
Pitagoras de Samos que parece haberse iniciado alredé&@0de C., y de sus seguidores,
los Pitagoricos. Sus actividades fueron las cienciasicpgatmente las matematicas, y la

religion; y sus dogmas religiosos estaban fuertementeérads en principios matematicos
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de una mistica del nimero. Sus inclinaciones dentro de ldenmdéicas eran hacia la
aritmética y el algebra, en las que manifestaban una dadcisfluencia babildnica; ésta
influencia es evidente ahora que se conoce las matematlmésizas. Se dice que Pitagoras
visitod Egipto y Babilonia, pero, aunque segun la leyendeeragié las matematicas en Egipto,
y adquirié sus creencias misticas en Babilonia, es obvidugi@recisamente en Babilonia
donde recibi6 su inspiracién matemética” (Aaboe, 1964).

Los griegos emprendieron la tarea de organizar el conootmige acuerdo con ciertos
principios que hicieran posible descifrar y explicar lageke que rigen los fendmenos y el
comportamiento de la naturaleza. Con Tales y uno de sus@ese®itagoras, “comienza
grosso modo la preocupaciéon por un pensamiento matematicd mismo, con base en
abstracciones que la mente humana construye y disocia @moglgnomentos de los objetos
fisicos” (Arboleda, 1990). Los Pitagéricos tomaron la i@iiva de dedicarse a cultivar las
matematicas y llegaron al convencimiento de que los pilipgipe todos los seres eran
precisamente los mismos principios de los numeros, es ééoirmero constituia el principio
material de todas las cosas, asumiendo asi una concepitibétara de la naturaleza que la
sintetizaron en la divisatddas las cosas son numeftdsas su afan de someter la naturaleza
al dominio de la razon. “Todas éstas ideas nos hablan de eonaypacion por modelar de
maneras estructurales y matematicas las observaciones&(d, 2002).

En la epistemologia griega, nimero y figura se constituydasnociones matematicas
fundamentales como principios inmutables y puramenteraaties. Luego surgen dos de
las principales escuelas que orientaron el pensamiensdfid® griego, a saber: el lamado
idealismo platénico y el empirismo aristotélico

Segun Platon, la tarea intelectual y quiza la mas importdetehombre consiste en
distinguir la apariencia de la realidad. Es necesario cemfacrealidad que nunca cambia

para poder comprender y dominar el mundo de la apariencinapidea y que siempre esta
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cambiando. Para distinguir la realidad de la aparienciageieren determinados criterios
como, por ejemplo, que la existencia de un objeto real temgacierta independencia de
nuestra percepcion, gue posea un determinado grado de rp@Toi@, que sea susceptible
de ser descrito con alguna precision. De esta manera Plagfa & concebir la realidad
absoluta y las entidades absolutamente reales, comodié@ales de sus correspondencias
meramente relativas. Las entidades absolutamente realéssformas o ideaslas cuales se
conciben independientes de la percepcion; son susceptiblena definicion categéricamente
precisa y absolutamente permanentes, es decir, extratal®po eternas. De acuerdo con
ésta concepcion hay un mundo figmas o ideasconstituido por objetos intemporales,
independientes del razonar y definidos, que se lo capta pdiorde la razén, distinto del
mundo de la percepcion sensilgjae se lo capta por medio de los sentidosnihdo de las
formases la verdadera realidad y la experiencia sensible es sotarnaa aproximacion a
aquel mundo. Las formas aritméticas y geométricas formee p@&l mundo de las formas
o ideas y son el tema de estudio de la matemaética, la cual loadaela inteligibilidad del
mundo material. Mediante la alegoria de la caverna, condacqmienza el libro VIl de la
Republica, ilustra la idea de que los objetos materialessom las sombras de las ideas que
se arrojan al tablero de la experiencia. Las ideas son prosceternos y perfectos de todas
las cosas y las cosas solo representan imitaciones efimargeerfectas de aquellas, con lo
cual hace una clara separacién entre el mundo material yredonde las ideas.

El punto de vista de Aristoteles se desarrollé parcialment@posicion a Platén y en
parte también independiente de tal propuesta filosofica Rastoteles, tanto la forma o
esencia de cualquier objeto empirico como su materia, itoyet parte del mismo. Admite
la existencia, como idea, de modelos perfectos, pero eflasbienen pomrbstracciona
partir de diversas experiencias logradas con objetos etwscrEs decir, distingue claramente

entre la posibilidad dabstraer las caracteristicas matematicds objetos y la existencia
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independiente de esas caracteristicas 0 sus casos @adagcuDe ninguna manera la
posibilidad de abstraccion implica la existencia indepemg de aquello que se abstrae
0 puede abstraerse. En consecuencia el conocimiento seagsrela intervencion de la
intuicion y la abstraccion a partir del mundo material.

En este orden de ideas “la materia estudio de la matematcal eesultado de
abstracciones matematicas que Aristételes designa abjetos matematicéKdorner,
1977), respecto de los cuales se afirma, por una parte, gaeucadde ellos estd, en cierto
modo, en las cosas de las que es abstraido y por otra, quedayultiplicidad de ellos como
se necesiten en el calculo en la discusion correspondieftege puede agregar ademas que
un objeto empirico es uno porque se aproxima a la unidad rdsitegue se ha abstraido
de éste y tal vez de otros objetos y de manera analoga sucedarainar relaciones en
el caso de la geometria, como redondez, circularidad, ata Rristoteles “la matematica
era un instrumento que ayudaba a la investigacion del mwsuhoinistraba el lenguaje para
tratar con propiedades formales como eran las propiedatiegticas y geométricas de los
cuerpos. De acuerdo a sus planes, tal esfuerzo debia teanereocompenska conquista de
verdades sobre la naturalezasa forma que tienen los objetos de la mateméatiégapenerse
al pensamientoquiza sea la razon por la cual tanto Platdbn como Aristgtblescaron en una
realidad ya constituida, la explicacion de la objetividaat@matica” (Moreno, 2002).

Durante mucho tiempo, la forma de organizacion propuestdiante ésta metodologia
aristotélica, domind y de hecho, generd una concepciondenaia que se ve plasmada, por
ejemplo, en la obra de Newton. En esencia, se trata de madekesnaticos de la fisica que
son resultado de una abstraccion a partir de la experieegnsal del cientifico.

De acuerdo con la epistemologia aristotélica los concegstids en la naturaleza y heredan
de la misma sus propiedades y relaciones [...], para adgaitocimiento se deberia observar

con sumo cuidado la naturaleza y de alli separar o abstraeplceptos cientificos. Desde
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esta perspectiva se adelantdé una construccion tedrica yestnactura metodoldgica que
imponia serias restricciones sobre los objetos matensati@es restricciones pueden ser
puestas de manifiesto en los conceptos de niumero y magnituthg eelaciones entre ellos,
por ejemplo. Se generd asi la concepcion de que en le estitis thatematicas el propésito
era encontrar verdades Unicas y necesarias sobre el maidasieentonces los postulados y
los teoremas de la geometria, por ejemplo, al ser deducipagiade las leyes del universo,
permitian hacer una descripcién auténtica del espacafisi

Dentro de este marco de la epistemologia aristotélica y d@haecuente concepcion
de los objetos matematicos, surgio la obra deHtmmentos de Euclidegue en su parte
fundamental contiene la sistematizacién del conocimignte se inicia con los axiomas
provenientes de un proceso de abstraccion que estableteela@adn de dependencia de los

objetos matematizados con los objetos del mundo emfyidomo bien lo sefiala Moreno:

La tesis: todo cuerpo de conocimiento a lo largo de su ddkase orienta a la
blUsqueda de sus principios, se tradujo, después de caideleesfuerzos, en el sistema
euclidiano clasico. Sin embargo, ésta geometria discursohre objetos matematicos,
sino sobreobjetos matematizadoka intuicion geométrica se desarrolla a partir de un
conjunto de acciones interiorizadas. Se realiza alli uptuca del objeto fisico mediante
el lenguaje. Los objetos matematizados pueden tener uria aigonomia logica pero,
ontolégicamentepermanecen dependientes de los objetos fisicos y, enaumrsga,
aquellos objetos estan obligados a respetar los limitesasips a los objetos fisicos.
Desde ésta perspectiva, el objeto “magnitud matematicahgeece subordinado al
objeto “magnitud fisica”. Por ejemplo, la magnitud matepn#solo puede ser infinita

en potencia.

A partir de éstas consideraciones, se puede afirmar que emtlEnatica euclidiana,

el control ontolégico permanentsobre sus objetos constituye una de sus principales
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caracteristicas y, puesto que los postulados y axiomasmeler aceptados como ciertos,
dado que son formulaciones abstractas de las propiedaddanfientales de los objetos
del mundo exterior, tienen que seevidentes por si mismasAsi mismo, la forma de
organizacion del conocimiento inspirada en la metodolpegiala sistematizacion aristotélica
de la l6gica, ha ejercido un papel dominante por mucho tieempla ciencia; su expresion
mas patente es ehétodo axiomaticaonstituido en modelo general del pensamiento cuya
aplicacién en la geometria euclidiana comenz6 con el caoaggpaxioma como verdad
autoevidente

Es ampliamente conocido que desde la época de Eudidgsostulados de la geometria
eran considerados comerdades autoevidenteserca del espacio fisico y en este mismo
sentido se consideraba que la geometria era como una egfeedisica estrictamente
deductiva. De esta manera, a partir de unas verdades quawi@videntes se deducian
otras verdades que no lo eran.

De acuerdo con Platon, la debilidad que tenian los sistemiamatico-deductivos para
poder alcanzar la verdad se debia al hecho de tener que rateptpostulados sin la
correspondiente demostracion. Esta situacion se préseptalos Elementos de Euclides,

porque si bien no habia dificultad en aceptar los cuatro pasygostulados:
1. Desde cualquier punto a cualquier otro se puede trazar untare
2. Toda recta limitada puede prolongarse indefinidamente enitana direccion.
3. Con cualquier centro y cualquier radio se puede trazar umawgiferencia.
4. Todos los angulos rectos son iguales entre si.

ya que estos traducen propiedades mas o menos evidentda pdracion geométrica, en

cambio, el quinto postulado:
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5. Siuna recta, al cortar a otras dos, forma de un mismo lado &rgyinternos menores
que dos rectos, esas dos rectas prolongadas indefinidarsem@tan del lado en que

estan los angulos menores que dos rectos.

Desde el principio llamo la atencion, debido a su mayor carapion y, sobre todo, porque
carecia de la evidencia intuitiva que tenian los cuatroriamnés.

En otras palabras, puesto que los postulados debiamigentes por si mismade acuerdo
con las condiciones materiales a partir de las cuales sm&bstla proposicion en mencion
se presentaba como inadmisible en términoauteevidenciaSe inicié entonces una larga
historia que desemboco en el surgimiento y el desarroll@asg@éometrias no euclidianas,
hecho que torno insostenible &utoevidencia A partir de este acontecimiento se pudo
concluir que el prescindir del quinto postulado en la camsiibn geométrica no conducia
a contradicciéon alguna y que dicho postulado sélo era unasidedciones que Euclides tenia

disponible, las otras dos serian:

1. Por un punto exterior a una recta no pasa paralela alguna, esidtodas las rectas

que pasan por un punto exterior a otra cortan a esta Ultima.

2. Por un punto exterior a una recta pasan dos paralelas, quarseplas infinitas rectas

no secantes de las infinitas secantes.

El modelo de geometria no euclidiana que se obtiene al regaapél primero de estos
dos postulados por el postulado de las paralelas es la géarmi@btica.

La geometria no euclidiana hiperbdlica es la que se obtiereermplazar el postulado de
las paralelas por el segundo de los dos postulados anteriore

En consecuencia, en adelante se tendran que aceptar postuj@e ya no son
autoevidentes y al mismo tiempo se pone de presente “un abamaconsciente del control

ontolégico del objeto matematico a favor de la estructugickbdel sistema geomeétrico en
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su conjunto [...] Se inicia lo que podriamos llank@artematizacién de la estructureomo
objeto de estudio” (Moreno, 2002). Posteriormente la olkralitbert cambiara el panorama
de modo sustancial.

Este problema de la autoevidencia esta directamente agkbd con la concepcion
ontolégica de que el razonamiento matematico estaria séeariecedido por la realidad
del objeto de gue se ocupa, concepcidon que se asocia a lasadiveodalidades de
platonismo. Segun esta concepcién ontoldgica es posiiibeiat las entidades matematicas
una existencia en si mismas, esto es, considerarlas coras sostanciales en si y por tanto,
ellas estarian ligadas con una realidad ultima.

Al respecto conviene sefialar que por mucho tiempo, en métasase considerd los
objetos mateméaticos como cosas sustanciales en si, edel@ieindo en cuenta su naturaleza.
Pero poco a poco estos entes escapaban a todo intento desaripaén adecuada, esto es,
de poder decir qué son. De esta manera se llegd a compreredermoblema del significado
de los objetos matematicos como cosas sustanciales ncstantido en matematicas y que
las Unicas proposiciones referentes a ellos que tenianriammia eran aquellas que tienen
que ver con las relaciones mutuas entre objetos indefinidamyas reglas que rigen las
operaciones con ellos. En otras palabras, en matematicse remuiere ni es posible decir
que son los nimeros, los puntos o las rectas.

En consecuencia, el comprender la necesidad de la desastan® desontologizacion de
los objetos y conceptos matematicos se considera como uos asultados mas importantes
y productivos en el desarrollo de la axiomatica moderna yleldsego en la matematica
moderna.

Como ya se dijo, (Pagina 82), fueron grandes las dificultagles experimentaron
los matematicos del siglo XIX para cambiar la concepcionlitianal de la “antigua

division artificial’, a manera de compartimentos estanasnde los conceptos eran
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confinados en partes como aritmética, algebra, geometmnalisis basicamente. Esa rigida
compartimentacion solo fue posible romperla con todo ekj@del siglo XIX y asi se pudo
llegar a la idea clave de la matematica moderna que expraessooqyue cuentan son las
relaciones mutuas entre objetos indefinidos. Esto asot#mbién al caracter basico de la
llamada ley de composicion, que es la que permite introdasirelaciones que estructuran
un conjunto, al dotarlo o proveerlo de una cierta forma o red.

Para el caso de la més simple de las estructuras, como la ge, @@ tenia que la
teoria de las formas cuadraticas binarias de coeficientesosrpertenecia al mundo de la
aritmética; las ecuaciones y las permutaciones pertenatégebra y las transformaciones
a la geometria. Sin embargo, durante bastante tiempo, nuespués de que fuera corriente
la nocidn de grupo de transformaciones, parecia que natedb$a dado cuenta de la analogia
que existia entre las teorias mencionadas. Sostiene Diradpie “antes de 1850, al parecer,
nunca nadie afirm6 que los nimeros reales o complejos formagrupo para la adicion
0 que los numeros racionales positivos forman un grupo @araultiplicacion” y, llama
la atencién ademas, sobre el hecho de que “Kronecker y alleyCaye tenia una cultura
matematica enciclopédica, no consiguieron formular di# ta definicién general de grupo.
Esta no surgio hasta 1882 para los grupos finitos o (mas derriz) con un namero finito
de generadores, y s6lo en 1893 para los grupos mas generdlea hocion de grupo fue
apareciendo por si sola, al hilo del estudio de diversoslenodis, en los que se encontraba
subyacente de modo natural.” (Dieudonné, 1989, p. 180).

Un factor importante para el surgimiento de las estructaratematicas fue el lenguaje
conjuntista que en principio aparece como lenguaje caisfanhgenuo, por cuanto Dedekind
no considerd la necesidad de presentarlo en forma de axiomas

En cuanto a la importancia del lenguaje conjuntista, afirmeudbnné, que esta “reside

en que permite a los matematicos, a partir de los Ultimos dbsiglo XIX, considerar
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relaciones entre objetos de naturaleza completamentdemueada: son simplemente
elementos de conjuntos considerados como objetos prowitile una teoria axiomatica.
Una estructura quedara determinada por cierto nimero de@saiones primitivas sujetas
a un sistema de axiomas y la teoria de dicha estructura tichss el desarrollo de las
propiedades que Unicamente se deducen de sus axiomas y dqapamaen de la naturaleza

de los objetos matematicos que verifiquen esos axiomagu¢onné, 1989, p. 188, 189).
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Capitulo 3

La teoria de conjuntos de Cantor

Introduccioén

Este capitulo constituye uno de los componentes centellssanado con los aportes de
la obra de Cantor al propésito de la tesis. Inicialmente se haa reflexién sobre el tema del
infinito y, en especial, en cuanto se refiere a la aceptacidooeporacion del infinito actual
en el cuerpo tedrico de las matematicas. A continuaciontseliaa los trabajos de Cantor
gue iniciaron con el problema de la representacion de faesi@n series trigonométricas,
particularmente, en cuanto a la unicidad de la represémtai# las series de Fourier que
lo condujeron a la teoria de conjuntos y que trajo luego agriplano el tema del infinito
en matematicas. Luego se analiza como Cantor, a partir dg iesestigaciones, se propuso
desarrollar una fundamentacién sistematica de los nimeates definiéndolos como clases
de equivalencia de sucesiones de Cauchy, hecho que le pierraitanzar hacia el nuevo
concepto de conjunto derivado de un conjunto de puntos.

Mas adelante se trata la tematica en torno al genial desaigintio, de diciembre de 1873,
referente a la no numerabilidad de los nimeros reales y cépertir de este resultado, llega

a formular la nocion de cardinalidad de un conjunto infinitei mismo se estudia el tema de
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la invencién de los nimeros ordinales transfinitos, comai#o que mientras los conceptos
desarrollados anteriormente habian sido motivados masiosy®r problemas concretos del
analisis, en este caso, se trataba del paso decisivo gdealléantor a establecer la teoria de
conjuntos como disciplina autbnoma, cuya creaciéon se digogd razones tedricas.

En la parte final, ademas de la formulacion de la hipotesisalginuo generalizada, se
considera el tema que pone de presente que a pesar de que\@iusion los conceptos
de numeros cardinales y ordinales estaban entrelazadogr@acontrd el procedimiento
de diagonalizacion que le permitid la construccion de amojs con cardinalidades
arbitrariamente grandes sin desviarse a través de los panoedinales y, de la misma
manera, como el desarrollo del proceso gradual de la fodmat® conjuntos derivados, le
permitié lograr la idea de los numeros ordinales transtmgoe Cantor, junto con el infinito
actual, considero creaciones legitimas.

Por altimo, se presentan las consideraciones acerca del gapa obra de Cantor en la

perspectiva de la tesis.

3.1. Eltema delinfinito

Las ideas de Cantor acerca del infinito significaron, en sea&pma profunda ruptura
con la tradicion matematica y con las concepciones de saga&®l Sus relaciones personales
con la comunidad cientifica fueron a menudo dificiles, rgqzdnla cual se vio obligado a
defender y legitimar sus puntos de vista. Esto lo convirtiiz@g en el matematico que mas
reflexiond y escribio sobre el infinito.

Pero las ideas sobre conjuntos y conjuntos infinitos ya hg@sencia, en matematicas,
desde épocas anteriores a Cantor. En particular, la dstieatre infinito potencial e infinito
actual provenian de Aristoteles cuando hacia referenosaspectos continuo y cuantitativo

de las cosas. Asi mismo mostré el vinculo que hay entre agdéd y divisibilidad, en tanto
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lo continuo es divisible al infinito y se caracteriza comoealbuque es divisible en partes
siempre divisibles. Esta operacion de divisibilidad lenpiéia, dentro de lo continuo, es
decir, de las magnitudes geométricas, hablar de lo infiritdenpequefio. De esta manera,
Aristételes aceptaba el infinito s6lo en potencia y jamascém a

Este infinito potencial se manifestaba de una manera en loend y de otra en las
magnitudes. Asi, no podian existir magnitudes infinitamegrandes por cuanto ninguna
magnitud podia exceder el tamafio del universo limitado dst®eles, y dado que, para
los griegos, el concepto de namero solo hacia referencia admeros naturales y a los
racionales positivos, no podian haber entonces niumeroganfiente pequefios, los cuales
estarian limitados inferiormente por la unidad y por lasdi@anes unitarias.

En este orden de ideas, Aristoteles admite, siempre enogstaencial, tanto magnitudes
geomeétricas infinitamente pequefas relacionadas con edgoale divisibilidad ilimitada,
como numeros infinitamente grandes en la sucesion ilimdadas nimeros naturales.

Al respecto, Galvez, desde un enfoque historico-filoséffmmcura “establecer una
caracterizacion de la naturaleza del continuo matematosu proposito de estudiar el nexo
entre la definicion de continuidad de Aristételes y la carstion de los numeros reales por
Dedekind y Cantor, en el siglo XIX, tratando de ofrecer “nagrexplicativos que justifiquen
tal filiacion”, utiliza, en primera instancia, como rejikke analisis filosofico, las categorias
de concepto y objeto. Luego enmarca la investigacion enrégbe comprendido entre la
etapa histérica pre-formal que antecede a la constitu@boahtinuo, como cuerpo formal
en el siglo XIX, y el momento en el cual se convierte en “un piatd original y claramente
diferenciado de la continuidad aristotélica”; es deciarap el continuo se constituye en
objeto matematico, con Dedekind y Cantor. Para tal efeatgidera tres momentos o hitos
principales en el desarrollo del proceso.

En el primer momento, que trata de la definicion del contimistatélico en el siglo V
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a. C., empieza por destacar los lugares y problemas dondgeeaglgelevancia la nocién
de continuidad. Aqui la cuestion central de estudio es laafide Aristoteles, en busca
de “establecer el estatuto filoséfico original de la nociorcdetinuidad”, justificado por
el hecho de que en la mayoria de los tratados de historia dedgésmaticas no se hace
referencia explicita al tema, ni tampoco se precisa laidaentre la nocion de continuidad
aristotélica y la nocion de continuo de Dedekind y Cantoreaap de que se acepta el
vinculo entre las dos. Con tal propdsito estudia con esmesaspectos, a saber: en primer
lugar, la perquisicion acerca de si la realidad de la nocércahtinuidad en Aristoteles
es de naturaleza fisica, matematica o metafisica; o, “siosfle considerar una suerte
de compartimiento de esta nocion en esos tres niveles deladal En segundo lugar,
indaga sobre las modalidades de pensamiento que parteidas posibles representaciones
de la continuidad propuestas por Aristoteles, haciendaséken el analisis de si en esa
arquitectura interviene, en alguna medida, una modaligapetisamiento. En tercer lugar,
examina las condiciones que darian entrada a la nocion dmgiolad de Aristoteles en el
campo de una teoria propiamente matematica, como la gdandetEuclides. En sintesis,
en el primer momento se plantean razones que permiten jlzgacion de continuidad de
Aristoteles como un legitimo punto de partida en la histdgbcontinuo y de la continuidad
en matematicas.

En un segundo momento, se propone hacer una revision bigtafica de la etapa de
la historia de las matematicas relacionada con los tralvajesantes, en el desarrollo del
calculo, en el siglo XVII y gran parte del siglo XVIII, realidos por Cavalieri, Leibniz y
Newton, en torno al célculo de cuadraturas y curvaturaspgrtilales se da cuenta de la
incorporacion de las nociones de indivisible y de infinited] y al mismo tiempo, estudia el
estado de la reflexion sobre continuidad en los ambientsteepoldgicos donde se hace uso

de los métodos de indivisibles y de infinitesimales. Ante‘&msmos I6gicos” generados en
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el pensamiento por la nocion de indivisible, plantea ade#es en esta etapa de la historia
del pensamiento matematico es pertinente la preguntazaderta concepcion de rigor que
tienen los matematicos de este periodo, en cuyo centro sanuldis nociones de indivisible
e infinitesimal y, por tanto, en las nociones de continuidadfieitud, para luego proceder
a cotejarla con la concepcion griega de rigor. Asi mismocéestablecer una antesala al
periodo de institucionalizacién del continuo como objetdeamatico en el siglo XIX, con el
fin de confrontarlo con la nocién de continuidad aristoglic

Un tercer hito lo constituye el estudio del cambio en el astadlel continuo en el siglo
XIX, a la luz del examen que contrapone [...] la definicion datmuidad de Aristoteles
y la creacion del cuerpo de los reales por parte de Dedekindnyof; aspectos estos que
constituyen, segun el autor, los dos polos de la investiga&ntre los aspectos histéricos
que se analizan estan, por una parte, las condiciones sagluales Cauchy define la
continuidad, consideradas no sélo como el pardmetro métemaas significativo como
antecedente de los resultados del siglo XIX sobre el contreal, sino ademas, como la
ultima fase de lo que se podria denominar la tradicion dékta de la continuidad. Por otra
parte, plantea que la designacién del continuo como objatemmético implica una toma de
posicion con respecto a la realidad de las entidades matas\édPara tal efecto se propone
determinar bajo qué condiciones se podrian asumir las tesigeionadas encaminadas a
gue resulte provechoso, para el andlisis filoséfico del soatiasignarle la categoria de
objeto matematico, teniendo en cuenta que este hecho arplioar partido y reconocer
en matematicas un orden de realidad cuya tradicion hundaises en la filosofia de Platon.

Finalmente aborda el estudio de la construccién de lossel@®edekind y Cantor como
el momento crucial del proceso de objetivacion del contifReticularmente, sostiene que
el traslado de las propiedades del conjunto de los realesegtia se constituye en el gesto

epistemoldgico del paso de la continuidad aristotélicaatinuo como objeto matematico.
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En la Europa medieval, durante el siglo XIV, profesores @rsitarios y eclesiasticos
escolasticos se dedicaron al estudio cuantitativo de lacran y su representacion gréfica,
sobre todo en lo relacionado con el aspecto matematico. ag&madwardine, procurador de
Oxford, en sus obraSeometrica SpeculativaTractatus de Continuese propuso demostrar
que las magnitudes continuas estan compuestas por un nunigito de elementos
continuos, no divisibles, de la misma especie. Con relagitannocion de infinito afirmaba
qgue el infinito actual Categorematic infinityes una cantidad sin limite, mientras que el
infinito potencial Syncategorematic infinifyes una cantidad pequefia que es susceptible de
ser aumentada. También Richard Suiseth ehilkar Calculationconsiderd problemas, en
términos retoricos, que en el simbolismo actual equivaldé la suma de series numéricas
infinitas.

Se trataba de un tipo de problema, de sumas infinitas, corguétiste: Si una variacion se
mantiene con una cierta intensidad durante la mitad de arnvadb dado de tiempo, a lo largo
del siguiente cuarto del intervalo al doble de ésta intexsidurante el siguiente octavo de
dicho intervalo al triple de tal intensidad y @& infinitum entonces la intensidad promedio
para todo el intervalo serd la intensidad de la variaciéamterel segundo subintervalo (o sea
el doble de la intensidad inicial). Esto es equivalente asani@ infinita tal como:

%+§+g+%+---+%+--- =2. (Boyer, 1959, p. 76)

Asi mismo Nicole Oresme estudio problemas de variacion yrémiijo como problemas

de sumas infinitas, esto es, de series convergentes. Enesdigos el ejemplo anterior,

interpretado en términos que corresponden a la fisica,esxde la siguiente manera:

Si un cuerpo se mueve durante la primera mitad del intervi@mgoral) con

velocidad constante; a través de la mitad del intervaloanéstcon el doble de la
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velocidad inicial; a través de la mitad del intervalo restaton el triple de la velocidad
inicial y asi, sucesivamente, entonces la velocidad praamgutante todo el intervalo

sera el doble de la velocidad inicial.

La traduccion de éste problema a los términos del modelo gemm se hace mediante
la secuencia de figuras 3.1, 3.2 y 3.3. La figura 3.1 traducenwhaado por medio de
rectangulos cuya suma de areas es dos, d%kgcm el area dek-ésimo rectangulo, en la
figura 3.2 se divide el area total de otra manera, la figuras3e3 eesultado final de la nueva
colocacion de los rectangulos, de tal manera que se obtrerectangulo de base 2 y altura

1
1; es decir= +

>t 52 + > + ... =2.(Moreno, 1991, p. 196-197).

FIGURA 3.1. FIGURA 3.2.

FIGURA 3.3.

En el siglo XVII se inicié una nueva etapa, en la cual las mataras jugaron un papel
muy significativo; era el periodo de las matematicas de lagnihades, durante el cual se
constituyeron en parte fundamental del progreso técnigentifico gracias a los resultados

y métodos acumulados durante el siglo XVI. Los cientificabajaron en diversas ramas de
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la ciencia, estudiaron con curiosidad la naturaleza ing@gaobre sus leyes y cada avance
provoco incrementos imprevistos en los requerimientossi@plicaciones del conocimiento
matematico, de tal manera que, en esta época, la creativideanatica se desarrollé en un
ambiente donde las circunstancias practicas ejercieemmesion.

En efecto, abordar los problemas relacionados con el mentmiy la elaboracién de
NnUevos recursos para su transformacion matematica, asi aander las exigencias que
planteaban los problemas de la mecanica, la astronomiasida fmplicaba enriquecer las
representaciones de las magnitudes y los movimientosumd;j las formas de dependencias
funcionales y la elaboracion de los métodos infinitesimaiesconstituyeron la base de las
matematicas de las magnitudes variables.

El auge de los métodos propios del calculo infinitesimaligdorgn Inglaterra, en forma
de calculo de las fluxiones de Newton, y en el continente earep forma del célculo de los
diferenciales de Leibniz, durante los siglos XVII y XVlllizo posible que el tema del infinito
matematico recuperara su actividad pero siempre dentra dariésfera de imprecision y
ambigiedad que rodeaban a los conceptos basicos del caltnitesimal, los cuales se
mantenian carentes de fundamento conceptual rigurosgyaetados, en cierto modo por la
excelencia de los resultados y por los deslumbrantes élatess aplicaciones. Precisamente,
el punto central de la critica hacia los trabajos de los matieos en el siglo XVIII era la
indiferencia hacia los fundamentos por el afan de blsquedestiitados practicos.

Al comenzar el siglo XIX, los matematicos, sin detener siadedio y sus aplicaciones,
iniciaron un proceso de revision de los principios del amilinfinitesimal. El rigor en los
fundamentos del andlisis se ciment6 en los conceptos didtraé/ en la eliminacion de la
intuicibn geomeétrica. Pero esta aritmetizacion del aisdBminé toda consideracion del

infinito actual y dejo incolume el infinito potencial.
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3.2. Elproblemade la convergencia de las series de Fourier

Hacia el afio de 1869 Georg Cantor asume el cargo de Privatiderda Universidad
de Halle donde se encuentra con Heinrich Edward Heine, daiémvita a trabajar en un
problema dificil e importante del analisis relacionado tunicidad de la representacion
de una funcion arbitraria dada por medio de una serie trig@tiaca, el cual partia del
trabajo realizado por Joseph Fourier. Este problema hatbaabordado infructuosamente
por Dirichlet, Lipschitz y Riemann, entre otros matemaicbourier habia mostrado, en
1822, que la grafica de cualquier curva que presentase tamgagiimero finito de puntos
de discontinuidad, denominadaazonablemente lisa podia representarse, en todo un
intervalo, como suma de una serie trigonométrica infiniteottas palabras, superponiendo,
unas sobre otras, un numero infinito de ondas sinusoidalesigpusoidales, en todos los
puntos del intervalo, exceptuados los correspondientascardinuidades, la curva podia
aproximarse con la precisién que se quisiera. En este cagiice que la serie converge
hacia la curva o hacia la funcion que la define, “en casi todespluntos”, o también,
gue hay convergencia “casi por doquier”. Este resultadoeegrdn importancia, porque
sugiere que ciertas funciones complicadas podrian regierse o descomponerse en sumas
de senos y cosenos, mucho mas faciles de manipular matamétte. Para justificar tal
sustituciéon, hacia falta, sin embargo, alguna garantiaudengbiera so6lo una de tales series
trigonométricas convergente a la funcion. Este problentdahsido resuelto parcialmente
por Heine bajo las condiciones de continuidad “casi por dotjpara la funcion y de
convergencia uniforme “casi por doquier” para la serieotmigmétrica correspondiente.
Estimulado por Heine, Cantor comenz6 a trabajar en estias e 1869 y, en 1870, publicé
un articulo en el que mostré la unicidad de esta represéntaavanzando en su proposito

de establecer la unicidad en los términos mas generaldsigmsgiespués de eliminar dichas
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restricciones. En Marzo de 1870 logré su primer resultabossel problema en cuestiéon, que
publicé en el Journal de Crelle, en el cual se destacabagksig teorema que se conoce

actualmente como el teorema de Cantor-Lebesgue:

Teorema. Sean{an} y {bn}, n € N dos sucesiones tales q(a semx-+ b,cosnx) = 0 para

todo x en el intervalo abiert¢a, b), entonces:
bn — O
Un mes después de publicado este resultado aparecio enehloe Crelle el siguiente:

Teorema. Si una funcidn es continua en todos los puntos de un intersaleepresentacion

en serie trigonométrica es Unica.

Utilizando las formas de expresion de la actualidad, laaede las series de Fourier trata

del desarrollo de funciones, con periodg n términos de series trigonométricas de la forma
aO (0]
f(x) = >+ Z (ancosnx+ bpsemx).
n=1

A continuacién, Cantor se preguntd si seria posible flaxdnil las condiciones de
unicidad; es decir, el paso siguiente consistiria en dabi exigencia de que la funcién fuese
continua sobre la totalidad del intervalo y pudo asi gergnagl resultado anterior, para dar
cabida a todas las funciones que presentasen un numerodiingontos de discontinuidad,
llamados por Cantor “puntos excepcionales”. El habia heefeyencia al tema, sefialando
que no era dificil observar que la serie podia ser divergeateavergente a un valor diferente
para el caso de un numero finito de puntos sin cambiar la @daitk la representacion;
sin embargo, seria mucho mas dificil entender lo que sui@deadmitir infinitos puntos
de excepcion. Esto sugeria que debia tenerse en cuentaid®pate tales puntos en la
recta numeérica. Con respecto a este problema, Cantor alcenexito notable al introducir

un concepto completamente nuevo que se convirtié en el pilmtpartida de su estudio
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sistematico de “puntos de variedades” como él llamaba adofuntos de puntos en ese
tiempo. Este trabajo aparecié en el Mathematische Annateh872, el cual comenzaba con
una fundamentacion sistematica, definiendo los nimertesreamo clases de equivalencia
de sucesiones de Cauchy. Sobre esta base le fue posible ar @afibhir como nuevo

concepto, el de conjunto derivado de un conjunto de puntos.

3.3. Los conjuntos derivados

Al estudiar el problema de la unicidad de la representac&ifudciones en series de
Fourier, buscando un enunciado mas general para el teoreranicidad, Cantor publicg,
en 1872, un importante resultado que hacia referencia dlohde que en tanto los
puntos excepcionales se encontrasen distribuidos solaje el en forma cuidadosamente
especificada, podria haber inclusive un numero infinito tlesepese a los cuales dicha
representacion seria posible. El paso crucial lo conatiéudescripcion precisa del conjunto
infinito de puntos excepcionales y para tal efecto propusod#&n deconjunto derivadpcon
la ayuda de ideas como la de punto limite que utilizé im@mignte Weierstrass (Ferreiros,
1999, p. 140) en la formulacién de el teorema de Bolzano-k&ss. Al respecto, Recalde
sefala: “el concepto de punto de acumulacion constituyepelrte de la teoria de conjuntos
de Cantor. Con base en él Cantor define los conjuntos desVédecalde, 1994, p. 134).

Cantor empieza presentando la idea de punto limite y de pasorema de Bolzano-

Weierstrass de la siguiente manera:

Por un punto limite de un conjunto de punf@se entiende un punto en la recta
cuya posicién es tal que en cada una de sus vecindades hatoinfinintos deP,
donde puede ocurrir que ademas el punto pertenezca al t@nRor una vecindad de

un punto se entendera aqui cualquier intervalo que tengargd gn su interior. De
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acuerdo con esto, es facil demostrar que un conjunto forppadon ndmero infinito de
puntos tiene siempre al menos un punto limite. Esta es uacidelbien definida entre
cualquier punto de la recta y un conjunto dd®jaes decir el punto es 0 no es un punto
limite, y de ésta forma con el conjunto de punBsl conjunto de sus puntos limites
es conceptualmente co-determinado; lo denotaréRégnlo llamaré primer conjunto
derivado de puntos d& Si el conjunto de puntd® no consiste solamente de un nimero
finito de puntos, éste también tiene conjunto derivado deéogirf, el cual se llama el
segundo derivado de. Siguiendo de esta manevareces se encuentra con el conjunto

de puntos-derivadoPY) deP (Ferreirés, 1999, p. 142-143).

Los ejemplos presentados por Cantor fueron: si se da el mmnRi= {1,%,...,%},
entonces el conjunto derivad® esta constituido por un solo punto, OPsés el conjunto de
puntos de abscisa racional en el intervdal ), entonce$”’ es el intervald0, 1] y los demas
conjuntos derivado®(" . ... coinciden conP’. Con este tipo de ejemplos Cantor advertia
que para algunos conjunt&sexistem tal queP™ = @y P() £ @&, cuandd < m. A estos
conjuntos los llamo de primera especignésima clase; por otra parte, a los conjurRqeara
los cuales”" £ @ para todm, los denominé conjuntos de segunda especie.

La formulacion del teorema de marzo de 1872, en el Matheoga#snalen, es la

siguiente:

Teorema. Sea f una funcion definida en un intervalo real, si la seriealgrfer de la funcion
f converge en todos los puntos del intervalo, salvo a lo sumaneconjunto P, de primera

especie, entonces ésta es unica.

De esta manera, el estudio que habia realizado para las seg@ométricas suscitdé un
cambio en la perspectiva del trabajo en el sentido de prestgor atencion a las relaciones
entre los puntos del continuo antes que a los teoremas saif@e Figonométricas. En este

punto, Cantor empieza a desarrollar conceptos de la teer@mjuntos. Recalde sintetiza
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este episodio de la siguiente manera: “Entre 1870 y 18720€anfrenta el problema de la
representacion de las series de Fourier en toda su dimesipAdemas, en la basqueda
de la solucion de este problema, se da cuenta de la necesddekdrrollar una teoria de

conjuntos infinitos” (Recalde, 2004b, p. 28).

3.4. Lateoriade los niumeros reales de Cantor

Avanzando en su trabajo sobre series trigonométricasp€Camtpezd a depurar la nocién
de namero real, quiza motivado por el deseo de dar a concs@tesas, pues su colega Heine
las presentaria en un articulo, por supuesto, dandoledtapertinente.

Cantor comenz0 definiendo las sucesiones fundamentale@nderos racionales, en la
actualidad conocidas como sucesiones de Cauchy. Luegadeimrelacion de equivalencia
en el conjunto de las sucesiones fundamentales y llam6 mimea a una clase de
equivalencia. En consecuencia, para Cantor, el conjunimsd®imeros reales es el conjunto
de las clases de equivalencia.

La primera de dos versiones sobre la construccion de los no$meales, la plante6 en
un articulo de 1872, cuyo titulo er&pbre la extension de un teorema de la teoria de series
trigonométricas Dentro de sus investigaciones sobre las condiciones daglouales una
serie trigonométrica que converge a una funcion, es unécdiocscuenta de la necesidad de
desarrollar una teoria satisfactoria de los nUmeros rgakete permitiera utilizar, de manera

rigurosa, los conjuntos que se proponia definir. Al respeetda:

En lo que sigue, daré parte de una cierta extension del teosegun el cual las
representationes en series trigonométricas son univiochBero en este objetivo estoy
obligado a dar explicaciones preliminares, aunque estsmEam la mayoria mas que

simples indicaciones, que pueden servir para poner enrei@das relaciones que
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aparecen siempre, en cuanto a las magnitudes numéricaantad finita o infinita,
son dadas; soy conducido por aqui a dar ciertas definicignesseran adelantadas aqui
con el solo fin de una presentacion tan concisa como sea@dsilieorema considerado

[...] (Cantor, 1872, p. 73).
Agregaba ademas que

Quisiera dar a conocer en este trabajo una extension dehtaasegun el cual una
funcién no puede ser desarrollada mas que de una sola manseaie trigonométrica.
[...] Pero para alcanzar este objetivo estoy obligado a eanpando explicaciones, o
mas bien dando algunas indicaciones simples destinadasaa ada luz las diversas
maneras de las que se pueden comportar las magnitudes casnémi nimero finito o

infinito [...] (Cantor, 1872, p. XX).

Cantor se proponia construir los numeros irracionales agbartir de los racionales,
teniendo en cuenta que estos, a su vez, se pueden definirsmarbka aritmética del nUmero
natural.

Las ideas de Cantor se pueden resefiar en los siguientesdgriroponiéndose construir
los nimeros reales, partia del conjunto de los nimerosnaeis, al que llamé dominia,
“para llegar a la nocién mas general de una magnitud nuniéricansider6é una sucesion

infinita de nimeros racionales:

aj,a,...,an,... (3.1)

Entre estas sucesiones, que denomin6 fundamentalesgtecigenta las que satisfacen
la propiedad de que la diferencia,m — a,) se hace infinitamente pequefia cuando se
incrementan, para cualquier entero positiva En otras palabras, cuando dadcewarbitrario

se puede encontrar un enterptal que|an,m— an| < &€, Sin < Ny y mes un entero positivo

Lcantor todavia utiliza expresiones referentes a la noadmicnero real, que evocan las ideas de Aristoteles.
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cualquiera. Esta propiedad de la sucesion (3.1), afrmdhaexpresaré por medio de las
siguientes palabrata serie(3.1)tiene un cierto limite b

Cantor defini6 una sucesion fundamental, de la siguienteraata sucesion infinitéa, };
se llama una sucesién fundamental si existe un emteta que para cualquier valor positivo
g, se cumple quéan,m— an| < €, para todany para todm > n;.

Cuando la sucesiofa, } cumpliala condicion anterior, decia que la “sucesion it#ifa,
tenia un limite definidd”. Acerca del tema, Recalde observa que: “esta era estrct@Enuna
convencion para significar, no que la sucesion alcanza dkl@wstualb, 0 que se presumia
queb fuese el limite, sino Gnicamente que cada una de tales sunes$p,} tenia asociado
un simbolo definidd. Cantor fue bien explicito en usar la palakfmbolopara describir el
papel déb” (Recalde, 1994, p. 131).

Estas sucesiones las utilizaria para ampliar el domingue le permitiria llegar a los

nameros irracionales y luego obtener el dominio de los ndmezales, segun lo expresaba

Hablaré de magnitud numérica en sentido amplio para abetdaso donde se tiene

una sucesion infinita de nUmeros racionales:

ai,a,...,an,... (3.2)

dada mediante una ley que tiene por propiedad que la diferéac » — a,) deviene
infinitamente pequefia cuandacrece, donden es un nimero entero cualquiera, o, en
otros términos, que para un(racional positivo) cualquiera, existe un nimero entero
tal que(an+m—an) < &, Sin> ng, y simes un numero entero positivo cualquiera.
Expreso asi esta propiedad de la sucesion (3.2): “La sucé€3id) tiene un limite

determinaddy”. (Cantor, 1872, p. 73).

Cantor asociaba, entonces, un signa cada una de estas sucesionesmdamentalés
aclarando qud no debia entenderse como el limite de la suce§&y, sino Unicamente

como un simbolo asociado a cada una de tales sucesiones:
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Estas palabras no tienen pues, otro sentido que el de expitagpropiedad de la
sucesion, y del hecho que asociemos a la sucesion (3.2) nm gagticularb, se sigue
gue se debe también formar, para diferentes sucesionesed@esdiferentes signds

b, b”. (Cantor, 1872, p. 73).

Esta aclaracion la hacia pensando en evitar que, al presufaoexistencia del limite, se
daria una situacion sin salida, incurriendo en un circut@msb.

Posteriormente, Cantor definié relaciones de orden entesgnes. Considerando dos
sucesione$a,} y {a,} a las cuales se asocian los simbdigsb’, respectivamente, puesto
gue ambas satisfacen la condicion anteriormente dessifmsible establecer un orden entre
los simbolosh y b/, para decir qué > b, b < b/ 0 bienb = b/, segun el comportamiento
del término generala, — a,). Es decir, dad@ positivo yn > n;, siendon; arbitrariamente

grande, entonces
1. |an—a,| < € implicab=1/,
2. (ap—aj,) > ¢ implicab > b/,
3. (an—ap) < —€implicab< b'.

Siaes un numero racional y la sucesi{ay} es una sucesion de numeros racionales que
satisface la condicion de que para todos sus térn@nesa, es claro que es el limite de la
sucesiorn{ay }; en otras palabras, un nUmero raciomak identifica con la sucesion constante
{a} y ademés, puede ser comparado con una sucésjgnasociada &. De esta manera:
a=Db,a<boa>h.

Para el conjunt®, la propiedad analoga enunciada por Cantor es:

Es posible probar rigurosamente que la difereifaja— b), entre el término general
de una seriga,} y su limite b deviene infinitamente pequefia conformaumenta, lo

que justifica el que b se le llame elimite de la sucesioRan }.
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“El conjunto de estos simbolos es un nuevo sistBrgae, al ser dotado de una estructura
de cuerpo ordenado y puesto en correspondencia uno a unospuartos de la linea recta
A, constituia para Cantor el conjunto de los numeros realRetdlde, 1994, p. 132).

De esta manera, Cantor introdujo un namero irracional cnaedrataba de una sucesion
{an} que, a pesar de cumplir la condicion enunciada, no satisfactondicién de que su
limite fuera un namero irracional dado. Alvarez sostiene:dA partir de esta precision,
y solo a partir de ella, sera posible decir que una suceggnque satisface la condicion
enunciada es una sucesion convergente” (Alvarez & Baral2®@2, p. 171-172).

Cantor extendio las operaciones aritméticas de los nunmacosnales al dominio de los
nuevos nimeroy. Segln esto, dados tres nUmepd’, b” del dominioB y denotando
{an}, {a,} v {a} respectivamente, las sucesiones infinitas asociadasprCaefinio las

J—
b/

con la siguiente propiedad, expresada en términos de lesspondientes sucesiones:

b+b' =b", bt =1, b”

lim(an+a,—a’)=0, lim(aa,—a!) =0, nm($—ag):o.

Con relacién a las operaciones elementales entre un ndimmerm ndamero raciona,

manifestaba:

Las operaciones elementales entre un numerdado mediante una sucesion
fundamental{a,} y un nimero racionah dado directamente estdn comprendidas en

lo que se acaba de estipular, hacieafle- ay b’ = a (Cantor, 2005, p. 112).

Aqui se observa que el dominfoesta contenido en el domini®

Luego afirmaba:

Después de todos estos prolegbmenos, se obtiene como rpngposicion

rigurosamente demostrablgue, sib es el nimero determinado por la sucesién
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fundamentala, }, entonces cow crecientep — {a,} se hace menor en valor absoluto
gue cualquier numero racional concebible, o lo que es lo migire: lima, = b (Cantor,
V=00

2005, p. 112).

Lo que significa que de todas estas definiciones se sigue hes &l limite de la sucesion
{an}, (donde la designacionifnite de la sucesidrencuentra justificacion), entoncés— ay)
se hace infinitamente pequefio cuandwece.

Unicamente en la medida en que son puestos en correspoadenci uno con los puntos
de la linea rectd, los simbolos del sistenthadquieren sentido. Ahora bien, si para el caso
de los numeros racionales esto no presenta dificultad glganael caso de los irracionales,
afirma Recalde, Cantor sabia que dado un punto sobre la $ingste no tiene una relacion

racional con la unidad entonces podria ser aproximado @osucesion de puntos racionales

a1,a2,83,..-,8n,...,

cada uno de los cuales corresponde a un elemento en

La sucesion{a,} es una sucesion fundamental que se aproxima tanto comoeya @i
punto dado.

Recalde, dice ademas, que Cantor expresaba esta condicldéa siguientes términos:
“la distancia del punto a ser determinado al origéheés igual ab, dondeb es el nUmero
correspondiente a la sucesifa,}”, y teniendo en cuenta que cada elementddine un
anico correspondiente B la unicidad de la representacion de los puntos de la recBa en
estaba garantizada; sin embargo, llama la atencion cocigelal hecho de que Cantor no
pudo garantizar la correspondencia inversa: que a cadaeteinde B le correspondiera
un punto de la recta, para lo cual tuvo que apelar al sigugxitana: (citado en Dauben,
1979) “A cada numero le corresponde un punto en la linea recta, cagedenada es igual

al numerd (Recalde, 1994, p. 133, 134).
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Finalmente, es importante tener en cuenta que, cuando rChabta desucesiones
fundamentalesno esta haciendo referencia a una sucesion en partidnliGaracterizando
clases de sucesiones que satisfacen la condicién de Calactoyuns > 0 arbitrario se puede
encontrar un entena tal que|a,m—an| < &, Sin< N y mes un entero positivo cualquiera.

De tal manera que la construccion cantoriana llega a un @évabstraccion, por medio de
una serie de tematizaciones encadenadas, que lo condwtemtifidar el nUmero real como
un representante de una clase de equivalencia. Considsrelakes de equivalencia implica
abandonar el dominio anterior de las sucesiones y ascendeniel de abstraccion, que
corresponde a una extension de dominio, por medio de una@gergue consiste en definir
una relacion de equivalencia. En consecuencia, el hechaigl€Cgntor haya comenzado
con una fundamentacion sistematica de los niumeros reaésiétdolos como clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy, es considerado aofogro que por si solo pudo

haber sido suficiente para garantizarle un lugar promireamte historia de las matemaéticas.

3.5. Elinfinitoy el continuo

Los racionales, al igual que los reales también tienen Ipipdad de ser densos.
Esto significa que entre cada dos racionales hay tambiéntasfiracionales. Este hecho
representd para Cantor el primer contratiempo para la teaizacion de los conjuntos
infinitos y del continuo, porque a pesar de que los racioreti@s densos, se podian poner
en correspondencia con los numeros naturales que no lo Hramspecto clave de la
construccion de Cantor es que ella permite la identificad®mlos conjuntos distintos, el
conjunto de nimeros reales y el conjunto de puntos de una téota, de modo que fuera
posible expresar en el primero, al modo aritmético, la @i geométrica de continuidad
que se puede percibir en el segundo. Para ello Cantor codsjde los puntos de una linea

recta se determinan cuando se da su distancia a un punto fgac@al se puede establecer a
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través de una magnitud numeérica [...] pero la aseverac@prara solo se podra establecer

como un axioma [...].

Axioma. A cada magnitud numérica pertenece también, de maneragegjun punto
determinado de la recta, cuya coordenada es igual a éstaitutagmmeérica en el
sentido expuesto. Llamo a este teorema un axioma por sertdeleza tal que no
puede demostrarse de manera general [...]. Podemos aamséd¢onces las diferentes
magnitudes numéricas como correspondiendo una a una cdifdEntes puntos de una
linea recta. Para mayor claridad nos serviremos de este dea@presentacion y cuando

hablemos de puntos tendremos siempre en cuenta el valoga ttal cual lo obtenemos.

Con este axioma parece posible identificar a los conjuntogidesros (Wertmenge) con
los conjuntos de puntos (punktmenge) y sera ésta definiaigné Cantor considera que es
la verdadera portadora de la esencia de la continuidad.

Dedekind por otro lado construye los numeros reales utitiedo que €l llamé cortadura,
definicion que dio después de aclarar que el conjunto de lngras racionales que él designa
conR es cerrado bajo las cuatro operaciones basicas de la acargéts ademas un conjunto
bien ordenado “infinito en dos direcciones opuestas”, gacaiél define los simbolos>” y

“<” tomando dos cualesquiera nimeros realgd definea > by a < b segun la diferencia

a— b sea positiva 0 negativa respectivamente y afiade:

1. Sia>byb> c entoncesa > c. Siempre que, ¢ sean dos numeros distintos
(o desiguales) y quie sea mayor que uno de ellos y menor que el otro, queremos
expresarlo, sin temor a la reminiscencia de represenegigeométricas, diciendo:

b est& entre los nimerasy c.

2. Siay c son nimeros distintos, existen siempre infinitos nUmeiqse estan entre

ayc.
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3. Siaes un nimero determinado, todos los nimeros del sisestgadescomponen
en dos clasesh; y Ay, cada una de las cuales contiene infinitos individuos; la
primera clased; abarca todos los niimeras que son menores qug la segunda
claseA;, abarca todos los nimeras que son mayores gue el nUmeroa puede
asignarse arbitrariamente a la primera o a la segunda glaseacuerdo con ello
es o bien el mayor nimero de la primera clase o el menor de llmdagEn cada
caso la division del sistenfa en las dos clased, y A, es tal que todo nimero de
la primera clasé\; es menor que cada nimero de la segunda éa¢Bedekind,

1998).

En el dltimo numeral aparece la definicion dertadurg es decir, a la particion del
conjuntoR en las claseg\; y A; es lo que Dedekind llamé cortadura y lo denotd con
(A1,A2), cortadura generada por un numero raci@paldemas indica que estas propiedades
“recuerdan las relaciones de lugar reciprocas entre lotopute una linea recta’ pues
si se distingue las dos direcciones opuestas de ésta reataizquierda y derecha, entonces
tomando dos puntgsy g de esta, podemos sabepssta a la derecha dg viceversa. Indica
ademas la analogia con los tres enunciados anterioredegs#talo una correspondencia
biunivoca si se elige en la recta un origen y una unidad dedagufira la medicién de
segmentos, con la cual se ubica a un nimero racional solwetéa De esta manera establece
la correspondencia de los numeros racion&eg la rectaL donde sefiala que la recta es
mucho mas rica en “individuos-punto” que el domiriode los nimeros racionales en
“individuos-namero” pues hay infinitos puntos de la rect@ qu corresponden a ningun
namero racional debido a que hay longitudes que son incosuna&bles con una unidad de
medida dada. En ese momento fue cuando Dedekind plantedajnea=sario la creacion de
“nuevos numeros para que el dominio numérico adquirieraisana continuidade la linea
recta”, e hizo la observacion de que existian infinitas doas que no eran producidas por

nameros racionales, y llamé a esto la incompletitud o discoidad del dominidR de todos
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los nUmeros racionales:

Ahora, cada vez que encontramos una cortad@éa®;) que no es producida por
ningn ndmero racional, creamos un nuevo ndmero irracionajue consideramos

completamente definido mediante esa cortadAgaA;) (Dedekind, 1998).

Con esto logro crear los numeros irracionales y ademas dem@n Continuidad y
Numeros IrracionalesDedekind, 1998, p. 90) que el conjunto o dominio de los redies e
irracionales recién creado, que hoy se denotalRoposee la propiedad de continuidad, es
decir, que existe uno y so6lo un numerajue produce una cortaduf@1,Q,) deR.

Es conveniente recordar aqui que en su trabajo “El origer ¢ieokia de los conjuntos”
(1995), Alvarez habia sustentado que a pesar de que BolzZaaaghy dieron un nuevo trato
a las cantidades reales, en el cual se encuentra la claves deroeptos de continuidad y
convergencia y que asi mismo la clave para comprender lacidmi continua fue remitida
al ambito de las cantidades reales, [...] no es posible derai aun constituida una teoria
de los numeros reales. Este paso so6lo podra considerargéetado hacia la segunda mitad
del siglo XIX y, agrega ademas, que las aportaciones de Hegné/eierstrass, de Dedekind,
y colateralmente de Cantor, darén el paso decisivo paranigtitacion definitiva del primer
conjunto existente en lmatematica moderna&l conjunto de los nimeros reales.

Esta forma de entender los numeros reales se fue depurandcsy &abajo titulado
“Grundlagen einer allgeneinen Mannigfaltigkeitsleht883 (Fundamentos para una Teoria
General de Conjuntos)” Cantor presentdé un completo traatmiy Illamo sucesion
fundamentala la sucesion (3.1) que cumple la propiedathdo une arbitrario se puede
encontrar un enterofital que|a,m—an| < €, Sin< Ny mes un entero positivo cualquiéra
que en la actualidad llamamos sucesion de Cauchy, donddezstal orden de los nimeros

reales, como puede verse en su trabajo de 1883:
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Una sucesiéon fundamentgbresenta tres casos, como puede ser rigurosamente
deducido de su concepto; o bien sus elemeajoson, para un valor suficientemente
grande dev, menores en valor absoluto que cualquier niimero dado ahitrtente; o
bien a partir de un cierts son mayores que un nimero racional posifivque puede
determinarse con precision; o a partir de un cierteon menores que una cantidad
negativa racional-p que puede determinarse con precision. En el primer casoqdigo
b es igual a cero, en el segundo, dues mayor que cero o positivo; en el tercero, Que

s menor que cero o negativo. (Cantor, 2005, p. 111-112).

Si bien para ese momento se aceptaba la definicion que dikiDdam 1872, la definicion
de Cantor era aceptada por algunos sectores que trabajalbantedo en andlisis, pues
Cantor se fundamento en las propiedades métricas de logosinaeionales; ademas, como
él argumentaba, era mas plausible dar una definicibn geresalecir en el espacio-
dimensional. Se observa que él presentaba argumentos &ibdde que esto era asi, como

se lee en la carta del 15 de septiembre de 1882:

“Un intento de generalizar su concepto de cortadura y emplpara una definicion
general del continuo no quiso darme frutos. Por el contranigounto de partida en
las sucesiones fundamentales enumerables (ahora llaracasésiones en las que los

elementos se aproximan infinitamente entre si) se acomoddotencia a mi intencion”.

Efectivamente, esta era la idea de Cantor, dar una defingriénse pudiera aplicar al
espacion-dimensional. En “Los fundamentos para una Teoria Generalahjuntos” se
puede percibir a un Cantor que mostraba ya cierta claridbcessl continuo lineal y que
daba argumentos de que el continuo como se pensaba antes @acepto que suscitaba
diferentes interpretaciones, las cuales por no tener ufiaidén clara eran la causa de
corrientes de pensamiento siguiendo a fildsofos como Aeiet®, Epicuro, Tomas de Aquino,

los cuales presentaban ideas diferentes de continuo. EriocaaTomas de Aquino, éste
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sostenia que el continuo no se componia ni de infinitas partdés una cantidad finita de
ellas, sino que no constaba de partes en absoluto, y en “Stealobica, presenta una
prueba aristotélica de que si bien el poder de Dios es ildnit&l no puede hacer una
cosa absolutamente ilimitada. Esto, obviamente envuehae sutil contradiccién ya que
entonces, el poder de Dios no es ilimitado pues su limitengtitoiye las cosas absolutamente
ilimitadas” (Recalde, 1994, p. 222). Al argumento de Samdonds de Aquino, Cantor

responde:

Aqui vemos ebrigen escolastico-medievdke una opiniéon que aun se defiende hoy
en dia, segun el cual el continuo seria un concepto no abi@iadbien, como se expresan
otros, una intuicién pura a priori que apenas seria sustepke determinacién mediante
conceptos. Todantento de determinacidaritmético de estanisterio se considerara
como una intromision ilicita y sera rechazada con el debigorvLos naturales timidos
reciben con esto la impresién de que con el «continuo» noase tle unconcepto
|6gico-matematicasino mas bien de udogma religiosd...] S6lo me siento obligado
a desarrollar el concepto del continuo con la sobriedad#ogue resulta indispensable
para su comprension y para su empleo en la teoria de conjuatobrevemente como
sea posible, y teniendo en consideracion sélo la teoatmaticade conjuntos (Cantor,

2005, p. 117-118).

En este orden de ideas filosoficas, Cantor trataba de daradi@fies del continuo, pero
defini6 mas que eso. Dio formas precisas para estudiar unrgonjle puntos, segun éste
fuese numerable, no numerable, perfecto o denso. La définigie Cantor dio de conjunto
perfecto es la que se conoce hoy en dia, es decir, un conjuetesjigual a su conjunto
de puntos limites; que en las palabras de Cantor seria: yantor® que es igual a su
conjunto derivad®’, el cual se defini6 anteriormente £ P’). Ademas, argumentaba que si

el derivado de un conjunt® es numerable, entonces existe un numero entgvara el cual
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P(@) = @. SiP' es equipotente con el conjunto de los nimeros reales esta@scgosible,
segun Cantor, descomponerlo en dos conjuRtgsS donde el conjuntc es perfecto y el
conjuntoR es reductible, lo cual significa que existe algipara el cuaR\®) = @, pero esto
no es del todo cierto pues si tomamos el conjunto de los ralds@ cuyo conjunto derivado
son los nameros real@g entonces no existe un conjurRaque cumpla con la definicion que
daba Cantor. Lo que si es verdad, segun el analisis modesymmiestodo conjunto derivado
P’ se puede descomponer en dos conjuRtgsS disjuntos, dond& es un conjunto perfecto
o vacio yR es finito o numerable. Ademas Cantor argumentaba que loartosjperfectos
por si solos no daban la definicion precisa de continuo deopupéro si a la inversa, es decir,
gue todo conjunto de puntos continuo debia ser perfectoazé@nrde que no es suficiente el
ser perfecto para determinar la continuidad la explicé cdiamoso conjunto, que se conoce
como conjunto de Cantor o discontinuo de Cantor, el cuakagaen los fundamentos como

una nota al capitulo 10 de los fundamentos:

Acerca de los conjuntos perfectos se puede demostrar eesigueorema: que
nunca tienen la potencia del)Como ejemplo de un conjunto de puntos perfecto que
no es denso por doquier en ningun intervalpor pequefio que éste sea, menciono la

coleccién de todos los niUmeros reales comprendidos porrtaufa:

1 G Cyv
7=+ 4. — ...
3Tttt

donde los coeficientes, han de tomar uno de los valores 0 y 2 a voluntad, y la serie

puede constar de una cantidad tanto finita como infinita deinés.

Teniendo en cuenta la topologia de este conjunto, Cantali@fia concepto mas para

poder definir el continuo, y es el de conexidad:

2Es decir que los conjuntos perfectos no son numerablesn@até = numerables , potencia Il = no
numerables).
3Lo que hoy conocemos como conjunto de medida cero.
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Llamamos ar un conjunto de puntosonexosi para cada dos puntos del mismo,
t y t/, supuesto un ndmere arbitrariamente pequefio, existe siempre y de mdultiples
modos una cantidafinita de puntody,t,,...,t, de T, de tal manera que las distancias
tty, ity Bfs, . .., i’ son todas menores que [...] Creo pues descubrir en estos dos

predicados, «perfecto» y «conexo», las caracteristicassagas ysuficientesde un

continuo de puntos [...]

Pero tal definicion no es del todo suficiente pues los nimeaasmales en el intervalo
(0,1) resultarian ser conexos. Lo que hoy conocemos por conjamexo en un espacio
topologico es un conjunto que no es la unién disjunta de dopiotos abiertos, y lo que
se conoce como continuo de puntos es un conjunto compactoradoede un espacio
conexo. Pero es relevante lo que hacia Cantor por dar unacdefircomo él decidpgico-
matematicay a pesar de ir contra la corriente, él increment6 su inteogéslar una mejor
idea de tal concepto y “su empefio por comprender la esteudircontinuo lineal, delimita
un nuevo campo de estudios que se revelard de una riquezgusinen los decenios

subsiguiented:a Teoria de los Espacios Topologidd®ecalde, 1994, p. 145)".

3.6. Lanonumerabilidad de los nUmeros reales

En una Carta dirigida a Dedekind del 29 de noviembre de 183lateeaba el problema de
que si era posible establecer una biyeccion entre los n@eateros positivos y los numeros
reales positivos o en sus palabraedrdinar la coleccién de todos los individuos enteros
positivos(n) con las magnitudes reales positiveg de tal modo que a cada individuo de
una coleccion le corresponda uno y sélo uno de la’dt@antor tenia la plena seguridad de
gue la respuesta era no, pero no tenia una prueba de elloiéralmidvertia a Dedekind que

se podia cometer un error al dar una respuesta superficial:
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¢No nos inclinariamos también, a primera vista, a afirmar(queno puede ser
coordinado univocamente con la colecci<|£> de todos los numeros racionales
positivos ap? Y sin embargo no resulta dificil mostrar qge) puede coordinarse

univocamente no sélo con aquella coleccion, sino tambignacmas general

(an17n27n3,...,nv)

dondeny, ny,. .., N, son una cantidad cualquievae indices enteros positivos tan grandes

como se quiera (Ferreirds & Gray, 2006, p. 13-14).

Por el términgan, n, ns,....n,) Cantor, al parecer, queria deciMaipla(ng,ny,...,ny). Con
relacion a la numerabilidad de los racionales Cantor tendapuueba de ello en 1868, pues
en éste afio lo expuso en el seminario de Weiertrass en Baalaxplicacion de como era la

demostracion aparece en una carta a Goldscheider del 18ided#ul836:

Basta ponerlos en el orden siguiente:

11213123415123456

1’2’1’3’1'4’3’2’1’5'1’6'5'4’3'2’1"
Esto es, se toman las fraccion%s % en su forma irreducible, y se ordenan de
manera que la primera vaya antes o después de la segundagsegdis n sea menor o
mayor quem’ +n'; en cuanto a las fracciones para las que n=m +n', se ordenan

de menor a mayor numerador.

Respecto a la pregunta que hizo Cantor a Dedekind, éstest@mfee si bien no habia
respondido, pues no tenia el interés suficiente, ni ningpheaaion evidente, habia podido
demostrar que la coleccion de los nimeros algebra®epodia coordinar con los niimeros
enteros positivos; respecto a lo cual la respuesta de Camtana carta del 2 de diciembre de

1873, es en el sentido de que la demostracion que él dio seepata demostracion de las

4Un namero real se dicalgebraicosi es raiz de una ecuacion del tigpd” +a,_1x" 1+ --- + a9 = 0 donde
3cQ,0<i<n.
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v-uplas(ng, ny,...,ny) donde lom; son enteros positivos, pero como se vera, esto no era del
todo cierto pues la demostracion que dice Cantor tener abasien formulada.

La pregunta de Cantor era crucial pues estaba conjeturamdgdgdna manera que el
continuo podria ser susceptible de ser puesto en correspoiadcon los enteros positivos
y Si no se estaria en la posicion de diferenciar dos clase®mantos infinitos. De ésta
manera revivia asi el problema del infinito que planteab@s$azonflictos como la paradoja
gue ponia en evidencia Galileo, hacia el afio de 1638, al denasila coordinabilidad de
los cuadrados de los niumeros enteros positivos con los m8meaturales, contradiciendo
el principio Euclidiano “de que el todo es mayor que sus parteedekind se quedaria
sorprendido cuando Cantor arguye que con la demostracignelos nimeros algebraicos
son coordinables con los enteros positivos y que de podeurdarespuesta a la pregunta
era posible dar una nueva demostracion del teorema quedehizstrado Liouville en 1851
sobre la existencia de infinitos nUmeros trascendentes émtemalo (o, 3). Cantor podia
ver que sus nuevas inclinaciones cientificas daban fruto@wamdo de momento el iba contra
la corriente pues por la época regia la tendencia sobre laslasestigaciones matematicas,
gue estas tuvieran una aplicacién en alguna ciencia o enepnab ya planteados por los
matematicos anteriores.

Respecto a los numeros trascendentes se puede decir quielesog nimeros conocidos

de este tipo fueron los niumeros de Liouville:
a =0.110001000000000000000001000

donde la cifra 1 aparece en la posicidnLiouville demostrd que para cathaa no es raiz de
ningln polinomio de gradocon coeficientes enterasAunque estos nimeros no resultan ser

particularmente interesantes, para los nUmeros un pocanmpastantes comey 1 todavia

5En la terminologia actual se podria decir que los nimerosalevllle son numerables, pues basta poner
en correspondencraconn!.
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no se conocia una prueba de que eran numeros trascendezgpect® al primero de ellos,
la primera prueba se debe a Hermite quien en 1873 demost@aradrascendente y ni que
decir del enigmaticar, del cual s6lo hasta 1882 se conocid una prueba de su trasusad
debida a Lindemann, con la que se dio una respuesta a la pagganteada por el clasico
problema de la matematica griega sobre la construccionsétnregla y compas, de un
cuadrado cuya area fuese la del circulo de radio 1, es deeir agt, o, en otras palabras, se
trata de la imposibilidad de “cuadrar el circulo” con regleoynpas, o de demostrar gqoao
es un nimero construitfie

Tan sélo cinco dias después de su ultima carta a Dedekind (licienbre de 1873),
Cantor pudo dar una prueba de la no correspondencia de lasrasineales positivos con los
enteros positivos, de manera que mostraba, sin exhibiciningmero trascendente, que casi
todos los numeros son trascendentes.

Estas ideas aparecieron en su articulo de 1874 denominatboe'8na propiedad de la
coleccion de todos los nimeros reales algebraicos”. Eldotse divide en dos secciones, la
primera muestra la correspondencia de los niumeros algebreon los nimeros naturales, la
segunda muestra la no correspondencia del intefealB) con los enteros positivos. Es decir
que existen muchos mas nameros reales no construibles gjgedosi lo son. Entonces los
nameros construibles son un subconjunto de los nimerobBraiges. Cantor demostré que
el conjunto de los nimeros algebraicos es numerable, enicaintobnjunto de los nimeros
reales es no numerable. En consecuencia hay muchos masostreales no construibles

que construibles.

SHoy se conoce que la imposibilidad de cuadrar el circulo @glary compas es consecuencia de dos
teoremas:

Teorema de Wantzell((1814-1848) (1837))Un numero rea3 es construible si, y solo si, es algebraico sobre
los racionales y el polinomio irreducible del cuBles raiz tiene como grado una potencia de dos.

Teorema de Lindemann((1852-1939) (1882)) it no es raiz de ninguna ecuacion algebraica con coeficientes
racionales; en otras palabrast no es algebraico, es decir es trascendente.
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La prueba que aparece en la primera seccion, segun las rotBgdekind, era casi
la misma (Ferreirds & Gray, 2006, p. 173)jue le habia comentado en la anterior carta
y sin embargo no hizo nada por reclamar; en cambio, aplia tésrema en “Ueber die
Permutationen des Korpers aller algebraischen Zahlerl,”180nde remitia al articulo de
Cantor y afirmaba que por la misma época él dio también unasteswcan.

La idea es como sigue: Dado un polinomio irreducible de gradie la forma
" +a1Z 1+ 4a, =0, (3.3)

donde losag, as, . . . ,a, SOn numeros enteros sin divisores comungsay Positivos. Siw es

solucién de (3.3), llamando altura de éste numero al entesitiyo definido por
N =n—1+|ag|+|az|+---+an,

entonces a cada numero algebrawole corresponde una altufd y a cada alturaN

le corresponden finitos nUmeros algebraicos, pues se pusdestruir a lo sumo finitos
polinomios de alturdN. En éste orden de ideas se toma la altura 1, y se designanpor
al inico numero algebraico que le corresponde; continuandda altura 2 y los nimeros
algebraicos correspondientes, a saber dos, se ordenanatfd@a su tamafio y se designan

por wy, ws; de esta manera se puede continuar hasta poner éstos n@mégiderma:

W, Wy, ..., 0h,... (3.4)

Aqui se puede ver que Cantor argumenta que la prueba de Dddikia numerabilidad
de los ndmeros algebraicos es casi la misma para enumeraruplas (Xi,X2, ..., Xn),
siendo cada; un numero racional, donde Cantor arguye que para poder aurfasm-
uplas(xq, Xz, .., %) €s suficiente tomaN = x2 +x3 + --- + x2 y ordenar los elementos de

acuerdo con esta relacion. Pero esto no es asi porque laahilidad falla, pues si tomamos

’La nota de Dedekind: “Este teorema y su demostracion pagarom después casi literalmente, incluso
empleando el término técnico altura”.
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por ejemplo el espaci®?, entonces daddl = 1 y la segunda coordenada igual a cero, la
ecuacion = x% +x§, tiene infinitas soluciones. Al parecer esta pudo haberlaidazon por
la cual Cantor utilizé la prueba casi literalmente.

La prueba de la segunda seccion se desarrolla de la siguiamiera: Dada una sucesion

de ndmeros reales:

W, Wy, ..., Wh,... (3.5)

y unintervalo(a, 8), se determinard un nimenague no esté en la sucesion (3.5), denotamos
cona’, B’ los dos primeros nimeros de la sucesion (3.5) que caen daeltrimtervalo
(excluyendo sus extremos) cah< ’; de la misma forma tomamas’, B”, cona” < B” los

dos primeros nimeros de la sucesion que estan en el intéa/aftf); de la misma manera se
construyen los intervalg®", B"), donde se puede ver que cada uno contiene a los siguientes.

Se puede pensar en dos casos:

1. El procedimiento se detiene para algires decir, el ultimo intervalo egx¥, 3") en
donde, como maximo, se encuentra término de la sucesiohyaturalmente es

posible extraer un nUmerp que no esta en la sucesion.

2. El numero de intervalos construidos de ésta manera eganfiente grande, donde la
sucesiona’,a”,a’” ... es creciente y con cota superi®r por tanto tiene un limite
a®. De la misma manera la sucesiBh B”,B8",... es decreciente con cota inferior
a y cuyo limite esB”. Si a® = 3, el nUmero que se busca gs= a® = ® que
naturalmente no esta en la sucesion, por la forma como sedfiaidd los intervalos.
Si a” # B, entonces todo nimero en el interior del intervalo y suseextis no se

encuentran en la sucesion (3.5).

También esta demostracion sufrio una simplificacion alqeareon la ayuda de Dedekind

segun lo hacen conocer en sus notas:
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A la carta recibida el dia 8 de diciembre, respondo en el mii@moongratulandome
del hermoso éxito, a la vez que doy un “reflejo especular” nimmplficado del ndcleo
de la demostracion (que era todavia bien compleja); de nest@ exposicion pasoé casi
literalmente al articulo de Cantor, jsi bien el giro que ybiaa@mpleado, de acuerdo con

el principio de continuidad, fue evitado en el lugar corcesfiente?.

Evidentemente ésta prueba presentada aqui es mucho mék semgeneral, pues la
primera prueba tomaba el interval,1) y mostraba, por reduccion al absurdo, que no
era posible la correspondencia con los enteros positiversdifos & Gray, 2006) Cabe la
pregunta: ¢ por qué razon el titulo de la publicacién no e@eeo a que los niumeros reales no
son numerables? En primer lugar hay que sefialar que Carpensaba publicar el resultado,
pero cuando Weierstrass se enteré del mismo, visitd a Cpatartener detalles de la prueba
y le recomendo no hacer énfasis en tal tema, sino mas bietizanfan lo relacionado con
los niUmeros algebraicos. Este interés, al parecer, se dpleeé deseaba definir una funciéon
especial que fuera continua y diferenciable para los nUsiteascendentes pero no para los
nameros algebraicos, lo cual sucederia posteriormentbasmen el resultado obtenido por
Cantor.

En enero 5 de 1874, Cantor va mas all4 y plantea a Dedekingué¢ste problema:

¢,Es posible poner en correspondencia univocamente undiciepéligamos un
cuadrado incluyendo su frontera) con una linea (digamos agmento de recta
incluyendo sus puntos extremos), de manera univoca tal cagegpunto de la superficie
le corresponda un punto de la linea, e inversamente a catlagifa linea un punto de

la superficie?

8Se refiere a que Cantor toma los dos casos posibles en su daridsen vez de aplicar el teorema de
Bolzano-Weierstrass para encontmar
SVvéase la carta del 7 de diciembre de 1873 donde se muestiarést.
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Si bien Cantor pensaba que era muy dificil exhibir una deracigin y al parecer inclinado
al no, encontraria que si era posible dar la respuesta e fafirmativa. Continud trabajando
en el problema, hasta que el 20 Junio de 1877 envio a Dedekindemostracion de que las
coordenadasxy, Xo, ..., X,) y un valor realy, conxi, X, ..., Xy, Y, tomados en el intervalo
[0,1], podrian ser puestos en correspondencia biunivoca.

La idea de Cantor era utilizar para cada una de las coordenads,...,x,, la
representacion decimal Unica de un nimero que se encuerdtangervalo0, 1] y utilizar la
parte decimal para formar otro nimero que se encuentra einéstvalo; entonces, si cada

xi coni=1,...,n, es de laforma:

X =0.&1a2...ay..., conay € {0,1,2...,9},

podemos formar un nimero
y= O.ﬁlﬁz...ﬁv...,

donde Bk_1nti = @k, | = 1,...,n, k=1,2,...; e inversamente si se parte ge=
0.B1B2...By... con larelacion anterior podemos formantaipla (X, Xz, . . ., Xn).
Sin embargo Cantor no se da cuenta de que esta olvidandorfesoside representacion

finita, tal como sucede con el nimero:
1
5 =0.2=0.19999..

Este error lo encontré Dedekind, y le sefial6 que la corredgaria uno a uno fallaba, a

lo cual Cantor responde:

Por desgracia tiene Ud. toda la razén en su objecion; afmfamente, sélo afecta
a la demostraciéon y no al asunto; pues demuestro en ciertm m@ds de lo que

pretendi&’, ya que he puesto en relacion univoca un Sisteme, ..., X, de variables

%Recuérdese que él consideraba que tal correspondencia pogible.
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reales ilimitadas con una variabje contenida er[0,1|, pero que no toma todos los
valores del mismo, sino todos con excepcion de algyfidslas cada uno de los valores
gue le correspondeyl lo toma solo una vez, y esto es segun creo lo esencial. Ya que
ahora puedo poner @ en relacién univoca con otra varialileque recibe todos los

valores> 0y < 1 (Ferreirés & Gray, 2006, p. 191-192).

La ultima frase del parrafo anterior, al parecer, hace pensaél ya tenia un resultado al
respecto, el cual se refiere a que los niUmeros irracionafagesken poner en correspondencia
con los numeros reales. Cantor envia una carta a Dedekidde Rinio 1877, donde utiliza
la misma idea de la demostracion, pero tomando solo los rmseacionales en el intervalo
[0,1] y de esta manera se quita el problema de los numeros coneefaei®n decimal finita.
En ésta carta demuestra, efectivamente, que los nimeag®iales en el interval®, 1]
se pueden relacionar univocamente con los nUmeros pedetesca éste intervalo. Ademas
muestra que el interval@, 1] puede ser biunivocamente relacionado {@d] (ver figura
3.4) y con aplicacion sucesiva de éste teorema muestra ¢jusiire si se quitan del intervalo
[0,1], los nUmeros, conn=1,2,...tales quey, < a 1, &, = 1, todavia es posible relacionar
biunivocamente con el interval0, 1].

Cantor presenta una notable simplificacion de su teorenda Daa variablg € (0,1) (y
numero irracional) y otra variabbec (0,1), entonces los valores de la varialglse pueden
hacer corresponder uno a uno con los valores de la vanaldeual lo denota cor ~ y.

En la demostracion considera la sucesion de todos los ngramionales, en el intervalo
[0,1]; una sucesion de nameros irraciongbgs= 2£r12 y una variableh que toma todos los
valores er0, 1], excepto los valores d® y pn.

Entonces tenemos que, en las notaciones de Cantor:

X= {h7 pn,an},

yE {h7 pn}7
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FIGURA 3.4. Cantor prueba mediante ésta curva la equipotenciatéeValo[0, 1] con (0, 1].
Esta se compone de segmentos paralelos de abcgdh’,a’b”, ... y ¢; dondeOp = pc=

1 1 1 1 447 1 A 1
1,0b: Q,bblzz,b1b2:§,...,0a: é,ad :Z,ad :g,

pero sabemos que

y={h,pon_1,02n}

h~h, Pn ~ Pon-1, an ~ Pon

de dondex ~ y (x es equipotente coy).
En la prueba se hace evidente el uso, que hace Cantor, dedsahihdad de los conjuntos

. V2 o .
de nameros de la forma, = o asi como de la correspondencia biunivoca de los nimeros
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naturales con los niUmeros pares e impares.

3.7. Los numeros transfinitos

En su célebre trabajo de 1878, titulado “Una contribuciém aebria de variedades”,
Cantor mostraba que los irracionales y los reales tienenismancardinalidatt y a la
vez sefialaba que los nameros irracionales no son numer&aticho articulo se puede

encontrar definido el concepto de potencia o equivalencia:

Si dos variedades bien definidbésy N pueden ser coordinadas univocamente y
completamente, elemento con elemento (que, si es posiblmarfiorma, siempre se
puede hacer de muchas otras formas), emplearemos en logygelaiexpresion, que

esas variedades tienen la misma potencia o también quesetiauivalentes.

En los términos actuales, se llaman conjuntos de igual malidad o equipotentes.
También plantea, sin prueba, que si los conjuMiog N no tienen la misma potencid/
es equipotente a una parteN® N es equipotente a una parteMeFerreirés, 1999, p. 188).
Cantor, a partir de la paradoja advertida ya por Galileogdelés emergencia misma de
la nocién de conjunto infinito, elabord un criterio de conggéadn del tamafio de conjuntos
infinitos. Ademas plante6 dos teoremas que serian impegamt su trabajo posterior sobre

los numeros transfinitos, que en la actual terminologiagseiflarian asi:

1. Si M es un conjunto numerable, entonces cualquier subconjmfitdtd de M es

numerable.

2. SiM,M’,M”. ... es una sucesion finita o infinita de conjuntos numerablespigun &s

numerable.

Hcantor llama Potencia a lo que hoy se conoce como cardinalida
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Conviene mencionar aqui las concepciones de Cantor rektds con la nocion de

dimensidn, a la cual se refiere en los siguientes términos:

Se trata de mostrar que las superficies, cuerpos, e inclsstmfoinios continuos de
dimensionep pueden ser coordinados univocamente con lineas contiestases, con
dominios de solo una dimension; y que por tanto las supesficigerpos, e incluso los
dominios dep dimensiones, tienen la misma potencia que las curvas. &ssideracion
parece oponerse a la que reina de modo general entre loseef@etes de la nueva
geometria, ya que hablan de dominios simplemente infirit@demente, triplemente,...,

p-uplemente infinitos (Ferreirés & Gray, 2006).

En este punto es oportuno el comentario de Recalde, en sudedi994: “Cantor esté
planteandose la necesidad de adoptar procedimientos ale eig temas de la indagacion
matematica en momentos en los cuales se procedia con ddebgeeza conceptual’.

Al hablar del concepto de cardinalidad, Cantor entraba &ngpoa con Dedekind cuando

hacia referencia a una variedadadimensiones; afirmaba por ejemplo:

[...] Me llamé la atencién que todas las investigacionesvic@entes que se han
realizado en este campo (la Geometria) parten a su vez dgpuasta no demostrado,
el cual no me pareci6 evidente sino mas bien necesitado déundamentacién. Me
refiero al supuesto de que una variedad continug démensiones requiere, para la
determinacion de sus element@gscoordenadas reales independientes entre si, y que
dicho nimero de coordenadas no puede ser aumentado nidedusmia una misma

variedad.

Cantor aseguraba que esa suposicion requeria una derstyaque por tal razon
planted el problema de que si era posible relacionar univecte un dominio continuo

de p dimensiones con un dominio continuo de una dimension a akyuwolegas, en
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la conmemoracion de Gauss en Gotinga; y se quedd sorpreedaitdo encontrd tal
demostracion, “lo veo, pero no lo creo” exclamé pues el estatlinado a que la respuesta

era no, ademas dice:

Ahora me parece que todas las deducciones filoséficas o matasngue hacen uso
de aquella suposicion errénea (que el numero de dimensemi®) son inadmisibles.
Mas bien habrd que buscar la distincion que existe entre dasindos de diferente
namero de dimensiones en aspectos totalmente diferentes, gn el nimero de

coordenadas independientes tomado como caracteristica.

Dedekind replica que el nimero de dimensiones de una vdrigatdinua es, sin duda,
el mas importante invariante de la misma, aun cuando pase®erse anulada con la
demostracion de Cantor. Efectivamente lo que Cantor preb@die la cardinalidad era igual
mas no que la dimension de una variedad continup del dimensiones era uno. Cantor
respondia a Dedekind que no tenia intencion de oponerse GiEgpciones que venian
siendo aceptadas, pero si deseaba clarificarlas; ademdmeartaba que con referencia
a las coordenadas independientes, si se toma el conceptood#enada en general, sin
hacer ningun supuesto sobre la naturaleza de las funciamesntgrvienen, es posible,
segun habia mostrado, hacer que el nUmero de coordenadgeemuientes, univocas y
completas, sea cualquier niumero prescrito (Cantor, 20@8)dChace referencia a la relacion
de correspondencia que se puede encontrar entre conjumigsia cardinalidad para los
cuales existe siempre una biyeccion, y luego se aproxipg@igprimera vez, a un enunciado
que implicaria la hipotesis del continuo, en términos de poe medio de un proceso
inductivo, que en ese momento no exponia, considerabal@adibmar que el nimero de
clases de variedades lineales, haciendo referencia antogsjde nameros reales, es finito y
exactamente igual a dos. Esta seria una version débil dpdéekis del continuo, donde un

conjunto de numeros reales es numerable 0 es equipoteni@socoiimeros reales.
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Ya habiendo madurado sus ideas sobre conjuntos de puntosr @ablica en 1883 su
trabajo titulado “Fundamentos para una Teoria General dguBtms, una Investigacion
Matematico-Filoséfica”; donde aparece la teoria de los masngansfinitos y advierte en

la primera seccion:

La dependencia en que me veo respecto a esta extension deptmde nimero es
tan grande, que sin esta Ultima apenas me seria posiblenddolgincia el menor paso
adelante en la teoria de conjuntos [...] pues se trata dexteas#n de la serie de los

verdaderos niumeros mas alla del infinito.

Por otro lado distinguié los infinitos como infinito propioctaal o en acto) e infinito
impropio (potencial), pero tal y como los definia ahi, estas énfinitos en acto. “Cantor
era consciente de que la incorporacion practica del infagtaal en sus trabajos le permitia
extender el concepto de niumero mas alla de los niveles etaste(Recalde, 1994); pero
se debe tener en cuenta que por la época regia el legado diedasde Aristételes, y era
comun identificar a Dios con lo infinito, de no haberlo hechip ses estaria en la posicion
de explicar a Dios mediante un razonamiento, pero estoalatante era una herejia “omnis
determinatio est negatio (toda determinacion es negdcigsi)que Cantor obré con mucha
cautela y traté de convencer a tedlogos y filosofos de quedo®ros transfinitos son tan
naturales que cabe ponerlos en medio de lo finito y lo divifus(uto-Dios}2.

Para poder generar los numeros transfinitos, definio camjbiegn ordenado en los

siguientes términos:

Entenderemos por conjunto bien ordenado todo conjuntodaénido en el cual los
elementos estan enlazados unos con otros por medio de wsBudeterminada, segin
la cual exista un primer elemento del conjunto, y a cada udogelementos (supuesto

gue no sea el dltimo de la sucesién) le siga otro elementondieizdo, e igualmente a

?precisamente, Cantor utilizé el término transfinito poraesion a los tedlogos
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todo subconjunto arbitrario de elementos, finito o infinigocorresponda un elemento
determinado que es el inmediato sucesor a todos ellos erédaién (a menos que no
haya absolutamente ninguno en la sucesion que los siga s étids (Cantor, 2005, p.

89).

A esto agrega tres principios:

. Primer principio de generacigmue se basa en laidea, segun la cual, dada la existencia
de un namero, el siguiente se genera afiadiendo una unidatedis se producen

nuevos ordinales mediante la adicidon sucesiva de unidades.

. Segundo principio de generacidBada una sucesion ilimitada de numeros enteros
o transfinitos, se genera un nuevo numero, considerandotm @ limite de estos
nameros, es decir, el nUmero inmediatamente mayor que &tldssEsto es, el minimo

namero mayor que cualquier componente de la sucesion.

De esta manera Cantor toma la sucesion de los enteros pesitiv

1,2.3,...,v,...

y cred el primer nimero transfinitw como el representante de la sucesién anterior, y

considerd al nUmero como el limite al cual tienden los niUmereshaciendo la salvedad

de que es el primer nimero entero que les sigue a todos losrosimeluego aplicando

reiteradamente el primer principio genero los nimeros:

w+1lw+2,w+3,...,0+V,...

A esta sucesion de numeros transfinitos le aplico el segundaio y generd el nimero

w+ w el cual se denota conu® a este numero transfinito le aplico el primer principio y

obtuvo

20+1,2w+2,20w0+3,...,2w0+V,...
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A esta sucesion de numeros transfinitos le aplico el segundaio y generd el nimero
2w+ w el cual se denota cornud Continuando de esta manera generd numeros de la forma
Uw+ Vv, a los cuales les aplicé el segundo principio y gener6 el nomee Cantor denotd
con w?. Naturalmente si se continGla con éste procedimiento al ralamterior le siguen
nameros como:

A+ pw+v

De ésta manera se llega a niumeros de la forma:
VowH +viet T vy 1wy, (3.6)

y, como consecuencia de los dos principios, estos nimehb@ndener un nimero superior
a ellos; a este nimero Cantor lo denot6 cafh Se puede observar que estos nimeros son

ordinales, y pueden continuar sin restriccion.

3. Entonces, incluyo dlercer principio de restriccion o de limitacioeegun el cual, sélo
se creara un namero transfinito ordinal con ayuda de los pthosipios. Si la totalidad
de los numeros obtenidos previamente es numerable, mediaat clase numérica
conocida y disponible, es decir, con la ayuda de los dosiprogse generan nimeros

o que siguen en una sucesion determinada asi:

W,0+1,... Vot vt vt vy, 0%

la cual esta condicionada a que los nUmeros anterioms farman un conjunto que es
numerable.

El conjunto de los numeros transfinitos ordinales creadws los dos principios se
puede ver que es numerable, pues si consideramos (3.6),sidecamos el numerdl =
M — 1+ |vo| +|v1| + -+ |vu—1| + |vul, es suficiente razonar como en la demostracion de

la numerabilidad de los nimeros algebraicos, ademas demust reduccion al absurdo
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que la coleccion de los numerosdefinidos anteriormente son no numerables, y que ésta
cardinalidad es la que sigue inmediatamente a la cardathtié los primeros numeros. Este
era un camino que Cantor seguia para poder relacionar ladaglase de nimeros con los
nameros reales y asi poder demostrar la hipétesis del cantpero lamentablemente no

le dio resultado. Aqui Cantor formulo el teorema que se cerfmy como El teorema de

Cantor-Bernstein:

Si se tiene cualquier conjunto bien definidd de la segunda potencia, un
subconjuntoM’ de M y subconjuntoM” de M’, y se sabe que este Ultimd” se
puede poner en correspondencia biunivoca con el prinMrogntonces también se
puede siempre poner en correspondencia biunivoca el sgguihdcon el primero, y

en consecuencia también con el tercero (Ferreirés & Grdg,40 131).

Aunque Cantor jamas pudo demostrar este teorema, en 188ddaise realizaba el
seminario de Cantor en Halle, el joven Felix Berstein de 1®@afogré una demostracion
correcta. Como es sabido, este teorema también es conooido teorema Schrdder-
Berstein, pues Schrdder presentd una demostracion, en §j886resultd incorrecta. Se
conoce también que, 10 afios antes, Dedekind tenia ya unattaoi@n que jamas publico.

Ademas, sobre la base de los conjuntos ordenados definigppdmaciones de adicion y
multiplicacion de los nimeros ordinales transfinitos, r@rido que tales operaciones no son
conmutativas, debido a que el orden de los factores es akgne@s 1 w = w, mientras que
w+ 1 es un ordinal transfinito distinto y posteriotway tambiénw?2 = w, en tanto que &
es un ordinal transfinito diferente de es decir, al conjunt¢1,1,2,3,...} le corresponde el
namero ordinal transfinitow y al conjunto{1,2,3,...,1} le correspondev+ 1, de manera
similar se explica para la multiplicacion.

En los fundamentos para una teoria general de conjuntosiGaoé un punto crucial para

el futuro de la matematica; en el capitulo 8, él expresa sarvide la matematica:
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[...] Es de gran importancia para la matematica; a saberpgteeel desarrollo de
su material de ideas esta Ultima tiene que considerar Urezalysivamente la realidad
inmanenté&® de sus conceptos, y no tiene por tanto ninguna obligaciémapbar su
realidad transiente [...] La matematica es totalmente léar su desarrollo, y sélo esta
limitada por la consideracion autoevidente de que sus ptoEsean consistentes en si

mismos [...] (Ferreirés & Gray, 2006, p. 106).

Cantor ofrecia razones para que sus teorias fueran acepfaules Kronecker, muy
influyente en la sociedad matematica, atacaba continuansaistideas, ya que segun su
concepcion la matematica era una ciencia empirica, peea@sia un soporte matematico-
filosofico en el cual basaba sus ideas; de esta manera se pedniaque Cantor realizo
las primeras aproximaciones a las futuras ideas de Hillesgiecto a que la existencia
matematica equivale a la consistencia del sistema axiomdél que se trate. Volviendo a
los nimeros transfinitos Cantor hacia un reclamo en cuanteedog niumeros complejos
que no pueden ser considerados ni positivos ni negativést& han dado un gran impulso
al desarrollo del analisis y se los acepta o por lo menos se lieidea de aceptarlos como
nameros; entonces, por qué no intentar aceptar los nunraregihitos que obedecen a una
concepcion similar, inclusive mas sencilla que la de pasérginimeros reales a los nimeros
complejos; ademas, argliia que no se le debia temer a lasrdefirdciones pues no son un

peligro, y advertia:

[...] Me parece que toda limitacion superflua del impulso deestigacion
matematica lleva consigo un peligro mucho mayor, tanto magoque no es posible
extraer de la esencia de la ciencia ninguna justificaciéh pag ello; puesto que
la esencia de las matematicas radica en su libertad [...] dis§ Cauchy, Abel,

Jacobi, Dirichlet, Weierstrass, Hermite y Riemann hulnesstado obligados a someter

B3Aqui cita al filosofo Spinoza: “Por idea adecuada entienddda que, considerada en si misma sin relacion
con el objeto, tiene todas las propiedades o denominacioingsecas de una verdadera idea”.
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continuamente sus ideas a un control metafisico, ciertemsm disfrutariamos de la
grandiosa estructura de la moderna teoria de funcionesiala @ pesar de haber sido
proyectada y lograda en completa libertad y sin ulterionexpdsitos; sin embargo
manifiesta su significadtvansienteen su aplicacién a la mecanica, la astronomia y la

fisica matemaética [...] (Ferreirés & Gray, 2006, p. 107).

Si bien los numeros transfinitos tienen un espiritu de ocbeatibre, Cantor dié una
argumentacion sobre la base de sus teorias. Sus princgigsreeracion son una fabulosa
creacion, el primero de ellos garantiza que todo nimeratangsucesor, esto es, se supone,
una manera de imitar la estructura de los niameros naturagggrgmar la definicion de
conjunto ordenado que el mismo dio, con estos numeros. Rarestera Cantor se trato de
liberar de que sus nameros creados por el primer princigin agcados o rechazados, con el
segundo principio trata de imitar el procedimiento que élpara definir un irracional que es
basicamente obtener este irracional por medio de una sancgsinimeros racionales, pero
aqui es donde esta la genialidad de Cantor, pues con el segundpio logré crear el primer
transfinitow que es el limite al cual tienden los nUmergen la sucesion, 2, 3,...,v,...,
considerando av como el mayor de cualquiera de los numetgsaunque no es claro
coémo argumentar este procedimiento pues obtener un nlroero imite de una sucesion
creciente gue no esta acotada despierta ciertas sosppetmsste principio es clave, como
se acaba de ver, pues sin el los numeros transfinitos noriaasticualquier discusion sobre
éstos seria inutil. Este es el punto central y aqui Cantar tép de las matematicas libres
sin el temor a los nuevos conceptos. Las nuevas ideas derGantlsian un gran eco en
toda la comunidad matematica pero después de la publicdei@us trabajos. Pero no se
debe olvidar que sin una axiomatizacién de la teoria de otmgiilos nimeros transfinitos
generarian contradicciones y se harian evidentes lasqgjasadue se harian mas manejables

y admisibles dentro de una teoria axiomatica de conjuntsx) gue Cantor lastimosamente
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nunca dio. Como se puede ver, Cantor también definid el t@recipio, el principio de
restriccion o limitacion, el cual “establece, de una mamnegalar y armoniosa, conjuntos de
ordinales a los que Cantor llama clases numéricas, que Zqewaiten definir una serie de
cardinalidades sucesivas (Ferreirds & Gray, 2006)”.

En los fundamentos para una teoria general de conjunto$piGzstribe que no hay un
namero ordinal transfinito que sea el Ultimo y que ademas siblpoasociar a cada uno
de éstos un numero cardinal transfinito y formula la hipétggneralizada del continuo
generalizada, que se expresa de la siguiente mahera=21,.1, cuando hace referencia
a que el conjunto de todas la funciones reales tiene la patéhg es decir mayor que
la del continuo. En 1892 en su trabajo titulado “Sobre unastiue elemental de la
Teoria de Conjuntos” presenta el método de diagonalizaon@strando que un conjunto
M conformado por todos los elementos de la fofa (X1, %, ..., %, ...), donde cada;
esmow, coni =1,23,..., no es numerable. La idea es sumamente sencilla; coloca los
elementos del conjunt®l de forma matricial y genera un elemeriio= (y1,Y2,...,Yn,.-.)
que no esta e, el cual se forma tomando como referente la diagonal prahape tal
matriz, es decir, si el elemento en la diagonal principaijes m entoncesy; toma el valor
w. Ademas advierte que éste simple principio permite moguardado un conjuntb se le
puede asignar otrl que es de potencia mayor gueEste no es mas que el Teorema de
Cantor, y presenta una prueba en términos del siguientgpigjetoma el conjunto de los
nameros reales comoy el conjuntoM de todas la funcionet con dominioL y cuyo rango
es el conjuntd0, 1}; facilmente se muestra q no tiene una potencia menor guepues
si se toma el subconjuntd’ de M formado por las funciones que tienen el valor 0 parg
1 para el resto, entonced, es equipotente con. Pero tampoco es igual; pues si este fuera
el caso, podriamos tener que a cada fundia@e M le corresponde a un elemerdggdelL,

es decir, estariamos en la posibilidad de escfipjpero esto es imposible ya que se puede
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construir una funciég que no corresponda a ninguna funcignde la siguiente manera:

g(ap) = 1sifq(ag) =0, y 9(a) = 0 si fa(ap) = 1 para today € L.

Cantor habia demostrado que para cualquier conjunto sdegungsu cardinal es siempre
estrictamente menor que el cardinal de su conjunto poteresaltado este conocido como
el Teorema de Cantor. De esta manera establecio el primainahtransfinitoy, luego
un infinito de tamafio mayor]1 = ¢. Ademas, de la aplicacién de este teorema, afirmo la
existencia de una serie ilimitada de numeros transfinitda eaz mayores y en 1897 formulo
la paradoja de los alephs: si todos los alephs forman un etmjtansfinitoA, entonces éste
tendra un cierto cardin&, pero el teorema de Cantor implicaria que existe un cardiagbr
queQ; en consecuencia, el nuevo cardinal perteneceXkjgaro a la vez no podria pertenecer
a éste. En Cartas enviadas a Dedekind y en particular a Hidrei 897 plantea que se deben
distinguir dos clases de conjuntos bien ordenados, losaueosjuntos disponibléé y los
que no lo son, y solo cuando sdisponiblespodemos pensar en un conjunto transfinito.
Recuérdese que respecto a la hipotesis del continuo quellfoi@antor, es decir, que no
hay conjunto alguno cuyo cardinal esté erifigy c, la cual aun no ha sido ni demostrada
ni refutada. Godel, en 1938, demostré que si se toma el sstkrZermelo-Fraenkel, la
hipoétesis del continuo no puede ser refutada en él. Demadegmas, que si se anexa ésta
proposicion a la teoria de conjuntos como otro axioma, nackd®; en otros términos, que Si
los axiomas de la teoria de conjuntos junto con la hipétesisahtinuo fueran inconsistentes,
la teoria de conjuntos, independientemente, también la gegue lo mismo sucederia con
el axioma de eleccién. Es decir, no puede demostrarse guefalsas ni la hipétesis del
continuo ni el axioma de eleccion.

Paul Cohen, al probar en 1963, que si se supone que fueses fatepoco se llega a

contradiccion alguna, encontré la salida al tema. En caesesa, no se puede probar que

l4segun Cantor: se entiende por conjunto disponible toddpticitiad en la cual todos los elementos pueden
ser pensados sin contradicciones como coexistentes, gorcomo una cosa en si.
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sean validos ni que sean falsos; simplemente son dos nurimaas independientes de
los demas. Se puede razonar con ellos o sin ellos y hastadgiis. Jamas se caera en
contradiccion pero si se construirdn matematicas distiitachnerowicz, 1973).

Lo anterior destaca a Cantor como uno de los matematicop@rcales “que han
establecido ideas y demostraciones tan originales e impi@&st por su resultado, como
simples por el método” (Ferreirés & Gray, 2006); y desde dyggr la originalidad de ideas
como los numeros transfinitos.

Atreverse a enumerar y contar lo infinito representaba un pag arriesgado, con claras
implicaciones filosoéficas, contraviniendo multiples adsecias previas. Algunos se habian
anticipado con la admonicién de que someter lo infinito atné&nto numérico constituiria
un claro caso de anatema. El matematico ruso-aleman fueieatesde todo ello, y decidio
afrontar los riesgos con arrojo [...] Ningun otro maten@teeacompafio por entonces, en la
investigacion de cuestiones tan abstractas como la hip@telscontinuo o como la teoria de
los numeros transfinitos (Ferreirds & Gray, 2006).

Finalmente, y a pesar de tantas adversidades, la obra der@aerecio el reconocimiento
de los mas grandes matematicos, pues segun Ferreirdsttitibaeamigo Minkowski habian
hecho de su autor un héroe, mas o menos desde 1895, “forjaniduagjen de todo un
campeodn de la matematica moderna” (Cantor, 2005, p. 63).

En términos similares destaca este hecho Recalde cuarala ge@ si bien en un principio
las concepciones de Cantor encontraron fuerte oposicamo, @ poco su tratamiento de los
conjuntos infinitos fue incorporado, por matematicos coardan, en los trabajos de analisis
y teoria de funciones y también en los casos de Baire, Borebgsgue quienes, junto con
Hadamard influyeron de manera directa en las primeras igaegines de Fréchet. Con la
aceptacion por los matematicos de las ideas de Cantor, npamdas aplicaciones no sélo a

conjuntos de puntos sino a conjuntos constituidos por elersale naturaleza variada tales
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como los conjuntos de curvas tratados por Ascoli, los caagide las “funciones de linea”
de Volterra y los conjuntos de funciones generalizadasita ga las cuales surgi6 el analisis
funcional. También se mencionan los “trabajos de Hilbestrs@cuaciones integrables que
contribuyeron a catalizar esta dinAmica de generalizaeiorel analisis, a través de la
introduccion del espacio de Hilbert”. [...] Se sefiala adeue: “En un articulo publicado
en 1918, Fréchet se apoya mas decididamente en la técnisdirtita cantoriana, la cual
la aplica a conjuntos abstractos para extender propiedbresnjuntos lineales” (Recalde,
1994, p. 163-164).

Tiene razon Ferreirds, cuando al referirse a Cantor, afineaanto la importancia de su
obra como las peculiaridades de su vida y el haber contolbaiid creacién de la Union de
Matematicos Alemanes engrandecieron su figura ante loslejbslbert y su gente y por lo
tanto no era casualidad que a Cantor dedicase el primers gedblemas que expuso en 1900
en el Congreso de Paris. Esta decision no se debia sélo aitiainie elegancia y profundidad
del problema del continuo, sino que también llevaba consigmensaje que hacia énfasis
en la concepcion matematica de Hilbert, que era la llamagaesta de Gotinga”, la cual

impulsaba los métodos mas modernos en matematicas (C200&r, p. 64).

3.8. El papel de la obra de Cantor en la perspectiva de la
tesis

Como se conoce ampliamente, los nimeros transfinitos,ittorest una de las creaciones
mas sorprendentes en toda la historia de las matematicasgmio de la cual Cantor se
atrevio a legislar, jerarquizar y clasificar el infinito aafflen un momento en el cual el infinito
era un concepto intuitivo y un objeto de reflexion filoséfickeargue matematica, que venia

desde los tiempos de Aristoteles. Este atrevimiento dedGavatrios matematicos de aquella
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época, como Gauss, lo consideraron una transgresion, aotoccla misma rompia las viejas
concepciones que impedian a los matematicos tratar cofiretaractual considerado como
ilegitimo. Los planteamientos de Cantor sobre los 6rdeeesfthitud corresponden a un
caso tipico de lo que, en los términos actuales, se denomiatefmatica pura”; entendida
esta denominacion en el sentido de que los problemas quatae tro son tomados de otras
ciencias o disciplinas relacionadas, sino que nacen o gean en el proceso interno de
desarrollo del propio conocimiento matematico, como tadolde o enlazado con soluciones
obtenidas para problemas anteriores, como es el caso dendete la cardinalidad o la
potencia del conjunto de los nimeros reales. (Cantor, 20086) Hay muchas evidencias
en cuanto a que los problemas que inquietaban a Cantor ergutas y abstractos, que
los matematicos no entendian el sentido de sus investigagi@omo lo testimonian las
palabras de Charles Hermite que, hacia 1883, después darrevi Acta Mathematica

las traducciones de articulos de Cantor, escribia a Mit&dfjer en los siguientes términos:

La impresion que las memorias de Cantor hacen en nosotrassastbsa. Leerlas
nos parece a todos una completa tortura [...] Nos ha sidodiigoencontrar, entre los

resultados que pueden entenderse, uno solo que tengands irgel y presente.

Critica esta que aplica a la demostracion de la equipoteiediay R".

El mismo Hermite cuenta que Emile Picard habia leidoGosndlagen“sin dejar de
maldecir al autor”, y sélo Poincaré, “si bien juzga dichasaisl muy prematuras en el estado
actual del andlisis, cree como usted que tienen importai@sopinion de Poincaré acerca

de los “Fundamentos” se refleja en la siguiente cita:

[...] Asi, esos numeros de la segunda y sobre todo de la éectase tienen un poco
el aire de una forma sin materia, lo que repugna al espiancés. [...] Seria necesario,
para hacerla accesible, dar algunos ejemplos precisodiawarion de cada definicion,

y ademas poner las definiciones al comienzo en lugar de psragdiiinal. Se le permitiria
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asi al lector francés que comprendiera este bello trabegg @la ignorancia en que esta

de las investigaciones anteriores del autor (Cantor, 200%7).

En cambio hoy, agrega Ferreirds, “leemos @sindlagencon la conviccion de que es
una contribucion capital al pensamiento matematico y uma gbnial”. Las criticas y las
“intrigas” que, segun creia Cantor, orquestaban contraréhé&cker y sus seguidores, lo
obsesionarian cada vez mas, todo lo cual, advierte Fesrénetuerda que en los trabajos
de Cantor no se trata de una tendencia matemagaoérg por asi decir, sino de una clara
toma de partido por eénfoque abstractgue iba consolidandose precisamente en aquella
época” (Cantor, 2005, p. 38).

Este avance del enfoque abstracto se ponia en evidenciaaderanespecial, en los
aportes de Riemann a la teoria de funciones, en los de Dellakia teoria de niumeros
algebraicos, o en los del mismo Cantor a la teoria de serggstmétricas y de conjuntos
de puntos. Pero de nuevo el avance en el enfoque abstraciordas voces de protesta
“que recomendaban volver a los procedimientos mas caiicolés tipicos de la matematica
del siglo XVIII". Como se conoce, en Alemania, el mayor y mafluyente detractor
de la matematica abstracta fue Kronecker, quien sostemidtqdo debia reconducirse a
desarrollos algoritmicos basados en los nimeros natulalgse implicaria una reforma del
analisis en sentido constructivista, comenzando con eldiee los nimeros irracionales”
(Cantor, 2005, p. 38).

Los planteamientos de Cantor en defensa de la matemétitacibdos presenta Ferreirds
como una opcién que se caracteriza por ser una descripcigintenesante, a pesar de que
la considera especulativa y con tintes de idealismo, deoksdfila subyacente a la matematica
abstracta. Observa ademas que Cantor establece unaidistitave entre la matematica y
otras ciencias, advirtiendo que la matematica no es unaiaiempirica y que no hay razon

alguna para que los conceptos de los que trata tengan gterfiena lo “realmente existente”
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en el mundo fisico, por lo cual no se requiere restringirtws arreglo a criterios de realidad
externa, a la cual hace referencia Cantor con el términosteate” que se supone es de
origen teoldgico. Es decir, para Cantor, la matematica sard#la de manera totalmente
libre. Esta libertad se entiende en términos de indepeiafrate a la experiencia sensible o
a laintuicion. Todas estas caracteristicas de libertahtacion abstracta y tendencia purista,
Cantor las sintetiza en su famosa fradea &€sencia de la matematica radica precisamente en
su libertad (Cantor, 2005, p. 40).

El hecho de proclamar la libertad o creacion libre en la matea pura, considerando la
consistencia con el cuerpo establecido de resultados rAates, como el Unico criterio de
validacion o legitimacion, son testimonio de que en el cas@adntor no se trataba de una
simple vision formal de las matematicas, puesto que él bsigropre legitimar sus nuevas
creaciones, todo lo cual lo cataloga como un matematico modadical.

Cabe recordar que Cantor proponia que los Unicos requigitesse deben exigir que

cumplan los conceptos matematicos son:
= La consistencia interna o ausencia de contradicciones,
= La coherencia con los conceptos matematicos previamespteaios, y
= Que resulten fructiferos, en el sentido de que tengan iagiboes de importancia.

En cuanto a la incorporacién del infinito actual, Recaldakefue este hecho “dio lugar
a procedimientos novedosos que abrieron perspectivastiterma cada vez mas amplias”.
Agrega ademas, que esto planted la necesidad de unificaezmndeptos de uso corriente en
espacios diversos como algo indispensable para evitapddicen y falta de estructuracion;
lo cual haria posible trabajar de conformidad con los nuevidsques de rigor orientados
a organizar de manera sistematica y con economia de pemsamiecuerpo teorico. Cabe

tener en cuenta aqui, que mas tarde Bourbaki consideranamiéa de pensamiento como el
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rasgo mas descollante de lo que permite realizar el métadmasco.

Observa también Recalde que, por ejemplo el programa derajeaeion y
sistematizacién que se propuso adelantar Fréchet, do@d@dma estructura topoldgica
simple a los espacios abstractos, al reconocer que entdssteorias concretas del andlisis
y la teoria de funciones se manejaba de manera aislada lanndei proximidad, tenia
sentido “dentro de un contexto intelectual de aceptacidgnesiva de nuevos enfoques y
procedimientos relacionados con el infinito actual y coroetinuo” (Recalde, 1994, p. 161-
162). Y esa recomposicion y renovacion de un campo teérfoma se debia al impacto
de los trabajos de Cantor. Sostiene también que la geramidliz de los procedimientos
y técnicas del infinito actual, empleados libremente y sigjyicio alguno por Cantor,
“desbloque6 de muchos problemas la imaginacion y permitiéneler los espacios de puntos
infinitos como un todo”; siendo mas importante aun el perrfiiescubrir propiedades que
no podrian percibirse restringiéndose a concepcionesfil@td potencial para las cuales los
conjuntos infinitos solo existian como proceso” (Recal@841 p. 162-163).

De acuerdo con las consideraciones anteriores, la immoatgnel caracter excepcional
de la obra matematica de Cantor esta fuera de toda duda,guesfirman la originalidad
de sus geniales ideas, la simplicidad de su método y lo irapeetie sus resultados. Todos
estos elementos: enfoque abstracto, tendencia purisi@Gién libre, consistencia interna,
coherencia conceptual, sumados al reconocimiento dentidbe lo exaltaba como paladin
de la matematica moderna, son testimonio indiscutible @e@pntor no solamente sefiald
la ruta, sino que contribuyd, junto con el enfoque conjtatestructural de Dedekind, a
la formacién de la nocion abstracta de estructura del &getoderna. Ademas, porque
dichos elementos configuraron el imaginario, como “munddilwkrtad total”, en el cual
tendrian cabida las estructuras matematicas, es deahjetos tipicamente abstractos de la

matematica moderna.
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Capitulo 4

El enfoque estructural de Dedekind

Introduccioén

Es conveniente realizar el estudio del enfoque estructdealDedekind sefialando
inicialmente las ideas basicas y los propésitos que cagstibn el sustento de su obra
matematica y hacer referencia, de manera breve, a sus cimmepy metodologia de trabajo,
ya que este tema se abordara de manera especifica mas adelante

En efecto, son las nociones de conjunto y aplicacion las gilizdudesde finales de
1850 en sus trabajos relacionados con el algebra y postenie con base en estas mismas
nociones desarroll6 la fundamentacion del concepto de rairSBebre la base de la nocion
de ideal fundé lateoria de nimeros algebraico€onsiderando las matematicas como un
edificio cuyos cimientos estan constituidos por los funda@o®de la teoria de conjuntos,
contribuyo a clarificar, de manera esencial, las nocionegés del algebra actual, tales
como: grupg, anillo, ideal, campg modulg en otras palabras, losonjuntosdotados de
estructura De la misma manera, temas que formaron parte de su trab&gondigco fueron
los fundamentos de las matematicas, los niumeros realemyria tle Galois, la teoria de las

funciones algebraicas, la topologia de conjuntos y logjpios del analisis, entre otros.
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En cuanto a su método de trabajo, al mismo tiempo que se ted&aesolver los
problemas concretos de cada caso, siempre se mantenia atesttemas referentes a los
fundamentos. Como lo destaca Ferreirés, existe una pgideberencia entre su concepcion
de los fundamentos y su teoria de los numeros algebraicogtega ademasld mismo
se aplica a su enfoque de la teoria de Galois, o de las funsi@bgebraicas, o de los
principios del analisis 0 a sus fragmentos sobre topologf@. eso no es posible entender
adecuadamente su vision del sistema numeérico sin considdeavez el modo en que las
partes superiores de la matematica encajaban eri @farreirds, 1994, p. 259).

Motivado por su descontento con la fundamentacion que eesotenian, o mejor, de la
gue carecian el calculo y el sistema numeérico, o la aritméliclos nUmeros reales, siempre
tuvo presente los requerimientos del andlisis y del algglsa esforzé por establecer un
rigor deductivo como base para un marco general, congiifp@ la teoria de conjuntos
y aplicaciones, que pudiera abarcar toda la matematic&c&lgsen el cual se pudieran
hacer deducciones validas, sin que esto constituyera amégonstrefiimiento a su vision
sobre otros temas, sino tratando de definir, para el casalbeile por ejemplo, un sistema
completo, esto es, cerrado para las operaciones aritmétioa satisficieran las leyes del
algebra elemental ydritmético en el sentido de que sus operaciones estarianidas$i en
altimo término sobre la base de las operaciones entre nusneaiturales, y no debia hacerse
mencion alguna de ningun objeto geométtj¢8unn, R., 1984, p. 287). Cabe recordar aqui

sus palabras al comenzar el prélogo de su @ligaé Son Y Para Que Sirven Los NUmeros?

Lo que es demostrable, no debe aceptarse en ciencia sintdecits Por evidente
gue parezca esta exigencia, segun creo, no hay que considgat@sfecha ni siquiera en
la fundamentacién de la ciencia mas sencilla, aquella plrie I6gica que trata de la
teoria de los nimeros, ni alin en las exposiciones mas resigitdecir que la aritmética

(4lgebra, andlisis) es solo una parte de la légica, estoyfestando ya que considero el

152



concepto de nimero como algo completamente independienés depresentaciones o
intuiciones del espacio y del tiempo, como algo que es masumigesultado inmediato
de las puras leyes del pensamiento. Mi respuesta fundaneetdapregunta que se
establece en el titulo de este escrito es: los nUmeros sanienes libres del espiritu
humano, sirven como medio para concebir mas facil y claréankendiversidad de
las cosas. Mediante la construccion puramente logica deeteia de los numeros, y
mediante le dominio numérico continuo que con ella se obtiros encontramos por ves
primera en situacién de investigar con precision nuestpesentaciones de espacio y
tiempo, relacionandolas con este dominio numérico creadmestra mente (Dedekind,

1998, p. 97).

Es ampliamente reconocido el esfuerzo de Dedekind por eacdas matematicas en
una ruta de desarrollo sistematico que preparé las comgisipara alcanzar los niveles de
abstraccion que hoy se conocen. Especificamente talesbcmdnes se hacen manifiestas,
de manera clara, tanto en las nociones basicas del algebdarmaocomo en temas
fundamentales como los niumeros reales, la teoria cardat@oonjuntos y en la topologia de
conjuntos. Todo lo cual justifica con suficiencia el hechoaeserar a Dedekind como un
antecesor y uno de los mas importantes precursores de Baurbao el mismo Dieudonné
lo ha advertido. Precisamente el estudio de las filiacion&® ¢os trabajos de Dedekind y
de figuras como Noether y Bourbaki, ha sido un tema que ha cadeda atencion de los

historiadores de las matematicas durante el Gltimo cuarsiglo.

4.1. El papel de las nociones de conjunto y aplicacion

Como ya se ha dicho, al finalizar los afios 1850, segun Fesrdd@dekind comenzé a

utilizar las nociones de conjunto y aplicacion cuando uhiijo los conceptos basicos del
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algebra moderna como: ideal, anillo, cuerpo, médulo y aldrate grupo (introducido por
Galois) uso6 también las nociones de isomorfismo, homomarsfisse ocup6 aun de clases
infinitas de polinomios. Posteriormente aplicé tales noescen el estudio de los fundamentos
del sistema numérico y hacia 1872 tenia el convencimientjudecon base en esas mismas
nociones como dos ideas primigenias se podian desarrallaritmética, el algebra y el
analisis. “Hay que decir que Dedekind fue el primer maternatue introdujo explicitamente
la nocion general de aplicacion y estudio en detalle susgulades, pero nunca considero la
posibilidad de reducir las aplicaciones a conjuntos, su® empledé ambas nociones como
ideas primitivas” (Ferreirés, 1994). Ferreir0s sostiethenaas que: “casi parece mas correcto
leer¢, Qué sony para que sirven los numer@s&88) como un libro sobre teoria de conjuntos,
gue como un libro acerca de los nimeros naturales. Peronteéddn de un planteamiento
conjuntista de la matematica es en su caso algo muy antel@ajaricion de cualquiera
de estos escritos” (Dedekind, 1998). En este libro ensef adilizando Unicamente los
conceptos de conjunto y aplicacion se puede definir la éataide los nUmeros naturales.
En el mismo libro expone los fundamentos con los cuales aliado el sistema numérico y
las operaciones aritméticas, definidos en términos de otmgly aplicaciones. Por los afios
de 1870 se da cuenta que al introducir conjuntos de niumeros ea el caso del concepto
de ideal, todo se podia trabajar de manera “puramente &gahéDe esta formay con firme
persuasion aboga por el empleo del lenguaje conjuntistareatematica pura, trabajando sin
cesar con este enfoque en la sistematizacion y reformulaedas nociones fundamentales
de la aritmética, del algebra y del analisis [*“Dedekind pisipun tratamiento conjuntista-
estructural de la teoria de nimeros algebraicos, indicgnd@se planteamiento era también
el correcto en algebra. Con esto se separaba radicalmetdepdéctica establecida en su
tiempo, e introducia un giro que puede denominarse revaiacio. En estas investigaciones,

los conjuntos se convertian ya en los objetos centrales @ei&, y aparecian las diversas
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relaciones y operaciones que Dedekind presenté en su ot888, desde el punto de vista
de la teoria de conjuntos abstracta” (Dedekind, 1998)|uB&ta Ferreir0s que “en otros
trabajos inéditos mostré como continuar definiendo los maaenteros y racionales al modo
habitual —como clases de pares—, y en un articulo de 1872m@s$a definicion de los
nameros reales por medio de cortaduras. En cuanto a los efmspla idea de definirlos
mediante pares se conocia desde la obra de Hamilton (1833)"18

Los fundamentos con base en los cuales establece las casatgdiniciones de los
nameros naturales, los enteros, los racionales y los real#&sminos conjuntistas los expone
en el libro de 1888 y de este modo todo el sistema numérico gdasaciones aritméticas,
quedan definidos en términos de conjuntos y aplicaciones.

Para el caso del analisis, también concibié que las funsitiastaria definirlas como
aplicaciones de los reales en los reales o de los complejdssecomplejos, es decir,
funciones reales y funciones complejas; siguiendo astlkeside Dirichlet y de Riemann,
del concepto de funcion como nocion abstracta.

Asi mismo, al hablar del algebra de aquellos tiempos, se refeeencia al algebra
numeérica centrada en las nociones de cuerpo, anillos deosntaddulos e ideales que el
mismo introdujo; tematica esta que constituia lo mas awmzaabstracto de su época,
es decir, subconjuntos de niumeros complejos o de polinoteiogiertas estructuras bien
definidas, en términos de nociones previas, las cualesdarf@se del 4dlgebra moderna. En
la publicacion de su teoria de numeros algebraicos o teeridedles, en el afio de 1871,
en un apéndice a las lecciones sobre la teoria de nimerogidbl&j Dedekind presenta
una reorientacion del trabajo relacionado con esta majagaendria impacto sobre toda el
algebra, por cuanto reformula la tematica sobre los nanagebraicos y sus propiedades
en términos de conjuntos de numeros. Sostiene ademasrégrispie Dedekind prefirid un

enfoque conjuntista, a pesar de no ser habitual en esa émiqaiara en el caso del &lgebra;
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afirmacion que sustenta haciendo referencia a los afios 183@tando Dedekind asiste
a las clases de Riemann y realiza sus primeros trabajosalegi en algebra, y sobre los
fundamentos de la aritmética. En lecciones sobre algelerantparte en Goéttingen, Dedekind
presenta la teoria de Galois en una version muy modernazamdd las interacciones entre
(lo que hoy llamamos) los subcuerpos del cuerpo de descaoioy los subgrupos del
grupo de Galois de un polinomio. Aqui es original y modernaésa de que la teoria tiene
gue ver esencialmente con extensiones de cuerpos” (exr&®94). En este orden de ideas,
Dedekind, presenta en 1871, la nocion de cuerpo.

Es de esta manera como Dedekind se familiariza con el leegoajuntista en el discurso
algebraico y también, en 1858, mediante su famosa defind@dlos nimeros reales, por
medio de cortaduras, introduce este lenguaje en los funttasde la aritmética, puesto que
las cortaduras son simplemente clases infinitas de numecmsales, dotadas de una cierta
estructura de orden.

A propésito del problema de los numeros irracionales, Diedelkdesde 1858, tenia
la conviccion de que el concepto de limite, para que fueseounepto riguroso, habria
gue desarrollarlo de una manera puramente aritmética,ads si@ referencia geométrica
alguna. En otras palabras, se queria establecer la diferamnice las magnitudes geométricas
continuas y los numeros racionales. De acuerdo con el péms@nde Galileo y de Leibnitz,
la continuidad de los puntos de una recta se debia a su dénsidza al hecho de que
entre dos puntos distintos cualesquiera siempre se emawgny; pero, a pesar de que los
racionales son densos no forman un continuo. Al respectoeifes afirma que el afio de
1872 “[...] fue, de hecho, el afio en que se dieron a conocastied principales definiciones
de los reales, incluyendo la de Weierstrass y la de Canttas Befiniciones difieren entre si:
Weierstrass define los reales como series convergentesideaigs, Cantor los define como

sucesiones de Cauchy sobre los racionales, Dedekind catadgras en los racionales. Pero
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en todos los casos se trata de constructos complejos eanfisifjue se introducen sobre la
base del conjunto de los niumeros racionales. La rigorinadb analisis habia llevado con
Cauchy, al empleo de limites y desigualdades como base, w aefinicion abstracta de
conceptos como el de funcion continua. Pero aun con estoanpasible demostrar todos
los teoremas basicos, por ejemplo el teorema del valomm&eio para funciones continuas
o la existencia de un limite para toda sucesion monétondeatecy acotada. Para ello
hacia falta una definicion rigurosa de los reales, que estigibhn con solidez la propiedad
fundamental de ‘continuidad’, segun se decia entoncesinpletitud de los nimeros reajes
este fue el mérito de los tres grandes matematicos alemeungss teorias pueden verse,
retrospectivamente al menos, como dependientes de lamdei@onjunto, o de nociones
mas complejas que solo pueden explicarse sobre la idea @entmmfinito”, (Ferreirds,
2004Y.

Analizando este problema, Dedekind pudo darse cuenta denjefondo, la continuidad
de un segmento depende de la propiedad de que es un Uniceepgaproduce su division
en dos clases tales que todo punto de una de las dos esté ai¢sidacde cualquier punto de

la otra clase. Asi encuentra la esencia de la continuidachyul@ su conocido principio:

Si todos los puntos de una linea recta se sitian en dos ctdesgjtie cada punto
de la primera clase se encuentra a la izquierda de cada uwes gantos de la segunda
clase, entonces existe un Unico punto que produce est@dide todos los puntos en

dos clases, separando la linea recta en dos porciones.

Dedekind considera que esta proposicion es un axioma nedshrcual se atribuye la

continuidad a la linea recta.

Todo el programa de inyeccion de rigor en la estructura dalsis matematico, es lo que se conoce como
Aritmetizacion del AnalisisSin duda, su propdsito central fue confinar el razonamieraiematico al ambito
numérico sefialando, de paso, los peligros de una dependserdiica de la intuicion geométrica (Moreno,
2002).
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En vista de que los nimeros racionales no logran “llenar’opée” los puntos de la recta,
Se necesita incorporar nuevos numeros que se pondran esmamdencia con los puntos
gue quedan sobrantes. Entonces Dedekind introduce elmonde cortadura considerando
la division de los niameros racionales en dos clases talemdaaiimero de la primera clase
es inferior a todo numero de la segunda. A esta forma de divide los niUmeros racionales
se le llama una cortadura. Si a las mencionadas clases deoxiraeionales se las designa
medianteA; y Ay, entonces la cortadura se denotgkg Ay). Segun Dedekind, cada numero
racional produce una cortadura que tiene la propiedad desgtre los nimeros de la primera
clase, existe un numero que es el mayor o que, entre los nsheta segunda clase, existe un
namero que es el menor. Reciprocamente, toda cortadura edeeros racionales para los
cuales existe el mayor de los niumeros en la primera clase er@mae ellos en la segunda,
esta determinada por un namero racional.

No obstante Dedekind agrega que es posible mostrar quemrxiginidad de cortaduras
gue no estan determinadas por numeros racionales. En ,efeptor ejemplo, se sitlan en
la primera clase todos los nimeros racionales negativodostios nimeros positivos cuyo
cuadrado es inferior B, no siendd el cuadrado de un nimero natural, y en la segunda clase
todos los demas nameros racionales, entonces esta cartamlasta determinada por nimero
racional alguno. Para cada una de estas cortaduras se cregewm numero “irracional”
gue queda completamente definido mediante esta cortaduest& caso se dice que dicho
namero corresponde a esta cortadura o que produce la aatadu

Posteriormente, Dedekind estudia las relaciones entmotteduras, con el fin de obtener
una base para la disposicion ordenada de todos los nimeites.rea comparacion de dos
cortaduragAg,Az), producida por el nimero realy (B1,B;), producida por el nimero real

B, permite definir la identidad:

a=p

(@}
o]
I
Q
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y la designa entre ellas

a>p 0 a <.

Mas adelante Dedekind presenta las tres propiedades femdales de los nimeros reales:
1. Sia > By B> yentoncesx > yy se dird que el nUmerB esta entrex y .

2. Sia, y son dos numeros cualesquiera diferentes, entonces ekiitatos nimeros

diferentes d¢8 que estan entre y y.

3. o es un numero real cualquiera entonces todos los niumeres realdividen en dos
clasesA; y Ay, de tal manera que cada una de ellas posee un namero infinito de
elementos; cada elemento Ag es inferior aa y cada elemento da&; es superior a

a. El nimeroa puede ser asignado a cualquiera de las clases.

Dedekind agrega, ademas de las tres propiedades antemgmesl dominio de los
nameros reales posee también la propiedad de la continuganial se expresa en los

siguientes términos:

Si el sistema de los nimeros reales esta dividido en dos@aseA; de tal manera
que cada elemento dg es inferior a todos los elementosAlg entonces existe un Unico

namero por el cual se produce esta separacion.

En el siguiente paso Dedekind presenta las operacionesanimeros reales, aunque
solo define explicitamente la operacion de adicion, conasiae que las otras operaciones
se pueden definir de una manera analoga. Asi mismo Dedekinduice también la nocién
de intervalo, volviendo al teorema de analisis que motiV@stinvestigaciones, el cual es
demostrado mediante la nocion de cortadura, y sefiala laadencia de este teorema con el

principio de continuidad.
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La teoria que presentd Dedekind resultdé logicamente aettsfa a pesar de ciertas
imprecisiones como la de no especificar de donde provien@etro irracional que produce
la cortadura o por que tal numero es distinto de la cortadura.

A pesar de que este movimiento emprendido con el propoésittledar a cabo la
aritmetizacion del andlisis fue aceptado por la mayoriaodemhatematicos de entonces,
algunos se opusieron radicalmente, entre ellos Paul dumBsysnond, Kronecker, Hankel.

La elaboracion de una teoria l6gica y adecuada de los numasimmales, fue una obra
posterior de varios matematicos como Martin Ohm, Weiegsti@eano y el mismo Dedekind.

En conclusion, al establecerse las estrechas relaciotresadgebra, teoria de nimeros y
conjuntos, se puede afirmar que el programa de fundameni@eid matematica de acuerdo

con el pensamiento de Dedekind queda sustentado en lasasa@e conjunto y aplicacion.

4.2. Laruta hacia las ideas basicas del algebra moderna

Hacia el afio 1854 fecha en la cual Dedekind obtiene su “Habifin” (Habilitation),
aun se desconocia el rumbo que tendria su campo de invéstigpero a partir de ahi y
durante un periodo que va de 1855 a 1858 desarrolla un prémesativo especialmente
en las tematicas orientadas por Dirichlet, avanzando yiptitando en su conocimiento de
las matematicas superiores; contando ademas con la figiRs@nn de quien permanecio
muy cerca y ademas publicé sus trabajos inéditos.

Manteniendo estrechas relaciones con Dirichlet, asistidsaconferencias y en especial
a aquellas sobre Teoria de Numeros, todo lo cual le permaiéedcuenta de los vacios
existentes en sus conocimientos matematicos y de los mpdiassuperarlos. A partir de
tales conferencias y de sus discusiones, Dedekind maaifigs la variedad de métodos
que pueden ser empleados en cada una de las pruebas y losadosnmoismos de los

teoremas constituyen una de las principales atraccionés @@ria de nimeros. Dirichlet
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sefialé como se podria acercar a su teoria de numeros evitaso®formales y enfocandose
directamente sobre las propiedades aritméticas de losro@mlgebraicos. Dedekind asimild

significativamente las orientaciones de Dirichlet en coi@htrigor de la teoria de niUmeros

y a la necesidad de analizar cuidadosamente cada pruebengararar el verdadero nucleo

del problema y el método de prueba mas conveniente paraahmdirectamente. De esta

manera, Dirichlet también se constituyd en el punto de eefda en cuanto a las cuestiones
de rigor.

Durante algun tiempo Dedekind estuvo dedicado a temas deejda proyectiva y
de teoria de probabilidades, después de lo cual, en 18%%) gl estudio de un nuevo
trabajo algebraico que seria determinante en su futurareaimvestigativa. Comenzé con
el trabajo que Gauss habia desarrollado sobre ecuaciab@®micas en suBisquisitiones
arithmeticae Al respecto, Ferreirds recuerda que Dedekind fue el Ultiloctorando del
“principe de la matemati¢asiendo este ademas un referente fundamental para su obra
matematica y a su vez, Dedekind particip6 en la edicion deldess completas de su maestro.
Asi mismo, el haber podido acceder a sus manuscritos le f@misponer de una fuente
importante de sugerencias.

Posteriormente se dedicé a la investigacion sobre la tetwmiacuaciones de Abel y
Galois. Al terminar el ailo comenz6 un estudio formal de lendlda “aritmética superior”,
concretamente trabajos de Kummer, Eisenstein y otros n&sajuconsiderados hoy como
contribuciones a la teoria de numeros algebraicos. Con dragsto, en los semestres de
invierno de 1856 /57 y 1857/58, ofrecio conferencias sabtedria Gaussiana de ecuaciones
ciclotdmicas y sobredlgebra superiot, que él esencialmente identificé con la teoria de
Galois. Sefala Ferreirds, citando a Porkert (1977), quefestla primera vez que en un
curso universitario se incluia una discusion sustanclaiesel trabajo de Galois.

En este nuevo campo, Dedekind obtuvo sus primeros resaltagmificativos. No
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obstante, mas que como una parte de su trabajo este periedi® ser considerado
como de reformulacién, sistematizacion y conclusién degfasdes contribuciones de sus
predecesores. Una reformulacion que result6 altamentdisagiva fue el trabajo sistematico
e independiente de Dedekind sobre los prerrequisitos deoléatde grupos para la teoria
de Galois. De este modo pudo reconocer que la teoria temicidrelcon extensiones de
cuerpos y presentd por primera vez lo que es considerada aboro el centro de la teoria
y en el lenguaje moderno hace referencia a las relacionesleatsubcuerpos del cuerpo de
descomposicion y los subgrupos del grupo de Galois de unguuld (Ferreirés, 1999)

Al respecto, Ferreirés subraya que “el hecho de que DedeKnedca semejante vision
ya en los afios 1850 resulta casi desconcertante, ya que lanmtad matematica solo se
enfrentara a una vision abstracta de los grupos unos tegiotadespués [...] Ese hecho parece
tener que ver con la posicion filoséfica y metodologica de Riederente a la matematica,
gue le condujo al logicismo [...]. Otro aspecto fundamedéditrabajo es que Dedekind se da
cuenta de que la nocion de cuerpo es esencial para la tedéaldis” (Ferreiros, 1998).

Sobre este tema se hara referencia especifica mas adelaataratl concepto de cuerpo.

El tratado de Dedekind de 1858, como se ha dicho y lo reafirmeeiFis, citando a
Scharlau (1982) y Corry (1996), lleg6 a ser el primer libraedé¢o sobre algebra moderna
Por esta misma época Dedekind también estuvo a la cabezaestudio de la teoria de

grupos y llego a realizar una prueba del teoremhataomorfismo

Recordemos que la nocién de homomorfismo es una idea cemngiinca todos los
aspectos del algebra moderna. Se trata de una aplicacidm slstema algebraico a un
sistema algebraico analogo que preserva la estructura.adermprecisa, en cuanto se

hace referencia a la teoria de grupos, la nocion de homomarfie define de la siguiente

2Dado un polinomigp(x) enF[x], el anillo de polinomios em sobreF, se asocia cop(x) un grupo al que
se llama elgrupo de Galois de (). Existe una relacion muy estrecha entre las raices de unopoid y su
grupo de Galois. En realidad, el grupo de Galois resultardrseierto grupo de permutaciones de las raices del
polinomio.
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manera:

Una aplicaciénp de un grupdG en un grupdG se dice que es unomomorfismai
para cada, b elementos cualesquiera @g siempre se tieng(a,b) = ¢(a)p(b), enG.

Por otra parte, gp es un homomorfismo dé en G, el nicleo dep, denotaddy, se
define por:
Ko={xc G/ @(x) =8 &: elemento identidad d&}.
Ademas, un homomorfismg de G en G se dice que es umsomorfismosi
la aplicacion ¢ es inyectiva; y la condicion necesaria y suficiente para gue u

homomorfismog de G en G, con nicleoK, sea un isomorfismo d& en G es que

Entonces eTeorema de Homomorfismen los términos actuales, se enunciagsa

@ un homomorfismo de G & con niicleo K. Entonces/& ~ G.

Al trabajar en la teoria de ecuaciones pudo darse cuenta gi&sproductividad y esto
mismo le dio fundamento para esclarecer las nociones setwiatde cuerpos, con base en
lo cual, hacia 1871 elaboro la definicion de cuerpo. Asi misseaonoce que adelant6é una
investigacion sobre la descomposicion de los polinomidaetores irreducibles.

Para destacar la importancia de este tema y observar quetratesde un hecho aislado

en la obra de Dedekind, conviene hacer una especie de digisiespecto.

Dicho tema corresponde a una teoria general que es analagaearia de la
descomposicion de los numeros enteros en factores prinsta.darrespondencia se
puede evidenciar recordando algunas ideas elementalesjeRplo, tanto los nimeros
primos en los enteros, como los polinomios irreducibledaniois sobre un cuerpo
arbitrario, son infinitos. En este sentido se puede halfabitn de los polinomios que
desempefian en el anillo de los polinomios el mismo papel agi@dmeros primos en

el anillo de los nimeros enteros. Asi mismo, al hecho de &ExXolsi niUmeros 1 y-1
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en el estudio de las descomposiciones de los enteros enefagidmos, corresponde el
caso en el cual, en el tema de los polinomios, solamentetaectma polinomios de grado
mayor o igual que uno. En cuanto al caso de los divisores d®gnayor que cero, pero
menor quen de un polinomiop(x) de gradon > 1, con coeficientes pertenecientes al
cuerpoF, estos pueden existir o no pueden existir en el afilld. En el primer caso,
el polinomio p(x) se llamareduciblesobre el cuerp&, en el segundo casreducible

sobre este cuerpo.

Un polinomiop(x) de gradm es reducible en el cuerpg si se puede descomponer sobre

este cuerpo (o sea, en el anifi¢x]) en el producto de dos factores de grados menoreg:que

Un polinomio p(x) enF[x] se dice que eBreducible sobre el cuerpé si siempre que
p(X) = a(x)b(x) pertenece & [x], entonces uno de los dos polinomiagx) o b(x), tiene

grado cero; es decir, es una constante y el otro es de grado

Se debe tener en cuenta que se puede hablerddeibilidad o irreducibilidad de
un polinomio solamente con respecto a un cuerpo agmesto que, un polinomio que
es irreducible en este cuerpo puede ser reducible en cig¢eiastn de él. Por ejemplo,
el polinomio:

¥ —2=(x—V2)(x+V2)

es irreducible en el cuerpo de los nimeros racionales, pamdecible en el cuerpo de

los nimeros reales.

3El polinomiox? 41 = (x+i)(x—1i), dondei? = —1, es irreducible sobre el cuerpo de los reales, pero no lo
es sobre el cuerpo de los complejos.
El polinomiox* + 4 = (x? — 2x+ 2)(x? 4 2x+ 2) es reducible sobre el cuerpo de los racionales, sin embargo,
ambos factores del segundo miembro, son irreducibles dobreacionales y sobre los reales, pero son
reducibles sobre los complejos.
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Con relacién a las reformulaciones y resultados antes meados Ferreirdés sostiene que
Dedekind no hizo publicacion alguna debido a la duda sobreceinocimiento que habria
tenido en su trabajo, ya que, probablemente este tipo detacién de lo abstracto careceria
aun de seguidores. Se estima también que Dedekind quizéennde poco valor las simples
reformulaciones de Gauss y Galois y en lo que respecta aadssloriginales, el prefirid
esperar hasta llevarlos a su culminacién. No es desconetiiecho de que su rigurosa
minuciosidad y/o escrupulosidad en la preparacion de ubbcagion obré, en cierto modo,
contra sus propios intereses.

En sintesis, al finalizar los afios 1850, Dedekind comenzdradincirse con mucha
firmeza en direccion de lo que después seria el algebra wsalumoderna, avanzando
hacia una reformulacion conceptual y abstracta de lo queses ®momentos correspondia
al trabajo algebraico y a la teoria de nimeros y para est@sgitogempled, como ya se hecho
referencia, el lenguaje conjuntista. Los resultados qae pilcanzar deben ser considerados
como triunfos de sus principios metodologicos y de las mlaates que el establecid en el
dominio del algebra. En este sentido se propuso entendégedira de tal manera que las
respectivas construcciones tedricas fueran desarrsl&desfactoriamente y en concordancia
con la orientaciéon moderna.

A pesar de que al comienzo de esta seccion se haya habladopdedeaclaridad que
en el momento de suHabilitacion” tenia Dedekind con relaciéon a su futuro campo de
investigacion, Ferreirds considera que dicha lectura &4 18bre la introduccion de nuevas
funciones en matematicas” resulta de interés por dos razé&meprimer lugar, porque ya
se muestran algunos de los rasgos que caracterizarianda@ostiovida el pensamiento de
Dedekind, entre los cuales esta el profundo interés poraddigma del rigor y también el
propoésito de entender el proceso historico de las mateasatite afirma al respecto que

algunos de tales rasgos se revelarian a través de expresjopecaracterizan su trabajo
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como un todo; como por ejemplo, cuando hacia referencizaal @nte de la sistematizacion
que, segun él, consiste en volver una y otra vez a las defi@sipor amor a las leyes o
verdades en las cuales ellas desempefian un papel. Este Ertesddematizacion lo condujo a
transformar muchos de los conceptos basicos en los cudlasdsamentaban las matematicas
de su tiempo. En la misma lectura sostenia que la introdaciEdmuevas funciones, o nuevas
operaciones, es la clave para el desarrollo de las matersatianalizé las particularidades
de este proceso sefialando que en contraste con otras sjeegianatematicas no hay
espacio alguno para la arbitrariedad. También discutidatlosamente los fundamentos de
la aritmética, ofreciendo un excelente compendio de sussié® aquellos tiempos. Asi,
presento la idea de desarrollar gradualmente la aritméésde los nUmeros naturales hasta
los complejos, a través de etapas sucesivas en las cualesfisendnuevos numeros y
operaciones. Este seria el programa que realizaria en stesipoes trabajos fundacionales.
No obstante, aqui es conveniente tener en cuenta, por uteg gae a partir de 1872
Dedekind habia centrado su trabajo en el problema de la céfinde nuevos nameros,
manteniendo estos dentro de los limites del mismo sistemm&mco; mientras que en 1854
habia hecho énfasis en el problema de extender las opesa@a@xtensiones o ampliaciones
de los sistemas numeéricos. Este cambio tiene especial tampoa a luz del hecho de que
desde 1872 y de alli en adelante utilizd los conjuntos commedio que le permitid
definir o “crear” nuevos numeros y de esta manera la teoriadgirtos se convirtié “en
una herramienta de las investigaciones matematicas, y pactiak para el desarrollo de
un planteamiento conjuntista estructural en algebra’réigés, 1998). Por otra parte, es
importante tener en cuenta, como lo destaca Ferreirés,mladectura de suMabilitacion”
no se encuentra ni el mas leve indicio de la nocién de conjlgt tiene mas significado
si se considera que su definicién de los reales mediantedooaase remonta a 1858 y que

la nocién de conjunto es utilizada una y otra vez en su trahlgjebraico de 1856 a 1858.
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Todo esto sustenta el punto de vista de que las ideas de Riemfluyeron en persuadir
a Dedekind sobre la utilidad de la nocién de conjunto. Ferseiecuerda que “Dedekind
asistio a todos los cursos impartidos por Riemann entre ¥8B858, en los que esté se
ocup6 de ecuaciones diferenciales parciales, de integfialidh, y de funciones de variable
compleja, especialmente funciones elipticas y abelianhk¢s trabajos de Riemann dieron
claves fundamentales para el posterior desarrollo de lamd@ica. [...] Su obra matemética
se orienta hacia planteamientos abstractos prefiguradosl gwopio Dirichlet, pero que
Riemann lleva genialmente hacia delante. Las nuevas rexaistractas que introdujo, como
las superficies de Riemann en teoria de funciones compydmsyariedades de la geometria
diferencial, constituyen el modelo al que Dedekind refirédrgore su introduccion de nuevos
conceptos algebraicos (cuerpo, anillo, médulo, idealgt(€irds,1998).

Dedekind, respecto a su relacion con Riemann escribe Adgmas trato mucho a mi
excelente colega Riemann, que sin duda es tras o inclusm gubtrichlet el mas profundo
matematico vivo, y pronto sera reconocido como tal, si suesta le permite publicar
algunas cosas que, ciertamente, de momento solo seran exilpes a unos pocos. La
relacibn con ambos es inestimable y es de esperar que aagbado sus frutos”. Sobre la

influencia de Riemann también se hara referencia espedifiediaa el concepto de funcion.

4.3. Los origenes y las transformaciones del concepto de
funcion

Los origenes del concepto de funcién se podrian ubicar emriaseras relaciones
observadas entre dos variables, cuyas huellas llegar&a ks matematicas babilonicas
y egipcias, sin embargo, desde la perspectiva de esta tesisrweniente iniciar estas

consideraciones a partir de los trabajos de Euler. En gfentd748, en su obrdritroductio
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in analysim infinitoruty define la funcién de una cantidad variable como uegptesion
analitica’ formada de cualquier manera con esta cantidad variable,nconeros y con
constantes. Esta designacion del concepto de funcion em@dos polinomios, las series
de potencias y las expresiones trigonométricas y logarésni

A continuacion se propuso realizar una clasificacion dadiasibnes; en primera instancia,
en continuas y discontinuas. Las funciones continuas puseleespecificadas mediante una
expresion analitica Unica. Se debe tener en cuenta quetelsde funcidén continua en el
siglo XVIII correspondia al que hoy se da en términos de fameinalitica. “Las funciones
discontinuas corresponden a aquellas con representacgmisg de varias expresiones
analiticas y también aquellas que dan cuenta de curvasrgiolast de cualquier manera
por ejemplo por el trazo libre de la mano” (Recalde, 20041&)pDentro de las funciones
continuas distinguia las algebraicas y las trascendebtfmio funcién algebraica como
aquella en la cual s6lo son posibles las operaciones algabieon la variable independiente.
Las funciones trascendentes permiten una representagidmgdio de series de potencias
o series infinitas; tal es el caso de funciones como las expales, trigonométricas y
logaritmicas. Euler destacé dentro de las funciones aid®, por una parte, las funciones
racionales, que incluian ademas de las cuatro operaciotregticas habituales, potencias
enteras de la variable, y por otra sefial6 que “cuando lag@ageson positivas, se denominan
enteras, y cuando la variable figura en denominadores sarl&eaccionarias. Las funciones
irracionales son aquellas en las que la variable esta depta radicales” (Recalde, 2004b, p.
6). Para completar esta clasificacion, Recalde agrega quehas de las funciones definidas
a trozos, que en la actualidad aceptamos como continuag,seodn bajo la 6ptica de Euler.
Como tampoco seran continuas las funciones generadas poovimiento voluntario de la
mano” (Recalde, 2004b, pp. 6, 8).

Segun Recalde: “la clasificacion de nociones matematicas, dg alguna manera
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prefiguran el concepto de funcién, estan ligadas al estualiagicurvas, ya sea provenientes
de la geometria clasica o de trayectorias reguladas pon ahg&rimiento” (Recalde, 2004b,
p. 1). Recuerda ademas, que la distincion entre curvas geocaséy mecanicas, de acuerdo
con la propuesta de Descartes, se hace mediante la repi@éardlgebraica como parte
del método analitico cartesiano que genera, mediantedaliekacion” de la geometria, un
cambio ontologico que hace posible la incorporacion de wrevan representacion de los
objetos geométricos. Agrega ademas que con Newton el iexttoralgebraico se constituye
“en una potente maquinaria de representacion que prefiguracion analitica de funcién”,
estableciendo, de esta manera la primacia de la “formuta $aburva” que supera “la simple
accion de relacionar variables” y que mas bien “se puedepirgi&r como el inicio de un
tratamiento explicito del objeto funcion”. En este ordendksas, se puntualiza ademas que
Newton, en sus investigaciones del periodo de 1665 a 166@taléas curvas mediante la
relacion entre dos variables, a la manera de lo que hoy sespon la abscisa y la ordenada
por medio de formulas o expresiones ampliamente conocifimsembargo, Newton va mas
alla que la simple accién de relacionar variables. Hay maossgn que lardenadaemerge
con categoria de objeto; por lo menos esta es una interjinefalausible del tratamiento que
aparece de forma explicita en carta enviada a Leibniz el 2&ctidore de 1676, en la cual
Newton, utiliza reiteradamente la expresion: sea la OMEB?};;\/W’ (Recalde, 2004b,
p. 3).

Wussing llama la atencion sobre el hecho de que con freauencse tiene en cuenta
que en Euler, no solamente se encuentra el concepto de fiurrgitado por Bernoulli, sino
aun otro concepto de funcidn de naturaleza mas general.u'Bdlsulo diferenciade 1755
habla, en general, de una funcién de ciertas magnitudesaeraagnitudes, cuando varian

las ultimas dependiendo de las primeras:

Sean ahora magnitudes dependientes de otras, tales quaaithgellas puede sufrir
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una variacion sin que a la vez ocasione una variacion de flas: @ntonces de aquellas
cuya variacién resulta como causa de la variacion de las s&alice que son funcion
dé estas; definicion que se extiende tan lejos que comprendetedas las claves de
como una magnitud se puede determinar mediante otra. Saptw x significa una
magnitud variable, entonces toda magnitud que de algunarmdependa de o puede

ser determinada por ella, se llama funcionxde

Pero esta definicion de Euler, con claros visos de futuropnsiguié imponerse en aquella
época y s6lo mas adelante una mayor y mas profunda discusias drecientes dificultades
matematicas empujarian eficazmente en esta direcciont Baltéa ya lanzado al aire la
pregunta de si toda curva que puede ser trazada arbitrariangen la mano se puede
entender como la imagen de una funcién: esta cuestion taiactehementemente, no pudo
ser resuelta por las matematicas del siglo XVIII” (Wussit@98, p. 203).

De tal manera que a comienzos del siglo XIX no habia clariddmtesel concepto de
funcion y este era uno de los temas de interés de los mateséeda época. “Hankel sefiala
gue los mejores libros de texto de al menos la primera mitbsigle no sabian qué hacer con
el concepto de funcion. Algunos definian una funcién esémeiate en el sentido de Euler;
otros requerian quevariara corx de acuerdo con alguna ley, pero no explicaban lo que queria
decir ley; algunos usaban la definicién de Dirichlet; y aim®no dieron definicién alguna.
Pero todos dedujeron consecuencias a partir de sus defiescgque no estaban implicadas
l6gicamente por alas definiciones” (Kline, 1992, p. 1255).

Otro de los temas que suscitd la mas intensa discusion fumiaderacion de si se podia
pensar como funcion una curva mixta como el caso de la curvejnde sierra Es decir,
el caso tenia que ver con el discernimiento de si era o no adada clasificacion de las
funciones en continuas, no continuas y mixtas. Esta diéou&ilvio a surgir con el estudio

de las ecuaciones diferenciales que modelaban los probldetanovimiento de lauerda
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vibrantey de ladifusion del calor

Fourier, al comenzar el siglo XIX y en suTheorie analytique de la chaleurde
1822, sostenia que toda curva, incluyendo desde luego fmascno conexas, podia ser
representada como grafica de una funcion desarrollableamtediina serie trigopnométrica.
Esto ocasionaria mayores dificultades, paradojas y dessusobre todo si el uso de las
series se hacia sin referencia a la convergencia y divaegdadas mismas. A pesar de que
esta concepcion, que cuestionaba el significado clasico ada expresiomepresentacion
analitica, resultd ser muy polémiéaa Fourier le permitid, como prueba de su agudeza,
comprender las consecuencias que la misma tendria parauema definicion de funcion.
Afirma Recalde (Recalde, 1994, p. 59) que en los trabajos deidfose observa una
busqueda de generalidad que se debe destacar. Es decatasddr‘la busqueda de una
teoria matematica subyacente a todas las demas, o en ofahsapala busqueda de una
conceptualizacion fundamentadora basada posiblemenéeocamciencia de que su método
trascendia el problema particular de la difusion del calor”

En este sentido, en Teeoria del Calorde 1822 se refiere a una funcion como una sucesion
de valores cualesquiera y considera que no existe razénaafiara interpretar las ordenadas
por medio de la misma expresion analitica ya que las mismasinguin caso, obedecen a
una unica ley matematica. Recalde presenta la version deitaaion de funciéon que daba

Fourier, en los siguientes términos:

En general, la funciorf (x) representa una sucesion de valores u ordenadas cada
una de las cuales es arbitraria. Como la absciszcibe una infinidad de valores, hay

un nimero igual de ordenad&&x) y todas ellas tienen valores numéricos concretos, ya

4Bobadilla hace referencia a la oposicién de Lagrange cqeots a las diferentes concepciones de funcion
en Fourier. Afirma que: “como en el caso de la cuerda vibranepbjeciones se concentraban en los aspectos
matematicos, particularmente en la representacion ezsdeigonométricas deinciones arbitrariasLagrange
permanece aferrado al punto de vista global de la funciéa fumcion conocida en un pequefio intervalo esta
determinada sobre toda la recta). Ademas él estd muy eraamta afirmacion de Fourier segun la cuaha
funcion par puede tener un desarrollo en series de funcionpares” (Bobadilla, 2001, pp. 65-66).
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sean positivos, negativos o nulos.
No suponemos que estas ordenadas estén sujetas a una lay @todas ellas; se
suceden unas a otras de una manera arbitraria, y cada unagieiehe dada como si

fuera una cantidad aislada.

Y en la misma obra, el autor afirma que fue Cauchy quien “p@pné una salida
conceptual al problema de la caracterizacion de las fuesigontinuas y discontinuas |[...]

Cauchy inicia siCurso de Analisipresentando su definicion de funcion:

Cuando las cantidades variables estan de tal modo relaeisrentre si que, dado
el valor de una de ellas, es posible concluir los valores dasttas demas, expresamos
ordinariamente diversa cantidades por medio de una de kllagal toma entonces el
nombre de variable independiente, y a las otras cantidageesadas por medio de la

variable las llamamos funciones de esta variable.

[...] En seguida, presenta una clasificacion general dedoes, similar en algunos aspectos
a la de Euler” (Recalde, 2004b, p. 13).

Con Cauchy se abandona las representaciones explicitagate/las series de potencias
de Lagrange y se introducen nuevos conceptos en el tratenmdenlas funciones (Kline,
1992, p. 1252).

A propdsito Wussing afirma: “como resultado de todas estassias discusiones quedo
claro que la identificacion diincioncon expresion analiticano se podia sostener mucho
mas tiempo y que en su lugar habia de resaltarse la depeadeunttia de magnitudes para
establecer un principio de definicion del concepto de furic{®/ussing, 1998, p. 204).
Agrega ademas que: la primera manifestacion clara de estegnceptual, que condujo
a una segunda etapa en la historia del concepto de funci@ncsentra en un trabajo de

Lobachevski del afio 1834 sobre series trigopnométricad, queeafirma:
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El concepto general sugiere que como funciérkde denomine a un nimero gque
esta dado para todoy que varia progresivamente crrEl valor de la funcién se puede
dar bien por medio de una expresion analitica mediante umdiaon que ofrezca un
medio de examinar todos los nimeros y de elegir uno de elies, por ultimo, puede

existir la dependencia pero permanecer desconocida.

Con relacion al términgrogresivamentehace ademas el siguiente comentario: “La
utilizacion de la palabrprogresivamentéo paulatinamentgostepennen el original ruso),
alude a que Lobachevski tenia siempre ante sus ojos exatusivie funciones continuas;
pero el importante texto, en el que renuncia a una corregpam segun una formula
de las ordenadas con las abscisas, sefialaba el camino &atiaderna definicion. La
definicion dada por Dirichlet en 1837 en su trabafiokre la representacion de funciones
completamente arbitrarias mediante series de senos y oss@oincide casi exactamente
en su contenido con la de Lobachevskiambién Dirichlet definié una funcion continua
de una variable que varia continuamente; ademas dejabdacabligacién de una ley de
formacion unitaria” (Wussing, 1998, pp. 204-205). La deiitm de Dirichlet expresa que
es una funcion d& cuando a cada valor deen un intervalo dado le corresponde un unico
valor dey. Por otra parte, no importa si en todo este interyalepende d& de acuerdo a una
ley o mas, o si la dependenciayleespecto d& puede expresarse por medio de operaciones
matematicas. (Klein, 1992, p. 1254).

Hankel, en 1870, en su obra “Estudio sobre las funciones ntnt@ms y que oscilan

infinitamente” presenta la siguiente definicion de funcion:

SRecalde expresa que: “En su articulo de 1831 la convergence des séries trigonométriques qui servent
a représentar une fonction arbitraird’eter Gustav Lejeune - Dirichlet (1805-1859) plantea noniegin
inconveniente en aceptar funciones que no estén sujetagana ley analitica. Para dl,es una funcion si ella
hace corresponder a todo valor xian valor bien determinado dgx). En seguida presenta el ejemplo de la
funcion caracteristica de los racionales como prototipegias funciones. [...] Sin embargo, Dirichlet estaba
equivocado, puesto que si bien esta funcién es totalmestertinua, ella es representable analiticamente [...]”
(Recalde, 2004b, p. 22). Esta funcién tiene el valor 1 pasagdos valores racionales dey el valor 0 para
todos lo valores irracionales de
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Una funcion se dicg de x si a cada valor de la magnitud variabdeue se mueve
dentro de un cierto intervalo le corresponde un determinattr dey; no importa siy
depende de en todo el intervalo segln la misma ley o no; si la dependeseiguede

expresar mediante operaciones matematicas o no. (Wu49eg, p. 205).

Como se puede observar con esta definicion, Hankel, elimaima 1a exigencia de una
“formula— expresiof para la definicion de funcion, como la relacion del concefgduncion

con el de continuidad.

4.4. Lanocion de aplicacion

Las indagaciones sobre los antecedentes historicos deilannae aplicacion en la obra
Matematica de Dedekind dan cuenta de que junto con la noeiéomjunto, las dos nociones
hacen presencia en el mismo tiempo, esto es, a finales de dgs1880, desde cuando,
segun Ferreirés “El enfoque conjuntista (de Dedekind)besta basicamente claro [...]".
En esta época su trabajo algebraico se orientaba a estlgliana temas de teoria abstracta
de grupos relacionados con las nociones de isomorfismo y inanismo; y también clases
infinitas de polinomios. De esta manera inicia la articdaailel algebra con el lenguaje
conjuntista. Asi mismo, en su proyecto de fundamentacida ddgtmética se dio cuenta que
todo podia ser desarrollado en términos de conjuntos, coonidccion de que las nociones
fundamentales de la aritmética, del algebra, del analidis la matematica pura en general
se podian sistematizar y reformular de acuerdo con est® mgievista. Sin embargo, se
debe tener en cuenta que Dedekind no desarroll6 este enégtégminos de una teoria
exclusivamente conjuntista como lo pone en evidencia eibel | Qué son y para qué
sirven los numeros?1888), en cuya introduccion, orienta todo el énfasis enoleidm de

aplicacion sin hacer mencién alguna de la nocién de conjuataual no significa que
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haya contradiccion por cuanto toda la obra mateméatica dekded, como ya se ha dicho,
tiene como fundamento la teoria de conjuntos y las aplioasioconsiderando como ideas
primitivas las nociones de conjunto y aplicacién, a pasitas cuales llevaria a cabo una de
las principales preocupaciones que tenia que ver con laiérede una marco de conceptos
de tales alcances que fuera competente para englobar togddeéatica clasica, sustentada
en el rigor deductivo, hecho este que lo identifica como el digtinguido precursor de
Bourbaki.

Asi por ejemplo, siguiendo adelante con su propdésito dedungshtacion, en su obra de
1888 explica de qué manera se puede definir tanto el conjertischimeros naturales como
todo el sistema numérico, su estructura y las operacioltesédicas mediante conjuntos y
aplicaciones. Al respecto, Ferreirds sostiene que logipios basicos planteados en dicha
obra surgieron cuando Dedekind evidencio que la funcioesarcse podia entender como
una aplicacion de los naturales en los naturales. “Los n@sneaturales iban a quedar
caracterizados como un conjunto dotado de una cierta ajgitanterna que le confiere una
estructura particular; los demas tipos de nimeros se atiéengor construccion conjuntista
hasta alcanzar el cuerpo de los nUmeros complejos; y laa@pees se desarrollarian sobre
la base de la aplicacion sucesor, por extensiones progsé¢edekind, 1998).

Para el caso del algebra hay que tener en cuenta que en agpetfa Dedekind
estudiaba las nociones de cuerpo, anillo, ideal, grupo, &st subconjuntos de niameros
complejos dotados de ciertas estructuras que se podiarr defirartir de los conceptos
de conjunto y aplicacion. Pero la idea basica de sus indawgesialgebraicas son las
aplicaciones que preservan estructuras, es decir los modis‘Las estructuras algebraicas
consideradas entonces no eran sino subconjuntos de logogiownplejos, cerrados para

ciertas operaciones; y los morfismos entre estructurasdintidos por Dedekind no eran,

6En las dltimas versiones de su teoria de ideales, Dedekaodénifasis en las diferencias entre la nocion
general de aplicacion o «sustitucion» y la nocién de aplicess que preservan estructuras.
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como hemos visto, mas que casos particulares de aplic&mdruanto al analisis, ya hemos
indicado que Dirichlet habia planteado la nocion de fun¢iéal) en sentido abstracto, como
una correspondencia cualquiera entre valores numéricoduda, Dedekind era consciente
de que esto no era mas que una aplicacion entre conjuntoso @@mumeros reales y
complejos se obtenian mediante construccion conjuni@stajmples nociones de conjuntoy
aplicacion ponian a su alcance toda la gama de funcionesdlkdia” (Dedekind, 1998).

De la misma forma para el caso de la topologia de subconjdetosimeros reales y de
nameros complejos se aborda la teoria de funciones a padplataciones o funciones reales
y/o complejas. En otras palabras, tomando como base lagnescde conjunto y aplicacion
era posible fundar la aritmética, el algebra y el andlisis.

Por otra parte, en diversos momentos, el concepto de furestuvo presente en las
tematicas de su actividad académica. Por ejemplo, durdmgeriedo comprendido entre
los afios 1854 y 1858, Dedekind asistié a todos los cursosriitps por Riemann sobre
ecuaciones diferenciales parciales, integral definidagifunes de variable compleja y en
especial funciones elipticas y abelianas. Asi mismo endadide 1860 a 1870 se ocupo
de la edicion de importantes escritos de Riemann, Gaussghlity particularmente hacia
1867 edita las obras completas de Riemann con la ayuda dedheieber quien colabora
también en un trabajo fundamental sobre teoria de funcimigebraicas de una variable.

Desde 1872 se refiere a la nocion de funcién, de manera stitant®n el significado de
aplicacion. Mas adelante, hacia 1887, a partir de sus trales algebra, teoria de nimeros y
teoria de conjuntos, Dedekind llegé a una concepcion geaer@ sentido de aplicacion de
un conjunto, no necesariamente numeérico, en otro.

Con base en las reflexiones anteriores y teniendo en cueatseqronsidera a Dedekind
como el matematico que introdujo por primera vez y de mangstoita el concepto general

de aplicacion y al mismo tiempo estudié detalladamente saymgqdades, resulta conveniente
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hacer referencia a los términos en los cuales él entendicnesion. Al respecto, Ferreirds
afirma que la publicacion de Scharlau del manuscrito de Dedeaobre teoria de Galois se

inicia en los siguientes términos:

Articulo 1.

Definicion. Por sustitucion se entiende en general todo proceso mediante el cual
ciertos elementog, b, c, ... se transforman en otr@s, b/, ¢, ..., o son reemplazados por
estos; en lo que sigue consideramos solo las sustitucianésseque el complejo de
los elementos reemplazantesb/,c/,... es idéntico al de los reemplazadad,c, .. ..

(Scharlau, 1981, p. 60), (Citado por Ferreir6s).

Dedekind utiliza en este caso la palabsustituciori para referirse a lo que hoy se
entenderia comodplicaciort, respecto a lo cual Ferreirds puntualiza que la intergiéta
correcta, en el lenguaje moderno, seria utilizar el térmapbicacion Esto “Queda
plenamente confirmado por otro texto de Dedekind escrite wemte afios después [...]”
(Dedekind, 1998).

El texto al cual se hace referencia expresa lo siguiente:

Sucede muy frecuentemente en la matematica y en otras aseqee, cuando se
encuentra un sistem@ de cosas o elementas, cada elemento determinado es
reemplazado por un elemeni que se le hace corresponder de acuerdo con una cierta
ley; se acostumbra a denominar un acto semejante sustifycEe dice que mediante
esta sustitucion el elemento se transforma en el elements, e igualmente el sistema
Q se transforma en el sisten®d de los elementosy. La terminologia resulta algo
mas comoda si, como queremos hacer nosotros, se concibgusstacion como una
representacion del sistenfa, y de acuerdo con ello se llam@ la imagen dew, e

igualmente &’ la imagen deQ (Nota:) Sobre esta facultad mental de comparar una
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cosaw con una cosay, o relacionamw conw’, o hacer correspondera ', sin la cual
no es posible en absoluto pensar, descansa también, caentaindét demostrar en otro
lugar, la ciencia entera de los nimeros. (Dirichlet-DeagkB* edicion, 1879, p. 470.)

(Citado por Ferreirés).

Aun cuando parezca extrafio el hecho de que hable de sustitigth embargo, si se
analiza ésta palabra en la terminologia del algebra modsnauede entender mejor el
pensamiento de Dedekind en cuanto a este caso. En efegtpséitama sustitucion de grado
n a toda aplicacion biyectiva de un conjunto formado por lasi@rosn nimeros naturales
sobre si mismo, o toda aplicacion biyectiva de un conjunta dénbolos:iy, iz, ..., iy en
otro conjuntoa;,, ai,, ..., o, dondea; denota el nUmero o elemento que en la sustitucion
reemplaza al nUmero o elememto= 1,2, ...,n. En el mismo sentido, se llama permutacion
de losn nimeros o simbolos, a toda disposicion de los mismos en @m aieterminado.

Asi mismo, en la terminologia de la teoria de conjuntos: Balis conjuntody B, finitos
o infinitos, de elementos de cualquier naturaleza, si de wordeterminado, a cada elemento
x deA se pone en correspondencia un elemgmieB, y s6lo uno, se dice que se ha definido
unaaplicaciono unarepresentaciome A enB. En este caso, el elementae llama imagen
o representacion de

Es claro entonces que Dedekind, con la palaBisstitucién hacia referencia
principalmente a la correspondencia entre dos conjuntos yn@ primera etapa tendria
la connotacién de estar restringida a aplicaciones biatisin embargo, como en sus
investigaciones en algebra estaba interesado en aplescique preservan estructuras,
analiza solanorfismoscomo lo confirma Ferreirds al citar un fragmento de los aé5/58,
gue tiene por titulo “De los estudios de los grupos”, en el taarece un apartado sobre
Equivalencia de grupgsque en palabras de Emmy Noether ofrece una elaboracién del

«teorema del homomorfismo» tan precisa como s6lo se ha hedditudd en los dltimos

178



tiempos (Dedekind, 1930, vol. 3, p. 446). Dedekind considera correspondencia entre
los objetos de un grupbl y los de un complejo (conjuntdl’, tal que a cada producto de
elementos d&/ corresponda el producto de sus imagenes. Demuestriias un grupo,
y por lo que sigue queda claro que esta considerando la idaide que la aplicacion sea
no solo un isomorfismo, sino quiza un homomorfismo: introdacecion del nacledN del
homomorfismo, y muestra codmo la particié’N da lugar a un isomorfismo —o, como dice
Dedekind, una «equivalencia»— entre el grupo cociéhtdl y la imagenM’; poco después
utiliza el término sustituciom para la correspondencia indicada (0. c., 440-442)" (késge
1991).

Lo anterior da cuenta de que desde finales de los afios 1856c¢inndeaplicacion
era ya conocida por Dedekind con la denominaciorsuitucionreferida a aplicaciones
no inyectivas. Agrega ademas Ferreirés que, en su gQna son y para qué sirven los
nameros?Dedekind conectd, de manera original, el analisis del marm@mo ordinal con su
teoria de conjuntos y aplicaciones, ya que segun su comeejarios los conjuntos numéricos
tienen una misma estructura, la cual caracteriza al campimtos nimeros naturales. Treinta
aflos mas tarde, Dedekind volvioé a tomar su antigua nociérsdstikucion con el nombre
derepresentaciém aplicaciono Abbildungen aleméah

Después de considerar aplicaciones cualesquiera, ipgrémldefinicion de aplicacion
inyectiva», en términos derépresentacion similao clara (definicion 2)”, habiendo definido
previamente el concepto deepresentacion de un sistenfdefinicion 1)”. Posteriormente
definié también fepresentacion de un sistema en si migdefinicion 3)”. Las definiciones

mencionadas son las siguientes:

"Ferreirés sefiala que “la terminologia sélo se hace mas cmodleman, dondeaglicacion se dice
«Abbildungp, que viene a significar algo parecido ®presentacion, en el sentido en que un cuadro puede
representar a un objeto. Nuestro uso linguistico sigue @duincés, lo que no es la mejor eleccién. Por este
motivo y por la conexién entre el término y la filosofia de latemaatica de Dedekind, nuestra traduccion
empleara sistematicamente la palatmepresentacion” (Dedekind, 1998, p. 28).
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Definicion 1. Por unarepresentaciorp de un sistem& se entendera una ley segun la cual a
cada elemento determinadde S se leasignauna cosa determinada, que se llamerlagen
desy se designa cop(s); decimos también qué(s) correspondeal elementcs, que@(s)
resulta o se produce partir des mediante la representaci@n que setransformaen ¢(s)
mediante la representaci@n Si ahoral es una parte cualquiera &en la representacion
¢ de Sesta contenida igualmente una representacion determilealdaque para simplificar
puede designarse mediante el mismo simigolp que consiste en que a cada elemérttel
sistemar le corresponde la misma imagé(it) que poseé como elemento d§; igualmente
se llamamagende T y se designa (T) el sistema que consiste en todas las imageries
con lo que también queda definido el significadogds). La asignacion de determinados
signos o0 nombres a sus elementos puede considerarse canulcefie representacion de
un sistema. La mas sencilla representacion de un sistentpeliaaa través de la cual cada
uno de sus elementos se transforma en si mismo; la llamaremesentacioidénticadel

sistema.

Definicién 2. Una representaciop de un sisteme se llamasimilar (o clara) cuando

a diferentes elementas b del sistemaS les corresponden siempre diferentes imagenes
a = ¢(a), b = @(b). Como en este caso de=t’' se sigue siempre, inversamendes t,
cada elemento del sisterBa= ¢(S) es la imagers’ de un elements Unico y completamente
determinado del sisten®&de acuerdo con lo cual se le puede contraponer a la repaegant

@ de Suna representacidnversadel sistema, que puede ser designagiaque consiste en
que a cada elemengbde S le corresponde la imagep(s') = sy claramente es siempre una
representacion similar. Es evidente qp(@&) = S, que ademag es la representacion inversa

correspondiente @, y que la representaciépg compuestide ¢ y @ es la representacion

8Definicion. Si @ es una representacion de un siste®yay una representacion de la imaggn= ¢(S), de
aqui resulta siempre una representadl@ompuestale ¢ y , que consiste en que a cada elemesde Sle
corresponde la imagen



idéntica deS.

Definicion 3. Si ¢ es una representacion similar o disimilar de un sist8ya(S) es parte
de un sistem&, llamamos ap representacion d8enZ, y decimos ques es representado
enZ mediantep. De ahi que llamemos@representacion del sisterSaen si mismouando

@(S) “es partéde S,

Es ampliamente conocido que el concepto de funcién o apdicale un conjunto en otro
juega un papel esencial en las matematicas modernas popstamcia y universalidad. En

términos formales, ésta nocidn se define de la siguientenatane

Si Sy T son conjuntos no vacios, entonces una aplicaciérSdm T es un
subconjuntoM de Sx T, tal que para toda de S hay un solot de T tal que el par

ordenadds,t) esta erM.

Sin embargo, a pesar de la precisién que otorga esta defimilbd®ncepto, es usual pensar
en una aplicacion, como unaregla o ley que asocia a cadamieste Salgun elementbde
T, donde la regla o ley consiste en asoside Scont deT siy solo si el pafs,t) esta erM
(esta regla se puede expresar también en términos de aplicarsformars ent). Entonces
se dice que es la imagen debajo la aplicacion.

Como ya se ha dicho y se reafirmara mas adelante, las nociermesinto y aplicacion
son para Dedekind las ideas centrales para la comprensiden alémeética, la teoria de
nameros algebraicos, el algebra y el analisis; y a pesar desglél quién introduce por

primera vez la nocion de aplicacion, lo hace en términos ¢et@mmente moderndsy en

donde una vez még(s) = . Esa representaciéh puede designarse abreviadamente e o Yo, y la
imagend(s) por Y¢(s), donde se debe tener muy en cuenta la posicién de los simpolpsporque el signo
@y, en general carece de significado y sélo tiene sentido cugiGo “es parte” deS.

9“El concepto de aplicacion de Dedekind es el concepto madenrioda su generalidad, y aparece aqui por
vez primera en la historia de la matematica. El término eagaor el autor esAbbildungy, y los matematicos
alemanes siguen usandolo para denotgsligacion»; esto constituia un argumento a favor de traducirlo
simplemente de la forma habitual. Pesbbildung> es una palabra muy polisémica: significa «representacion»
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la forma como expone este concepto advierte, sin lugar asgdetigrado de importancia y

universalidad mencionados.

4.5. Lanociéon de cuerpo

En concordancia con lo expuesto en la seccidon anteriorctspdas nociones de conjunto
y aplicacion, para el caso de sus investigaciones tantayebr@ como en teoria de nUmeros
algebraicos y demas temas de su interés, el enfoque esaludéuDedekind se desarrolla
tomando como fundamento los conjuntos con una determirsidactura y las aplicaciones
que preservan dichas estructuras.

Dedekind habia logrado pleno dominio sobre el significad@ ymportancia de las
nociones de conjunto y aplicacion en la fundamentacion detematica. Con base en estas
dos nociones, los niumeros naturales quedaban caractesizatho un conjunto dotado de
una estructura especial otorgada por una cierta aplicastéma. Mediante construccion
conjuntista, iniciando con estos numeros, por extensiompliacion se obtendrian los
enteros y por extension de los mismos lograr la construdoignal de un conjunto en el
cual estuvieran contenidos estos y para cuyos element@nfuélidas las cuatro operaciones
aritméticas usuales de adicion, sustraccion, multipicayg division. Es decir, se obtendria
asi el conjunto de los nameros racionales con la propiedakdeerrado para las cuatro
operaciones racionales. De la misma manera se obte@dki2), por extension deQ y
asi mismo, por construccion conjuntista, alcanzar el auel los niumeros complejos y

continuar con una ramificacion de la red de cuerpos mas allésdeuerpos numericos

«imaginacion», e incluso «pintura», cosa que justifica caldedmos de «originales» e «imagenes». Por otro
lado, la palabra «aplicacion», no parece especialmentpigula para el uso que le dan los matematicos, y como
la terminologia de Dedekind es en general muy alejada deglstimy he pensado que no habia inconveniente en
utilizar «representacion» (aunque no ignoro que tienesatsos técnicos en matematicas). Esta palabra permite
formar términos derivados con mas comodidad, parece ecipiormas apropiada que «aplicacién» para lo que
se quiere expresar, y sugiere connotaciones mentalistagiaistas que caracterizan muy bien la posicién de
Dedekind en filosofia de la matematica” (Dedekind, 19988p)1
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usuales.

El trabajo en la teoria de Galois le permitié alcanzar unavawemprension del papel
desempefado en la misma por la nocién de cuerpo. Para eneraiagn de este hecho, basta
tener en cuenta, por ejemplo, lo que hoy se conoce con respdéasautomorfismosEstas
aplicaciones isomorfas de un cuerpo sobre si mismo, estanladas con las propiedades
mas profundas de los cuerpos y son un poderoso instrumerdaoep&studio de dichas
propiedades en el marco de la teoria de Galois.

Ferreirés afirma que hacia el afio 1871 Dedekind recuerda quel eurso de sus
conferencias de 1856/58, se habia convencido de que “aliesta la relacion algebraica
entre numeros seria mas conveniente sobre la base de uptmgee estuviera directamente
relacionado con los méas simples principios aritmético®.i@ual forma, en el manuscrito,
Dedekind emplea el nombre de “dominio racional” y utilizataacionSpara el cuerpo base
de los polinomios en estudio. “El dominio racional” compteriodos los nimeros que son
“racionalmente representables” por medio de las raicesglpdlinomios o son “funciones
racionales” de dichas raices (Scharlau, 1981, pp. 84-8aycpor Ferreirds, 1999).

Edwards (Edwards, 1980, p. 343) haresaltado que la ideadiskidel de emplear una sola
letra mayulscul&, o mas tard&, en lugar de una notacién conda) es algo caracteristico
de su filosofia de las matematicas. Sorprende entonces quand@pcion matematica de
Dedekind lo lleve a anticipar aun estos detalles, ya que télminos actuale®(a) hace
referencia a ladjunciondel elementar al cuerpoQ, como sucede por ejemplo &r+/2)1°.

En otras palabras, con esta notacion se entiende que elocQ¢op se ha obtenido por

adjuncion del elementa al cuerpoQ, siendoQ(a) el subcuerpo minimo que contiené)a

0Recuérdese que K es un cuerpo ¥ un subcuerpds C K, se dice que el cuerpé es una extension o
ampliacién del subcuerge. Si se toma ei, la intersecciork; de todos los subcuerpos, que contienéhya
a cierto elementa € K, el cual no pertenecer, entonces$; sera el cuerpo minimo que contiene al conjunto
{F,a}. Se dice que la ampliacidf del cuerpdF se ha obtenido padjunciéndel elementar al cuerpoF,
y este hecho es el que refleja la escritifa= F (o). De la misma manera, se puede hablar del subcuerpo
F1 =F(ay,...,an) del cuerpd, que se obtiene @djuntaraF, n elementos, ..., a, del cuerpdK.
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y aa. Asi, en el ejemplo citado, la ampliacion o extensifim ) del cuerpo de los racionales
Q, consta de los niumeros de la forma- bv/2, dondea y b son nimeros racionales, y se
obtiene por adjuncion del nimex@ al cuerpo de los nimeros racionafes

Se entiende entonces por que Dedekind considerd que cotalddnd)(a) se deformaria
la nocion de cuerpo. Al respecto Ferreirds explica que “Em earta a Lipschitz del 10 de
junio de 1876, Dedekind llega a manifestar su rechazo ddbpim vista que da lugar a la
notacion —habitual hoy— de una extension finita@eomo Q(a)”. La notacionQ(a)
“presupone algun teorema que demuestre que es posibléscaraclos nimeros del cuerpo
como polinomios en (alguna indeterminada), de manera qdeHld®d prefiere utilizar como
base la definicion dada en la segunda edicién d¥dagesungen«un cuerpo finito es aquel
qgue solo posee una cantidad finita de divisores (subcuergbgdekind, 1930, vol. 3, p.
224)". Comenta ademas que este tema esta relacionado qmirnicipios metodologicos que

comparte con Riemann, segun lo expresa el mismo Dedekirabesiguientes términos:

Mi esfuerzo en teoria de niUmeros se encamina a basar lagaedh, no en formas
de representacion o expresiones accidentales, sino eonescbasicas simples, y con
ello —aunque esta comparacion quiza suene presuntuosanzaten este domino algo
similar a lo que Riemann en el dominio de la teoria de funapne puedo reprimir el
comentario ocasional de que en mi opinion los principiosiaenianos no son aplicados

de forma consecuente por la mayoria de los autores, inchutgisebras mas recientes

YEn un documento de 1877, Dedekind define un cuerpo finitorgsiie finita deQ) como el conjunto de
todos los numeros de la forma:

q)(e) :XO+X19+X292_|_ ...+Xn719nfl+xn9n

dondex; es un elemento d@. Esta notacion es similar a la moder@éo) para las extensiones finitas de

Q. En su carta a Lipschitz, Dedekind hace referencia a estaidéfi en el sentido de la deformacién que
sufre la nocion de cuerpo con la notaci@a) puesto que considera que la misma se basa en una forma de
representacion que es algo arbitraria, ya @pedria ser reemplazada por muchos otros nimeros y la définici
presupone que tales cambios parten de un cuerpo invarletkkind, 1930-1932, vol.3, p. 468-469). Por lo
tanto, él considera, se debe preferir, por razones de piinlei definicion empleada en 1871: “un cuerpo finito

es el que posee un nimero finito de divisores (subcuerpos)”.
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sobre funciones elipticas; la teoria simple es deformasies@mpre por la inmiscusion
innecesaria de formas de representacion, que sin embabjgandser propiamente el
resultado y no los medios de la teoria. (Dedekind, 19303 vpl.468-469, o Lipschitz,

1986, p. 59-60%.

Desde finales de 1860, Dedekind comenzé a emplear la dencidninédKorper”
(“cuerpo”) para sus antiguos “dominios racionales” y ptgnde manera explicita su relacion
con los mas simples principios aritméticos, al considetsr lgps cuerpos “reproducen” a
través de las cuatro operaciones basicas, las tradiciooatro “especies” de la aritmética
elemental (Dedekind, 1930-1932, vol. 1, p. 239-242; vop.3109).

La escogencia del nombre “Kdrper” se justifica por cuantouer@o numérico constituye
un sistema que posee ciertas cualidades o propiedades géetitid y cerradura como una
“totalidad organica” o una “unidad natural”, andlogas adiasdades que en la geometria, en
las ciencias naturales y en la vida de la sociedad humarentlardenominacion de cuerpos
(Dedekind, 1894, nota 45%)

Sostiene Ferreirds que debe haber sido a finales de 1850caisdkkind llegd a la
conviccion de que la nocién de cuerpo y las respectivas ojpeies, |0 mismo que las
“sustituciones” o cuerpos de homomorfismos, conducianypaparte, a la teoria de Galois,
y por otra, a la teoria de ideales (Dedekind, 1930-1932 3yqd. 401). Pero segun Haubrich
(Haubrich, 1999, cap. 6) (citado por Ferreirés, 1999), Badkrealmente llego a identificar
el algebra con la teoria de cuerpos. Hacia 1873, propusardefiiativamente el “algebra
formal” o “propiamente dicha” como “la ciencia de las reta@s entre cuerpos”, explicando

también que la relaciones entre ecuaciones se puedenitrddntro de las relaciones entre

12| as bases teorico conjuntistas en la teoria de cuerpos dekibeld por ejemplo, marchan paralelas con la
fundamentacion tedrico conjuntista de las variedades e &in.

13Es ampliamente conocido que en la mayoria de las lenguasmkiiente europeo se siguio la eleccion de
Dedekind del término cuerpo; mientras que en las traduesiahinglés y eventualmente al espafiol se usa la
palabra “campo”.
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cuerpos. Esta concepcion se puede encontrar nuevamergeversion final de la teoria de
ideales, donde se pone de presente que el algebra se equopala parte de los cuerpos
y la teoria de grupos contenidos en la teoria de Galois. Sdastdimbién que este hecho
constituye un interesante paralelismo con la concepci®iel®ann, en cuanto a que el papel
fundamental que desempefia la nocion de cuerpo en algefiée, Bedekind, es analogo al
de las funciones analiticas abstractas que se definen asrila de funciones de Riemann, o
en el caso de sus variedades en la teoria de magnitudes/éndiula topologia) y también
en geometria. Se menciona que el mismo Dedekind hizo referareste hecho, en 1871, sin
nombrar a Riemann (Dedekind, 1930-1932, vol. 3, p. 396-3%¢ sta manera, guiado por su
conviccidn, compartida con Riemann, en el sentido de quigeiea rama de las matematicas
se debe basar en un concepto fundamental, Dedekind lleg® eomcepcion de algebra que
podria ser demasiado restrictiva para esa época, pero spltaréa acorde con las normas y
el rigor matemaético del siglo XX.

Se considera que la primera presentacion publica que hadekDe de la nocion
de cuerpo se puede encontrar justamente a comienzos de d814,exposicion de la
teoria de ideales; la cual aparece en el décimo suplemenss Werlesungerde Dirichlet
“sobre la composicion” de las formas cuadraticas binaiase suplemento comienza con
una exposicion de los trabajos de Gauss y Dirichlet, a la gedekind hizo algunas
contribuciones originales y, a continuacion, hace unaeexdrgeneralizacién de la misma.
Afirma que sera conveniente adoptar un punto de vista avareedroducir una nocion que
parece muy apropiada para servir de fundamento para elralgeberior y para aquellas
partes de la teoria de nimeros relacionadas con ella. Larenem@o Dedekind introduce la

nocion de cuerpo es la siguiente:

Mientras intentamos introducir al lector en estas nueveasdnos situaremos en un

punto de vista algo superior, y comenzaremaos introduciemdaocion que parece muy
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apropiada para servir de fundamento al algebra superiorag pdrtes de la teoria de

numeros conectadas con ella.

Entenderemos pocuerpotodo sistema de infinitos nimeros reales o complejos,
gue es de tal forma cerrado y completo en si mismo, que ladagdisustraccion,
multiplicacién y division de dos cualesquiera de esos ndmg@roduce siempre un
ndmero del mismo sistema. El cuerpo mas simple esta cadstipor todos los nimeros
racionales, el mayor cuerpo por todos los niUmeros (cong)ldpecimos que un cuerpo
Aes undivisor del cuerpdM, y éste urmultiplo de aquél, si todos los niimeros contenidos
en A se encuentran también &h; se ve con facilidad que el cuerpo de los nimeros
racionales es divisor de todos los otros cuerpos. La rewtgdtodos los nUmeros que
estan contenidos simultdneamente en dos cuekpBs constituye de nuevo un cuerpo
D, que puede denominarseaximocomun divisor de ambos cuerpds B, ya que
evidentemente todo divisor comun Ae B es por necesidad un divisor Beigualmente
existe siempre un cuerpd que puede denominarseinimocomuin mdltiplo deA y
B, ya que es un divisor de todos los deméas mudltiplos comunesntbe@sacuerpos. Si
ademas a cada numeaxdel cuerpoA le corresponde un nimein= @(a) de manera
quegp(a+d)=o¢(a)+@@),y p(ad) = p(a)p(a'), los nUmerod constituyen (en caso
de que no todos sean nulos) igualmente un cuBrpo@(A), que esconjugadode Ay
resulta deA mediante lasustituciong; inversamente, tambiéh = 6(B) es en ese caso
conjugado deB. Dos cuerpos conjugados con un tercero son también comgsgadre
si, y todo cuerpo es conjugado de si mismo (Dedekind, 198 vap. 223-224) (citado

por Ferreirés, 1991, pp. 115-116).

Analizando esta definicion, Dugac (Dugac, 1976, p. 29) hastpude relieve que no
del todo se puede sobreestimar la importancia de este é@itbdio de la historia de la

teoria de conjuntos y del lenguaje de los conjuntos. Aquinserporan todas las ideas
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cruciales relacionadas con las nociones de conjunto yamidic utilizadas en el algebra,
y Dedekind da abundantes pruebas del dominio que habiazabasobre el enfoque de la
teoria de conjuntos a partir de 1871. No cabe duda de quectosds contemporaneos hayan
encontrado dificultades para seguir sus orientacionesgges estaban acostumbrados a un
algebra y a una teoria de numeros formuladas en términos levasrdgales de numeros y
ecuaciones o formas. Por lo tanto se mantuvieron alejadosa@érme confianza sobre las
ideas conjuntistas en estos dominios razén por la cual lasiipn de Dedekind llamé mas
la atencion por parte de los lectores que se mantenian adataxipa para aceptar o rechazar
€s0S nuevos puntos de vista.

Ferreirés advierte que la terminologia empleada por Dedegiiede parecer extrafia,
por lo cual amerita hacer algunos comentarios sobre el.t&dntualiza que es evidente
“que Dedekind esta presentando los correlatos de las apeescconjuntistas: inclusion o
«divisién», interseccién o «maximo comun divisor», uniérninimo comun maltiplo», y
aplicacion o «sustitucion»”. La escogencia de esta termgia esta encaminada a extender
los problemas de la teoria elemental de nimeros, manteniemgbaralelismo estricto en
los términos en que se formulan los teoremas teoricos etaiesrsobre nimeros y sus
analogos en la teoria de numeros algebraicos. Es evideateugudefiniciones de “divisor”
y “multiplo” se refieren a las dos partes de una inclusion;Ximé comun divisor” denota la
interseccion de dos cuerpos y “minimo comuan multiplo” laGimien el sentido del cuerpo
mas pequefio que contiene dos cuerpos dados. La terminatdgiada para los cuerpos era
analoga a la usada para los médulos e ideales, aunque hagrguesh cuenta que si para
los cuerposA “ser divisor de”B significaA C B, para el caso de los ideales signifga A.
Tratandose de los enteros, la inclusion de los idealesipélas corresponde a la divisibilidad
de sus generadores, y esto condujo a Dedekind a estableaealtzgia entre inclusion y

division que empled a lo largo de su trabajo sobre la teoridetdes y el algebra. Dedekind
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fue muy consciente de la arbitrariedad de esta terminologiematica y de la necesidad de
formular explicitamente todas las propiedades pertisesédas nociones implicadas.

Se debe mencionar también que el hecho de que Dedekind lessgmpado las nociones de
inclusién, union, interseccion y aplicacion en su obra d&g8lénstituye una clara evidencia

de que estas ideas tienen origen en su obra algebraica.

4.6. Los numeros algebraicos

Hoy se conoce que todo polinomio deado ncon coeficientes racionales tiengaices
en el cuerpo de los numeros complejos, algunas de las cyablm(todas ellas) pueden
no pertenecer al cuerpo de los numeros racionales. No ¢bstaralquier nimero real o
complejo no puede ser raiz de algun polinomio de coeficiersigignales. Los numeros
complejos y, particularmente, los nimeros reales que soesrde tales polinomios, reciben
el nombre denimeros algebraico€ntre los nimeros algebraicos se destacan los nimeros
racionales, como raices de los polinomios de primer graddigoen coeficientes racionales,

y también cualquier radical de la fornjéa, donde el subradical es un nimero racional, por
ser raiz del binomia" — a.

Cuando el niumerar es algebraico, el mismo sera incluso raiz de un polinomio de
coeficientes enteros y, por tal razén, sera raiz de uno de iNisoms irreducibles de
este polinomio, el cual tiene también coeficientes entddospolinomio irreducible de
coeficientes enteros que tiene como raiz al niUnoese determina univocamente, salvo un
factor constante, esto es, de un modo Unico en absolutegsigeeque los coeficientes de este

polinomio sean primos entre si (en este caso se hace refesenn polinomio primitivo)®.

14se llama polinomio primitivo, sobre el anillBxy, Xz, .. ., %], al polinomio ¢ (x), cuyos coeficientes no
contienen factor comun irreducible alguno, es decir estopamos entre si. Segun el conocido lema de Gauss,
el producto de dos polinomios primitivos es también un pwiio primitivo.

Si a es una raiz de dos polinomios irreducibfgs) y q(x), el maximo comun divisor de éstos debe ser
distinto de la unidad, por lo cual en virtud de su irredudilaiti, dichos polinomios pueden diferenciarse entre
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Los numeros algebraicos que son raices de un mismo polinoragucible sobre el
cuerpo de los nimeros racionales, se llarmanjugados entre §7. En consecuencia, todo
el conjunto de los niumeros algebraicos se descompone &s €iliaisas disjuntas de nimeros
conjugados entre ¥{ EIl conjunto de todos los nimeros algebraicos es un subzutsip
cuerpo de los numeros complejos. Es decir, que la suma, déaediia, el producto y el
cociente de niumeros algebraicos son también nimeros aigetr

La nueva tematica que abordaria Dedekind, es el conjuntusd@iimeros algebraicos y en
particular los enteros algebrai¢dsEsta temética sobre la cual centraria su atencion se inicié
con la teoria de ideales de 1871. Afirma Ferreirés que hadié, Bummer habia logrado
estudiar enteros algebraicos Unicamente de una cierta desuerpo¥)(a), llamados
ciclotomicos, para los cuales se tiene gife= 1. De esta manera se planteaba un importante
problema matematico que consistia en extender la teoriaudert€r a enteros algebraicos
cualesquiera. Kronecker y Dedekind se dedicaron a trabajerno a este problema, porque
segun parece, tenian en comun algunas motivaciones y agmtamiones metodoldgicas,
ademas de cierta vision sobre las relaciones entre el algeba teoria de numeros.
Segun Haubrich (1999) (citado por Ferreirés) se puede twoajeque esta orientacion fue
estimulada en ambos personajes por Dirichlet. Los dosaremntsus esfuerzos en este tema,
pero por las dificultades que él mismo plante6 solo despuéatdece afios Dedekind logré
encontrar la clave de su teoria definitiva. Agrega Ferraijds entre las dificultades que
impidieron a Dedekind alcanzar con anterioridad su ohljesig cuentan insatisfacciones

metodoldgicas mas que dificultades intrinsecas de la dexa@ian misma de la teoria. Al

si tnicamente en un factor de grado cero.

15Se debe tener en cuenta que el concepto de nimeros algstm@ijogados entre si es distinto del concepto
de nimeros complejos conjugados.

8Una caracteristica de los nimeros racionales consiste e@rogid nimero racional, como raiz de un
polinomio de primer grado, no tiene nimeros conjugadomtlistde si mismo.

’CuandoK siendo un dominio de integridad, es una extension o amghiaaigebraica finita del cuerpo
Q, o K es un cuerpo, generado por todos los nimeros algebraicqiajos) se habla de nimeresateros
algebraicosUn elementa deK se llama entero (entero sol}, si es raiz del polinomio unitard +a;x" 1+
---+an enZ[x] (Un polinomio es unitario si su coeficiente mayor es igualaniaad).
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respecto hace referencia a una carta a Selling del 28 dedalkB77, en la cual escribe:

En estos temas de teoria de numeros, el desarrollo rigusosorediferencia la
cuestion fundamental, y hay una distancia realmente ceradite entre la intuicion y
el verdadero desarrollo de una teoria. [...] El objetivo @ldéeloria general de ideales
era evidente una vez resuelto por Kummer el caso especiaiciidomia, y desde
mi punto de vista solo podia tratarse ya del modduwelamentaciones decir de la
introduccion de aquellas nociones que condujeran reatmemise objetivo; al menos
para mi, este objetivo, el establecimiento de las leyesrgkasede la divisibilidad de los
ndmeros enteros algebraicos, era completamente clare @égatincipio, sin ninguna

comunicacién con Kronecker. (Dugac, 1976, p. 160-161).

De acuerdo con su concepcidn, la preocupacion de Dedekimbrseentraba en la
estructuracion de la teoria, ya que el problema de la extents los resultados de Kummer
lo consideraba relativamente trivial.

Precisar la definicion de nimero entero algebraico comstituserio obstaculo para lograr
generalizar la teoria de Kummer; en otras palabras, seniagaaer un concepto claro acerca
de cuales eran los objetos cuya divisibilidad se tenia questigar, sin lo cual todos los
esfuerzos resultarian estériles.

A propdsito Edwards (1980) da a conocer su opinion en el gerde que la teoria
general se alcanzaria de manera inmediata después detaptlieha dificultad. Los nimeros
enteros algebraicos habian sido definidos tanto por Kumameo @or sus antecesores, entre
quienes estaban Eisenstein y Dirichlet, de un modo estraatée formal. Al principio se hacia
referencia a ellos utilizando expresiones como nimeropEos que se componian a partir

de las terceras raices de la unidad, u otras similares paaalmencionad8. Todo lo cual

BFerreir6s (1991) aclara que el titulo de un articulo de Bisém, publicado en 1844 en &burnal fiir
die reine und angewandte mathemadix Creelle era precisamentelimeros complejos formados por raices
terceras de la unidat
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ponia en evidencia el hecho de que al no haber concienciaatetdajando en cada caso
en un cuerpo bien determinado, se tenia que pensar, en é&rmés imprecisos de nimeros
complejos en general. Ademas, al examinar detalladamestalimeros ciclotomicdstal
como los definia Kummer, segun Ferreirds, “se considerabeem una raiz de la unidad,
esto es, un numero complejo tal qad = 1, y los nimeros a estudiar eran todos los
polinomios em, para los que era posible, utilizando ciertos resultadyebahicos de Gauss,

dar la forma simplificada
f(a)=ro+ra+---+r, a2 conat=1yrec?z. (4.1)

Kummer delined su teoria en estos términos, en sus crucdiesilos de 1847 y 1851
tratando con nameros complejos formados a partir de raieda dnidad y de nameros
enteros. La nueva forma de definir los “enteros” seria ee®mn términos de numeros
complejos compuestos por expresiones de la forma indicadd.&) en la cual todos los
coeficientes; son enteros racionales (Kummer, 1975, vol. 1, p. 165-924834 (citado por
Ferreirds, 1999, p. 98).

A pesar de que Kronecker y Dedekind tenian posturas radecaéopuestas en casi todo
lo referente a la teoria de niUmeros algebraicos, para egieoabos propusieron una misma
solucién. Un ndmero que pertenec&éa) es un niumero entero siempre y cuando sea raiz
de un polinomio moénico con coeficientes BnDedekind, 1871, p. 236). Ni Dedekind ni
Kronecker dieron razones de su definicion, como tampocaeandin la trayectoria historica
que condujo a ella. Sin embargo, no es dificil conjeturar@onurrid, pero sin lugar a dudas
se estaba hablando de una idea decisiva (Scharlau, 198krietguL999, cap.7) (citado por
Ferreirés). En los afios 1850, ambos matematicos se ocugatarieoria de Galois y ambos
llegaron a pensar en el papel desempefiado por la nocion daocuedekind analizo el
trabajo de Kummer después de un estudio detallado de latderiGalois y parece que

interpretd sus resultados de acuerdo con el punto de vidtssdrierpos de nimeros desde
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el comienzo. Esto debe haber sugerido la idea de determisiatema de niimeros enteros a
partir de la nocidn de cuerpo y segun parece, ambos matemédggaron de esta manera a
la definicidn correcta de los nimeros enteros (Haubrich9 1€8p.7) (citado por Ferreirds).

Entre 1856 y 1857, Dedekind reconocié que, en general, eosijinto de los nimeros
enteros algebraicos de un cuerpo de nimeros dado no es denl’fr|; es decir que no
era correcto extendéf de manera “ingenua” &[a|, sino que, por el contrario, el anillo
de los enteros debia ser determinado a partip@e). En este orden de ideas, la teoria de
Kummer, de tratar los “nameros complejos compuestos degale la unidad y nimeros
enteros”, al pasar a situaciones mas generales, conduoi#wsiones e impedia su misma
generalizacion. Esta dificultad se superd solo cuando “seenad a pensar claramente en
términos de cuerpos de numeros algebraicos, es decir, cs@nlliego a la idea de que lo
definitorio era la extension del «domifi» a otro «domind@(a)»” (Ferreirds, 1991). Segun
sus propias explicaciones, finalmente la orientacion dédeas hacia la teoria de cuerpos le
permitié lograr, de manera directa, la definicion corregadmero entero algebraico.

En el periodo comprendido entre 1858 y 1862 Dedekind se pmpabajar en un
primer intento de formular una teoria totalmente generalad&ctorizacion de numeros
enteros algebraicos, lo cual implicaba la necesidad deliestias propiedades algebraicas
del conjunto de los enteros en un cuerpo. De acuerdo con ldhufdr999) (citado por
Ferreirés), hacia 1860 Dedekind habia logrado importargssltados sobre los nimeros
enteros algebraicos, como probar que las sumas, las difesely los productos de enteros
algebraicos son también enteros; es decir, se tenia lacestawde anillo y ademas con la
propiedad de cerradura por cuanto las raices de un polinoamocoeficientes en dicho
conjunto son también enteros algebraicos. De la misma martendujo la nocion de modulo
y algunos resultados basicos al respecto, y como prueba demsinio sobre el lenguaje

tedrico conjuntista aplicado al algebra, alcanz6 impdéesmresultados en este campo.
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Una vez resuelto el problema de la definicion de nimerosas)tga era posible intentar
la generalizacion de la teoria de Kummer de distintas manéteonecker, de acuerdo
con su tendencia constructivista, buscé un acercamiergdigo posible la determinacion
de factores ideales (Edwards, 1980; 1990). En cambio Dedgkiesde su orientacién
conceptual-abstracta, finalmente evito la postulacionadeofes ideales y establecié una
teoria que trataba de ciertos conjuntos de numeros algebraébs cuales llamidlealespara
honrar el trabajo inicial de Kummer; pero hasta 1860 él talastaba lejos de este punto de

vista (Ferreiros, 1999).

4.7. Lateoriade ideales

4.7.1. Antecedentes

La teoria de ideales aparece en 1871, veinte afios despuaékeateobtenido su doctorado.
Este es quiza su primer trabajo de tal importancia que esid@yasgo su obra maestra.
Ferreirés sefiala que este programa surge durante los agioamde 1830 a 1840, habiendo
logrado su madurez hacia 1871. El hecho de que Dirichleehaliiabajado en estos temas
influy6 para que Dedekind, hacia el afio 1856, emprendieraasera decidida su trabajo en
este problema.

La primera version de la teoria de ideales la presenté endganda edicion de las
«Lecciones sobre teoria de numeros (1871)na caracteristica relevante de su exposicion
tiene que ver con su propuesta metodoldgica en la cual l@atderconjuntos desempefia un
papel esencial. En efecto, el problema de la factorizaciddehles se separa del enfoque que
hasta ese momento estaba basado Unicamente en términasel®siDedekind en cambio
hace su propuesta sobre toda esta teméatica en términosjdatosnasi como lo habia hecho

en la fundamentacion del sistema numérico y siendo coleecentsu enfoque conjuntista de
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toda la matematica.

Pero antes de avanzar en el estudio de la teoria de ideaaliareonveniente tener en
cuenta algunos antecedentes como es el caso de analizamclasstancias histéricas que
dieron origen a esta teoria. Asi por ejemplo, en el contegtpbblema de determinar si
varios sistemas de ecuaciones tienen solucion en los sntet® buscar algunas o todas las
soluciones, el cual se remonta a la antiguedad, Euler, A3@i@, dio un paso audaz al usar
ndameros complejos con tal proposito. También, en los do8clO01-193 de la parte 1l de su
Algebra considero el problema de indagar cuando una expresionfdenax? + cy? puede
ser un cubo perfecto, dondees fijo yx e y son entero®. En primer lugar Euler noté que
la expresion podia ser factorizada cofmer y,/—c)(x — yy/—C). Asumiendo que-c no es
un cuadrado perfecto, Euler afirmaba que cuando los dosphiedtidos no tienen un factor
comun, porque el producto es un cubo, cada factor debe sabelde un nimero comun
de la formap + g/—c dondep y q son enteros. Si+yy/—c es igual a p+ ¢/—c)® para
algunos enteropy g, entonces—y,/—c es igual & p— g/—c)3. Expandiendo los productos
y tomando las partes reales y partes imaginarias iguals [@osible a Euler demostrar que
X%+ 2 es un cubo Gnicamente cuande +5, yx?+ 4 es un cubo Unicamente cuande +2
o x = +11. Pero estas consideraciones que hacia Euler resultactarsistentes al suponer
que los enteros de la format+ y,/—c se comportaban siempre como enteros ordinarios, en
cuyo caso seria valido el teorema de factorizacion Unicay para anillos de enteros mas
generales, surgirian casos en los cuales no se cumpliia iorema. Por ejemplo, entre los
nimeros complejos de la forma-yy/—5, el niimero 6 puede ser expresado como el producto
(1++/-5)(1—+/-5) o el producto cuyos factores son 2 y 3; pero a pesar de queddiVi
producto, no divide al factafl + /—5) ni al factor (1 —+/=5) por lo cual no seria primo.

19Esta expresion esta relacionada con la ecuacion Diofarticady? = N (dondeN y d son enteros),
conocida cominmente como ecuacion de Pell, nombre quesspasiblemente fue asignado equivocadamente
por Euler, puesto que se afirma también que la misma nuncafsierada por Pell.
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Asi mismo el cuadrado perfecto 9 se podria expresar como@lipto(2++/—5)(2—+/-5),
aun cuando nj2++/=5) ni (2—+/—5) sea el cuadrado de un nimero de la foxmayy/—5.

Las distintas generalizaciones que los matematicos agalizen la segunda mitad del
siglo XIX, en el campo de los numeros y en su aritmética, comidn a la idea abstracta
de estructura. Gauss propuso la extension de la idea de o@miero a los llamadanteros
gaussianogque son simplemente los nimeros complejos de la fermia,/—1, en los cuales
ay b son enteros ordinarios. En el sistema dedoteros gaussianasualquier nimero se
puede expresar de forma unica como producto de niumeros$rioo su parte, Dedekind
hizo tal generalizacion mediante su teoria de enteros @gels, los cuales poseen una
aritmética propia, en la que se generalizan de maneraasatist los casos que son validos
para los enteros. Es claro que, estos sistemas@®@éros enterdno tenian una estructura
de cuerpo, por cuanto los elementos no nulos carecian desasvpara la multiplicacion
en general; sin embargo, si satisfacian las demas progedadacteristicas de los cuerpos
numericos y por lo tanto constituian dominios de integrideto el problema central que
introducian estas generalizaciones de la nocidn de numégooeconsistia en que llevaban
a la pérdida de la propiedad de factorizacién Unica. Porrasté/o tanto Dedekind como
Kummer introdujeron en la aritmética el concepto akeab> a partir de la nocion deawillo».

La ruta por la cual Kummer llegé a la teoria de Ideales fueladaapor el intento de
demostrar eUltimo Teorema de Fermallamado también Ideorema Magno de Fermag!
cual establece que sies un niumero natural mayor que 2, no existen nimeros nautale
y Yy z que satisfagan la ecuaciéh+ y" = z". Kummer consiguié demostrar el teorema para
un amplio conjunto de exponentes, sin lograr una demoétrageneral. El mismo Fermat
habia desarrollado una demostracion para el nas@ aplicando su método del “descenso

infinito??”. Por su parte Euler hizo una demostracion para 3, en la cual como hecho

20l método del “descenso infinito'déscente infinjese puede enunciar, mas o menos, en los siguientes
términos: si, suponiendo que un problema admite una salwiteran > 0, se deduce que posee una solucion
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notable usé nimeros complejos de la formab+/—3, dondea y b son enteros, los cuales
constituyen el anill@[/—3]. EI método que utiliza Euler consiste en reproduciZ¢y —3]

la aritmética deZ, suponiendo de manera ingenua e incorrecta que en el &ijillo-3]
también podia haber una representacion Unica en productdrderos primos en el mismo
sentido que lo establece el teorema fundamental de la &igamEn 1828 Dirichlety en 1830
Legendre, probaron la conjetura de Fermat pata5 utilizando esencialmente el mismo
método de Euler. Mas tarde, en 1832, Dirichlet lo demostréa pa= 14. Posteriormente,
hacia 1835 Lamé presentd una demostracion extensa y canpaligh = 7, la cual contenia
errores y quedaron dudas sobre la posibilidad de extenteemesodo para el cago= 11.

Sin embargo se hacia evidente la necesidad de introduas ioieas para atacar el problema.
Al tratar el problema general, Lamé retoma una idea de Lagrguién habia planteado la
posibilidad de introducir raicesésimas de la unidad en el estudio del problema de Fermat.
La principal razén por la cual se introducen numeros algetsseen la teoria de nimeros

radica en que con estos numeros se obtiene informacion Esbesuaciones Diofanticas.
Tal es el caso de la ecuacidi + 2 = X3, respecto de la cual Fermat afirmé que las
Unicas soluciones enteras spa- +5 y x = 3. Utilizando los nimeros enteros algebraicos
de la formaa+ by/—2, es posible factorizar el primer miembro de la ecuacién temdr
(y++v—=2)(y—+/—2) = x3. Continuando la discusion del caso se constata que los némer
algebraicos de la forma+ by/—2 permiten deducir hechos relativos a los nimeros enteros
ordinarios. En este orden de ideas, algunos matematicesvalosn que es posible obtener

una factorizacion similar de la expresigh+ y" utilizando la raizn-ésima compleja de la

enteran’ > 0, n’ < n, entonces el problema no admite soluciones enteras @ssitiste método lo inventd
Fermat para demostrar el teorema que establece que «todmpnmo resultante de sumar una unidad a un
multiplo de cuatro se puede descomponer siempre en sumasdeuddrados de nimeros enteros». La idea
basica consiste en demostrar que si el teorema no es ciegt@lgan nimero primo que resulte de sumar una
unidad a un mdultiplo de cuatro, entonces tampoco es ciertoglglin nimero primo menor que el anterior y
que se obtenga de la misma manera. Descendiendo indefimtiaree ve que también es falso para el mas
pequefio de tales nimeros primos. El paso central del métwdiste en que debe existir un nimero primo aun
menor para el que no se cumple el teorema, lo cual contradmesibilidad de elegir un elemento minimo.
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unidad?t.

Kummer encontré que la dificultad primordial que impedisatedliar una demostracion
general del teorema de Fermat tenia que ver con la factaizde la expresion” +y", ya
gue al pretender factorizar dicha expresién mediante tduei®n de la ecuaciéx' +y" =0,
parax en funcion dey, los enteros algebraicos que son raices de la ecuacionisfacan
necesariamente el teorema fundamental de la aritméticatraa palabras, puede suceder
gue no sean factorizables de manera Unica. Pero estas eagiees e intentos fallidos
constituyeron los gérmenes que condujeron a la creacioniedi® manera, de una nueva
aritmética hacia el afio 1846, anticipandose a los trab&d®ediekind en este sentido.

Al trabajar en el contexto de las investigaciones para suaete restos bicuadraticos,
Gauss, hacia el afio 1828, dio un paso crucial afrontandmblgma, mediante la extension
de los temas de teoria de niUmeros, para lo cual se propuspeandé manera autbnoma, la
divisibilidad de los llamados “enteros gaussianos o cojoplgaussianoZli]”, e introdujo
para este caso, entre otras, las nociones de unidad y nunrem fas cuales satisfacian las
mismas leyes establecidas en el libro VII de los elementdsudédes y asi pudo demostrar
un analogo del teorema fundamental de la teoria de niumeros.

Proponiéndose generalizar los resultados del paso dadeguss, Ernst Kummer estudio
anillos de polinomios ew de la formaag + ajw+ ayw? + - - - + ap_lwp‘l, con coeficientes

enteros, dondav es la raizp-ésima de la unid&#d. Estos son los llamados nimeros

21Todas la raices-ésimas complejas de la unidad vienen dadas por la formula:

V1= cos(@) +isen(@); k=0,1,....n—1.
n n

Todos los valores de la rafeésima de un nimero complejose pueden obtener multiplicando uno de estos
valores por todas las raicestsimas de la unidad. El producto de dos rafeésimas de la unidad también es
una raizn-ésima de la unidad, lo mismo que toda potencia de larrgé&ima de la unidad es también una raiz
n-ésima de la unidad. Sin embargo, para todexisten raices-ésimas de la unidad que no son raices de la
unidad de orden menor las cuales se llama@oes primitivas n-ésimas de la unidad

22Cuandow = €2/P se tiene que F W+ W2 + - +wP2 4 wP-1 =0,
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ciclotémicos que corresponden a la aritmética del arfi]?® que hoy es llamado anillo
ciclotdmico. Téngase en cuenta quanvs Wp €s una raiz-ésima primitiva de la unidad,

siendop un nimero primo, se puede escribir:
2P = xXP+yP = xP — (—yP) = (x+y)(x+wy) - (x+WPty).

Pensando en que esta factorizacion tiene lugar en el &millo Kummer lleg a suponer que
la descomposicion de todo elemento de este anillo en fagpoios era Unica tal como en el
caso del anillo de los enteros y de los complejos, y en coese@isiendo este un dominio de
factorizacion Unica, la conjetura de Fermat parga pfimo correspondiente seria verdadera
en general, de lo cual fue disuadido por Dirichlet.

Hacia 1844, Kummer reconocié que una descompaosicion unifacéores primos dejaba
de existir para ciertos casos, el primero de los cuales iacamandop = 23. Apenas hasta
1972 se demostré que el anillw| es de factorizacion Unica solo para ndmeros primos
menores que 23. Mas adelante, fruto de un estudio profundaginal de los niumeros
ciclotomicos en 1846, Kummer publicé unateoria en la queggomia remediar la situacion,
restableciendo esa importante propiedad, mediante dintcion formal de unos singulares
divisores imaginarios que los llamdimeros primos ideale€Esto le permitio dar una
condicion suficiente sobre el nimero primpara el cual seria valida la conjetura de Fermat.
Tales primos para los cuales es valido el Teorema de Fermdtasnados «regulares». El
método de Kummer hizo posible probar la conjetura para lasemas primos ubicados en el
rango entre 3y 100, con excepcidn de los numeros 37, 59 yridadlas «primos irregulares».
Kummer y Dimitri Mirimanoff también se propusieron atac&og casos aplicando otros
argumentos, pensando que de esta manera se podria denebsrarema para infinitos

nameros primd®, pero hoy se sabe precisamente que el método no funcionaupara

23g] anillo de enteros algebraic@w], del cuerpaQ(w), esta constituido por la totalidad de los nimeros
complejos de la formag +a;w+ - - - + a,_1W" "1, donde losy; son todos enteros racionales.
24Ampliando las técnicas utilizadas por Kummer y Mirimanoffos matematicos lograron hacer retroceder
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cantidad infinita de nUmeros primos.

Entre las consecuencias mas importantes que se derivasitieb Teorema de Fermat
esta el hecho de haber permitido plantear la pregunta ¢Bal@scnameros primop es
un dominio de factorizacion Unica el anillciwp]?, la cual constituye un tema crucial para
la teoria de numeros, considerada aun de mayor importaneialgteorema mismo. De
la misma manera, los trabajos realizados por Wiles con gigsito de demostrar dicho
teorema, constituyen una profunda contribucion a la tedeimimeros, asi no se hubiera
alcanzado tan anhelada demostracion. (La demostracidmitakefidel Ultimo Teorema de
Fermatfue lograda por el matematico inglés Andrew Wiles y anurei@ld26 de octubre de
1994°) (Stewart, 1977).

Frente a un panorama que mostraba un obstaculo aparentcemsmperable, Kummer,

aln mas las fronteras; tal es el caso de Wagstaff quien, bhafo 1980, alcanz6 a demostrar quéiimo
Teorema de Fermats valido para todos los exponentefastan = 125000 (Stewart, 1977).

25En el mes de Junio de 1993, en un congreso sobre teoria degs)meebrado en el Instituto Isaac Newton
de Cambrige, centro internacional de investigacion mateméase habia anunciado que Wiles ofreceria tres
conferencias sobre sus investigaciones acerca del tema&sanodulares, curvas elipticas y representaciones
de Galois”. El objetivo de estas investigaciones erdJkimo Teorema de Fermatero el razonamiento
presentado por Wiles en estas conferencias revelaba ur@atanfe laguna debida a la idea de utilizar la
construccion de un sistema de Euler, idea que tuvo que abangdara completar la demostracién, asumiendo
en su lugar “la hip6tesis de que ciertas algebras de Heckatsosecciones locales completas”. Por este motivo,
el 6 de diciembre de 1993, Wiles, en un mensaje por corretrégco, se referia a las “especulaciones” con
relacion a su trabajo sobre la conjetura de Taniyama-Shimuel Ultimo Teorema de Fermaexplicando
gue durante el proceso de revisién del mismo habian surggdims problemas de los cuales solo quedaba
uno sin resolver, consistente en el célculo final de unadranduperior establecida con precisién en el caso
semiestable (de la representacion cuadrada simétricadace una forma modular), para el grupo de Selmer
hallado mediante la conjetura de Taniyama-Shimura. Fiealenel 26 de octubre de 1994, Karl Rubin, mediante
un mensaje a través del correo electronico, informabaa‘@stma mafiana se han publicado dos manuscritos:

«Modular elliptic curves and Fermat's last teorem», de AmadWiles. (ideas de las conferencias de
Cambrige).

«Ring theoretic propeties of certain Hecke algebras», dad®d Taylor y Andrew Wiles. (propiedad que se
necesitaba para completar la demostracion).

La primera publicacion (que es larga) da a conocer una deaoid de, entre otras cosas|#imo Teorema
de Fermatbasada en la segunda publicacién (que es breve) para realipaso crucial” (Stewart, 1977).

La teoria de curvas elipticas contiene grandes problemaesblver, y el mayor de todos es la denominada
conjetura de Taniyama-Shimura para curvas elipticas sstaldes que establece que toda curva eliptica se
puede expresar de forma paramétrica, mediante las adecfuadtdones modulares, de la misma forma que
la “curva pitagérica”(a/c)® + (b/c)® = 1 es decir, la circunferencia trigonométrica, se expreséocea
paramétrica mediante las funciones seno y coseno. Coagittela relacién entre la ecuacitayc)® + (b/c)* =
1, en nimeros enter@s b, ¢y la circunferencia? +y? = 1; al expresarx = cosA = a/c; y = serA = b/c, el
punto(x,y) esta en la circunferencia parametrizade?@os serf A = 1 (Stewart, 1977).
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trabajando en un problema relacionado con las leyes de raéeaiprocidad, es decir, con
las condiciones en las cuales se cumple la ecuagi&rb™( modp), encontré una manera
de recuperar la unicidad de la factorizacion no solo paramhdsros ciclotdmicos sino para
cualquier sistema de numeros algebraicos. Para tal eféobolujoformalmentdos llamados
«factores idealesy desarrollo la teoria de lagimeros idealedos cuales, de acuerdo con su
postulacion inicial nada tenian de numeros, puesto que meralidealp es simplemente
una relacion entre nameros realmente existentes que seocamp la manera de una
congruencia médul@, pero sin olvidar que no existe numegpalguno como modulo para
dicha congruencia. Una manera de conjurar este comporitonile los nimeros ideales
consistia en interpretarlos como nameros auténticos al@etrun sistema mas amplio de
nameros algebraicos, y la otra opcion seria de consideradimo un conjunto de nimeros
dentro del sistema original. Kummer demostré que si erabfwka factorizacion Gnica de
los nimeros algebraicos utilizando los nimeros idealesqs;i a pesar de que no siempre
era posible factorizarlos mediante nUmeros primos. Asd phcaso de la factorizacion del

numero 6 er¥.[\/—5]|, se tendrian las dos descomposiciones siguientes:
6=2x3=(1+v-5)(1-v-5)

Kummer tuvo la genialidad de postular la existencia de losends «primos idealess, q,
r?5, que no pertenecen al anille)y/—5| puesto que son simplemente “simbolos”, pero que

al cumplir las condiciones

2=rp? 1++v—-5=pq
3=qr 1-v-5=pr

hacen posible recuperar el teorema fundamental de dess@igoinica en factores primos.

Con respecto a estos «<numeros» Kummer afirmaba:

26Lo nameros «primos ideale; q, r no pertenecen al anillé[/—5] puesto que son simplemente simbolos.
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Dado que los nimeros complejos ideales, como factores dernéncomplejos,
hacen el mismo papel que los factores existentes, los @esigios a partir de ahora de
la misma manera que a aquellos, #éa ), g(a), etc., de modo qué(a), por ejemplo,
serd un numero complejo que satisface un cierto nUmerondiegmio de condiciones
caracteristicas para los factores primos ideales, hazigpstraccion de la existencia del

numerof (a). (cit. en Edwards, 1980, p. 342.).

De esta manera, como fruto de sus indagaciones, Kummertedconmodo de recuperar
la unicidad de la factorizacion en nUmeros primos pero na @lazaso concreto de los enteros
ciclotomicos, sino para cualquier sistema de nUmeros egeis.

A proposito de los «simbologp; g, r propuestos por Kummer, es oportuno tener en cuenta
que este tipo de hechos no ha sido excepcional en materiatisem® que se trata de un
caso de los llamadasementos idealegue se introducen en matematicas para completar o
redondear una teoria, de tal manera que se permita enunadiang¢eoremas o propiedades
generales que no requieran nombrar casos excepcionalbsrtHil discutir el papel de
los elementos idealesn matematicas, presentd argumentos que ponian en eadpreel
infinito es un elemento ideal; asimismo en la geometria sedaten puntos y rectas en el
infinito como elementos ideales que permiten enunciar eergeteoremas acerca tanto de la
existencia como del nimero de raices de una ecuacion aidyitramo es el caso del teorema
fundamental del algebra y, desde luego, los factores isidatgeron posible enunciar, en

general, las propiedades de divisibilidad entre los nusenteros algebraicos.

2’Recuérdese que en 1545 Cardano, resolviendo la ecudion x) = 40 sali6 del apuro con las soluciones
5++/-15y 5—+/—15. Entonces “dejando a un lado las torturas mentales qaéneglica” segin palabras de
Cardano, al sustituir esta supuesta solucion en la ecyagdiene que:

X(10—x) = (5++v/—15)(5— v/—15) = 52 — (v/—15)? = 25— (—15) = 40

tal y como debe ser (es decir, “no tiene sentido, pero furtjorCardano afirmaba en su momento “asi se
manifiesta la sutileza de la aritmética, cuyo fin es tan reficadno inatil”.
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4.7.2. Los ideales en el enfoque de Dedekind

Antes de los trabajos de Gauss, la aritmética se presentaba gna especie de saber
constituido por hechos aislados. Es precisamente Gauss,qailemas de sintetizar los
aportes de sus predecesores, con su monumental Dbgaisitiones Arithmeticgeque
aparece en el afio de 1801, consolida las bases fundamedéalesmoderna teoria de
nameros y le otorga una auténtica dimension cientifica. Nsiaoite hasta esa época, la
teoria de numeros era concebida como un tratado Unicamergatdros, a pesar de que,
esporadicamente, en los trabajos de algunos matematicopariicular en los de Euler, los
ndameros complejos hacian presencia pero solo en calidagrdeniientas para el calculo de
los resultados de dicha teoria.

Los temas que Gauss desarrolld en [Hsquisitioneseran los siguientes: la relacion
de congruencia entera, la teoria de residuos cuadratioo®a$ cuadraticas y cuerpos
ciclotomicos. Posteriormente, en 1832, propuso una exteds| campo de la aritmética a los
ndmeros imaginarios y estudio las caracteristicas de isibiiidad de los enteros gaussianos
[(a+ bi) cona, b, enteros]. En esta propuesta, quiza demasiado audaz parangnto,
motivada por la necesidad de ciertos resultados con resliooadraticos, Gauss planteaba
gue los enteros gaussianos eran imprescindibles en el@dtith reciprocidad bicuadratica
y al mismo tiempo sugirié que otras leyes de reciprocidad rdelay superior requeririan
de la introduccion de otras clases de numeros complejogieexio asi una extension de

la aritmética.

El tema de los residuos bicuadraticos hace referencia adliestle las leyes de
correspondencia, es decir, sobre la relacién entre la iidadh de dos congruencias
x* =b( mobdq) y x* =q( modp). SiA = 2, se tiene una reciprocidad cuadrética si 3,

una reciprocidad cubica; 4i = 4, una reciprocidad bicuadratica, y asi sucesivamente.
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Gauss establecio la ley de reciprocidad cuadratica dbisaglisitionesy llego a publicar
hasta seis pruebas diferentes por cuanto dicha ley es #hdisglasico mas importante

a partir del cual se desarrolla sistematicamente la teeriaicheros. Se trata entonces
de obtener leyes de reciprocidad de grado superior “pormgendado un enterd

y un namero primop, ¢Qué se puede decir de la resolubilidad de la congruencia
x* = k(modp)? La basqueda de leyes de reciprocidad, como también etantesolver

el Ultimo Teorema de Fermat, han dado lugar a un extraoidimaige de dos ramas de

la teoria de nimeros: la teoria algebraica de niumeros y ie@tapalitica de nimeros”

(Gentile, 1985).

Asi las cosas, el tema de las leyes de reciprocidad era ung geihcipales en la teoria de
nameros durante el siglo XIX y segin Kummer, en 1850, el gmolal abierto mas interesante
(Haubrich, 1999, cap. 1) (citado por Ferreirds). Otro detlrmas que los matematicos

consideraban importantes era el referente al estudio derlaas cuadraticas binarias:
ax +bxy+cy’, ab,ceZ.

Al respecto, Lagrange habia introducido la nocion de forfegaivalentes”; por su parte
Gauss al estudiar el tema detenidamente, considerd lassctbs formas equivalentes y
también definid una “composicién” de formas. Es oportunaltas que tales formas con
dicha “composicion”, interpretadas en el lenguaje modecnastituyen un grupo abeliano.
Después de la propuesta de Gauss de 1832, algunos de los atiedsnalemanes mas
importantes tales como Jacobi, Kummery Eisenstein, iatentprobar leyes de reciprocidad
de grado superior. El siguiente paso decisivo lo daria Kunooén probd, en 1861, la
correspondiente ley de reciprocidad para todo primo requl&lacia los afios 1840 habia
comenzado a trabajar en el caso cubico, pero en 1844 en&bulificil obstaculo de que la
reciprocidad cubica requeria del empleo de los nimeroscanddgebraicos del anilld|a],

dondea es unaraiz de la unidad (es dexi = 1), y fue entonces, cuando Kummer constaté
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que, para el caso general, una descomposicion de estosasirnanplejos en factores primos

dejaba de ser Unica, como en el caso ya citado de las dos dessiciones:
6=2x3=(1+v-5)(1-v-5)

en la factorizacion del nimero 6 &f/—5]|, para lo cual propuso la brillante idea de postular
la existencia de los nimeros «primos idealpss, r que no pertenecen al anill&\/-5],
puesto que son simplemente simbolos, que con las condicfmesentadas anteriormente
(4.7.1) permiten recuperar el teorema fundamental de dgsesicion Unica en factores
primos (Ferreirés, 1999).

El mismo Kummer se habia manifestado bastante descongesladonsiderar tales
nameros primos ideales que eran solo simbolos y por coesiguno se tenia certeza de
su existencia, pero que al ser asumidos como element@galesatisfacian exactamente
las mismas leyes formales, como cualquier elemento de die (&dwards, 1980) (citado
en Ferreirds, 1999). Segun Haubrich (1999) (citado poreiés), la manera como fue
afrontado este problema, puede atribuirse que tuvo origena cierta carencia de rigor en su
presentacion o quiza en algunos vacios importantes enseisgs. No obstante, lo relevante
es que en estos hechos se encuentra, en potencia, la ideengprenllevaria eventualmente
a una nueva teoria de numeros ideales, intentando exgg@répiedades de factorizacion
de nameros algebraicos en general y de establecer un amdbggmrema fundamental de la
teoria de numeros, también para el caso general.

Es ampliamente conocida la importancia y la vigencia deddds conceptos referidos
en esta tematica, tanto en el algebra moderna como en la g®mumeros, razon por la
cual resulta conveniente y oportuno, a manera de digresiostrar cmo los mismos estan
articulados en el estado actual de la teoria.

Del algebra elemental se conoce que el caso de la extraceida thizn-ésima del

elemento unitario 1, (que para abreviar se denominara simgite unidad), es de particular
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importancia. Esta raiz tiemevalores, por lo cual se habla de las raicessimas de la unidad.

Todas estas raices-€simas complejas) vienen dadas por la formula:
n 2k . 2k
\fl:cos<Tn) +|sen(Tn), k=0,1,....n—1,

a partir de la cual se observa que: la raiz cuadrada de ladunietee dos valores: 1 y1; la
raiz cuartica tiene cuatro valores:-1]1, iy —i; los valores de la raiz cubica son:\v, W,

donde:

2 . 2 1 .
Wy = cos(?n) +|sen<§n) = ——+|£’,

2 2
W> = COS 4—” +isen 4—” ——}—i£3
2= 3 3)° 2 27

En una primera generalizacion, se tiene tpeos los valores de la raiz n-ésima de un
namero complejo se pueden obtener multiplicando uno ds eatores conjugados por todas
las raices n-ésimas de la unida@

Generalizando un poco mas, se observa que las raiéssnas de la unidad aparecen
relacionadas con los llamados polinomios ciclotdmicosa REefinir estos polinomios se
utiliza el concepto de raim-ésima primitiva de la unidad, cuya definicion, en términos
elementales, es la siguiente: raiz n-ésima de la unidad w es primitiva cuando, y solo
cuando, sus potencias‘wcon k= 0,1,...,n— 1 son diferentes, es decir, si con ellas se
agotan todas las raices n-ésimas de la unidad general: sives una raiz primitiva-ésima
de la unidad, el nimeraX es una raiz primitiva de la unidad cuando, y sélo cuakdes
primo conn.

En términos mas generales, dado un nimero natraha raizn-ésima de la unidad es

cualquiera de los nimeros complejos distintos que son raices del polinothio1.2° Una

28Asi mismo tanto el producto de dos raiceésimas de la unidad, como toda potencia de larrdigima de
la unidad y también el niimero reciproco de la reé&sima de la unidad es una rafzsima de la unidad.

29_a ecuacion" — 1 = 0 se llama ciclotémica porque sus soluciones estan estrestta relacionadas con
la construccion de un poligono regularmidos, inscrito en un circulo dado.
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raiz n-ésimaprimitiva de la unidadw es una raiz-ésima de la unidad tal que cualquier

potencia positiva mas pequefia queo es igual a uno, es decir,
wWK+£1 paratodo Kk<n.

Cada raim-ésimaw de la unidad debe sé&résima primitiva para alguk Unico tal que
1<k<n.

El polinomio®y(x) = qf>|(‘r|‘1)(x—wi), donde lasy; son las raices-ésimas de la unidad én
y ¢ es la funcion “fi"de E:Ier, es al-ésimo polinomio ciclotémico sobre el cuerpo

Se define el campo de descomposididde x" — 1 sobre un cuerp®& como lan-ésima
extension ciclotémica de.

Segun esto, el polinomig' — 1 tienen ceros diferentes en el campo de descomposicién
K. Estosn ceros forman un grupo ciclico de ordenPor otra parte, se conoce que un grupo
ciclico de ordem tiene ¢ (n) generadores y para el caso de los polinomios ciclotomicos,
de acuerdo con su definicion, estgén) generadores del grupo ciclico de orderson
exactamente las-ésimas raices primitivas de la unidad.

Considerando la definicion dekésimo polinomio ciclotdmico sobrE, dado que un
automorfismo del grupo de Galo®&K /F)3° debe permutar las raicesésimas primitivas
de la unidad, se tiene qu®,(x) queda fijo bajo todo elemento &K /F) considerado como
extendido de manera natural hakta|. De esta maner&,(x) € F[x]. En particular, para el
casoF = Q, ®n(x) € Q[x] y se puede demostrar qd®(x) es irreducible sobr@[x|. En este
orden de ideas, sV es una rain-ésima primitiva de la unidad, se puede considerar el caso
de las extensiones del cuerfuobtenido mediante la agregacion o adjuncidp de algunas
raices de la unidad, y de esta manera se ob{@néque es el cuerpo de descomposicion de
x"—1 sobreQ. En otras palabra&)[w] es el cuerpo ciclotémico obtenido por adjuncion a los

racionales de raices primitivas de la unidad. A manera dem@geque sintetiza y muestra la

30G(K /F) es el grupo de automorfismos del cuekpeelativos a un subcuergodeK.
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articulacion actual de estos conceptos, se tiene:

Teorema. El grupo de Galois de la n-ésima extension ciclotdmic&de&ned (n) elementos
y es isomorfo al grupo formado por los enteros positivos mesnque n y primos relativos

con n bajo la multiplicacién modulo n.

Coroloario. El grupo de Galois de la p-ésima extension ciclotomic&)deara un primo p

es ciclico de orden p 1.

Volviendo al tema inicial, el proceso que llevaria a una auésoria de numeros
algebraicos no era ni lineal ni continuo (Haubrich, 1998ao por Ferreirds). Para Kummer
y sus sucesores, los numeros ideales eran simplemente umamiemta necesaria para la
prueba de leyes de reciprocidad de grado superior. Debid@anicepcién tradicional de la
teoria de numeros, los nUmeros complejos eran considei@dga con cierta desconfianza
y la comprension de la aritmética de los numeros algebraimuy limitada. En el centro
de la atencion, en lugar de los nimeros ideales como medidsees 0 en el de los nUmeros
algebraicos, estaba la teoria de congruencias, incluylegds de reciprocidad y la teoria de
formas cuadraticas binarias, entre otros temas.

Dentro de este contexto solo Kronecker y Dedekind empremdiel proyecto de
desarrollar una teoria general de nimeros enteros algebr&erian estos dos matematicos
quienes, algunos afios mas tarde, introducirian dos nogedadciales: la ampliacion de la
teoria de niumeros a todas las clases de niumeros algebrioos Gauss lo habia propuesto
y ademas, preocupados por los problemas suscitados pamteeros ideales, trataron de dar
fundamentos satisfactorios a esta teoria. Kummer, hadia, h&bia solucionado el problema
de la factorizacion de los enteros algebraicos ciclotomguee, en términos modernos, son
los enteros de cuerpos ciclotomicdg(f ), cona* = 1). La teoria de Kummer trataba de
los nUmeros complejos compuestos por raices de la unidadgnod enteros. De acuerdo

con Edwards (1980) (citado por Ferreirds), existe evidedeique Kronecker habria logrado
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una teoria general antes de 1858, pero él se abstuvo degribli@in de dar indicios de sus
métodos hasta 1882 (Edwards, 1980, p. 329-330). La teoKaxhecker comprende también
los casos mas generales de cuerpos de funciones algebestadiados por Dedekind y
Weber hacia 1882. Por su parte, Dedekind trabaj6 en estegimgn un periodo de 14 afios,
con algunas interrupciones, hasta que finalmente encontr@eneralizacion satisfactoria
en el afio de 1870, la cual implicé una ruptura con la tradieidizo su emergencia con la
publicacion de la teoria de ideales de 1871.

La problemética de la teoria de nimeros o aritmética supencel siglo XIX, presentaba
un panorama bastante ambiguo, el tema central de atenaidndtituia la teoria de nUmeros
enteros algebraicos como una generalizacion de los appreeKummer habia hecho hasta
1856; en cambio la teoria de las formas cuadraticas binpaad a un segundo plano y
las leyes de reciprocidad ni siquiera fueron tenidas entaysor Dedekind, para quién, en
ese momento, el tema sobre el cual gravitaba su atencioricramteros algebraicos y en
especial los conjuntos de nimeros algebraicos como cugiguuios.

La generalizacion de los trabajos de Kummer, que hacia 1856oacretaban en el
tratamiento de los enteros algebraicos de los cuerpogdiaicos, constituia un problema
que para Kronecker y Dedekind era de mucho interés y al cdaal®n sus esfuerzos, pero
ya se ha mencionado el grado de dificultad que encerraba slanis pesar de que las
concepciones de Kronecker y Dedekind, con respecto a estaianao sélo eran diferentes
sino totalmente opuestas, frente a este problema pareauesdenian en comun ciertas
motivaciones que involucraban aun orientaciones de tipmaogico y una determinada
vision de las relaciones entre el algebra y la teoria de nistler

La propuesta de Kronecker y Dedekind, como solucién al problmencionado, fue la

31Se puede conjeturar que este hecho se debe a la influencidaigddien ambos matematicos, los cuél tiene
sentido por cuanto, como entusiasta lector de las Disquisit Arithmeticae, Dirichlet estuvo de acuerdo con la
propuesta de Gauss de la extensidn del campo de la aritmgétaiempre hizo énfasis en la fundamentacion
de la teoria de formas sobre los principios de la teoria deengsr{Haubrich, 1999) (citado por Ferreirés).
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definicion:un namero d€)(a) es entero si es raiz de un polinomio monico con coeficientes
enteros En otras palabras, en general e independientemente deliesplo de nimeros
complejos del que se trate, la definicibn de nimero entermeramteriores términos es
valida. Asimismoa es un nimero entero si es raiz de un polinomio de gra@ém el cual
el coeficiente de" es 1, y los demas coeficientes son enteros. Se supone queheldec
qgue, durante la década a partir de 1850, ambos matematicmiagsn la teoria de Galois
les permitid entrar en contacto y comprender la importadeida nocién de cuerpo dentro
de la misma. Por su parte Dedekind analiz6 la obra de Kummspuds de un estudio
muy detallado de la teoria de Galois e hizo una lectura darréesde el punto de vista
de los cuerpos de numeros. De esta manera, Kronecker y Deégdleigaron a formular
una definicién acertada de los numeros enteros (Sharlali;; Ha@brich, 19s99) (citado por

Ferreirds, 1999).

Aspectos metodolégicos y heuristicos de la teoria de idesle

Después de precisar la conceptualizacion de los nUmerersosrgara el caso general, en
términos de cuerpos de numeros algebraicos, ya se hackdep@snbién la generalizaciéon
de la teoria de Kummer. Sin embargo, esto no significa quepastepudiera llevarse a cabo
de manera Unica. Como es natural, la concepcion constigiatiye Kronecker lo llevaria a
investigar en el sentido de indicar con efectiva precisi&factores ideales. Para Dedekind,
en cambio, el punto central de la generalizacion de la telerf@ummer no tenia que ver con
la generalizacion misma, sino sobre todo con la metodaolpgigue su interés era lograr su
estructura y, en consecuencia, desde su enfoque corguptiistracto, buscaria establecer
una teoria en la cual sus objetos serian determinados ¢ogjda nimeros algebraicos y
a estos conjuntos, honrando el trabajo pionero de Kummeraegnte, los llamdleales

“Algo de lo cual Kummer estaba demasiado lejos” (Ferreit889).
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Cabe recordar que Kummer habia sefialado las propiedadaeteqisgetener un namero
entero algebraico para que fuera divisible por un numeralidentes que definir con
propiedad los numeros ideales. Para tal efecto proponf@iebmio irreducible

1
Fx)=x{—-=-1
(0= =

que define al entero ciclotomiaode la ecuacion
f(a) =yo+ 0+ +yu20H2

y utilizaba ciertas congruencias para determinar los fastaeales de cualquier nimero
primo p € Z. Entonces, Dedekind tratando de buscar la generalizacota deoria de
Kummer, en un primer intento, entre 1856 y 1862, empezé bas@éntambién en las
congruencias de orden superior y alcanzé a avanzar perogsar lllegar a la meta deseada.
Se mantuvo en la linea de Kummer mientras dependia de lag@guétude nimeros primos
ideales y se aproximé a la determinacion de factores ideslesd caso que tenia que ver
con el polinomio irreduciblé (x) asociado a cada entero ciclotomixd?; pero, nuevamente
surgiria un inconveniente, ya que, para el caso generaljaquier momento se presentarian
excepciones a pesar de que fuera posible acometer la dessioiop en factores ideales para
todo tipo de enteros algebraicos y de esta manera obtersmdpasiciones para gran parte
de los numeros enteros [Por este motivo, Dedekind no puldliedria que habia desarrollado
hasta ese momento (1860) (Ferreirds, 1991)]. Es decir, Kiedlse encontro con el caso de
cuerpos que contenian numeros (primos) cuyos factoreggiieales no se podian estudiar
utilizando las congruencias de orden superior, y hasta,li82abia logrado desarrollar
una demostracion del teorema de factorizacion que fuerdavphra el caso general. Por
cuestiones de trabajo (Escuela Politécnica de Zurich, 13%®r tener que dedicarse a la

preparacion para la publicacion de los trabajos de Gausmain (1862), lo mismo que la

%2Los factores primos ideales, para todo prirpoc Z son esencialmente determinados por ciertas
congruencias de orden superior que tienen que hacerde(gpn
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primera edicidn de lagorlesungerde Dirichlet, Dedekind interrumpio la investigacion en la
teoria de numeros algebraicos.

En el afio de 1869 emprendié la preparacion de la segund@edieilas Vorlesungen de
Dirichlet, hecho este que, segun Ferreirds, lo animé a tatevuevamente desarrollar una
teoria general de numeros ideales. Después de retomaralteantinuar desarrollando el
mismo durante un afio lleg6 a convencerse de que el camin@djesdria a encontrar una
salida satisfactoria al problema, era proponer una nuewaulacion de la parte central de la
teoria y en lugar de trabajar directamente sobre los nunadgebraicos y sus propiedades,
fiel a su enfoque conjuntista, optd por una reorientaciéremspda reformulando toda la
tematica en términos de la teoria de conjuntos, es decirarirtos de conjuntos de nimeros.
De esta manera, empieza por presentar la nocion de cuexfaoatiemas de anillos de enteros,
de modulos y, desde luego, de ideales. Esta aparentemerevigta decision de Dedekind
tendria un efecto definitivo en el algebra en general y juoto la nocidn de grupo, las
nociones de cuerpo, anillo, modulo e ideal entrarian a fopage de la base del algebra
moderna.

Para analizar, desde la perspectiva metodoldgica, laseazmr las cuales Dedekind tomé
la decision de dar una reorientacion a su trabajo sobre teaatde ideales y reformular toda
la tematica correspondiente en términos de conjuntos derusnes conveniente tener en
cuenta que Dirichlet, Riemann y Dedekind, siguiendo ladide Gauss, impulsaron una
concepcion de las matematicas fuertemente abstracta quogfich al llamado grupo de
Gotingeri, en contraposicion con el enfoquedhstructivistd de la escuela de Berlin. Dicha
concepcion se caracterizé por “una fuerte unidad metodtdd@erreirds, 1991). Hay que
recordar también la influencia de Dirichlet en su trabajoresdboria de nimeros y en el
planteamiento del “problema de encontrar un desarrollgoigp de toda la aritmética”. De tal

manera que su perspectiva metodoldgica estaba guiadagrfioglue conceptual abstracto y
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la tendencia por la aritmetizacién, coherente con “la ideguk el progreso de la matematica
depende de la creacion de nuevos objetos y nuevas nocienkestual habria que agregar
también “el hecho de haber encontrado la definicion corgtantile ideal, que satisfacia
plenamente los requisitos metodoldgicos a los que venigsiémiifiose desde finales de los
afos 1850” (Ferreirés, 1991). En consecuencia, la tearia tpie ser reestructurada a partir
de la definicién de ideal segun su enfoque conjuntista aftstrabandonando desde luego
su primer intento que, entre los afios 1856 y 1862, desatvadndose en las congruencias
de orden superior, respecto a lo cual, el mismo Dedekindrexplos argumentos en los

siguientes términos:

Aungue estas investigaciones me llevaron muy cerca delivbjgue buscaba, con
todo no pude decidirme a publicarlas porque la teoria atiofandamentalmente de dos
imperfecciones. La primera consiste en que la investigad@®un dominio de nimeros
enteros algebraicos se basa en la consideracién de un naletmminado y de la
ecuacion que le corresponde, concebida como congrueneia,que las definiciones
de los nimeros ideales (0 mas bien, de la divisibilidad poneras ideales) que asi se
obtienen, como consecuencia de esta forma de representacioreta que elegimos, no
permiten reconocer de antemano el caractendiziancia que realmente corresponde a
esas nociones; la segunda imperfeccion de esta fundandentansiste en que a veces
aparecen excepciones caracteristicas que exigen un igatanespecial. (Dedekind,

1930, vol. 1, p. 202).

En este orden de ideas, Dedekind sostiene que al definir dsnas de cuerpo, entero
algebraico e ideal, de manera abstracta, no se requiereodmd$ de representacion

particulares”, sugiriendo asi la necesidad de buscar difirés invariantes de los objetos

33Una caracteristica metodoldgica propia tanto de la mateaétoderna como de la matematica actual la
constituye la busqueda de definiciones invariantes de lesastde la teoria. Este era uno de los conceptos que
mostraba las posturas radicalmente opuestas entre KremgBledekind.
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de la teoria.

En cuanto a la segunda objecion por la cual Dedekind abandbdésarrollo de la
teoria de ideales por la via de las congruencias superigr@sinto de vista que defendia
estaba encaminado a la busqueda de una teoria general omsedecaba que una teoria es
completamente satisfactoria solamente cuando alcanzasmangeneralidad. En este punto
se pone en evidencia su diferencia sobre el tema con Kummr,cterés era simplemente
el célculo de los factores primos de los enteros ciclotémy@bque consideraba su teoria de
nameros ideales como un simple instrumento para aplicaf@iavestigacion de las leyes de
reciprocidad. Aun mas, para Kummer le era indiferente ertgne emplear varios métodos
distintos que inclusive pudieran depender del conocirnielet propiedades particulares de
la clase concreta de los nUmeros que eran objeto de investigapensaba ademas que tal
diversidad de casos no solo era inevitable sino positivagoesecuencia critico la teoria de
Dedekind por su abstraccién y generalidad. Dedekind poage preocupado por los errores
que generarian las concepciones de Kummer consideré niecedsfinir con precision los

ideales y su multiplicaciéon. Esta inquietud la expreso srslguientes términos:

Kummer no definié los propios nimeros ideales, sino solovaidilidad por estos
nameros. [...] Aunque esta introduccion de nuevos nimeataalmente legitima, de
todos modos es de temer que, por el modo de expresion elégialolar de determinados
ndmeros ideales y de sus productos, asi como por la analggiesta con la teoria de
los nUmeros racionales, se vea uno llevado a conclusioeepjiadas y demostraciones
insuficientes, y en efecto este peligro [écueil] no fue eataompletamente. Por otro
lado, una definicion exacta y que sea comun a todos los nlrid®akes que se trata
de introducir en el dominio numériaD, y al mismo tiempo una definicion general de
su multiplicacion, parecen tanto mas necesarias cuantegias nimeros no existen en

absoluto en el dominio numérico considerdqDedekind, 1877, p. 268).
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En una carta a Lipschitz del 10 de junio de 1876, acerca délgra de la existencia de

los niumeros ideales afirma;

En mi teoria de los nimeros enteros algebraicos nunca s& talbiimeros ideales,
sino solo de ideales, es decir, de sistemas de numeros, lasdosales disfrutan de la
clara luz solar de la existencia real dentro del donn@Lipschitz, 1876, p. 62) (citado

por Ferreirds, 1991).

Ademas de la necesidad del rigor, como una razon esencialdeb enfoque, que esta
relacionado también con la desconfianza ante el supuestooeefos” que no existen
realmente, surgian problemas referentes a la adecuacifos daétodos empleados para
alcanzar los objetivos teoricos que se buscaban. Dedekémpee separd claramente
los problemas que tenian que ver con polinomios y ecuacialyebraicas, de aquellos
relacionados con teoria de numeros, aun cuando reconoei@rgbos tipos de problemas
estaban intimamente relacionados. Precisamente el hechmtdr los temas de teoria de
nameros con otros totalmente ajenos, cuando Kroneckea hesd del llamado “artificio
metodico de los coeficientes indeterminados”, al tratareblema de los factores ideales
mediante un rodeo a través de un anillo de polinomios (Edsyd@B0) (citado por Ferreirds,
1991) era la principal critica que le hacia al punto de vista&bnecker. En la década de
1890, Dedekind hizo criticas similares contra la orieraace Hurwitz para tratar la teoria
de ideales, influenciado en cierta medida por el enfoque ded€ker (Dedekind, 1930-1932,
vol. 2, p. 53) (citado por Ferreirés, 1999).

Dedekind plantea ademas la exigencia de que cada teorigeletbesarrollada de manera
auténoma, esto es, a partir de sus propios medios caréctEsjssin recurrir a elementos
ajenos tomados de otras teorias; en otras palabras, estdoesa como él explica lo que
significa que cada teoria sea formulada y desarrollada emaf¢pura’. Esta demanda la

plantea con frecuencia en sus escritos; en especial, eficggee tienen que ver con la
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fundamentacién de la aritmética, manifiesta el requeritnida que esta debe ser desarrollada
a partir de sus propios principios.

Encaminado a satisfacer este requisito gerézd, Dedekind proponia el siguiente
método: cada vez que se encontrase un resultado nuevo, dies@wemplear cualquier
tipo de medios auxiliares, se debia hacer el esfuerzo popmderio en un nivel mas
profundo transformando las demostraciones y simplifickasdoasta identificar aquello que
constituye el nucleo que expresa el contenido puro que $& dhetkas del primer resultado

y de esta manera se lograria aislar el mencionado contepiudo™que pudiera estar detras
de resultados complejos. Dedekind describio en estosriiémta forma en que, por ejemplo,
transformé un enfoque de la teoria de ideales algo simikda Hurwitz, en la cuarta version
de su teoria de ideales (ver Dedekind, 1930-1932, vol. 2)158).

El significado de “puro”, en el contexto de la teoria de nursemebe entenderse
como expresado en términos de nameros, conjuntos de nuamdrosmomorfismos. Esta
concepcion pone en evidencia que sus investigaciones encasipo siempre estaban
orientadas de manera coherente con el punto de vista ddr@etiziacion, es decir, todos
los conceptos o los objetos complejos deben ser genétitameducidos a los niumeros
naturales. Por otra parte, la teoria debe ser estrictanteabectiva y, por supuesto, las
formas auxiliares de representacion deben ser reempRpadaonceptos abstractos. Una
reformulacién de cualquier resultado preliminar en estasinos deberia concluir en
definiciones de los conceptos basicos, caracterizandoriasigales propiedades de los
objetos de estudio y, en consecuencia, ofrecerian unadléedzeEara un desarrollo deductivo
de toda la teoria. Una vez logradas las principales defimésipel esfuerzo final que debiera
hacerse estaria encaminado a adaptar, lo mas cercanatgutiieate posible, todos los medios

de prueba a aquellas propiedades basicas y al lenguajei#lssnte, este era el método que

Dedekind aplicé en los casos de grupos, ideales y cortadroam también en su trabajo de
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acuerdo con el enfoque conjuntista.

Dedekind era consciente ademas, de que estas nuevas oordicequeririan asumir
una postura que estuviera en disposicion de aceptar nuefiagcidnes, nuevos enfoques
tedricos y medios de prueba que la mayoria de mateméatidosaada prefiriendo el lenguaje

tradicional en el cual habian sido formados. Al respectolagamente lo expresa:

Pero en esto muy pocos me daran la razon; la mayoria considguke todo aquello
gue se le ha hecho familiar mecanica e inconscientemenyéstde la practica de toda
una vida, y no considera en absoluto qué larga es a menudddaaae pensamientos
que entra aqui en juego. (Carta a Frobenius del 8 de febrek83%e en Dugac, 1976, p.

283).

“En el caso de los ideales, esto resultd ser una verdadersopieion: aunque aceptaron
la nocién de ideal como conjunto de numeros, Hurwitz y Hilladandonaron la definicion
conjuntista-estructural propuesta por Dedekind, a fawrottas elaboradas en términos
formalistas que recuerdan a Kronecker. Solo en 1930 corelacédn del Moderne Algebra
de van der Waerden, influido decisivamente por Emmy Noe#igerecupero la definicion
propuesta por Dedekind sesenta afios antes” (Ferreird$).199

Estas exigencias metodologicas sobre la reestructurdeidas teorias en forma “pura”
afectaron el acercamiento de Dedekind a la teoria de lok&leaso en el cual, en términos
de exigencias metodoldgicas, esta teoria coincide clar@neen la construccion del sistema
numeérico. Dedekind expuso esta relacion en la introducaian articulo suyo, en francés
del afilo 1887, en el cual equipara los ideales con los niumeadssr definidos mediante
cortaduras, puesto que en ambos casos, el problema cogsiktantroduccion de nuevos
“elementos aritméticos” (Dedekind, 1887, p. 268-269). &ad sintetizd las exigencias

comunes, en los cuatro puntos siguientes:
1. “La aritmética debe desarrollarse a partir de si misma&udgkind, 1872, p. 321), esto
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es, debe mantenerse al margen de elementos extrafios, yaesddrla nocion de
magnitud en el caso de los numeros reales o del empleo deopitia en el caso

de los ideales.

2. Cuando se introduzcan nuevos elementos, éstos han desgefior medio de las
operaciones y fenomenos dados en los ya conocidos; porlejdmpritmética d&) y
las cortaduras sirven para definir los nUmeros reales, @& igodo que la aritmética

deC es la base de las operaciones sobre ideales.

3. La definicion de los nuevos elementos debe ser completargeneral e invariante:
no se deben definir unos nimeros reales como raices, otraslogaritmos, etc., del
mismo modo que no deben emplearse distintos métodos pamanitedrios factores

ideales (como hacia Kummer).

4. Ladefinicion ha de constituir un fundamento sélido paestaucturacion deductiva de
la teoria; debe permitir la definicion de las nuevas openaedy la demostracion de los

teoremas pertinentes.

Estos cuatro requisitos basicos operan de la misma manezhcemtexto de la teoria
de ideales como en la teoria de nimeros reales y en la de losrogimaturales, ya que
justamente fueron concebidos con el propésito de preselnt@arco general dentro del cual
seria posible fundamentar y desarrollar satisfactoriaenkentotalidad de la aritmética, el
algebra y el analisis de aguel momento (Ferreirds, 1991).

La nueva nocion teorico-conjuntista de ideal debio ajgstar la rigurosa metodologia
establecida por Dedekind sobre la base de sus planteasar#oca de la teoria de ideales.
En realidad, el lenguaje de los conjuntos siempre fue unaménta fundamental y muy
atil que le permitié cumplir todos sus requisitos al trataraghlicar sus principios en los mas

diversos contextos; pues, como ya se ha dicho, para Deddimaociones de conjunto
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y aplicacién, como ideas primitivas, formaban parte de {fckd esencial para derivar la
matematica. En el siglo XIX los conjuntos fueron concebicm®o clases ldgicas y, como se
sabe, desde el punto de vista l6gico, una clase es simplemlectrrelato extensional de un
concepto. Esta fue entonces la concepcion de Dedekindtdurarcho tiempo y, a pesar de
que parece haber querido abandonarla a cambio de un enfosfuacio en su obra de 1888,
extrafiamente, la reconstruccién que Dedekind hace, de¢goague le condujo a la nocion
conjuntista de ideal, ofrece una diafana confirmacién skzbneanera como se utilizaba esa
transicion l6gica concepto/clase, hasta tal punto de balmenstituido en un apoyo heuristico
para la concepcion de la teotfa

Haciendo referencia al primer enfoque del problema de l#of@acion de ideales
mediante congruencias superiores, Dedekind hace la udoo@h de su reconstruccion y lo

expresa en los siguientes términos:

No he llegado a la teoria general y sin excepciones [...] més tcas haber
abandonado enteramente el antiguo enfoque mas formalgylbabemplazado por otro
gue parte de la concepcion fundamental mas simple y fija ladailnmediatamente
en el fin. En este enfoque, ya no tengo necesidad de ninguaeid@renueva, como la
del nimero idealde Kummer, y basta completamente la consideraciorsidegma de
numeros realmente existentgge llamo unideal. Como la potencia de este concepto

reposa en su extrema simplicidad, y como mi deseo es antdrtsgioar confianza en

34Se debe tener en cuenta que Dedekind era logicista y quetduhsiglo XIX la teoria de clases era
fundamental y un punto central para la légica, como lo comdirfas doctrinas de Boole, Peirce, Peano y
Schrdder; por tales razones, Dedekind no consideré néaéagustificacion de que los conjuntos formaban
parte de la légica, ya que ésta era una de las propuestasdrades del logicismo de finales del siglo XIX.
Segun los planteamientos logicistas, los conceptos des@ban un papel clave en la légica y ademas, esta
escuela, afirmaba la existencia de una relacion directa eatrceptos y clases.

Por otra parte el desarrollo del enfoque logicista coirdcadin el momento en el cual hacia emergencia la
teoria de conjuntos en el panorama de las matematicas yeiacia de 1870 aparecieron en Alemania diversas
publicaciones en las cuales se utilizaban los conjuntasfpadamentar la nocion de nimero, para desarrollar
la teoria de funciones reales, para los avances en el algéhcausive en el campo de la geometria. Alin mas,
durante el dltimo tercio del siglo XIX, el movimiento logita defendia la tesis de la reduccion de la matematica
ala légica (Ferreir@s, 1994).
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esta nocion, intentaré desarrollar la serie de ideas quemednducido a este concepto.

(Dedekind, 1877, p. 268).

En la introduccion al articulo “Sur la théorie des nombreseesn algébriques”, publicado
en 1876/77, describié el camino que lo condujo a formularet@ia de la factorizacion
de enteros algebraicos en términos de ideales. La intratufwe considerada como una
descripcion histérica del proceso de sus propias reflegienelas cuales él “escribié cada
palabra solo después de la mas cuidadosa reflexion” (Liizsdl9i86, p. 59). Esta descripcion
es de especial interés ya que muestra sus supuestos ioglicicluyendo concepciones
subyacentes con relacion a la nocion de conjunto.

Es de notar como Dedekind afirma que el enfoque teorico-ntisfa de la teoria de
ideales partiendo de la mas simple concepcion basica, fijarkda directamente en el fin.
Esto puede ser interpretado literalmente como que la co@efundamental mas simple
es la nocion de conjunto, y los conjuntos llamados idealetetgrminan fijando la mirada
directamente en la meta de establecer la teoria de la divaith de los enteros de un
cuerpo. Estudiando el conjunto de los multiplos de un emtadw, determina dos propiedades
caracteristicas de este tipo de conjunto y define un ideadrsamente, condicionado a la
satisfaccion de esas dos propiedades.

Dedekind deseaba tener una definicién precisa y generalddes fos factores ideales
en consideracion, asi como una definicion general de la phicéicion de los mismos.
Este hecho es coherente con sus exigencias metodologarastambién fue un resultado
de sus experiencias previas con las ideas de Kummer y surprit@eria. No se habia
dado una definiciobn general de todos los factores primodeslea el propio Kummer
no definié satisfactoriamente el producto de factores édedb cual Dedekind considero
como la causa de algunas deficiencias en sus pruebas (Haul99, cap. 2) (citado por

Ferreirés). Bajo estas condiciones, tenia la expectavaue una definicion articulada
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de todos los ideales hiciera posible una prueba generakdetrha fundamental, que no
se habia podido lograr con su primera teoria. En ésta, Dedlekirodujo los factores
ideales y definio la divisibilidad de los mismos en conexi@m ena 0 mas relaciones
de congruencia que debian satisfacer o no los enteros algedbrLos factores ideales se
introducian mediante determinadas relaciones de congieugne Dedekind entendia como
“propiedades’a,b,c,... que pueden poseer o no los niumeros en consideraciéon. Estonce
se tendria una definicion explicita de los nimeros ideales sudnultiplicacion si: por una
parte, fuera posible establecer qué tienen en comun totes@epiedades empleadas para
introducir los factores ideales; y por otra, también fuarsilple sefialar como a partir de dos
propiedades, b se deduce una terceca de manera que el factor ideal que corresponde
a la tercera pueda llamarse producto de los factores comdgmntes a las dos primeras

(Ferreirds, 1999). En este punto, Dedekind plantea:

Este problema queda esencialmente simplificado por lasximfies siguientes.
Como tal propiedad caracteristieano sirve para definir el propio nimero ideal, sino
solo la divisibilidad de los nimeros contenidos @rpor un nimero ideal, se ve uno
conducido naturalmente a considerar el conjuhtie todos los nimeras del domino
O que son divisibles por un nimero ideal determinado; en losigiee, llamaré a tal
sistemaA, para abreviar, un ideal, de manera que a todo nimero ideahdeado le
corresponde un ideal determinado Pero como, reciprocamente, la propiedacds
decir, la divisibilidad de un niumera por el nimero ideal, consiste GUnicamente en que
a pertenece al ideal correspondieAtesn lugar de las propiedadag,c, ..., por medio
de las cuales se ha definido la introduccién de los nUmerageisiese podran considerar
los ideales correspondient@sB,C, ..., para establecer su caracter comun y exclusivo.

(Dedekind, 1877, p. 270).

El paso de las propiedades de congruencia hacia el lengad@sdtonjuntos que las
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satisfacerian, que Dedekind consider6 como sugerido denaaatural para el problema en
discusion, era bastante extrafio y dificil de comprendex pas contemporaneos, siendo éste
uno de los motivos por los cuales la teoria de ideales no erargienente aceptada hasta
los afios 1890. Lo que hacia que para él este hecho resultaralpara su familiaridad con
los conceptos de la légica tradicional, segun los cualesiesicion de una propiedad a una
clase era en realidad absolutamente natural, y sobre todondianza en el enfoque teorico
conjuntista que sustentaba una concepcion légico-abetdeclas matematicas. Sin estas
consideraciones la relacion entre las matematicas y logitims o cualquier concepcion
|6gica, pareceria completamente falta de claridad.

Bajo estas condiciones, Dedekind se vio en la necesidad amear las propiedades
que caracterizan el tipo de conjuntos anteriormente meadius, es decir, una definicion
general de ideales consistente en condiciones necesaidiigntes para que un conjunto
de numeros enteros pudiera ser un ideal, y puesto que elvobiit la teoria era el de
establecer las leyes de divisibilidad para nimeros entdgabraicos, los nimeros enteros
también tuvieron que ser analizados desde la perspectilatderia de conjuntos. Esto lo
hizo sin dificultad considerando los llamadadeales principales, los cuales son conjuntos
de numeros enteros que son divisibles por un nimero enggebraico dada. Al estudiar
este caso, Dedekind fue capaz de encontrar dos condicioegsizg6 apropiadas para una
definicion general de ideales. En efecto, el conjunto de l@i§plos dea debe satisfacer las

dos condiciones siguientes:

I. Las sumasy las diferencias de dos niUmeros cualesquieréstihs A son siempre

numeros del mismo sistema A.

II. Todo producto de un numero del sistema A por un nimero dens&sO es un

namero del sistema ADedekind, 1877, p. 271).

Es decir, todo subconjunto d2 que cumpla estas dos propiedades, independientemente
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de que sea o no el conjunto de mltiplos de un enterse llamara ideap.

De este modo obtuvo una definicion invariante y general qaba®asada exclusivamente
en la nocion de conjunto y en las propiedades aritméticasgmnente definidas de los
nameros complejos y que ademas cumplia las exigenciaszatad anteriormente. Sin
embargo, Dedekind, debido a su trabajo de muchos afios coarasindeales, considerd
la necesidad de comprobar si la nueva definicién tenia seetigése contexto. Esto también
se hacia necesario, porque todavia tenia dificultades comé&iodos de prueba tomados
de su primera teoria y entonces tuvo que demostrar queaedisisomorfismo entre ambos
enfoques (Haubrich, 1999, cap. 10) (citado por Ferreif@sjlekind se esforz6 por demostrar,
después de muchos intentos fallidos y con grandes difi@dtague cualquier ideal, en el
sentido definido anteriormente, era cualquier conjunto d#iphos de un entero dado (un
ideal principal) o un namero ideal en el viejo sentido. Enlidea, esto corresponde al
contenido del “teorema fundamental” que puede ser enamia su primera version de
la teoria de 1871. La idea basica de ir de un factor ideal aeal @brrespondiente, sugirid
a Dedekind, por primera vez una manera de demostrar el tadieamdlamental en toda su
generalidad.

Como se puede observar, el punto de vista de la teoria dentosjtesultd crucial tanto
para establecer la nueva definicion basica, como para lsanesvategia de prueba que
finalmente satisfizo la demanda de generalidad.

Los ideales cumplieron todas las exigencias planteada®edekind concernientes a
definiciones, pruebas y al acercamiento conceptual abstaalas matematicas en general.

Esta parece haber sido la razon por la cual él tomé partidelptama y por el enfoque

35La definicion de ideal que aparece en los actuales librosgébéd moderna, se expresa practicamente en
los mismos términos: Un subconjunto no vadiae un anillo conmutativi®, se llama un ideal bilateral de
si: I.cuandem e U y b e U entoncega—b) e U, y Il. Paratodaa € U y r € R, tantoar comora estan efJ.

El concepto dedeal desempefia, en la teoria de anillos, un papel analogo al geengefia el concepto de
subgrupo normaén la teoria de grupos.
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conjuntista de la teoria de numeros algebraicos, a pesamuéeagn después de 1870
y no obstante lo novedoso de su acercamiento, esto fuel diiccomprender para sus

contemporaneos (Ferreirds, 1999).

Desarrollo y estructuracion de la teoria de ideales

Como ya se ha dicho Dedekind y Kronecker consideraban quengb gle partida para
lograr la extension de la teoria de Kummer para anillos derestmas generales tenia como
requisito encontrar la definicion correcta de nimero engeem consecuencia, iniciaron el
proyecto de desarrollar una teoria general para todasalssstie nUmeros algebraicos, en los
términos que Gauss lo habia propuesto y también trataraimd@rfmentar satisfactoriamente
la teoria de los numeros ideales. En este sentido, paraajeaelos trabajos de Kummer
relacionados con el tratamiento de los enteros algebraleoks cuerpos ciclotomicos,
propusieron la definicion que precisaba que un nimerQ(@e) es entero si es raiz de un
polinomio ménico con coeficientes enteros. La generalirade la teoria de Kummer seria
posible después de dilucidar el tema de la conceptualizagaeral de los nUmeros enteros
en términos de cuerpos de numeros algebraicos. Pero paekibeécl punto clave de la
generalizacion tenia que ver principalmente con la metgdalmediante la cual se lograria
estructurar la teoria de los nimeros ideales de acuerdol@gam® de vista conjuntista y
abstracto, para lo cual tomo la sorprendente y audaz dedsideformular el problema en
términos de la teoria de conjuntos.

Dedekind manifestaba que entre 1856 y 1862, animado poalsjty de Kummer en la
determinacion de factores ideales de cualquier nUmeroopnmediante el uso de ciertas
congruencias de orden superior, avanzé considerablemesteinvestigacion, pese a lo cual
no decidié publicar los resultados, por cuanto la teoriambda de esa manera la considero

insatisfactoria en dos aspectos: uno de ellos hacia refarahhecho de que las definiciones
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de los numeros ideales, o mejor, la divisibilidad por nursédeales “que asi se obtienen,
como consecuencia de esta forma de representacion coficiete permiten reconocer
de antemano el caracter devariancia que realmente corresponde a esas nociShes
(Dedekind, 1930, vol. 1, p. 202). El otro tenia que ver conuladamentacion misma y
consistia “en que a veces aparecen excepciones caraciésrigie exigen un tratamiento
especial” (Dedekind, 1930, vol. 1, p. 202). Entonces, Dadk#firma que su nueva teoria, es
decir, lateoria de ideales, por el contrario, se basa exalmgnte en conceptos como cuerpo,
namero entero, o ideal, los cuales se pueden definir sinrfeauepresentacion particular de
nameros. Agrega ademas que, de esta manera, el primerassatisfactorio desaparecey,
justamente por el caracter extremadamente simple de estosos se muestra que en él
las pruebas de las leyes generales de divisibilidad no hdisgncion alguna de caso.

Avigad (2006) afirma que al extender estos desarrollos n#tens pueden darse
resultados favorables o desfavorables. Asi cuando unreste;, wo, ..., Wi} de numeros
enteros, en una extension finita de nimeros racionalesnsaleoa una base para el anillo de
nameros enteros en ese cuerpo, cada elemento del anillede pypresar de manera Unica
como:

a1W1 + apWp + - - - + aWg

dondeay,...,ax_1 son enteros ordinarios. En este caso, lo favorable seriacqaedo
un anillo de numeros enteros en una extension finitaQdeéene una base de la forma

{1,6,62,...,05 1} para algin elementi®, la teoria de congruencias superiores de Dedekind

36seglin Edwards para reformular la teoria de Dedekind de 187 inanera de Kummer y generalizarla a
cuerpos de numeros arbitrarios, habria que representfaetdr ideal por un p&wp, p) dondep es un nimero
primo que perteneceZay @ es un entero del cuerpoque satisface las dos condiciones:

1. Signo es congruente cor{ Modp), es decirg/p no es un entero del cuerpa

2. Sia y B son enteros del cuerp¢ tales quex 3 = 0(modp), entonces o biea 8 = O(mbdp) o bien
Ba =0(mbdp).

Se dice que un entefddeK es divisibleu veces por el factor ideal del casg&i* = 0( modpH). Dedekind
en lugar de definir un ideal mediante un par representgni®, prefirio la definicion conjuntista de ideal por
ser simple e invariante.

225



proporciona una generalizacion de la teoria de los divisddeales en el sentido de
Kummer; pero esto no sucederia cuando cada anillo de nureetesos carece de una
base de esa forma. En cierto modo, Kummer se podria consifersunado por cuanto,
excepcionalmente, este es el caso de los nimeros entdaiémicos’.

Sin embargo, después de analizar otros casos similares d® gmncluir que es
posible prescindir completamente de la teoria de las cengras superiores y considerar
representaciones mas generales de divisores ideales.nSactencia, Dedekind establece

como criterios importantes para la teoria de divisoredédedos siguientes:

= Generalidad: en el sentido de que la teoria debe aplicamsid@sae nimeros enteros
mas alla de los enteros ordinarios, esto es, a enteros gaassenteros ciclotomicos,

y a los anillos de los enteros cuadraticos que eran utilzado Euler.

= Uniformidad: en cuanto a que la teoria debe abarcar todos ea$os, y, de hecho, una
definicion de los divisores ideales debe dar cuenta de todadivisores ideales en un
anillo dado de numeros enteros. Ademas, tanto como sea@dsib pruebas deben

cubrir todas las situaciones uniformemente sin distind®casos.

= Familiaridad: segun la cual el propdsito general es restablla propiedad de
factorizacion Unica, tan importante para los numeros esterdinarios, de tal manera

gue sea posible llevar resultados a los nuevos dominios.

Dedekind demuestra ademas, a través de todos sus ese@ids, sl Habilitation en 1854,
que es un profundo conocedor del papel que juegan las defiegien la estructuracion
de una teoria. Destaca que, en los dominios extendidospaa@ones deben mantener su

validez en general como la tienen en los dominios restroggilista es una de las exigencias

37En general, se puede encontrar siempre el entero algelfréatque{1, 8,62, ...,6% 1} es una base para
el cuerpo de los numeros complejos formado por el sistemanibioaciones lineales de esos elementos usando
coeficientes racionales.
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ya planteadas anteriormente en el sentido de que al intirodl&nentos nuevos, en la

reestructuracion de las teorias en forma “pura”, estosrdsbedefinidos, en forma general
e invariante, por medio de las operaciones y fendmenos daudtss ya conocidos. De la

misma manera, para la estructuracion deductiva de unatdariefinicion debe constituir

un fundamento firme que posibilite fijar con exactitud y dad las nuevas operaciones y la
demostracion de los teoremas pertinentes.

En el caso de los divisores ideales enfatiza también ques edi@tos dentro de un
desarrollo tedrico se deben identificar con las “cosastratiendo por “cosa” todo objeto
de pensamiento. Agrega ademas, que la definicion de nuejge®tdebe ser independiente
de la manera como se representan y las discusiones que lbsaimpo deben depender
de representacion particular alguna, de tal manera que cosa “‘queda completamente
determinada por todo aquello que se puede decir 0 pensdati@dekind, 1998).

Sostiene Avigad que en una segunda version de la teoria diesdde Dedekind, que
fue publicada entre los afios 1876 y 1877, se encuentran porefos dos diferencias
significativas con relacion a la version de 1871. La primienaet que ver con el tratamiento
de la multiplicacién de los divisores ideales. En la presgioh de 1871, después de definir
la nocion de ideal, Dedekind define la divisibilidad de ureemialgebraica por un ideak,
dando a entender que es un elemento da. Luego define la divisibilidad de un ideal por
otro, en términos comad‘divide a”, queriendo decir que todo elementoaes un elemento
deb. Sin embargo, seria mucho mas natural decirlpdiwide a siempre que haya otro ideal
c tal que ‘bc = a’. En el desarrollo de esta etapa, no obstante, Dedekind adephacer
esto, porgque todavia no habia definido la multiplicaciond#mlies. En 1871, el problema
de la factorizacion Unica se expreso en términos de lo qu seteorema fundamental que
establece que todo ideal es el minimo coman multiplo de tedgmtencias de ideales primos

gue lo dividen, donde el minimo comun mdultiplo de cualquimjanto finito de ideales es
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definido como su interseccion. La multiplicacion de idealeslesempefia papel alguno en la
demostracion, y solo sera definida posteriormente. Aquineets se presenta otra diferencia
con la version de 1877, en la cual, la multiplicacién de idgeak define mucho antes y juega
un papel central en la presentacion de la teoria. Este caasb@xplicable si se tiene en
cuenta, como ya se ha sefialado anteriormente, la preoonmieDedekind por el papel que
desempefan las definiciones en la estructuracién de una.teor

Dedekind publicé la version final de la teoria de ideales eafiel de 1894, en los
suplementos de la cuarta edicion de lagcture$ de Dirichlet, la cual es notablemente
diferente a las versiones anteriores, y en 1895 presentdiéamina descripcion adicional
a la version intermedia realizada en 1887.

Al finalizar la seccion anterior se ha dicho que Dedekind wituna definicion de ideal
invariante y general basada exclusivamente en la nociéroj@irto y en las propiedades
aritméticas de los numeros complejos, satisfaciendo akistéas exigencias planteadas
con relacion a las definiciones, operaciones, pruebas aedicaon el enfoque conceptual
abstracto de las matematicas en general.

Continuando el desarrollo del enfoque conjuntista propassiguientes definiciones: se
entiende que un entew es divisible poi si esta contenido en el ideal principal Beque
se denot®(f); asi mismo sD(a) esta contenido e®([3), entoncesr es divisible poi3. A
partir de esta completa analogia que se establece entofusidm de ideales y la divisibilidad
de nameros, Dedekind define: un idaads divisible por un ided si todos los nimeros de
estan contenidos én

De esta manera la divisibilidad se reduce a una nocion pumarednjuntista, y en
consecuencia, tiene sentido afirmar que el igeas primo solo cuando es divisible pOr
y por p. Por otra parte, la multiplicacion de dos ideales en térmaigebraicos estara dada

en los siguientes términos: @itoma valores en el ideal y 3 en el ideab, los productos de
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la formaa 3 y las sumas de dichos productos formaran también un idaadatio el producto
de los idealeay b, el cual es denotadab.
Dedekind mismo hizo énfasis en que la mayor dificultad quéahgbe superar para la

fundacioén de la teoria de ideales residia en la demostrdeiGeorema:

Teorema. Si el ideal ¢ es divisible por el ideal a, entonces existe @alith y solo uno que

satisface la condicion ak- c.

Mediante este teorema era posible determinar la relacidre éa divisibilidad y la
multiplicacion de ideales y su demostracion fue posible ah$inalizar la teoria. Segun
Avigad (2006), Dedekind trat6 de obtener una prueba simplengismo relacionada
directamente con los conceptos de los enteros o una pruebaadde los tres teoremas

siguientes que son de igual importancia para la fundamiéntde la teoria:

Teorema. Cada ideal m, multiplicado por un ideal n, puede ser conderten un ideal

principal.

Teorema. Cada maddulo finito m, diferente de cero, que consiste ya seantb¥os o0 de
nameros fraccionarios algebraicos, a través de la muktgdion por un médulo n, cuyos
ndameros se forman a partir de los m de manera racional, puedeeartirse en un modulo

mn, que contiene el nimero | y consta solo de niUmeros enteros.

Teorema. A partir de m numeros algebraicqs no todos nulos, se pueden obtener, de

manera racional, m nimeras, que satisfacen la ecuacion:

Hivi+ V2 + -+ UmVm =1,
asi como la condicién de que todos l0$ productost, Vs Son enteros.

Vale la pena hacer referencia, en términos modernos a legptos de esta bien calificada

como la obra maestra de Dedekind para ilustrar sus alcakoesfecto, como ya se ha
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advertido, los ideales estan asociados a los homomorfismde teoria de anillos de tal
forma que hay una analogia entre la relacion que existe deeptmde subgrupo normal
con la estructura de grupo y el concepto de ideal con la égteude anillo. Tal analogia
lleva a una construccion, sobre anillos, semejante a lardpbgcociente de un grupo por un
subgrupo normal, y, como bien se conoce, estos subgrupostes, son en ultimo término,
nacleos de homomorfismos. De manera mas precisa, bastdaegoe: slJ es un ideal de
un anillo A, entoncesA/U es un anillo y es una imagen homomorfaAleEsto es lo que
se llama la construccion dahillo cocientede un anillo por un ideal, con la cual, se puede

trasladar a los anillos los teoremas de homomorfismos delpsg. Asi se tiene el teorema:

Teorema. Sean Ay Aanillos y @ un homomorfismo de A sobréde nuicleo U. Entonces A
es isomorfo a AU. Ademéas hay una correspondencia biyectiva entre el comjde ideales
de Ay el conjunto de ideales de A que contienen a U. Esta correpuria puede obtenerse
asociando a cada ideal \en A el ideal W de A definido por & {x € A/@(x) € W'}. Con

W asi definido AW es isomorfo a AW'.

Por otra parte, puesto que un cuerpo no tiene mas imagenesiificas que él mismo o
el anillo trivial que consiste en el elemento cero, no eslpesimplificar un cuerpo por
la aplicacion de un homomorfismo. Bajo estas considerasjdas herramientas con las
cuales se puede relacionar la estructura de anillo genenalacestructura de cuerpo, son
los homomorfismos, los ideales y los anillos cociente.

Precisando mejor las cosas, las condiciones segun lasscuialeuerpo es la imagen

homomorfa de un anillo se especifican en el lema:

Lema. Si A es un anillo conmutativo con elemento unitario cuyosamideales sof0) y el

mismo A, entonces A es un cuerpo.

Es claro entonces que el enfoque y los aportes de la obra dekibddhan dejado una

profunda huella en las matematicas y en especial en la mtéteam@oderna.
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Capitulo 5

Conclusiones generales

Teniendo en cuenta la diversidad de cuestiones tratadésrgmeiadas en este trabajo, el
principal propdsito de este capitulo es destacar los doaseentrales relacionados con la
Formacion de la nocion abstracta de estructura algebramansiderando los aportes hechos
en la obra de Cantor y la de Dedekind, desde una perspecsitdaibo-epistemoldgica, sin
eliminar la posibilidad de dar cabida a algunas ideas que has incluido en las discusiones
iniciales y que permiten atisbar como se amplian los alsadedas nociones de conjunto
y estructura en el entramado de la matemética moderna; euragea facil reunir, en un
namero muy limitado de epigrafes, temas que tienen innwterdormas de ramificacion
como sucede con los conceptos fundamentales de las mataspddis cuales al articularse
unos con otros aumentan considerablemente la diversidadoniplejidad de las relaciones
gue por tal motivo se generan.

Por lo tanto, al intentar hacer esta especie de sintesieptuat sobre las principales
tematicas desarrolladas a lo largo de la tesis, se trataitde kvpresentacion de una imagen
de simple yuxtaposicion de ideas inconexas, Yy, por el coatsg procura hallar la historia
oculta en las teorias desde cuando empezaron a desaegddiarslesconocer ni desdefar los

resultados logrados en el pasado, en concordancia cordadinistérica de las matematicas,
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gue se puede ver reflejada en el surgimiento de cada una desoses y teorias, a pesar de
gue estas se caractericen por elevados niveles de abdtrgade generalidad.

Por otra parte, es importante mostrar que las estructurgenmaticas conocidas no son
construcciones inmutables, ni entes acabados, ni en surafmieen su esencia, puesto
que su vitalidad depende de la fecundidad de los axiomasagugefinen y de los nuevos
axiomas y combinaciones de axiomas que surgen al relas®eatre si, razon por la cual no
es posible anticipar que facilmente se agoten todas lagcoescias que se pueden extraer

de los axiomas.

Rigor y axiomatizacion

El rigor matematico no es ni casual ni arbitrario; es de régaa profundamente historica.
Es decir, ha evolucionado con el desarrollo de las mateasatkdemas, las exigencias de
rigorizacion tienen que ver en cada momento con las ideasaade los objetos mateméticos
a los que se haga referencia. En este sentido, el desaiguitoso del analisis, por ejemplo,
requirio de la elaboracion de una teoria de los numeross,eptecisando sobre todo lo
gue tenia que ver con la continuidad, ya que las tradicisnalkaciones con la nocién de
magnitud, que conducian a supuestos que no se expresabmini@nte, habian sido un
obstaculo para lograr una teoria satisfactoria de talegrsn

La comun influencia de Riemann sobre Cantor y Dedekind exgjice haya una gran
coincidencia en los trabajos de estos dos matematicog;iabpente en cuanto a la relacion
entre aritmética y geometria; puesto que los dos destaearequerimiento en la geometria
de un axioma que garantizara la continuidad del espacio yosdbiidad de construir
el continuo numérico en la aritmética. Debido a las implimaes que tenia el continuo
geomeétrico, el concepto de numero real no se habia podioralade manera clara. Para

esclarecer el concepto de continuo matematico habia qué elivacio que constituia el
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concepto de numero irracional. Weierstrass, DedekindaigiCantor, independientemente
y con métodos distintos, emprendieron esta obra que camauidilucidar en forma
definitiva el concepto de continuo matemético. Weierstmaediante series finitas o infinitas,
Dedekind con las cortaduras y Meray y Cantor con sucesioagisnales monétonas
convergentes.

Después de construidos los numeros reales a partir de lemades, el rigor y la
construccion de los primeros quedaba sustentado en losdEgy estos a su vez en los
nameros naturales. De acuerdo con la concepcion de Weamgssyr su escuela, todo el
analisis que requeria fundamentalmente el empleo de dddagles y, por consiguiente, la
variacion sobre el cuerpo de los numeros reales, se apoyalzaitmética del nimero
natural. Kronecker planteaba la exigencia de que “es neceagae todos los resultados de
la mas profunda investigacion matematica sean expresabléss sencillas formas de las
propiedades de los nimeros naturales”.

En estos términos, el rigor en el andlisis se alcanzarialalicar la aritmetizacion y la
matematica quedaria fundamentada en el nUmero natural,egés, en ultimo término se
apoyaria en la intuicién o en un componente extra matemétiow |lo sugeria Kronecker
(“Dios créo los numeros naturales, el resto lo hizo el hof)b&n embargo, la intuicion
también debia ser eliminada por los mismos motivos que laalsatio en los deméas campos
de la matemética. Pero para que se de esa eliminacion sedsani@ sustituirla por algun
otro elemento o justificarla de alguna otra manera y en estelaaaritmetizacion llegaria a
un punto sin salida; no obstante, Dedekind en una carta @hitgsdel 27 de julio de 1897

afirmaba:

Un infalible método para el andlisis (de todas las supasssicexplicitas o tacitas)
[...] es reemplazar todas las expresiones nuevas por w@snairbitrarios carentes de

sentido, si esta bien construido el edificio no debe ser noadifi, y afirmo que, por
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ejemplo, mi teoria de los nimeros reales aguanta la prueba.

Lo que quiere decir Dedekind es que ha empleado impliciteerlerque mas adelante
seria el método axiomatico.

Durante los ultimos tres cuartos del siglo XIX, iniciandm&hm en Alemania y Peacock
en Inglaterra, dice Ferreirds, que es posible observar agagiia tendencia de desarrollos
que gradualmente fueron preparando la emergencia de untlidad axiomatica. Estos
autores desistieron de atenerse a asunciones empiricedacin a los objetos matematicos
e intentaron desarrollos puramente deductivos de susasedoasandose en el analisis
cuidadoso de los supuestos implicados. Esta preparacadoar desde luego, estaba todavia
muy lejos de las axiomaticas del siglo XX, caracterizadasgb@nfasis en la libertad de
constituir sistemas axiomaticos consistentes, puestcaguea nocion misma de axioma
debia desarrollarse y evolucionar en el proceso. En lasepagnetapas del desarrollo,
una aproximacion axiomatica se veia simplemente como wpjsenbdlico, a pesar de
que los miembros de la escuela britanica si alcanzaron mgligt al tratar con sistemas
abstractos de leyes algebraicas, entre condiciones fesmeahterpretaciones. Sin embargo,
la idea de que una generalizacion puramente formal pudéeer sentido y ser aceptable
con miras a una posterior interpretacion era el punto masildie comprender, como lo
confirma la expresién de De Morgan cuando afirmaba que el @g@mbdlica parecia “a
primera vista [...] algo asi como un asunto de simbolos kadbis, dando vueltas al mundo
en busca de un significado”. Aunque su metodologia explfeiso mayor énfasis sobre
otros puntos, autores pertenecientes a la tradicion étatel dlgebra simbolica siempre
dedicaron esmerada atencion a la posibilidad de dar irteiesinterpretaciones matematicas
para sus sistemas abstractos de leyes. En los libros dedRgesies seguidores se encuentran
ejemplos de interpretaciones, y De Morgan llegé aun a djstirdos partes fundamentales

del algebra. Llama “algebra tedrica” a la parte que tratandasimbolos y sus leyes formales
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de combinacion, y “algebra légica” a la parte que estudia étodo de interpretacion
del algebra tedrica. Analogas consideraciones se apticardesarrollos de este tipo en
Alemania, como es el caso del programa adelantado por Mahtim, en el cual, segun dice
Ferreirds, estaria el origen de las exigencias de rigor dellacggpoca. Este programa estaba
“formulado de la manera mas general en términos de fundamieraritmética, el algebra y
el analisis exclusivamente sobre la nocion de numero dat(Farreirds, 1991, pp. 143-144).
Agrega ademas, que Ohm, al considerar los nimeros natematesalgo dado, presenté las
operaciones basicas en relacion con el significado intuiidlos nimeros y de ahi dedujo una
serie de ecuaciones fundamentales. De esta manera seeistalths bases para desarrollos
futuros; siendo el interés de Ohm, ante todo, “la extensgura@sa del dominio numérico
y de las definiciones de la igualdad y las operacich&3dn relacion a este tema, Ferreirds
sostiene que Weierstrass y Dedekind hicieron planteaosdydisicos esencialmente idénticos
a los de Ohm, por lo que se supone hubo una influencia dirextterformente los sucesores
de Ohm abandonaron su punto de vista y se ajustaron al désaebanalisis de acuerdo
con la concepcion de Cauchy, lo cual condujo poco a poco datesnes relacionadas con
la manera de desarrollar la construccion.

Pero el verdadero problema que no permitia proponer ereabstin sistema de objetos
con determinadas caracteristicas, consistia en que nmsitagpasegurar la existencia real
de un sistema con tales condiciones que no diera lugar aadictiones; en términos
modernos, esto significa que no se podia garantizar la ¢tensia del sistema. En el siglo
XIX, la construccion de un modelo era la Unica manera de dearos consistencia de
un sistema, pero en sus comienzos los métodos para la améirule modelos eran muy
limitados, por cuanto los recursos disponibles para dicbastrucciones o interpretaciones

estuvieron restringidos a las interpretaciones aritragtiogeomeétricas. En estos momentos el

LEl interés por realizar esta extension estaba motivado eridencia de que las operaciones indirectas o
inversas de sustraccion, division y radicacion fuerardadlien general, de la misma manera que las directas.
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surgimiento de la teoria de conjuntos y de una nocién aliatdecestructura serian cruciales
para atenuar estas limitaciones, y la construccion delmeste los nimeros reales constituyo
uno de los ejemplos pioneros del uso de medios teérico-ntisias para la construccion de

modelos.

Se puede concluir entonces, siguiendo a Ferreirés, qua A&30 no existian medios
para elaborar modelos de un sistema axiomatico para la neity, en consecuencia, una
formulacion de un sistema con tales condiciones resultatidraria y poco rigurosa. En
este caso las teorias de Weierstrass, Dedekind, Cantor gyMerpodian considerar como
modelos de los nimeros reales elaborados sobre la base mi@nesos racionales y en tal
sentido desempefiaron un papel esencial en la elaboraclés dendiciones necesarias que
hicieron posible un planteamiento axiomatico.

Hay que recordar que Cantor y Dedekind, quienes coincidi@abtemente en las
discusiones sobre la relacion entre aritmética y geometrdeno resultado de sus
investigaciones, lograron poner en claro la necesidad deximma de continuidad o
completitud, para asegurar la continuidad del espaciatnaig que en aritmética era posible
construir el continuo numérico. Este axioma se constitniarerequisito indispensable para
poder llevar a cabo una axiomatizacion adecuada de los o8nesales.

Tenia que darse previamente una experiencia y una discosigramplia como la que
se dio, en la elaboracién de modelos, por una parte y porlahaja que contar con que la
teoria de conjuntos estuviera disponible, incrementastoamsiderablemente la flexibilidad
de las herramientas matematicas apropiadas para elasoiae esta manera se hizo posible,
finalmente, proponer tratamientos estrictamente axioosgi

A pesar de que el programa de Ohm conducia de manera naturala@ustruccion mas

0 menos satisfactoria de los enteros y los racionales; entawd problema relacionado

2Ferreirds afirma que no conoce de algun historiador que halj@aido la influencia de este tipo de factores
en el desarrollo del enfoque axiomatico.
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con las nuevas dificultades que traian consigo los niumeabsste-erreirés observa que,
en Alemania, quienes tenian el mérito de haber logrado asupstas dificultades de

principio fueron Weierstrass y Dedekind, quienes haci®18#izando métodos distintos, en
correspondencia con sus concepciones fundamentalesiallesan teorias independientes.
El enfoque de Cantor podia ser considerado todavia comoefoanulacion de la teoria

de Weierstrass, destacable por sus habilidades técnioasupcorrecta adaptacion a las
necesidades practicas del analisis y apto para la geraaidliz

De esta manera se puede concluir que un sistema de axionsfoparimeros reales
no habria sido considerado como una solucion al problemdoguaatematicos afrontaban
alrededor de 1870, ya que tal sistema so6lo habria tenidogalfisado de un artificio
formalistico arbitrario. En consecuencia, los modelo® para los nimeros reales, fueron
elaborados sobre la base de los racionales, jugaron un pegpéticamente clave en la
preparacion de la mentalidad axiomatica moderna, poniendevidencia las propiedades
fundamentales que se requerian para lograr axiomatizasteh® de los niameros reales.
Solo después de que fueron formulados esos modelos y cordernmenfoque conjuntista
como fundamento, le fue posible a Hilbert avanzar hacia meigde vista axiomatico propio
del siglo XX.

En opinidn de Ferreirds, el surgimiento de las axiomaticapurede ser visto como un
desarrollo directo de aproximaciones formalisticas, lal @s tan incorrecto y anacronico
como considerar el algebra simbdlica britanica tambiénacehnesultado de un movimiento
puramente formalistico. Sin embargo, en matematicas pseasta presente la propension a
hacer este tipo de simplificaciones apresuradas, que reflg@nes simplistas y lineales al
margen del conocimiento del desarrollo historico de logeptos y teorias.

Es ampliamente conocido que la nocion de conjunto surgifraleiel panorama de las

matematicas, inaugurando la era de la matematica moderisarrollo ha sido estudiado
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extensamente, en especial relacionado con la obra de Camtestudiar esta temética,
en su obra “El nacimiento de la teoria de conjuntos 1854-190&reir0s considera la
conveniencia de distinguir entre: teoria abstracta deuodog, que hace referencia a la teoria
de conjuntos como objeto de investigaciones autbnomasygeeafconjuntista cuando se trata
de la teoria de conjuntos como herramienta fundamentalguége basico de la matematica.
Hecha esta distincion destaca la gran importancia que fgotehenfoque conjuntista en el
siglo XX como elemento unificador y sistematizador de la matéca moderna, razén por
la cual se desarrollan estas conclusiones, referidas @twsea de Cantor y Dedekind, en el

sentido de la tesis, enmarcadas en dicho enfoque conguntist

Fundamentacion de la matematica en el enfoque conjuntista

de Dedekind

Dedekind planteaba ademas de una exposicion rigurosasfasabiria de los nimeros
reales, su conviccion de fundamentar la matematica y léatel@ conjuntos en términos de
conjuntos y aplicaciones. En su libg®ué son y para qué sirven los nimerod® 1888,
Dedekind proponia las bases de toda una concepcién de lmatata pura, capaz de abarcar
la aritmética, el &lgebra y el andlisis, tomando como furetgm la teoria de conjuntos.
Segun el enfoque de Dedekind, el marco general en el cuahf@dtaba la matematica
eran las nociones de aplicacion y conjunto. En otras paaleaia la conviccion de que
la aritmética, el algebra y el andlisis se podian desarratiizando Unicamente esas dos
nociones elementales.

FerreirGs sostiene que parece mas correcto leer dicha obwa gn libro sobre teoria de
conjuntos, antes que como un tratado acerca de niumerosleataiunque “la formaciéon

de un planteamiento conjuntista de la matematica es, enssy aljo muy anterior a la

238



aparicion de cualquiera de estos escritos”. Afirma que éidvde que en 1871, un afio antes
de la aparicion de su escri€@ontinuidad y nameros irracionalePedekind haya propuesto
un tratamiento conjuntista-estructural de la teoria deerdmalgebraicos, indicando que ese
planteamiento era también correcto en algebra, permitéamedar claramente dicha situacion.
Esto constituia un cambio revolucionario mediante el cealsjaba de manera radical de la
practica establecida en su tiempo.

Tomando como fundamento la nocién de conjunto, establecitedria de nimeros
algebraicos sobre la base de la nocion de ideal. De esta anBrelekind se constituyo
en el primer mateméatico que introdujo las nociones de cuapitio, ideal, subgrupos,
subcuerpos, etc.; en otras palabras, los conjuntos dotidmsa estructura que caracterizan
el algebra moderna. Posteriormente, continuando esta angsiantacion, desarrollé6 sus
trabajos encaminados a la profundizacién en temas reko®con los nimeros algebraicos
adentrandose ademas en la teoria de funciones algebraicas.

Al finalizar los afios 1850 Dedekind empez6 a utilizar las owoes de conjunto y
aplicacion en sus trabajos relacionados con el algebrastepormente se dedicé a aplicar
estas nociones al estudio de los fundamentos del concepianakero.

Una caracteristica notable del trabajo matematico de Dededs el hecho de que al
mismo tiempo que se centraba en la solucién de los problemasatos de cada caso,
siempre estaba atento a las cuestiones concernientesuattzsrientos. Como ejemplo justo
de los resultados de tal concepcidén y de esta precisa megidatn la investigacion, su
teoria de numeros algebraicos mantiene una estricta cafi@i@n su concepcion sobre los
fundamentos, y en el mismo sentido se puede hablar en el easo enfoque de la teoria
de Galois, o de las funciones algebraicas, o de los priregebanalisis, o de los temas que
desarroll6 sobre topologia. Por tales razones, para podender, de manera adecuada, su

enfoque sobre el sistema numérico, es necesario tener Btacakmismo tiempo, como se
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articulaban en ella las partes superiores de la matematica.

Entre los objetivos que se esforzo por alcanzar en su okdaekde crear un marco, con
base en las nociones de aplicaciéon y de conjunto, que fuenpetente y apropiado para
abarcar toda la matematica clasica, sustentado en el raghrctivo. Asi por ejemplo, al
desarrollar sus ideas sobre el sistema numérico, nuncemirdista los requerimientos del
analisis y del algebra de su tiempo.

Las anteriores consideraciones permiten entender eldsedg la afirmacion de que
Dedekind es el principal precursor de Bourbaki. Es oportemtonces recordar aqui lo que
al respecto se ha dicho al comienzo de la tesis, con relatpoosito central de la obra de
Bourbaki, la cual tenia que ver basicamente con aspectssdamo: poner de manifiesto los
principios de un lenguaje formalizado Unico, indicando avem como se podria redactar
en dicho lenguaje la teoria de conjuntos y luego, dado qua uad de las ramas de la
matematica se puede exponer en términos de la teoria dentmsjjunostrar la forma de
insercion de estas diversas ramas en dicha teoria.

En la mencionada obra de 1888, Dedekind mostré la manerafuoter ¢ conjunto de
los nimeros naturales y su estructura empleando Unicaroenjigntos y aplicaciones. Para
tal efecto establecio las operaciones sobre los numeraosafes utilizando el principio
de induccion y definiciones recursivas. La base de este eafega la funcion sucesor
concebida como una aplicacignn N — N. De acuerdo con el enfoque de Dedekind, afirma
Ferreirés, que las herramientas que surgieron en los aftif} &8 el campo del algebra,
habian demostrado ser lo Unico esencial para fundamersiatezha numérico, al concebir la
matematica basicamente como teoria de los nimeros, juntsusooperaciones y funciones,
quedando asi fundada en la logica. Para resolver el probtEmestablecer el principio
de induccion sobre una base sélida propone la nocidén de @a#lerreirds considera que

mediante esos elementos tedricos, Dedekind pudo dar uaetedzacion abstracta de los
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nameros naturales, la cual es equivalente a los axiomas atwBeobserva ademas que
influy6 en este autor. Sostiene también que resulta alt@npeabable que el conocimiento
de las ideas de Dedekind en 1882 tuviera una influencia tiearisn el desarrollo de la
idea cantoriana de ordinal transfinito y que, de la misma naar@ndiciond el giro de
Cantor hacia la concepcion de la teoria de conjuntos comsafugnto de la matematica.
En consecuencia, el aporte de Dedekind a la teoria de cosjast muy significativo y el
sistema deductivo que erigié se constituyé en un modelofpareas axiomatizaciones como
la propuesta por Hilbert.

Por lo que se ha dicho, se reconoce la obra de Dedekind de 1888 uno de los
principales aportes que impulsaron la concepcién logiai&t las matematicas, pero sobre
todo por su influencia en el desarrollo de la concepcién aima de Hilbert para quien el
meétodo axiomatico estaba enmarcado en el proposito esdedeconcepcion abstracta de
la axiomatica que emergio al finalizar el siglo XI1X y que daficimente acogié como propia

la matematica moderna. Valga la oportunidad de recordddasjpalabras de Dieudonné:

“Méas que por sus geniales descubrimientos, es quiza porsgbsge su espiritu
gue Hilbert ha ejercido la méas profunda influencia en el metibematico: él ensefié
a los matematicos a pensar axiomaticamente, es deciraa deteducir cada teoria a
su esquema logico mas estricto, desembarazado de la téomitagente del célculo”

(Dieudonné, 1962, p. 318).

El enfoque conjuntista-estructural de Dedekind en el algeta

El origen de una visidén conjuntista del algebra se configuparir de la concepcién
conjuntista de los objetos basicos del algebra, la acéptadel infinito actual, la vision

abstracta de la nocién de grupo y el surgimiento de la noobapdicacion, que Dedekind
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llamo “sustitucioni, elementos estos que se conjugaban y hacian presencicobnesdesde
1850, de tal manera que, hacia la década de 1860 habia logeado los rasgos basicos
correspondientes a un enfoque conjuntista de la matenpatiea

En 1871, Dedekind publica, en un apéndice a las leccione® $ebria de nimeros de
Dirichlet, su teoria de niumeros algebraicos o teoria déadeal respecto, Ferreirés comenta
gue Dedekind presenta una reorientacion de su trabajoecasipo que al final afectaria al
algebra en general. Esta reorientaciéon es consideradealpos cuanto en lugar de trabajar
directamente sobre los nimeros algebraicos y sus progsdBedekind reformula todo el
tema en términos de conjuntos de nimeros. En este sentidezémresentando las hociones
de cuerpo, anillo de enteros, médulos e ideales que, junttagmcion de grupo, constituiran
la base del algebra moderna.

De acuerdo con el enfoque conjuntista reformula todo ellproé de la factorizacion
de enteros algebraicos en términos de la teoria de conjus¢gsin Dedekind, un ideal es
un conjunto de enteros que es cerrado para las operaciosesndey diferencia y también
para el producto de sus elementos por enteros del cuerpssporrdiente. Para resolver el
problema basico de la factorizacién de enteros algebrdifirse las nociones de producto de
ideales e ideal primo, demostrando que, dado un cuerpowaedgde numeros algebraicos,
todo ideal admite una Unica descomposicion como produciteddes primos.

Esta manera de plantear los temas era totalmente descarmmmidos matematicos de
aquella época, aun tratandose del algebra. Para entendeariara como llegé a esta
reformulacidén es necesario tener en cuenta que hacia Iesl&®®, Dedekind asistio a las
clases de Riemann y desarroll6 sus primeros trabajos alégiren algebra y en fundamentos
de la aritmética. En las lecciones sobre algebra que impar@bittingen, Dedekind presenta
la teoria de Galois en una versibn muy moderna, analizanglantaracciones entre lo

gue hoy se denominan los subcuerpos del cuerpo de descampogilos subgrupos del

242



grupo de Galois de un polinomio. Entonces surgi6 la ideairaigy moderna de que la
teoria se relacionaba esencialmente con extensiones gwsu€omo consecuencia de este
hecho Dedekind llegé a considerar la nocion de cuerpo comsizd@ara el algebra, y en
este sentido la present6 en 1871. Hacia 1850, Dedekindzdeatiemas algunos estudios
sobre teoria abstracta de grupos, utilizando las nocioaesodnorfismo y homomorfismo
y también trabajé con clases infinitas de polinomios. Es asiocse familiariz6 con el
lenguaje conjuntista tanto en el contexto del algebra, cemel de los fundamentos de
la aritmética, por cuanto la misma definicion de los nUmeeades mediante cortaduras,
que es de 1858 hace parte de ese lenguaje, ya que se trataeke infanitas de nimeros
racionales con una cierta estructura de orden. No obstadwéerte Ferreirds, que hasta
este momento Dedekind todavia no habia visto la convemielecutilizar ideas conjuntistas
en la teoria de niumeros algebraicos. En cambio, la fantiéidricon la nocion de cuerpo
le habia permitido considerar el concepto adecuado decealgebraico sin el cual no era
posible resolver satisfactoriamente el problema de lafeetcion. Inicialmente, siguiendo
la tradicion, abordo el enfoque de Kummer y tratd de restdvempleando congruencias
superiores que implicaban dar un rodeo a través de un arifpolihomios; pero debido a que
para el caso general aparecian siempre excepciones quaéiamgacontrar, de esta manera,
una solucién completamente general y ademas porque tajufe oponia a su preferencia
por una aproximacion conceptual a los problemas matensatatmandono el enfoque de
congruencias cercano a Kummer y opt6é por formular todo eblproa en términos de
conjuntos de nameros. Fue asi como hacia 1870 logré proporeedefinicion de ideal
como solucién general que ademas evitaba tener que caarspi#inomios y congruencias.
Esta definicion de ideal es la que se utiliza hoy en el algeladekind la propuso en los

siguientes términos:

Un ideal es un conjunt@ de nimeros enteros del cuerpoque satisface dos
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propiedades fundamentales: (1) Las sumas y diferenciasosiendmeros deéA son
siempre nimeros contenidos &ny (2) Todo producto de un nimero Agor un entero

cualquiera d&K es de nuevo un nimero de (Dedekind, 1930, vol. 3, p. 251).

En consecuencia, todo podia realizarse en términos de nam&onjuntos de numeros,
es decir, de una forma que Dedekind denomina “puramentaéiita”. En este sentido, por
razones matematicas y metodoldgicas, la teoria se reforemuilérminos conjuntistas.

El enfoque conjuntista se manifestaba entonces, del modoexicito, en una teoria
como la de ideales, con lo cual se reformulaba todo el prabtiena factorizacion de enteros
algebraicos en términos conjuntistas, mostrando clareerlanmportancia que tendria la
concepcion conjuntista en el algebra.

Junto con estos problemas aparecen los requisitos metpclmééque imponia Dedekind
en sus trabajos aritméticos, tanto si fueran elementalegardn de ideales. Tales requisitos
se sintetizan en una concepcion estricta de la estructdiactiea de las teorias matematicas,
gue implica una nueva concepcion de las definiciones. Lagigiéos metodoldgicos que
exigia Dedekind, recuerda Ferreirgs, se referian exeosite a la manera como deben
definirse las nociones fundamentales de una teoria y come matiizarse el desarrollo
deductivo de la misma. Las exigencias comunes son, en isintesd siguiente tipo: (1)
pureza y simplicidad en el desarrollo, (2) caracter conttro de las nuevas definiciones
con respecto a las nociones y operaciones propuestas,r(@afidad e invariancia de las
nuevas nociones, y (4) integracion plena de las definicienda estructura deductiva de la
teoria (Ferreirés, 1991, p. 136).

Desde cuando Dedekind logré formular su teoria de idealests términos, se declaro
convencido defensor del uso del lenguaje conjuntista eammatica puray, observa Ferreirés,
gue toda su vida trabaj6 en sistematizar y reformular lagones clave de la aritmética, el

algebra y el analisis desde ese punto de vista. Dice tambEpmafnos posteriores continué
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perfeccionando su teoria de ideales y, en la Ultima versedh894, incluyd una discusion
detallada de la teoria de Galois presentada en términosugel ge automorfismos del cuerpo
de descomposicion. En cierto sentido, cerré el circulo deeflexiones sobre las relaciones
intimas entre algebra, teoria de nimeros y conjuntos.

Este hecho de gran importancia en la obra de Dedekind se barpdo destacarlo, en
la subseccion 4.7.2, explicando, desde el estado actua teotia, la red de conceptos
tales como: raices-ésimas de la unidad, raices primitivas, grupos ciclicoormdien n,
representacion irreducible de un grupo de este tipo, polio® ciclotdmicos irreducibles,
obtencion del cuerpo ciclotdmico por adjuncion a los raaies de raices primitivas de
la unidad. El sentido de esta explicacién esta en considgrarsi se fija en el momento
oportuno, se delimita la red de conceptos fundamentalesicsignificado actual en la teoria,
entonces se da transparencia al esclarecimiento de loteatoientos que dieron lugar a la
introduccion de los conceptos en cada nodo y las relacian&ssdeslabones.

Hay que advertir, desde luego, que en el fondo de estas evasidnes hay una
concepcion filosoéfica de la historia que plantea que el fasmal matematico permite aclarar
la manera como se concreto la busqueda de objetividad esttaihi La organizacion simple
de los conceptos en la presentacion axiomatica permitadeten lo esencial el devenir de
las ideas y conceptos, al menos en los momentos crucialesd®adlizacion” de la teoria y
de constitucién de sus principales objetos matematicaspiiés de fijar la red de conceptos
en la teoria “normal”, se retoma la narracion historica. &ta emanera, cada una de las etapas
de la narracion historica va integrando, en un mismo hotgalistintos acontecimientos que

de otra manera podrian aparecer caéticos y contingemegsgionder a una necesidad.
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La fundamentacion de la matematica y el planteamiento
conjuntista abstracto de Cantor

El planteamiento conjuntista abstracto y el tema del infisitponian indudables rupturas
con las ideas tradicionales de la época tanto en las ciesunias en las matematicas, y puesto
que la teoria de conjuntos implicaba una nueva concepcidre $os objetos basicos de la
matematica, naturalmente se relacionaba con nuevas aioep sobre sus fundamentos y
de la misma manera el tema del infinito que, como bien se comst@vo estrechamente
ligado con el desarrollo de dicha teoria. En este mismod®rts concepciones de Cantor,
al respecto, suponian también una ruptura de grandes domeasHaciendo referencia al
infinito actual, Ferreirds sostiene que este concepto eptado por un grupo significativo
de matematicos alemanes de finales del siglo XVl y del sigcomo Schultz y Bolzano
quienes precedieron en el estudio del tema a Dedekind, Fré&gntor. Observa también
gue la aceptacion de constructos geométricos en el infinitaiha caracteristica de la teoria
de funciones complejas de Riemann, siguiendo el modelo dedaetria proyectiva que
justamente constituia una profunda ruptura con la tradjcjGe en el caso de Steiner estaba
asociado a la aceptacion del infinito actual ya que estedafoain lenguaje que anticipaba las
nociones de conjunto infinito y de aplicacién al mostrar ibdatd de tales planteamientos en
geometria. Steiner, agrega, influy6é en su alumno Riemanmlyién en Dedekind y Cantor.

En cuanto al tema de la introduccién del infinito actual eremgtticas, recuerda Ferreiros,
que el infinito ya estaba presente desde hace mucho tiemporera fimplicita, en la
medida en que existian concepciones no constructivas deolaejria, de la aritmética y
especialmente del analisis; en consecuencia, las inraexide la teoria de conjuntos sélo
suponian una explicitacion de algo preexistente. Kromgckeeierstrass como defensores de

la tendencia a los enfoques constructivos, basada en upgiamstructurar rigurosamente la
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matematica mediante una aritmetizacion radical, espreiak en el analisis, se oponian a la
tendencia abstracta, en forma mas extrema en el caso dedkevrtpie en el de Weierstrass.
Ferreirds, llama la atencion sobre el cambio progresivo experimentd Cantor hacia
el planteamiento abstracto, propio de Géttingen, que dé®@nRiemann y Dedekind y lo
plantea como un argumento a favor de la explicacion de guediambio se debio a la

influencia de Riemann y Dedekind.

Las nociones topoldgicas

Con sus nociones de teoria abstracta y topologia de cosjuftantor contribuyo
notablemente tanto a la fundamentacion de la nocion dedatieomo a la caracterizacion
de las propiedades de las variedades discretas y contialRigghann y especificamente sus
investigaciones de 1877 pusieron en discusion la nocionndercsion.

A partir de las investigaciones conjuntistas de Cantoresdds nimeros reales surgio
la idea de cardinalidad de un conjunto, que se convirtid epriatipal estimulo para su
trabajo en la teoria de conjuntos. Asi mismo, Cantor y Deukkpor una parte, pusieron
en claro la necesidad de un axioma de continuidad, requisiticpensable para poder
axiomatizar de manera adecuada los nameros reales y, pgicoincidieron, como reflejo
de la comun influencia de Riemann, en la discusidon sobre &iéel entre aritmética y
geometria, destacando que ésta necesitaba de un axiomgapanéizar la continuidad, en
tanto que en aritmética era posible construir el continunérico. A partir de las nociones de
punto de acumulacién, del principio y el teorema de BolZdfeierstrass, Cantor presento,
en 1872, la idea de conjunto derivado, que constituyé uncavdecisivo en la teoria de
conjuntos de puntos, y uno de los origenes de la teoria dertosjtransfinitos.

En cuanto a la teoria topolégica de conjuntos, Cantor, aumgude manera exclusiva,

realizé gran parte de las contribuciones fundamentalesclanmocioén de conjunto derivado
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y sus diversas ramificaciones, conjuntos de primera espammguntos aislados, perfectos,
cerrados, densos, punto interior y conjunto abierto, mmsastas que resultarian de interés
para la teoria de funciones, como en las aplicaciones peaa@kcomplejo hechas por Mittag-
Leffler y Poincaré. Posteriormente Cantor, lo mismo quezStblarnack, definieron de varias
maneras la nocion de contenido que fue antecesora de lanmeidedida.

Ferreir6s comenta como peculiaridad de la teoria de cargudg Cantor, que a pesar de
gue sus nociones encontrarian aplicacion en diversas m@arlasnatematica, la motivacion
por la que fueron desarrolladas no se explica por ningurngmudbde investigacion abierto en
analisis, ni en ninguna otra rama, si no que desde su destahto de diferentes potencias

transfinitas en 1873, estuvo guiado por temas mas geneffilesdficos. Al respecto presenta

la siguiente cita de Dauben:

Cantor [...] se vio llevado a centrar su atencién en la marargue se pueden
definir conjuntos de puntos con varias propiedades esmiffedemas, su enfoque
requeria del desarrollo de una teoria rigurosa de los n@@mesdes. Esto era un paso
necesario antes de que los conjuntos de puntos de estregcim@icada pudieran ser
identificados, descritos y analizados satisfactoriamérateabién fue el primero en darse
cuenta de que habia diferencias de magnitud entre los d¢osjinfinitos que tenian que
ser identificadas, y este descubrimiento prob6é ser un puniafleéxion en su estudio de

los conjuntos infinitos como un tema totalmente indepeneida la teoria de funciones.

(Dauben, 1979, p. 28).

Agrega ademas, con relacion a este texto, que parece neceseir que la diferencia
entre Cantor y otros mateméaticos no puede buscarse en lalémidn de una teoria de
los irracionales, ni en la dedicacién a definir conjuntos det@s con varias propiedades
especificas, puesto que, sobre todo, Cantor estaba codeateique la nocién de potencia

o cardinalidad tendria un valor central para la investi@achatemética, pero esta idea ha
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resultado incorrecta en buena medida. Por otra parte gatabeupado principalmente por la
precisa caracterizacion abstracta del continuo. De estamagdos problemas de lo transfinito,
del continuo y de la cardinalidad, fueron los motores dehddefio de la teoria de conjuntos

de Cantor. Se entiende entonces por qué para sus conterep®Esta teoria resultara algo
extrafia, demasiado filosofica y alejada de los problemasetosale las matematicas.

El momento era tan altamente estimulante para el desard®loconsideraciones
topolégicas y de la teoria de la medida, en conexion con I|datete integracion y de
series trigopnométricas, que aun matematicos con pocarteiadeplanteamientos abstractos,
como du Bois-Reymond e incluso Hankel, realizaron contidmes fundamentales. Esto,
sefiala Ferreirds, debe llevar a tratar de establecer dmties mas finas al considerar las
contribuciones de esta época. Pero de todas maneras loguegsi claro es que solo Cantor
y Dedekind dieron el primer paso hacia teorias abstractesnjentos. También hay que tener
en cuenta que tanto Dedekind como Cantor hicieron confobes relacionadas con las ideas
topologicas de Riemann, tratando de fundamentar y clarissanociones de continuidad y

dimensidn que éste habia presupuesto (Ferreirds, 19903)p. 2

La nocidén de potencia o cardinal

En el desarrollo de la teoria de conjuntos transfinitos, @aawanzo6 practicamente solo,
a pesar de la contribucion inicial de Dedekind sobre losioalels infinitos, al demostrar
la numerabilidad del conjunto de los niUmeros algebraicoslgborar en la critica de las
demostraciones de Cantor. Por tal motivo se consideraaaicedalificar a Cantor, como lo
hace Dauben, de creador de la teoria de conjuntos transfinito

El trabajo de Cantor en el periodo que va de 1873 hasta 18TM&prendia, desde el
comienzo de la investigacion de los cardinales transfinitasta el establecimiento de los

resultados principales y la definicion de la nocion de pagenccardinal transfinito, que
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surgio en el afio de 1873, como consecuencia del descubtardenla no numerabilidad
de los numeros reales. Sin embargo, debido a la influencia dsduela de Berlin, en la
primera publicacién de Cantor al respecto no hizo énfasiara nocion sino que presentaba
toda la investigacion con un enfoque relativamente cocisiu Asi, la nocion de potencia
s6lo se conoci6 en 1878 en el momento de la presentacion deiaibigpde la equipotencia
de los continuos de cualquier dimension. El producto findbdenvestigaciones realizadas
entre 1873 y 1878, fue lograr establecer que sélo existiapdtencias para los principales
conjuntos infinitos conocidos, o bien tenian la potenciacdenlimeros naturales, o la de
los nimeros reales. No obstante, se abrieron muchos igéertes, como por ejemplo, en
cuanto a la existencia de potencias intermedias o de patentayores. Solo cuatro afios
después, con el tema de los ordinales transfinitos, Cargod lvanzar en la solucion de
estos problemas.

El trabajo de 1878, observa Ferreirés, permitié6 destacar@antor tenia en mente, en
primer lugar, la teoria de variedades riemannianas, anteslgdicarse de inmediato a la
teoria de funciones, lo cual se aclara mas con el resultati8d#sobre movimiento continuo
en espacios discontinuos. Hacia el afio de 1878, agregaeuas dbjetivos basicos de Cantor
era contribuir a aclarar las nociones fundamentales detétde variedades, y este objetivo
persistio en los afios siguientes. Luego presentdé una serresiltados elementales, al
respecto, algunos de los cuales se convertirian postanaanen teoremas de demostracion
problematica; como es el caso de la pregunta abierta soloral@ancia de la dimension, que
seria demostrada en 1911 por Brouwer (Ferreirés, 1991,§). R8s ideas sobre topologia
de conjuntos, junto con estas nociones topoldgicas, cotelda topologia algebraica y las
nuevas nociones desarrolladas por Brouwer conformarigoluna rama autonoma de la
matematica.

Afirma Ferreirés, que en esta época surgieron varios heam®wfurbiaron la vida de
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Cantor, como es el caso de la ruptura en las relaciones yspomdencia con Dedekind en
1874, a raiz de la publicacién de un articulo, las dificukactn la comunidad matematica
hacia 1878, su enfermedad mental, el debilitamiento dey@aple la escuela de Berlin, el
cambio de medios de publicacion para sus trabajos y el ahardddinitivo, por diez afios, de
las revistas matematicas, todo esto solo contrastado ¢mtlked positivo de su participacion

en la creacion de la Union de Matematicos Alemanes (DMV)ahakario de 1890.

El continuo y los ordinales transfinitos

Las investigaciones desplegadas entre 1873 y 1878 tuveenmo objeto de analisis la
nociéon de potencia. A partir de un amplio estudio de casosretws, Cantor encontrd
Unicamente dos potencias diferentes, y de esta manera fatgpotesis del contindaomo
un problema del que esperaba proporcionar una soluciétiagogior lo cual se empefié en
demostrarlo durante la Gltima parte de su vida, pero sugesfs fueron infructuosfsEn
aquella época no estaba en condiciones de establecer uizantés general de las potencias
infinitas, con la cual se pudiera dar respuesta a esa hipaiegermitiera determinar la
existencia de potencias mayores que la del continuo. Bsigcg&n se mantendria hasta la
aparicion, en 1883, de I¢dgindamentos para una teoria general de conjungo® constituye
el verdadero punto de inflexion en su analisis de los congutnémsfinitos (Ferreirés, 1991,
p. 276).

En 1879 fue publicada la serie titulada “Sobre variedadgridéos lineales e infinitas” en

3La hipotesis del continuo consiste en afirmar que el cardiglatontinuo, (es decir, el cardinal del conjunto
de los numeros reales, o lo que es igual, el del conjuntoradegpor todas las partes del conjunto de los
nameros racionales), es el primer cardinal no numerabéesgunotd]; (alef uno), utilizdndose para el infinito
numerable, (el del conjunto de los niimeros enteros, o delio®ros racionales), la notacibty (alef cero).
La hip6tesis generalizada del continuo, (abreviadamé#®c), consiste en afirmar qué’2 = 4,1 para
todo ordinala (27« equivale al conjunto de las partes dg o al conjunto de las aplicaciones de, en 2,
considerando a este Ultimo como un conjunto cuyos Unicosezltos son 0y 1).

4“Esta demostracion hubiera constituido, sin lugar a duelasas bello resultado de la teoria de conjuntos,
y habria representado la culminacion de sus trabajos sbtama”. (Apéry & otros, 1988, p. 311).
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los Mathematische Annalegue tenia como primer objetivo estudiar de manera conjunta
sistematica las nociones antes descubiertas y, en esped@lo referente a la interrelacion
entre conjuntos derivados y cardinalidad. Este estudii@ teomo obijetivo final determinar
con precision la potencia del continuo, es decir, se préetemostrar la hipotesis formulada
en 1878. De esta manera, la nocidon de potencia se constitwinaepoderosa herramienta
para la matematica. Cantor le asigno a esta nocion el lugaortepto clave de la teoria de
variedades porgue siempre estuvo convencido de que ese&statls conveniente.

Con relacion a dicha serie de articulos, Ferreirés comgo&gen la segunda entrega, ha
podido observar claramente la influencia de la teoria ddedade Dedekind, a propdsito
de las nociones conjuntistas basicas manejadas por Cdatarmyal muestra que era
perfectamente consciente del contenido conjuntista diedjo de Dedekind, y dice ademas,
que tal contenido influy6 en sus propias concepciones. Papatte observa, que el analisis
de conjuntos derivados y cardinalidad le llevo a establecaptable teorema de que para
todo subconjuntd deR", existe un nimerar de la primera o segunda clase de nimeros,
tal queP(?) es el conjunto vacio o un conjunto perfecto. Asi mismo, seRatreirés, que
en el camino hacia este resultado, Cantor fue necesitar@senme de herramientas cada
vez mas complejas, teniendo que establecer nociones tppaddintimamente relacionadas
con los conjuntos derivados, como la de conjunto aisladdeqe o cerrado, y entonces,
la nocién de conjunto perfecto le dio la posibilidad de dstadr una definicién abstracta
de la continuidad aplicable directamentéR? lo que constituyé uno de los apartados de
los “Fundamentos”. Desde ese punto de vista fue que propso ejemplo de “perfecto
diseminado” su famoso “conjunto ternario” o “discontinue@@antor”.

Analizando las contribuciones de loBuindamentdsse puede concluir que la nocién
de numero ordinal transfinito constituye el aporte clavda E®cion esta estrechamente

relacionada con la idea de conjunto bien ordenado. En Iastigeeion que realizd en 1882,
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Cantor se orienta hacia la consideracién de conjuntosfinéons ordenados, con lo cual le
fue posible interpretar los “simbolos de infinitud”, que faaibtroducido anteriormente, como
nameros ordinales. Con referencia a este hecho Ferreindsdesa que es muy plausible que
las ideas de Dedekind hayan ejercido un papel heuristiaafuental en este giro dado por
Cantor; dice también, que el examen detallado de los oetirdg la segunda clasé( ),
era imprescindible para culminar el estudio de conjuntosai@os y cardinalidad, y que el
nuevo paso permitia finalmente establecer una teoria defeetas potencias transfinitas.
Amplia su observacion afirmando que Cantor era consciergeidgortancia de este paso,
pero a la vez de como iba, de manera radical, en contra derggcimnes constructivas que
predominaban en Berlin, y cuando Cantor presentaba en logldmentos” una apasionada
defensa de la metodologia abstracta, enfocada particeaencontra Kronecker, se habria
llegado al momento de su abandono definitivo del enfoquativamente) constructivo
aprendido con sus maestros berlineses, a favor de las aoocep representadas por
Riemann y Dedekind, y en ese mismo trabajo, sefiala, que ICagdaltdo también ideas
clave para su teoria de conjuntos como la que expresa ehtaatel buen orden, que nunca
conseguiria demostrar satisfactoriamente.

Después de los “Fundamentos” entregd una Ultima parte déstaarserie de articulos,
en la que finalmente se presentaron todas las particulagdsoportadas en las nuevas
nociones, e igualmente emprendio el estudio de la potemrciasdconjuntos perfectos que,
de acuerdo con la hipétesis cantoriana, es la potencia dehao. Cantor se dio cuenta que
para demostrarla se requeria probar que todo subconjurk8 de la unién de un conjunto
numerable y otro perfecto, pero este resultado sélo le fegblgoestablecer para el caso
de subconjuntos cerrados. El establecimiento de un is@nwfentre un conjunto denso de
abiertos y los racionales era la clave del teorema de eauipiatentre los conjuntos perfectos

y el continuo. Ferreirés alude que en el articulo de 1887ntigien einer Theorie der
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Ordnungstypen”, aparecian nuevos esfuerzos para ataegokesis del continuo, y Cantor
daba el paso definitivo de considerar la nueva matematieecpuno teoria de conjuntos. Dice
ademas, que la teoria de numeros ordinales transfinitos tmemla aclamacion universal
e inmediata que Cantor parece haber esperado; observajepapl@ que Weierstrass y
Dedekind no mostraron especial interés, y Cantor sélo secagifortado por Mittag-Leffler.

De tal manera que cuando se sinti0 traicionado por éste, recipaque la comunidad

matematica le habia dado la espalda, y se volvio a filosofeslpdos; pero esta situacion
cambio con la publicacion de los “Beitrage” (1895/97), ddgcalos que sistematizaban la

teoria abstracta cantoriana y sirvieron para revitalaamlestigacion conjuntista.

Consideraciones epistemologicas desde la perspectiva de |
Educacion Matematica

En el campo interdisciplinario de la Educacion Mateméatias mateméaticas constituyen
uno de sus fundamentos, pero no solo consideradas en eldevieorias formales sino
también, desde una perspectiva historica-epistemologmao el resultado de procesos
socioculturales. En consecuencia, se requiere entengéeladaducacion Matematica debe
fundamentarse sobre todo en los procesos de construccidde del sujeto participa
activamente, lo cual tiene un significado y un valor teéricogtodolégico importante fuera
de toda duda. A partir de esta fundamentacion, enmarcada eontexto académico, social
e histérico, es posible determinar nuevas perspectivas para la Educaciéon Matematica,
como para las matematicas mismas.

Por otra parte, es esencial tener en cuenta que las visiobes ks naturaleza de las
matematicas, por fortuna, han ido evolucionando en eldemté cuestionar el modelo de

las matematicas infalible, absoluto, alejado de la inftmi@mpirica y de la realidad material
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gue ha sido dominante por mucho tiempo. En cambio las nuésiasgs comprenden mejor
la estrecha relacién entre matematicas y sociedad, de ta¢ramaue se integran en su
seno las influencias sociales y culturales, que se apoya érstauwia y en la historia de
las ciencias, para establecer la l6gica intelectual sabreuél se fundamente la practica
educativa de la manera mas conveniente. Asi mismo hay gee ¢éencuenta que en la
ensefianzay el aprendizaje de las matematicas resultal@bestablecimiento de profundos
vinculos con su filosofia, ya que las orientaciones filossfigae se asuman, no pocas
veces desempefian un papel excepcional en el transcuraratitacion y de las ciencias
en general. No resultan acertados, entonces, los enfoqgés $0s cuales las ciencias se
consideran como simples lenguajes puros o propietarioaaégica absoluta y rigida en la
cual no caben las opiniones, ni la incertidumbre, ni lassi@ees humanas; por el contrario,
el discurso académico y cientifico debe estar siempre al@ida reflexion permanente y aiin
al pensamiento especulativo.

Al respecto resultan mas acertadas las palabras de Arboledalo comenta sobre la
referencia de Schwartz acerca de la “necesidad de ir madells primeras apreciaciones
sobre la naturaleza del trabajo cientifico”, en el sentidquiepuede ser instructivo, diriase
quiza formativo, develarle al lector de un libro bien escdtiales han sido las alegrias y
sufrimientos de su autor, ya que “la mayor parte del tiempoeegsario ensefiar de manera
imperativa y dogmatica”, haciendo posible entonces quetiglapo en tiempo [...] los
alumnos no solamente investiguen, sino que también condadaistoria de las ciencias”,
mostrando, en el caso de las matematicas, “la extensiénsdesfmacios franqueados por
nuestros predecesores hasta llegar al estado actual éegiérf. Igualmente, es necesario
que sepan que si una teoria esta bien hecha, aunque algyeasoassuyos permanezcan
inciertos, probablemente éstos seran los mas interespatasfuturas investigaciones. El

propésito de una ciencia no es atragantar con ideas bieasigtiien acabadas, sino imaginar
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concepciones nuevas. Y éstas generalmente se engendmnapeedrsobstaculos internos”
(Arboleda, 2007).

De acuerdo con estas consideraciones se trata de analigenoal aspectos sobre las
concepciones y los aportes de Cantor y Dedekind, relacomnemh el tema de la tesis.

Para Cantor:

“La matematica es enteramente libre en su desarrollo, yesit limitada por la
consideracion autoevidente de que sus conceptos searsteatess en si mismos, asi
como que estén en relaciones fijas, determinadas por defiegi con los conceptos
construidos antes, ya presentes y acreditados. En parfi@dra la introduccion de
nuevos numeros soélo esta obligada a dar definiciones dersidiante las cuales se
les conferira tal determinacion vy, bajo ciertas circunsitss) tales relaciones con los
antiguos numeros, gue pueden ser distinguidos unos decoingsrecision en cada caso.
En cuanto un nimero satisface todas estas condiciones pukbe ser considerado en

matematicas como existente y real” (Cantor, 2005, pp. 10§-1

Segun esto, se puede observar la concepcion platonica derCde acuerdo con la
cual conocer es simplemente evocar algo que ya existe en milonde las ideas. Este
enfoque de Cantor corresponde a lo que hoy se conoce comméatmi@ abstracta, en la
cual se privilegia lo dado, sobre lo construido. De la misnmanena, cuando se trata de
la introduccién de conceptos matematicos, plantea quer@®$l requisitos que se debe
tener en cuenta para tal efecto son la consistencia inteagsencia de contradicciones,
la coherencia con los conceptos matematicos previamepfgaatos, y el ser fructiferos,
gue tengan implicaciones de importancia. Cantor haceetlité® ademas entre dos tipos de
realidad para los objetos matematicos, a sdheealidad intrasubjetiva o inmanente y otra
realidad que denomina transubjetiva o transierita realidad inmanente hace referencia a

la aceptabilidad de los conceptos en el dominio del pensamiguro; en otras palabras,
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esta realidad se garantiza cuando se satisfacen las comelicde no contradiccion y de
coherencia. La realidad transiente tiene que ver con ldesxig real de los conceptos o
su capacidad de representar relaciones o procesos del rexiedioo; es decir, corresponde a
un concepto en el sentido de que él represente un elementrelacion del mundo fisico.
Cantor sostiene que la matemaética “tiene que consideraa gneéxclusivamente la realidad
inmanente de sus conceptos, y no tiene por tanto ningurgaciin de comprobar su realidad
transiente” (Cantor, 2005, p. 106).

Con respecto a su vision platénica de los conjuntos, Fégeibserva que el texto
mas claro lo constituye la definicion de conjunto que Cantopgne en una nota a los

“Fundamentos”:

Entiendo porvariedad o conjuntq en general, toda multitud que puede pensarse
como unidad, es decir, toda coleccion de elementos defigig®gueden reunirse en un
todo por medio de una ley; y con esto, creo definir algo empadencon elei do¢ o
10&a platdnico, asi como con lo que Platdon llamay tév en su didlogo Filebo, o el
sumo bien. [...] El propio Platén indica que estas nocioesde origen pitagorico [...]

(Cantor, 1883, p. 204 nota 1).

Segun la concepcion de Cantor los conjuntos transfinitosteaxien el “mundo de las
ideas”, en otras palabras, los nimeros transfinitos soriosbgm un mundo ideal, o ideas
en la mente divina, lo que pone en claro su concepcion plad@iomo lo sefiala Ferreiros,
la conviccion de que se trataba de ideas en la mente divew, 4 Cantor hasta tal punto
que termind por creer que accedia a ellos por contemplalméeyal constituye también
una explicacién a su extrema confianza en la objetividadigealabsoluta de las nociones
conjuntistas. Esto esta relacionado también con la codviate que todo lo posible esta
realizado en el mundo. Con relacion a esta posibilidad y daidad del todo que abarca

a Dios, el mundo fisico y el mundo mental, Ferreirds comenia desde este punto de
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vista, Cantor estaba convencido de la aplicabilidad direlet sus nociones conjuntistas a
la explicacion de la naturaleza y que diversos testimoruges apuntan a que uno de los
motivos basicos de su investigacion conjuntista fue lani@een que ésta era un prerrequisito
esencial para lograr una explicacién organica de la nazamakiguiendo la linea de Spinoza
y de Leibniz.

En conclusién, una de las mas importantes razones que rapwser obra matematica
habrian sido quiza sus convicciones filoséficas.

En cuanto a la existencia de los objetos matematicos, endadetDedekind, se presentan
las dos modalidades que fueron motivo de debate en el sipesldecir, la discusion entre
construccion y creacion. Hay que recordar que para el aatstismo un objeto matematico
existe solo si es construible, esto es, si tal objeto se poedrar por medio de los pasos
de un proceso. En el caso de la creacion, que es una modalé@mdlmstracta, se aceptan
como dadas ciertas condiciones previas. Asi, por ejemata, g caso de los nUmeros reales,
se parte de los enteros para construir los racionales, lEe<no se construyen sino que
se crean a partir de los enteros. Pero si los racionales stdeocan como un dominio de
cortaduras, se trata entonces de una construccion, en dereeuentra que hay cortaduras
gue no son generadas por un namero racional. En este cas®|ugar lo que Dedekind
llama “la creacion libre” del entendimiento, por cuantoearsa carencia, el matematico
toma la decisién de admitir la existencia, por una neceditlzida, de otros nimeros nuevos
que son los llamados irracionales. Se debe tener en cuesmadadjue en esta “creacion
libre” hay autonomia e independencia con relacion a la ecidesensible. Asi las cosas,
Dedekind presento la idea de desarrollar gradualmentdttaédica, desde la sucesion de
los nUmeros naturales hasta los nimeros complejos, a ttev@apas sucesivas en las cuales
son definidos nuevos niumeros y operaciones, pero con lacondiindamental de mantener

inmodificables, en el nuevo dominio numérico, las propiedadel dominio anterior. Asi

258



mismo sostenia que el mas grande arte de la sistematizamidistia en volver una y otra
vez sobre las definiciones, por amor de las leyes o verdades enales ellas desempefan
su papel. Este arte lo condujo a transformar muchos de laeptys fundamentales en los
cuales se sustentaban las matematicas de aquellos tieRgyasDedekind, la introduccién
de nuevas funciones o nuevas operaciones era la clave pieaagtollo de las matematicas
y al analizar las peculiaridades de estos procesos matars&tfialaba que en mateméticas
no hay lugar para arbitrariedades, en contraste con lo geeepguceder en otras ciencias.

Al respecto, Arboleda sefiala que “[...] Dedekind concibetension gradual de los
sistemas numeéricos como una introduccion de objetos numeémsante una cascada de
sucesivas abstracciones basadas en niveles previos tEneidsy, cuestion mas importante
aun, reduciendo siempre tales existencias a predicaceot@® los naturales”; y resalta
ademas “que el pensamiento de Dedekind es subsidiario demim enfoque estructural en
virtud del cual los objetos matematicos son entidades dealarza cualquiera cuya existencia
esta determinada por determinadas relaciones aritméffdmleda, 2007). De esta manera,
el rigor y la construccion entre los reales queda apoyadd mimeero racional, que a su vez
lo hace en la aritmética del nimero natural, pero siempraanando las propiedades del
dominio anterior. Mas adelante, los conjuntos seran logaoseplie le permitiran a Dedekind
definir o crear nuevos nameros.

Continuando con esta reflexién, hay que recordar que la poitse de Dedekind era
logicista, la cual se refleja, por ejemplo, al comenzar dogide su librog, Qué son y para

que sirven los numeros?

Lo que es demostrable, no debe aceptarse en ciencia sintdeciis Por evidente
gue parezca esta exigencia, segun creo, no hay que conisidgatisfecha ni siquiera
en la fundamentacion de las ciencia mas sencilla, aquetia ge la l6gica que trata de

la teoria de los numeros [...] Al decir que la aritmética €élg, analisis) es sélo una
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parte de la légica estoy manifestando, ya que consideronglepbo de nimero como
algo completamente independiente de las representacomasiiciones del espacio
y del tiempo, como algo que es mas bien un resultado inmed&tias puras leyes
del pensamiento. [...] Los nimeros son creaciones libreggfdritu humano, sirven
como medio para concebir mas facil y claramente la divedsida las cosas. [...]
Mediante la construccion puramente Idgica de la cienciamsl@limeros, y mediante el
dominio numérico continuo que con ellas se obtiene, nosreranos por vez primera
en situacién de investigar con precision nuestras repi@senes de espacio y tiempo,

relacionandolas con este domino numérico creado en nuastrge. (Dedekind, 1888).

Agrega luego que el considerar atentamente lo que se hawetaft ana cantidad o niumero
de cosas, conduce “a observar la capacidad mental de m@acosas con cosas, hacer
corresponder una cosa a otra, o representar una cosa neetti@ntfacultad sin la cual seria
absolutamente imposible el pensamiento”. Considera ashmgue toda la ciencia de los
nameros debe tener este Unico fundamento, que es absaofiitaimeispensable. Segun el
pensamiento de Dedekind las nociones matematicas tieqamtiaularidad de ser resultado
de las leyes logicas, pero llama la atencion el hecho de geerleepcion logicista de
Dedekind se sustenta en las nociones de conjunto y aplicazithejor alin en una teoria
de conjuntos y aplicaciones, pero no hace mencion alguna se ata de una légica
proposicional o de predicados. Para Dedekind, la teoriaodpistos y aplicaciones forma
parte de la l6égica y por esta razén su programa de fundani@mtzanduce al logicismo.

Es importante destacar que desde su concepcion logicietieind consideré que las
nociones de conjunto y aplicacién formaban parte de la#@specificamente aquella parte
gue era fundamental para derivar la matematica, pero né Hegfirmar que la logica se
redujera a la teoria de conjuntos y aplicaciones.

Ferreirds observa que en el siglo XIX, en la época de Dedelarithbitual era considerar
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las clases como parte central de la teoria légica, pero quaselde la nocién de aplicaciéon
era muy distinto, por cuanto esta nocién no figuraba en wadadogica tradicional alguno
y fue precisamente Dedekind quien la introdujo por primeza @1 matematicas, por lo
cual considerd la necesidad de argumentar que efectivartenaplicaciones eran parte de
la I6gica. De alli que al comienzo de su obra de 1888, despaiésashifestar su posicion

logicista, escribe:

Considerando atentamente lo que hacemos al contar undazhotnimero de cosas,
nos vemos llevados a observar la capacidad mental de medaaiosas con cosas, hacer
corresponder una cosa a otra, o representar una cosa neesliemtfacultad sin la cual
seria absolutamente imposible el pensamiento. En mi apjnipla ciencia entera de los
numeros debe erigirse sobre este Unico fundamento, quaer&so es indispensable.

(Dedekind, 1888).

En los posteriores trabajos fundacionales de Dedekind heyhgcer una diferenciacion
importante en el sentido de que mientras en 1854 habia hedhsi€en el problema de
la extension o ampliacion de las operaciones de los sistenmagricos, a partir de 1872
enfatizaria en la definicion de nuevos niumeros manteniestds eentro de los limites del
mismo sistema numérico. Este cambio tiene especial impoéa la luz del hecho de que
desde 1872 en adelante, por medio de los conjuntos, podréradetirear nuevos numeros;
aungue desde finales de los afios 1850 venia considerandotosipfinitos, y los métodos
que desarrollé en su obra de 1888 tendrian gran importandia &oria de conjuntos del
siguiente siglo. Ademas, su contribucion fue decisiva gara la teoria de conjuntos se
convirtiera en una herramienta para las investigaciongemaicas y, en especial, para el
desarrollo de un enfoque conjuntista-estructural en égeb

En cuanto a la formacion de un planteamiento conjuntisteadmdtematica, Ferreiros

advierte, que en el caso de Dedekind, es algo muy anteriorapdecion de sus escritos
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sobre los nimeros, y que una indicacion clara de este heclijue®n 1871, un afio
antes de la aparicion de su obi@dntinuidad y nameros irracionalgsDedekind propuso
un tratamiento conjuntista-estructural de la teoria de ardmalgebraicos, indicando que
este planteamiento era también el correcto en algebra;dbseuconsidera como un giro
revolucionario con relacion a la practica establecida direstpo. Ferreirds, observa ademas,
gue en estas investigaciones, los conjuntos se converiam yos objetos centrales de la
teoria, y aparecian las diversas relaciones y operaciare®edekind presentd en su libro
de 1888 desde el punto de vista de la teoria de conjuntosaatas{iDedekind, 1998, pp.
22-23).

Otro hecho importante es que, mientras erHsibilitationsvortragde 1854 no se hace
mencion alguna de la nocion de conjunto y que, ademas, suciii@file los nUmeros reales
por medio de cortaduras se remonta a 1858, la nocion de ¢organtilizada por Dedekind,
repetidamente, en su trabajo algebraico de 1856 a 1858.ckstecorrobora el punto de
vista de que las ideas de Riemann influyeron en persuadir ekidetisobre la utilidad de la
nocion de conjunto, ya que, como se sabe, cuidadosameuié sig cursos, de 1855 a 1856,
sobre teoria de funciones, los cuales los consideré sieropne un modelo para sus propias
investigaciones.

De acuerdo con la opinidon de Ferreirés, el estudio del detate los puntos de vista
de Riemann ofrece una respuesta parcial a las preguntasabercémo, el lenguaje de
los conjuntos, emergio desde las matematicas clasicasng s conjuntos llegaron a ser
considerados como un fundamento para las matematicaeegue Riemann entendio las
superficies de su teoria de funciones y las variedades deosouegiga diferencial, basadas
en la nocion derelaciones extensivases decir, de clases o conjuntos. Sobre esta base, él
propuso una revision de la nocion clasica de magnitud, adiderar las variedades como

fundamento satisfactorio para la aritmética, la topologigeometria y, en general, para las
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matematicas puras.

A pesar de que en los trabajos de Riemann no se encontrab&aniea de conjuntos
auténoma, ni siquiera en la topologia de conjuntos de pusitosuna muy general y todavia
intuitiva reconceptualizacion de las matematicas, tiemtido pensar que sus embrionarias
ideas pueden haber estimulado a otros autores a valoraoraigmria nocion de conjunto
y, de esta manera, dice FerreirGs llevar mas lejos el pragdaruna reformulaciéon de las
matematicas. Por lo cual resulta acertado considerar guddas de Riemann han influido
en desarrollos mas amplios y en un nivel programatico gep@@en la manera habitual de
técnicas o resultados matematicos particulares.

El supuesto de que posiblemente el uso del lenguaje costaqor parte de Dedekind
pudiera haber sido incidental o quiz& restringido a cowgifinitos, no es acertado, por
cuanto, segun Ferreirds, el manuscrito sobre la teoria ies@avela un claro conocimiento
del papel desempefiado por los cuerpos de nimeros conceoich@msconjuntos infinitos.
Y ademas otro trabajo del mismo periodo, sobre congruesajaeriores, escrito en 1856 y
publicado al afio siguiente es una prueba incontestableac®eabferencia a que alli Dedekind
empleé la palabraSystey usada también por Riemann i(fassé€, usada por primera vez,
en el sentido de clase de equivalencia, por Gauss en su tEodamposicion de formas
cuadraticas. Riemann habia usado también la nociorcldse’ de funciones algebraicas
en su teoria de funciones. Por su parte, Dedekind presemtdvadera clara la nocion de
clase de equivalencia junto con las operaciones que éldamakia completamente analogas
a las operaciones aritméticas ordinarias. Hacia énfasikteetho de que todas las funciones
de una clase tienen sus cualidades caracteristicas en ctoncural dice Ferreirés, llama
la atencidén a la luz de la logica tradicional. Es de notar iémigue mientras Gauss, al
hablar de clases de formas cuadraticas, de manera muy assautelitaba expresarse en

términos que implicaran la existencia del infinito actuadBkind y Riemann no tenian tales
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prejuicios filosoficos; por el contrario, Dedekind considis clases infinitas como objetos
naturales para un matematico y, con excepcion de Bolzanguniotro matematico habia
hecho tal consideracién en los afios 1850. Por lo tanto, Riem®edekind, sin desconocer
el caso de Cantor en quien influyeron ambos, son los dos ejemmpés significativos
de matematicos que mas tempranamente introdujeron eldgngie los conjuntos en la
investigacion matematica.

No estd por demas volver a recalcar sobre los planteamiémitogles y sefialar que
para contrarrestar y superar la “forma imperativa y dograatton la que se desarrolla el
trabajo en el aula, actuando mas como administradores dmhaeptos, teorias, teoremas
y algoritmos matematicos, es conveniente o quiza necegaesentar, comunicar y analizar
las concepciones, los imaginarios, los obstaculos inggline aspectos inciertos y junto con
las tareas concretas estudiar la importancia de conslrasigenerales, entre muchos de los
aspectos que son relevantes y desde la perspectiva haséfnistemoldgica deben estar al
alcance de las indagaciones en el campo de la Educacion lsitam

Finalmente, resulta pertinente tener en cuenta las reflegigue hace Takahashi al
referirse a la concepciéon de Bourbaki que, como se ha dichel &mexo A, en su obra
abordo el estudio de las mateméaticas como una jerarquidrdetesas utilizando de manera
sistematica, la nocidén de estructura para obtener “unas&ipa unificada de todas las
ramas basicas de la matematica, que descansa sobre sahdiasiientos”(Campos, 1994,
p. 561-562). Desde cuya perspectiva se consideraba la @étamoderna en sus cimientos
para edificarla sobre bases axiomaticas rigurosas seg@mshimiento de Hilbert, como lo
sefiala Campos. agrega Takahashi, que desde esa persBectilzaki procedio “a separar
los diversos aspectos especificos para reagruparlos éirede un pequefio nimero de
nociones esenciales, esto es, clasificando los diversagittiyentes de acuerdo con las

estructuras a que pertenecen, puede aplicarse toda lzaderia maquinaria almacenada en
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el estudio de los grandes tipos de estructuras”; a partagedtructuras algebraicas, ordinales
y topoldgicas. Pero, a pesar de que dicha vision se propusierdesarrollo unificado
de las matematicas que llevara a realizar una considerabtndmia de pensamiento”y
contribuyera a suministrar la “inteligibilidad profundbg’ las matematicas; sefiala también
que “el advenimiento del estudio de las estructuras no nearecaodo alguno la culminacion
de la evolucion de la matematica. Su misma tendencia hacséntasis ha conducido a
construcciones muy cargadas de significado en multitud dgp@s, cuya compresion y
manejo empieza a presentar dificultades. Las ideas sinapldias parecen provenir esta vez
de la Teoria de Categorias introducida en 1940 por Eilenpdig. Lane y en donde, con
un nuevo paso hacia la abstraccion, se consideran clasgdetasde conjuntos provistos
de estructuras homélogas junto con las funciones compatitbrrespondientes”. Llama
la atencion sin embargo sobre la repercusion de estos esdfagula ensefianza y cultivo
de la matematica: “Ante los nuevos rumbos que progresiviartema esta ciencia y sus
consecuentes reorganizaciones internas es conveniexgievabque si bien todo docente debe
poseer una vision global de su disciplina y tener ideas ad@&stacerca de sus tendencias y
problemas actuales, no debe entenderse que las ordersmegtrietamente logicas sefialan
el mejor camino a seguir en la ensefianza”. Agrega ademas]agaetividad matematica
cotidiana, [...] continua siendo, en la gran mayoria de &s®s, un paciente avance a traves
de una marafia de conocimientos técnicos y corazonadasiaraEntos y analogias en
busca siempre de hechos y relaciones significativas queniamé¢ aparecen bajo la forma
de definiciones, teoremas y demostraciones”.

Finalmente, advierte que “tanto el aprendizaje como elajmimatematico involucran
entonces otros aspectos que no pueden ser eliminadossgjo de causar dafios irreparables

en el desarrollo de la matematiégTakahashi, 1975. p. 125 - 127)

5Son bien conocidas también las advertencias de Morris Kdrisu obra “El fracaso de la matematica
moderna’y de René Thom en su articulo: “son las mateméticasdérnas’an error pedagdgico y
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filosofico?”(Piaget & otros, 1980. p. 115 - 129)
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Anexo A

Complemento sobre la Formacion de la Nocion

Abstracta de Estructura Algebraica

Introduccidn

El complemento que se presenta a continuacion se ha esdetdiendo las
recomendaciones de uno de los lectores del manuscrito dssik tas observaciones y

sugerencias formuladas hacen referencia a dos temas:
1. Profundizacion sobre “la nocién abstracta de estructigiebraica”.

2. Acerca de “laformacién de la nocién abstracta de grupo pagticular, al papel jugado
en ese proceso de abstraccién por los movimientos congréesiesplazamientos de

las figuras geométricas”.

Estos dos temas se han desarrollado al estudiesriaacion de la nocion abstracta de
estructura de grupoPara tal efecto de consideran tres aspectos: A.1.1 Ladistaude
Grupo en la Teoria de Ecuaciones Algebraicas, A.1.2 La &siraade Grupo y el Proceso de
Ampliacién y Generalizacion del Concepto de Numero y A.1adNocion de Estructura de

Grupo Implicita en la Geometria.
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Ademas de dar respuesta a las mencionadas observaciorgergratias, se ha tratado de
presentar argumentos historicos y epistemoldgicos emeatos a esclarecer que el proceso
de laFormacion de la nocidn abstracta de estructura de grup®@o como raices histéricas:
la teoria de ecuaciones algebraicas, la teoria de nUmerasgggdmetria, a partir de las
cuales surgio laocion de estructura matematicamo resultado de la toma de conciencia de
profundosfenémenos de isomorfismaediante el discernimiento y la puesta en evidencia,
segun Bourbaki, de “las ideas comunes sepultadas bajo eltapaxterior de los detalles
propios de cada una de las teorias consideradas [...] elergarmuy distintas”.(Bourbaki

1962, p. 39).

También se han tenido en cuenta, en la revision generalidagts aspectos formales

relacionados con el manejo de la bibliografia y demas.

A.1. Acerca de la Formacion de la Nocion Abstracta de
Estructura de Grupo

No cabe duda que, en los ultimos tiempos, el concept@siaicturaha alcanzado
una posicién central en matematicas, basicamente porawsanha llegado a reconocer
la importancia de su estudio como herramienta fundamenglpgrmite al matematico,
entre otras cosas, promover un desarrollo unificado de lagnmagicas, realizando
una considerable “economia de pensamiento” al evitar lati@pn innecesaria de los

razonamientos en diversos contextos particulares y quepmeordancia con el fin esencial

1“Una de las caracteristicas de la Matematica Bourbakissa extraordinarianidad no hay apenas idea
en una teoria que no tenga repercusiones notables en mudgseria absurdo y contrario al espiritu mismo
de nuestra ciencia quererla dividir en compartimentodofgia la manera de la division tradicional en Algebra,
Analisis, Geometria, etc., totalmente caduca hoy diagi{donné, 1987)
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de la axiomatica, contribuye a suministrar “la inteligithéld profunda de las matematicas”,
mediante el discernimiento y la puesta en evidencia de deas comunes sepultadas bajo
el aparato exterior de los detalles propios de teorias deraias [...] en apariencia muy

distintas” (Bourbaki 1962, p. 39, 43).

Son estas algunas de las razones por las cuales se ha genemdendencia de
pensamiento en términos de estructuras, fruto de lo cuahateera consciente, el Grupo
Bourbaki, para citar el caso emblematico, ha abordado etlestle las matematicas como
una jerarquia de estructuras, utilizando de manera siitanka nocion de estructura para
obtener “una exposicion unificada de todas las ramas batdasmatemética, que descansa
sobre solidos fundamentos”(Campos, 1994, p. 561-562)Xdd®esta perspectiva, “Bourbaki
considera la matematica moderna en sus fundamentos phcadaisobre bases axiomaticas
rigurosas segun el pensamiento de Hilbert; codifica y atarél lenguaje matematico gracias
alalogica formal y a la teoria de conjuntos (Cantor, Ded#kinnifica esta ciencia mediante

el establecimiento de estructuras comunes a sus diversas'{@ampos, 1994, p. 561).

Teniendo en cuenta que la tendencia a la unificacion, ligalagimiento y a la evolucion
de las estructuras, es una de las caracteristicas de la atet@moderna que ha prevalecido
hasta la época actual, es conveniente hacer referenciaioalge los hechos y momentos
relevantes que podrian interpretarse como intentos daa@sty manifestacion de dicha
corriente de pensamiento. Tal es el caso, por ejemplo, dpbpito de laescuela pitagorica
expresado en su insignia fundamentdas las cosas son numérdlas concretamente,
Descartes consideré también que habia creado una cience éhenlazar en la geometria
analitica, los métodos del algebra y la geometria, panieleda idea de elegir los segmentos

como forma general de las magnitudes geométricas, pensanidtroducir las operaciones
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aritméticas en la geometria, con la particularidad de qouléiplicaciéon tendria la propiedad
clausurativa, mediante la introduccion de un segmentoiderssilo como unidad y la
construccion de la cuarta magnitud proporcional, dondesyavizora, muy tempranamente,
la operaciénen términos de lo que hoy se conoce cdeyde composicion interndo que
daria lugar a una prefiguraciéon implicita de estructuralaigea entre los segmentos. Algo
semejante a lo que haria Gauss, mas de un siglo después, comp@sicion de formas
cuadréticas Es de destacar también el resultado que, en esta tenderadajeron los lazos
establecidos por Félix Klein entre la geometria y la teodaydipos, en suPrograma de
Erlangeride 1872, con lo cual consiguio unificar y “explicar en que siste la geometria,
mediante la estructura de grupo”(Campos, 1994, p. 562);donmque las aplicaciones de
esta teoria al analisis, hecha por Sophus Lie, de cuya deaerdn surgieron las teorias de
algebras y grupos de Lie; sin olvidar, desde luego, los aepaté Lagrange, Abel, Galois,
Cayley..."y una gran parte de las investigaciones de lasdgs@lemana de la segunda mitad

del siglo XIX"(Campos, 1994, p. 562).

A.1.1. La Estructura de Grupo en la Teoria de Ecuaciones Aldaraicas

En el siglo XVIII, los problemas que impulsaron el desaoglosterior del algebra tenian
que ver con el tema de la teoria de ecuaciones algebraicas|limcluia no solo la formacion
de la teoria general de las ecuaciones, sino ademas la amidmutle procedimientos para
su resolucion. El trabajo cientifico alrededor de estoslpno@s condujo, al mismo tiempo,
a la reestructuracion de los fundamentos del algebra,digad laampliacion del concepto
de numergcon los procedimientos del célculo aritmético, con laigedie nimeros y con
el perfeccionamiento del aparato algebraico simbdlicderdi. A partir del desarrollo de

éstos aspectos, que en esencia determinaban el conterliddjgte del algebra de finales
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del siglo en mencidn, se requirid y a la vez fue posible avaalztnatamiento de problemas
cualitativamente nuevos, los cuales estarian relacienaaio el surgimiento, hacia el futuro,
de la teoria de Galois y la teoria de grupos. Dichos problebege la denominacion de
“aritmética universal o genergleran los temas que constituian una ciencia Unica, quedocup
el centro de atencién de eminentes matematicos de aquelia,égspecialmente en el marco

de la “Aritmética Universadlde Newton, publicada en 1707.

Después aparecieron otras monografias cuyo contenidaareamstruccion sistematica
del algebra, y entre ellas, en 1767, la famoBatfnética Universal’, de Euler en la cual
se destacaba el algebra como ciencia independiente. Bstacpie fue traducida a varios
idiomas, ejercio gran influencia en la determinacion de ddlematica cientifica del algebra
y en la estructuracion de los cursos universitarios solieereateria. su contenido era muy
variado, desde la teoria general y los métodos de resolut@éecuaciones algebraicas;
sistemas de ecuaciones lineales; métodos de busquedacdieses enteras de las ecuaciones
de primer grado y de grados superiores, y aun temas de teoriarderos tales como una
demostracion degran Teorema de Fermagiara los casos = 3, n=4 (como se vera en
la seccion 4.7.1). Asi se podia advertir no so6lo el comiemzo, gle manera importante,
el resultado y el estado de la formacion del algebra en eb s{illll, convirtiéendose en
la ciencia de las ecuaciones algebraican la cual se incluia la elaboracién del aparato
simbalico-literal necesario para la resolucion de ecussolgualmente, conservando en su
composicion los métodos numéricos, por una parte, el &gateractuaba con la aritmética
de manera muy estrecha y, por otra, habia una interpretdeidos métodos y problemas
algebraicos y la teoria de numeros, basicamente en el domgksicionado con el analisis

diofantico.
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En este punto, desde la perspectiva de la evolucién delmidoteientifico del algebra 'y
del proceso de creacion de las premisas para un nuevo petéodo evolucion histérica,
“la generalidad y el campo de aplicaciones de los métodasbediro-literales” estarian

determinados por lageneralidad del concepto de num&Ribnikov, 1974, p. 313)

En sintesis, el contenido principal del algebra del sigldIK¥staba constituido por la
tematica relacionada con la resolucion de ecuaciones. labsmaticos realizaron enormes
esfuerzos encaminados a resolver este que era el probletna cel algebra durante aquella
época, fruto de lo cual surgié una gran cantidad de trabajessg conocieron a través de
numerosas publicaciones. Entre las direcciones que emcaurales esfuerzos se destaca
aquella que se formdé a partir de los intentos de buscar unitalgoalgebraico legitimo
tal como el método de Tartaglia-Cardano, para hallar lacgmiude la ecuacién cubica, y
el de Ferrari para la ecuacién de cuarto grado, que fueraiéamidlido para resolver las
ecuaciones de grado superior al cuarto. Entre los innunesraitentos que se realizaron
con este propdsito se pueden mencionar los trabajos deriilsahs, Euler y Waring que,
desde luego, resultaron infructuosos, ya que, en el fomdanphtematicos de aquella época
solo disponian de recursos algebraicos elementales polee el mencionado problema.
Por estas razones, muchos trabajos se orientaron a hatl@ppmximacion las raices de
las ecuaciones, utilizando tanto métodos gréficos, a mhatia geometria analitica, como
numericos; de tal suerte que se despejaron las perspeptivasel desarrollo teorico del
algebra, mediante diversas investigaciones en torno arlmsigmas de la resolubilidad
por radicales de las ecuaciones algebraicas y la demastrdel teorema fundamental del
algebra. Entre los matematicos que trabajaron sobre estossproblemas relacionados con

el teorema fundamental del algebra estaban Dt AlembeerEluadgrange y Gauss.
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Fue entonces cuando Lagrange, precisando la demostracibuler, introdujo y elaboré
la teoria de las funciones invariantes o semejantes Unit@rpara sustituciones de un mismo
grupo. En la teoria de Lagrange se consideraba la semejarfsacones simétricas de las
raices de la ecuacion para el caso en el que se diferenciensémbdos los Rvalores que
ellas pueden tomar, respecto a todas las permutaciones idedas. Lagrange demostré, con
relacion a las funciones semejantes, que éstas se expunaaarg través de las otras, en forma

racional, por medio de los coeficientes de la ecuacion dada.

En vista de que el inico camino que tenian los matematicaggsolver las ecuaciones de
grado superior al cuarto eran los medios algebraicos el@hesrde aquella época 'y el Unico
motivo que guiaba los innumerables esfuerzos e intentagw@raspecie de certeza o garantia
intuitiva de la posibilidad de encontrar un algoritmo samé los de Ferrari o los de Tartaglia
y Cardano, al menos para el caso de las raices reales, Lagsangropuso determinar
las razones por las cuales resultaban eficaces los métodosidns para la resolucion de
las ecuaciones de tercero y cuarto grado, al igual que ldsoBex sefales reveladoras y
suceptibles de dar luces en la investigacion de métodosiéanatiicaces para el caso de
ecuaciones de grado mayor que cuatro; para tal efecto aniglizosamente los mencionados
métodos, lo cual le revel6 que las soluciones de la ecuacigimal se obtendrian en términos
de las soluciones de ciertas ecuaciones auxiliares llasmasialventesexpresion que, segun
parece, fue introducida por Euler al rededor del afio 173 &eién inicio el estudio de
las resolventegue el matematico francés Vandermonde, cuando presentdeatiemia de
Paris, en 1770, una memoria con el titulo de “Sur la résaluties équations”, en la cual
tratd no solamente de la solucidon de las ecuaciones de seqguteicer grado, sino que
también presentd soluciones para la ecuacion de cuarto grpdra ciertas ecuaciones de

grado mayor. Precisamente afirmaba que la ecuacion cidlodaéfh- 1 = 0 se podia resolver
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mediante radicales cuandoes un nimero primo y verifico esta afirmacion para el caso

n<11.

Hacia el afio de 1771, Lagrange present6 ante la Academia d& Bm amplio
estudio sobre el mismo problema, titulaBeflexiones sobre la resolucion algebraica de
las ecuaciongsen el cual abrié un nuevo periodo en el estudio de la teorecdaciones,
superando el trabajo de Vandermonde, al examinar desdsaévéirecciones las soluciones
de las ecuaciones de segundo, tercero, cuarto y gradossapePero antes de avanzar en

el tema es conveniente ilustrar el caso, de manera elemeomsiderando la ecuacion

X+ px+q=0
p P’
Mediante la transformacion=y — 3, € obtiene la ecuacidgasolvente §+qy® — 5= 0
Yy .
que es cuadratica eff. En efecto, siS= y3, se obtiene® + qS— 57 = 0. Las raices;

y s de esta ecuacion se pueden calcular en términos de los eaddiide la ecuacion
x3+ px+ g = 0; pero para volver g, a partir deS, se debe resolver la ecuacigh— S= 0.

—1+iv/3
7'p

De tal suerte que, $ es una raiz cubica particular de la unidad, estares, or

lo que se conoce, los valoresylgue satisfacen la ecuaciésolventeson:

Y&, ays,  atys, IS ays,  arys,

y las soluciones distintas de la ecuaci@a- px+q = 0, son
x=VS+VS e=a¥Si+a?VS x=a?YS+aVS,
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expresadas, desde luego, en términos de las raices de la ecuaciorresolvente
Posteriormente, Lagrange observo que se debia trataraddesstr una relacion considerando
ay como funcion de x, en razon de que es la ecua@éanlventda que permite la resolucion

de la ecuacion inicial.

Volviendo al caso de la ecuacion cubica genexdl bx2 + cx+d = 02, tanto para
Lagrange como para Vandermonde, la idea béasica era comdi@expresion= x+ ay+a?z

dondey, y, zson las soluciones de esta ecuaci@n s una raiz cubica de la unidéa + 1).

Lagrange observo que, dependiendo del orden en que se tamesides, y, z at le
corresponderian seis valores. En otras palabras, losasldgs valores que podria tontar
dependerian de las seis permutaciones de las raigeg. Advierte también que estos seis

valores son soluciones de la ecuacién de sexto grado:
f(S) = (S—11)(S—12)(S—13)(S—14)(S—15)(S—1te) =0,

cuyos coeficientes, en virtud de que son funciones simstdealos seis valores de
(ti,1 < i < 6), son también funciones simétricas ®ey, z y por lo tanto, pueden ser
expresados en términos de los coeficientes de la ecuacitad@ula inicialmente. Lagrange
seguramente denomimésolvente a la ecuacion anterior (f(S)s@orque, a pesar de ser de
mayor grado que la original, se puede resolver, por ser wrsc@m cuadratica e&, como se
vio en el ejemplo anterior, aplicando, en primer lugar, larfdla para la ecuacion cuadratica

y después extrayendo la raiz cubica. Para tal efecto, leastadn cuenta que los seis valores

2Siguiendo el desarrollo que, sobre el tema, se hace en valiadeden y en el librecorriendo el algebra
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det pueden ser ordenados de la manera siguiente:

ti=x+ay+0a°z b=ati=ax+a’y+z t=0a’t;=a’x+y+aqz

ta=X+az+0a%y ts=ata=ax+a’z+y tg=0a’ty=0a’x+z+ay

Esto implica que:

(S—11)(S—t2)(S—1t3) = (S—t1)(S—aty)(S—a?ty) =S —t3,

para los primeros tres factores.

De igual manera para los otros tres factores:

(S—14)(S—15)(S—tg) = (S—14)(S— ats) (S— a’ts) = S’ — 13}

entoncesf (S) = (S~ t§)(S—t3) = L~ ($+5)S + (3t3)

Aqui, como se ha visto, basta aplicar la férmula para la éénawiadratica e y luego

extraer la raiz cubica.

A pesar de que los seis valores tdse obtienen a partir de la solucidén de la ecuacion
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resolventelas soluciones de la ecuacion cubica son:
1
X = :—)’[(x-l-y-i—z) +11 +t4]

1
“[(x+y+2) +a’ty + atd]

— Ly ttartg =

1 1
2= J[(x+y+2) +to+1g] = Z[(X+y+2) +aty + aty]

Luego, el Unico problema radica en identifidary t4 (entre las seis soluciones de la
resolventg o mejor, después de resolver la ecuaci¢8) = 0 y una vez conocidos los seis
valores dd, hay que identificat; y t4 entre estas seis soluciones de la ecuam8nlvente
Lagrange estudi6 el problema de determinar cual dg ([ds< i < 6) se debia utilizar en las
anteriores férmulas. Para tal efecto, advirtié quees cualquiera de las seis soluciones de
la ecuacion resolvente y siende= (x+ ay + a?z)(x+ a?y+ az) simétrico erx, y, z y en

consecuencia conocido, entonces las tres raices de la@teabica serian:

1
X= ?,[(X+y+z>+t+t]
1
y= :—%[(x-i—y—l-z)-i—at-l- t]
z= }[(x—i- +2)+alt+ — ]
3y aZt

Para generalizar el método de Lagrange, de manera natutalbésqueda de la solucion
de la ecuacion de cuarto grado, eligiendana de las dos raices primitivas de la unidad de
orden 4y six, y, z, r, son las raices de la ecuacién cuartica en mencion, la faramdloga

parax sera:

x:%[(x+y+z+r)+{‘/(x+iy—z—ir)4+{‘/(x—y+z +\/ —iy—z+ir)4.

De acuerdo con Lagrange y Vandermonde, para que fuera @dsildolucion de la

ecuacion de cuarto grado, seria suficiente evaluar soloaiaatds expresiones subradicales.
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La identificacién de la solucion se haria a partir del sigi@eanalisis: considerando=
X—Yy+z—r, entonces las 4k 24 permutaciones dey, z, r originan Unicamente seis valores

diferentes de, los cuales son:
+(X—y+z—r), £(X+y—2z—r), £(X—y—2z+Tr).

Cada uno de estos valores aparece cuatro veces. Ahoragsictamnl estos seis valores por

+tq, £to, £t3, entonces la ecuacidasolventeasociada con los mismos es:

f(S) = (S—t)*(S+1t1)*(S—t2)*(S+1t2)*(S—t3)*(S+13)* = 0= [g(S)]*
= (S -1)(F-t5)(F-1t3)*

En estos términosZ, t3, t2, son las raices de una ecuacion clbica conocida puestogjue lo
coeficientes de g(S) son funciones simétricatfetf, t§ y, por lo tanto, son simétricas

enx,y, zr.

En vista de que se puede resolver la mencionada ecuacicracélsi posible obtener las
raicest?, t3, t2 y al extraer la raiz cuadrada, se tendrian los valordsidentificados como:

+ty, £ty, +t3. En consecuencia, las soluciones de la ecuacion de cuado gon:
1
X=Z[(x+y+z+1)+ti+t2+13),

1
y=-[(X+y+z+r)—t1+ta—t3],

4

1
7= 21[(x+y+z+r)+tl—tz—t3],

1
r= Z[(X—HH—Z-H’) —tl_t2+t3]7

Al analizar el comportamiento de écuacion resolventeara el caso de las ecuaciones de

tercero y cuarto grados, se observa que el grado éeuacion resolventerece rapidamente
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de manera que es mayor que el grado de la ecuacion inicialfdetoepara la ecuaciéon
de tercer grado laesolventetiene grado 3= 6 en S, pero este se disminuye por motivos
relacionados con los grupos de permutaciones de las ragi@esuanto dichaesolventese

reduce a una ecuacion cuadratica2gue se resuelve con el método conocido.

En el caso de la ecuacion de cuarto gradeesmlventdiene grado 4= 24 en S, pero la
misma se reduce a una ecuacion de grade 8lenS?, la cual se puede resolver por tratarse
de una ecuacién cubica &3. Estos hechos obedecen al nimero de raices primitivas de la

unidad. Efectivamente, si:
t=x 2 3
= X1+ aXo+ ad“X3+ A ~X4,

y se eligea = —1, entonces lacuacion resolventd (S) = [g(S)]% es la cuarta potencia

de la ecuacioy(S), de grado seis, y es resoluble por lo que ya se ha dicho.

A continuacién se puede advertir por qué las considerasigries procesos realizados
en la resolucion de las ecuaciones de tercero y cuarto gramdgncionan al pretender
extenderlos para la resolucion de la ecuacion de quintagEspecificamente, en este caso,
todas las raices de la unidad diferentes de uno (1) son wasies decir, hay cuatro raices
primitivas y ademas, por lo que ya se ha observado, si senpieeteesolver la ecuacion
quintica, laresolventetendria grado 5& 120, que se reduce a una ecuacion de grado 24
enS. Esto también se puede justificar mediante un procedimaritwgo al desarrollado en
los casos anteriores. Entonces, como ahora la expresigrcmfulineal de las raices, xo,

X3, Xa, X5, de la ecuacion, es:

t=x14+ 0%+ a’xz+a>a+a*xs a®=1;a #1;
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se tiene que:

at = x5+ axy + a®xe + a’xz+ a’xy;
A%t = X4+ aXs+ 02x1 + A% + a*xa;
ast = X3+ axg + a2 + a3x; + a*xo;

a’t = X+ axz + a2x4 + o3%s + a’xg.

Aqui se pueden observar dos hechos importantes: en primar, lgue los términos de
estas expresiones estan ordenados en correspondencaaithcion a de las sucesivas
potencias de la permutacion ciclicaxoxsxsxs); y, en segundo lugar, que,resolvente {(S)
consta de 24 factores, lo cual pone en evidencia la impaiablibe resolvergor radicalesla

ecuacion de quinto grado.

A partir de la solucion de la ecuacion de cuarto grado, Laggdarmulé la conjetura de
que si fuera posible encontrar un polinonfiix, X2, X3, X4, X5), CON respecto a las cinco raices
de la ecuacién de quinto grado, y que solo pudiera tomar 3 ¢odegaal permutar las cinco
raices de las 5+ 120 maneras, entonces seria posible resolver “por raditakcuacion de

quinto grado.

Sin embargo, a comienzos del siglo XIX Ruffini, discipulo dagtange, justificd la
imposibilidad de existencia de un polinomio con tales deréticas. Mediante el estudio
de los sistemas de todas las permutaciones de las raices x3, Xs, X5, logré demostrar
que el nimerop de permutaciones de un sistema de ese tipo es un divisor dedudel
namero de polinomios distintos que es posible formar pattede f y aplicando las 120

. . 120 _. ., 120 N
permutaciones de las raloeses?. Finalmente demostré quep— en ningun caso puede
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serigual a 3 0 a 4, como Lagrange lo mencionaba en su conjetura

Fueron todos estos resultados los que condujeron a Lagsacwesiderar el problema de
la resolucion de ecuaciones en términos de permutaciorias deces y, en consecuencia, el
problema se reducia al estudio de los diferentes valorepupgen tomar las combinaciones
elegidas de las raices cuando se las permuta de todas lasamposibles. De esta forma,
demostré que las raices de las ecuaciaseelventeson funciones lineales de las raices

buscadas y de las raices de la unidad.

La idea central de Lagrange consistia en que la considerdeifos valores que toma una
funcion racional cuando se permutan sus variables condiireiectamente a la teoria de las
permutaciones o a los grupos de sustitucion. Precisamaimeportancia del trabajo con las
resolventesadicaba en que traia consigo el hecho de resaltar el tenss geetmutaciones
de las raices de una ecuacion algebraica. Este tema llegdundamental para el algebra
abstracta hasta tal punto que en sus comienzos esta ranmgmrdatEmaticas se centrd en el
estudié de los grupos de permutaciones. Asi mismo el temasdesblventese constituyo
en un elemento de enlace de la teoria de la resolubilidadubeci®nes con las estructuras

algebraicas.

Posteriormente Cauchy, con el propésito de generalizaetdtados logrados por Ruffini
y Abel, sobre el problema de la imposibilidad de resoluciériadecuacion de quinto grado
por radicales, introdujo la nocién de permutacién con un@mé enteramente nuevo, que mas
tarde seria decisivo. Para tal efecto represent6 un peciantde un determinado nimero de
objetos, designados por letras, dispuestas en un cieroced una linea o renglon, mediante

una ley o regla que hacia corresponder a cada objeto de lanarlinea o renglén, un objeto
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de la segunda que tuviera el mismo rango, de la siguientermgne llamé sustitucion:

a d2 a3 ... dn
by by bs ... by

Pero, en vista de que esta representacion solo seria @ilpatimero pequefio de objetos,
en sus razonamientos utilizo la notacion abrevié@ , en la que Ay B son permutaciones
cualesquiera de cierto numero de objetos consideradogdBbhmas novedoso y de mayor
importancia consistié ecomponerdos sustituciones. Para tal efecto, al trata de componer la

. (A C L . [A\ [/C
sustitucion B con D en este orden, la composicion de las dos la design B r D)
... (B .
pero como en el proceso la segunda es transformada en unacsoist £) para cierta

. L A\ /B A
permutacion E; entonces la compaosicion la expres % I E = E)

De Ila misma forma, consider6 la composicion de varias sesihes
A\ /C\ (E\ (G
B/\D/\F/\H/

Andlogamente, la sustitucion compuesta o “productdXdsustituciones iguales a una
K

. (A o A o . oo A
sustitucion 5) la designd por 5 - Designé también la sustitucion idénti aA Y,

. . A\ /B A
desde luego, habria considerado el cé&c) (A) = (A) :

Tratando este tema Dieudonné observa que a pesar de sentevideanalogia con
la composicion de funciones, “para las matematicas deb sidK, habria demasiadas
diferencias entre un conjunto finito y una recta como para ugiesen pensar en una
unificacion, que no se producira hasta Dedekind y Fregeldaneé, 1989, p. 165). Y

como ya se ha sefialado anteriormente y corroborado tambidagypalabras de Dieudonné,
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para las matematicas del siglo XIX fue dificil liberarse decbncepcion tradicional de la
division de las matematicas en partes como aritméticapedggeometria, analisis, que se
caracterizaban por los objetos matematicos estudiadaslaruna de ellas, y con relacion a la
formacion de la nocién abstracta éstructura algebraicy, especificamente a &structura
de grupg que fue la primera que surgio, la teoria de las formas ctiedsabinarias con
coeficientes enteros pertenecia a la aritmética, las emexcy permutaciones al algebra, las
trasformaciones a la geometria, y en tales condicionesfiaicén general de grupo sélo
aparecio hasta el afio 1882, para los grupos finitos y paraselgeneral solo hasta el afio

1893 (Dieudonné, 1989, p. 180).

Se observa ademas que a comienzos del siglo XIX se origindsematematicas “una
tendencia firme hacia una abstraccion y una generalidadentet de tal manera que, a
mediados del siglo, el cambio en su esencia, habia sidoa&mpio que sus resultados serian
irreconocibles incluso para los mas sobresalientes métmaalel siglo XVIII; y a pesar
de que, excepcion hecha de las mentalidades creadoragigeicapunto de vista persistia,
las mateméticas iniciaron su mejor momento en via abkstracciony a la generalizacion
orientadas hacia la creacion de “métodos universalestyidas amplias”que tuvieron como
antecedentes muchos aportes, entre los cuales sobresslgaldajos de Lagrange. Asi se
generd el mencionado proceso de “la metodologia de la deramian y de la abstraccion
deliberadas”’que desembocaria en la nociéesiricturay que constituye la contribucion de
mayor importancia que han logrado todos los sucesivos primgséencaminados a “ampliar
el concepto de numero”(Bell, 2002, p. 197). Tema que se d#ksaé en la siguiente seccion

A.l.2.
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A.1.2. La Estructura de Grupo y el Proceso de Ampliaciéon y

Generalizacion del Concepto de Namero

Debido al caracter marcadamente abstracto del conceptdrdern, a pesar de que la
aritmética antecedio en el orden historico a las demas ramdas matematicas desde la
época de la civilizacion babilonica, su desarrollo fue mutyimcado y hubo que esperar
hasta el siglo XIX, en la época de Dedekind y Peano para qgarfiea constituirse en un
sistema deductivo tal como la geometria lo habia lograderya] siglo 11l antes de nuestra
era, en los Elementos de Euclides. No obstante y precisarmsantirtud de su naturaleza e
importancia, la nocion de niumero ha estado presente en knsilosomentos y procesos de
evolucion de las mateméticas. En efecto, ha sido la gedadatiel concepto de nimero lo
que ha determinado la generalidad y el campo de las aplitesie los métodos algebraico-
literales. En este sentido Bell afirma que “desde el puntoigta de las matematicas como
un todo, la metodologia de la generalizacién y de la absémaaeliberadas, que culmind
en el siglo XX en unas matematicas de la estructura, que serdiésron con rapidez, es
sin duda alguna la aportacién mas significativa de todagldativas sucesivas para ampliar
el concepto del numero”(Bell, 2002, p. 197). Por su parteeB@efiala que “el interés en
la idea abstracta de estructura y la aparicion de nuevabralyeespecialmente durante la
segunda mitad del siglo XIX, condujo también a amplias gaizaciones en el campo de los
nameros y su aritmética”’(Boyer, 1986, p. 732). Es desdepestpectiva que, de acuerdo con
el objetivo principal de la tesis, se analiza los aportes a®t@ y Dedekind a I&ormacion
de la nocion abstracta de estructura algebraigeor cuanto es precisamente Cantor quién
propone la abstraccién deliberada con mayor audacia Hasteekde los niUmeros cardinales

infinitos. El desarrollo de este tema corresponde al capstul
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Segun Bell, los sistemas numéricos del analisis, del dgeatw la fisica matematica y
de la teoria de numeros del siglo XX se gestaron después deonasp de cuatro siglos
de generalizacién que dio como resultado los niumeros cgmspée hipercomplejos, los
enteros algebraicos y el continuo de los numeros realeanisio, sefala varios periodos
de cambio radical, el primero de los cuales corresponde ahento en que Gauss, en
1801, introdujo el concepto de congruencia en términos deelacion de equivalencia para
ordenar una clase infinita de enteros en una subclase finiatrgia implicito el concepto
de homomorfismo, que soélo en el siglo XX fue formulado de maokra e independiente,
llegando a ser la base del algebra abstracta, la topolodfray martes de las matematicas. El
segundo periodo lo ubica entre la década, de 1830 a 1840¢aallbs algebristas ingleses
reconocieron con claridad el caracter puramente abstyafdomal del algebra elemental.
Luego, en la década siguiente, surgieron los cuaterniométachilton y las algebras mucho
mas generales de Grassmann, a partir de las cuales se Hasarras algebras vectoriales
de la fisica matematica. De este periodo quedd un resultdiuable en términos de un
concepto muy generalizado de niumero. Cabe recordar queténpion de Peacock, Gregory
y De Morgan era trasformar el algebra en una ciencia indepetedde las propiedades de
los nimeros reales y de los numeros complejos, al propomaeo gostulado de base que
las mismas propiedades fundamentales fueran validas palqueer clase de numero. El
siguiente periodo corresponde a la década de 1870 a 188 eal)ae concibié la manera
moderna de emprender el estudio del sistema de los numetes,reon los trabajos que
desarrollaron Cantor, Dedekind, Meray y Weierstrass, daano resultado, al finalizar el
siglo XIX, la aritmetizacion del analisis e iniciando el nimiento critico moderno. El cuarto
periodo comprendido entre 1890 y 1910, esta caracterizada pparicion de las paradojas
del infinito, a las cuales, subraya Bell, “se debi6 en grateprsubito desarrollo de la lI6gica

matematica que ha actuado con mucha fuerza sobre toda lméatei@ y en particular sobre
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el concepto de numero”(Bell, 2002, p. 178).

La teoria de las congruencias fue presentada por Gauss Bisgussitiones arithmeticae
en 1801. Como es bien conocido, el concepto de congruengiagd ser la clasificacion
mas fructifera de los enteros racionales en un numero fieitolakes, llamadadases de
equivalenciay agrega Bell, que Gauss no pudo prever que su invento dearde conjunto
finito o infinito de elementos dentro de otro, clasificandcelesnentos del primero segin una
relacion que posea las propiedades abstractas reflexivéiria, y transitiva, compartidas
por dicha relacion de congruencia, habria de ser el primcpentador de la estructuracion

de las teorias algebraicas.

Con la evolucion gradual de esta idea, orientada a la egtagibn de las relaciones, las
matematicas alcanzaron un impulso que les hizo desbordaritculos con los nimeros
naturales a un dominio en el cual el nUmero como tal no tiemgénpacia puesto que lo
que se investiga es como se articulan las relaciones enrlecesta (Bell, 2002, p. 204).
Precisamente para subrayar quecéagruenciarespecto aimédulo mes unarelacion de
equivalencia se emplea la notacion especifieas b moédm, y el escribirx es divisible
exactamente por nen la formax = 0 moédm, seguramente le hizo pensar a Gauss en

analogias muy utiles entre las ecuaciones algebraicasiyidébdidad aritmética.

Un ejemplo que ilustra estas ideasadsanillo de las clases residuales modulo Bn
efecto, la congruencia con respecto al modu)@ntero positivoseparaa todos los enteros
racionales emm clases Se incluyen en una misn@ase residuatodos los numeros de la
formaa + kmconk € Z. Existenm clases, lo que equivale a decir que el conjudoiente

Z/m comprendem elementasEn otras palabras, la definicion de congruemiddulo m
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clasifica a los enterog por su resto en la divisién pan. En particular, sm=2, entonces
m clasifica aZ en pares e imparesAdemas, en virtud de la compatibilidad deslamay la

multiplicacionde nimeros enteroson respecto a estalacion de congruenciaes posible
“trasladar’ estasoperacionesal conjunto declases de congruencido cual da lugar a los
anillos de enteros médulo ypen consecuencia, a laritmética modulo ni Asi mismo, para

queZ/msea un dominio de integridad eecesario y suficientiguem sea umumero primo.

Con posterioridad a la resolucion de las ecuaciones derteyceuarto grados por los
matematicos italianos y luego de la introduccion de las$eyrdel simbolismo en los siglos
XVI'y XVII, las ampliaciones del sistema de numefagron unos de los avances mas
notables que experimentaron las matematicas. Pero, ageeBaberse generalizado de modo
mas o menos informal dichasmpliacionescon el fin de obtener, a partir de los nimeros
naturales, otras extensiones como las de los enterosciosades, los reales y los complejos
basicamente; durante una parte del siglo XIX todavia se trdoncepto de numero natural
como algo muy simple y trasparente para la mente, lo cuah ltager que seria imposible
analizarlo o referirlo a otros conceptos mas simples. Coenexplica, en las secciones (2.2
y 4.5), s6lo después de la formalizacion del algebra y lenétita por obra de los miembros
de la escuela inglesa, Peacock, De Morgan, Hamilton, efrive,dos numeros naturales se
ampliaron a los niumeros algebraicos iniciando con los foalile Gauss y de Kummer en las

décadas de 1830 a 1850.

Con respecto a tales ampliaciones, Bell afirma que en cadaé&hsvance de los nUmeros
naturales hacia otros tipos de numeros, se produjo un @wiigiento y un ensanchamiento
de todos los diferentes campos de las matematicas conada@sitmética y reciprocamente,

las nuevas adquisiciones, hechas en otros campos, ganaradificaciones en la aritmética,
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tal como sucedi6 en la década de 1840 a 1850 con la ampliagié@tgebra vectorial plana a
un espacio de mas de dos dimensiones, lo cual constituyoeulos drigenes de los sistemas
de numeros hipercomplejos del algebra, y éstos, a su vegommionaron a la aritmética
otros tipos de enteros. Observa Bell que: “El desarrolloadaritmética correspondiente
influyé por su lado y particularmente en el siglo XX sobre gke#élra de que procedia[...] El
movimiento hacia adelante era universal y cada adelantortamite en una secciéon inducia
al progreso en otras”(Bell, 2002, p. 197, 198). A continGage consideran algunas ideas
basicas acerca de los numeros complejos, en primer lugaQ cm caso que confirma e
ilustra las aseveraciones anteriores y, en segundo lugala pelevancia de estos conceptos

desde la perspectiva de la tesis.

Los matematicos ingleses Cotes y D@iié encontraron formulas que relacionan los
nameros complejos con las funciones trigonométricas yriogcas. En el mismo sentido,
Euler hizo contribuciones importantes a la teoria de loaritgos de nimeros complejos. A
estos matematicos, ademas de Vandermonde, que utilizarepresentacion de los numeros
complejos como puntos del plano, se debe la deduccion dagseluciones de la ecuacion

. , L. . , . co92km) . sin(2krmT
ciclotomicax" — 1 = 0, en términos trigonométricos: S(n )+| (2K

, son los vértices
de un poligono regular de n lados que se encuentran sobnelafarencia del circulo de
radio unitario. Durante el siglo XVIII la utilizacion de lagimeros complejos de hizo cada
vez con mayor seguridad y efectividad, por cuanto la pocadeld que se tenia sobre el
concepto de éstos numeros no habia podido ocultar su dtiicléa resolucién de problemas
concretos. Esta confianza en ellos por parte de los matersatisi como esta postura, se
consolidaron con el reconocimiento de los mismos implicadta primera demostracion del
teorema fundamental del algebra realizada por Gauss en N8bstante, las diferentes

interpretaciones de los niumeros complejos no se habianufadm ain en una concepcién
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cientifica Gnica, sino que se resolvian a la vez en distintarsog, junto con el desarrollo
general del analisis matematico, pese a lo cual, todos évsezltos necesarios de la teoria
general, en lo fundamental, estaban formados. En consagayénllegada del siglo XIX era

la ocasion propicia para la creacién de esta teoria.

La siguiente etapa correspondiente a la historia de lasdnes de variable compleja se
caracterizo por la introduccion de definiciones precisattaks conceptos fundamentales,
referentes ante todo al surgimiento de las interpretasigggmmétricas del concepto de
namero complejo. Al respecto, Bell sefiala que “la teorimd@limeros complejos necesitaba
una revision radical y ungeneralizaciordel concepto de divisibilidad aritmética, que a su
vez requeria de un nuevo enunciado de ciertas partes éotdrees de variedades) de la
geometria algebraica. Esta Ultima a su vez fué responsapiagte de otrageneralizaciones
(sistemas modulares) de la aritmética algebraica o debédgaritmética, del siglo XX".
(Bell, 2002, p. 198). Se debe tener en cuenta que desde la &moque se desarrollo el
estudio de la resolucion algebraica de las ecuaciones@moitas de segundo grado, se
generd un amplio debate y un importante proceso de conginuge significado que llevo a la
conceptualizacion y representacion de los nimeros coogplejmismo que sus operaciones
y propiedades; pero la toma plena de conciencia por partesdaatematicos en el sentido
de que la base fundamental del concepto de numero la comstélcaracterizacion de las
operaciones, junto con sus propiedades, que se definenedatmejunto numerico, ocurrid
precisamente a partir del siglo XIX. En otras palabras, I agui se hace referencia es a la
estructura y esto significa que en la misma se encontrariasi ésencial del concepto de

ndamero.

En cada una de las ampliaciones y generalizaciones que rem die la evolucion del
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concepto de nimero, la aritmética correspondiente ejanflidencia sobre el algebra en la
cual tuvo su origen; pero en ningun caso el avance que sezélcarpartir de 1800, para
pasar de lo particular y pormenorizado hacia lo abstractenergl, se debié a una sola
rama de las matematicas en especial, por cuanto se tratalandevimiento progresivo de
caracter universal y, en consecuencia, si se lograba utiagsumportante en alguna parte,
este provocaba el desarrollo en otras. Un hecho notable ayugue destacar en todo este
proceso debstraccion y generalizacioes el haber logrado el reconocimiento ddilbae
creacidnde los sistemas matematicos, especialmente a raiz de Ed&remn tal sentido
de la geometria no euclidiana hiperbdlica de Gauss, Bolflashachevsky, respecto a lo
cual Bell observa que “parece que la geometria del modemnm le vista abstracto de las
matematicas se debe al avance casi simultaneo de la acényétel algebra en una direccion
paralela”; por cuanto, efectivamente, haciendo refeeealdieconocimiento explicito que, en
1830, hiciera la escuela britanica del algebra simbéliemmehtal como sistema matematico
puramente formal, sostiene que “condujo en breve a unaueool de la aritmética y del
algebra de importancia comparable a la que precipito la ga@emo euclidiana’(Bell, 2002,

p. 200).

En este orden de ideas, y en concordancia con lo afirmado ecd#s anterior, Hamilton
hacia el afio de 1843, al tener que trasgredir la propiedashei@tiva de la multiplicacion,
hecho que le permitiria alcanzar su objetivo de los cuaiees, abrio las puertas a nuevas
algebras, cuyo desarrollo se iniciaria en el siglo XIX, case@l caso de las algebras lineales
asociativas de Peirce, resultado este correspondientenaavo avance hacia &structura
general de las algebras, donde se establecen los conceptos de wlemipotentese
idempotentesEste estudio lo inicié el autor en 1864, pero soélo se pulditd881, un afo

después de su muerte.
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El desarrollo de las nuevas algebras mantuvo durante elsi¥lun rasgo comun con las
geometrias no euclidianas y también con el nuevo analisisaése refiere a la contribucion
a eliminar de las matematicas conceptos intuitivos y hahbitentales que ain permanecian
arraigados incluso en mentalidades matematicas, comdiswzn Mobius, de quién se dijo
gue “pasoé al lado de los cuaterniones sin verlos”, por eltndethaber rechazado los nimeros

hipercomlejos, al considerar que no satisfacian la praegiednmutativa de la multiplicacién.

Las nuevas maneras de abordar el concepto de numero queassliaado, en el contexto
de las congruencias y de los cuaterniones, por una partelydarevolucionaria de Galois
sobre la teoria de las ecuaciones algebraicas, por otralasefi el rumbo de concepcion
general hacia la estructura matematica, la cual reveloig abrizontes insospechados en el
total de las matematicas. Cabe destacar aqui que Galoysdgpen los aportes de Lagrange,
Gauss, Cauchy y Abel, entre los mas notables, marcé el panteat de cambio en la historia
del algebra a partir del cual el problema principal de irgesion deja de ser la resolucion de
ecuaciones con los métodos tradicionales, para luego émaem® al estudio destructuras
abstractasy por esta razon es considerado el fundador tanto de la @®gaupos como del

algebra abstracta en general.

No amerita discusion afirmar que la parte de las matematoradeda nocidon destructura
se constituyo en un término familiar desde hace mucho tiesspal algebra. Asi mismo, el
ejemplo esclarecedor, 0 mejor,m@btotipo de estructura algebraica simpds laestructura
de grupo Lo que se ha denominadgebra modernaes mas bien el nombre programatico
con el cual se identifica la nueva tendencia orientada atliestie estructuras algebraicas

tales como: grupo, anillo, modulo, cuerpo e ideal, entraspty ha llegado a constituir un
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enfoque fructifero para el desarrollo del dlgebra, a peshatier encontrado gran resistencia

en sus comienzos.

En especial, la teoria de grupos no solo ha dado testimonia tlascendencia y la
fecundidad de los resultados logrados en la investigaciorlealgebra moderna, sino
que, desde el punto de vista histérico, ha constituido ehgmo y mas temprano ejemplo
del nacimiento y evolucién de una estructura algebraicéradia, hecho que Wussing lo
destaca afirmando que ha sidglartera (“midwife”) del algebra moderng que es valido
considerarla como un ejemplo metodoldgicophsamiento estructural-abstracto moderno
Al respecto, advierte también que a pesar de que el concemugo surgié como grupo de
permutaciones, asociado a los trabajos de Vandermondeangey Gauss, Ruffini, Cauchy,
Abel y Galois, principalmente, sobre la teoria de ecuacoalgebraicas, la via de las
permutaciones unicamente debe considerarse como una @dddes historicas de la teoria
de grupos, por cuanto existen, dentro de la literatura métteandel siglo XIX, documentos
que esclarecen ampliamente que la teoria de grupos tuveaices historicas, igualmente
importantes, que son la teoria de ecuaciones algebraadasria de nimeros y la geometria.
De tal manera que la teoria de grupos fue el resultado de wegwa@radual de abstraccion

de métodos y conceptos que implicaban la interaccion de #staraices historicas.

Por la importancia histérica y epistemoldgica que lleva eeste punto de vista, es
conveniente recordar algunos hechos e ideas a favor delanSim embargo, teniendo en
cuenta que ya se ha hecho el analisis correspondiente aria tlsoecuaciones algebraicas
y al problema clasico de la resolucion de ecuaciones, y dobreemas pertinentes de la
teoria de numeros, se trata en la seccion (4.7), acertatderia de idealeses necesario

hacer referencia al papel de la geometria en el surgimieni@tgoria de grupos. Pero antes,
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vale la pena advertir también que, para aquella época, i@mde grupo, de acuerdo con
la afirmacién de Dieudonné, (seccidn 2.4) se encontrabdditgples decir, “subyacente de
modo natural [...] y fue apareciendo por si sola, al hilo dg¢lidio de diversos problemas...”.
En consecuencia, se debe hablar en términos de teoria desgmyplicita tanto en la teoria de
nameros como en la geometria. Asi mismo, segun lo afirma Waisse requiere considerar
los antecedentes historicos para buscasigeos de pensamiento sobre teoria de grugros

el estudio sistematico de lasetaciones geométricasniciadas en la primera mitad del siglo

XIX'y en la concurrente consolidacion detéoria de los invariantegWussing, 1984, p. 27)

A.1.3. La Nocidén de Estructura de Grupo Implicita en la Geomé&ia

A pesar de que el surgimiento de la geometria analiticasian@, en el siglo XVII,
constituy6 una ruptura metodoldgica con la geometria cdagriega, las primeras etapas
fundamentales que se orientaron a hacer a un lado el viejw mlevista acerca de la
naturaleza de la geometria, solamente tuvieron lugar fiaalkes del siglo XVIIl. Es claro
que el algebra y el andlisis, antes que la geometria, fuaoulisciplinas que asumieron
el liderazgo en superar las visiones clasicas. Se preseatibun notable y sorprendente
contraste. Mientras que los cambios fundamentales en dgdanggiedaron a la zaga, en
el algebra y el analisis estos se desarrollaron explosingntanto en extension como en

profundidad, hasta la finalizacion del siglo XIX.

Al hacer referencia al extraordinario crecimiento de largetria en el siglo XIX, Wussing
observa que este provino directamente de la Revoluciérstridual elevar las exigencias
para los ingenieros matematicamente preparados. Agregaelgllamado por G. Monge

“lenguaje de la ingenierfallegd a ser dominante en la Escuela Politécnica de Paridaila
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de acuerdo con las exigencias de la Gran Revolucién Francasgeometria descriptiva,
creada por Monge, ejercié una fuerte influencia en las mdtemsade los gimnasios y
universidades y preparé el terreno para el desarrollo dedengtria. Monge, al crear la
geometria descriptiva introdujo las consideracionesgmtiyas en la geometria finalizando
el siglo XVIII. Esta ciencia que tuvo su origen en el proyedeofortificaciones, contiene
una forma de representar y analizar objetos tridimensesnabr medio de sus proyecciones
sobre ciertos planos. Eves afirma que los trabajos de Desaygie Poncelet, lo mismo que
los de sus seguidores, condujeron a los gedmetras a clakigaopiedades geométricas en
dos categorias: las propiedades métricas, en las queiartervias medidas de las distancias
y de los angulos, y las propiedades descriptivas, en las @uaess trata la relacion de las
posiciones de los elementos geométricos entre si. El teodenPitagoras, por ejemplo, es
una propiedad métrica. La geometria proyectiva es el estiglias propiedades descriptivas
de las figuras geométricas. Todas las propiedades de ic@daxceptuando Unicamente

propiedades métricas especiales, son proyectivas. (E988, p. 273,274).

Poncelet, discipulo de Monge, fue quién impulsé el resumgito real de la geometria
proyectiva especialmente, segun Eves, con la publicacidhagis, en el afio de 1822, de
su obraTraité des propriétés proyectives des figue la cual “dio un impetu tremendo al
estudio del tema e inici6 el lamado gran periodo de la hissthe la geometria proyectiva”, en
cuyo campo entraron muchos matematicos, entre los cuafesesie mencionar a Gergone,
Brianchon, Chasles, &iKer, Steiner, Von Staudt, Reye y Cremona, destacadas digiera
la historia de la geometria y, en particular, de la histoedadgeometria proyectiva (Eves,
1969, p. 273). La obra de Poncelet y el desarrollo de la ge@nptoyectiva fueron
realizaciones inmediatas del poderoso impulso imparidd/jonge y la Escuela Politécnica.

Monge planteaba el uso general pl®yecciones ortogonalesn cambio para Poncelet la
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principal herramienta era el concepto mas general deptmgeccion centralDe la misma
manera, introdujo la distincion fundamental entre propiedproyectivasy no proyectivas
de figuras; es decir, entre propiedades que son siempreyaeas por proyecciones centrales

y propiedades que no se preservan por tales proyecciones.

Segun Wussing, la revolucion en geometria empezo6 al fimadizsiglo XVIII, llegando
a cambiar la milenaria tradicién euclidiana tanto en cddtesomo en método, y una vez
abandonada la idea de una Unica geometria, todo el trabajeestd hacia la posibilidad de
generalizacion o a la necesidad de revision critica. Merespecial atencion ciertos aspectos
de esta evolucién por cuanto fueron puntos de partida urodgaun modo de pensamiento
implicito en geometria sobre teoria de grupos. Los cuaprecigs mas importantes, en este

sentido, que sefiala Wussing, son:

1. La eliminacion del aparentemente indisoluble lazo eggemetria y métrica, y el
surgimiento del problema de la conexidon entre geometrigeotiva y geometria

meétrica.

2. La extension del concepto de coordenadas mas alla detitnaal, de coordenadas

(cartesianas) paralelas.
3. El desarrollo de las geometrias no euclidianas.

4. El giro hacia la abstraccién debido a la introduccion deatbitrariamente amplio

namero (finito) de dimensiones. (Wussing, 1984, p. 26, 27)

Poncelet pudo anticipar la idea principal de posterioresamellos considerando
propiedades invariantesde figuras, bajo proyecciones centrales asi cqropiedades
invariantesbajo otras proyecciones. Esta clase de aproximacionegatahtiento analitico

de figuras geométricas, es decir, el cambio de proyeccionéitisas hacia el estudio
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analitico de transformaciones de coordenadas, invesliigans invariantes, hizo posible
aplicar lateoria de los invariantesrelacionada con otras partes de las matematicas, hacia

la clasificacion de objetos geométricos

Es oportuno recordar aqui, como lo sefiala Bell, que “canvariancia, intimamente
relacionada con etoncepto de grupda teoria de los grupos en el siglo Xkansformé
y unificé partes muy separadas de las matematicas, revelando inbadpsanalogias de
estructuraen diferentes teorias”(Bell, 2002, p. 244). Por éstas ysotexones mas, el
concepto denvariancia ha sido considerado como un notable y elevado aporte de@ sigl

XIX al desarrollo del pensamiento matematico.

La relevancia de estas aseveraciones amerita, a maneranéateoio, hacer referencia a
algunas nociones que permiten moslkaarrelaciones de la estructura de grupo con la teoria
de los invariantey que al mismo tiempo posibilitan, al menos, vislumbrar géstendencia
de estas relaciones en el estado actual de evolucion detéasstenatematicas modernas. En
particular, Dieudonné, en la clasificacion de las teoriaematicas que ha hecho en su obra:
Panorama de las matematicas puras - la eleccién bourbakisdta losgrupos algebraicos
linealesy la teoria de los invariantesomo parte de |&eometria Algebraiceel la seccion
correspondiente a loBroblemas de clasificaciorias mencionadas relaciones se pueden
observar, por ejemplo, al estudiar el tema dahwariantes de grupos lineales

Si V es un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo K,nseoBza
S(V) el grupo de todas las transformaciones biyectigas/ — V. El subgrupo de
los operadores lineales inversibles en V (o grupo de autiisnws del espacio V), se
denota GL(V). Para cualquier eleccion de la bgesee,, ...,en} en V, el grupo GL(V) se
convierte en un grupo matricial com@i(n,K), dondeGL(n,K) es el conjunto de todas

las matrices cuadradas, de orden n, con coeficientes enrpbdCe con determinantes
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distintos de cero.
El conjuntoGL(n,K) junto con la ley de composicion u operacion binaffaB) — AB,
donde A y B son matrices cuadradas de ordesenllama grupo lineal completo de

potencia n sobre K es uno de los llamados grupos clasicos. En estos térmimsssbe:
GL(n,K) = {A€ Mn,n(K)/A es inversiblg>

Cualquier subgrupo eBL(n,K) se llama habitualmentgrupo lineal degrado n.

Si G es un grupo, todo homomorfismb:: G — GL(V) se llama representacion lineal
del grupo G en el espacio V. De la misma manéraG — GL(n,K) es representacion
lineal del grupo G en el espacio vectorial de todas las nestriziadradas, de orden n,
con coeficientes en el cuerpoy con determinantes distintos de cero.

ParaK = Q, K =R oK = C, se habla de una representacién racional, real o compleja,
respectivamente, del grupo G.

La forma, (o polinomio homogéneo), f de grado m que perteakespacid®, de formas
(de grado m) sobre el cuerg® de los nimeros complejos y que queda inmdvil con
la operacion®g definida por @qf)(x1, Xz, ..., %) =H( Py 1(X1), Py 1(X2), ..., Py 1(Xn)), €S
decir, 5gf = f, Vg € G, se llamainvariante enterade gradom del grupo lineal(G, ®).

Si G es un grupo abstracto® : G — GL(n,C) es su representacion lineal, entonces,
al par(G, @) se lo denomina también grupo lineal.

Sila formaf es una funcion racional, entonces, se puede pasar al cordsiptariante
racional Se conoce también que cualquier conjuptg f,, ..., } de invariantes del grupo
lineal (G, ®) engendra efC[xy, Xz, ..., X,] el subanilloC[fy, f,,...] de invariantes.

Como un ejemplo “elemental” se tiene el caso de la forma étigdix? + X3 + ... + X2

y cualesquiera polinomios de ella, los cuales resultanriemtes enteros del grupo
ortogonalO(n)*.

Siw es una forma arbitraria de n variables independientes, ..., X,, entonces el grupo

3Mn,n(K) es el conjunto de las matrices cuadradas de orden n sobrerpbdd. Usualmente se tonka= R
(el cuerpo de los nimeros realedfe= C (el cuerpo de los nimeros complejos.)
4El grupo ortogonaD(n) se define como:
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finito G con representacion line@, de grado n, opera como gnupo de permutaciones
en el conjunto:

Q = {Bg(w)/g € G}

La teoria de Galois en gran medida se vincula al estudio deiamtes de cuerpos (y a
sus grupos correspondientes), engendrados por las r@essidciones algebraicas.
Uno de los teoremas importantes de la teoria de los invasadtablece quen grupo
lineal finito de grado n, siempre tiene un sistema de n invdes algebraicamente

independientes.

La teoria general de los invariantes, se desarrollo a meslidel siglo XIX gracias a los
trabajos de Cayley, Sylvester, Jacobi, Hermite, Klebetzd@n, entre otros, y posteriormente
experimentd un renacimiento en algunos de los trabajosafurdtales de Hilbert. También
Nagata, Mumford, Haboush, han trabajado en esta teoriamglaeaetualidad, como ya se ha
dicho, hace parte de I@eometria Algebraicy de laTeoria de grupos algebraico#\si
mismo, el interés permanente hatgateoria de los invariantese funda también en las
amplias posibilidades de sus aplicaciones en distintogpoarde la fisica y en especial de

la mecénica.

En el desarrollo de la geometria proyectiva, Poncelet y madke tMobious, Steiner y

otros, utilizaron consideraciones métricas y la razonetosh la definicion de coordenadas

O(n) = {A€Mn(R)/'AA=A'A=E}

'A: es la matrizranspuestale A.
E: es la matriainidad.

5Si A, B, C, D son cuatro puntos distintos de una recta ordinae designa la relacion de las razones
(AC/CB)/(AD/DB) por el simbolg/AB,CD), y se llamaazo6n cruzadé'cross ratio”) (orelacion anarménica
o tambiénrazén doblg del intervalo de puntos A, B, C, D tomados en este orden. Eis, deerazén doblees
la razén de dos cocientes y se demuestralguazén doble de cuatro puntos es invariante en la proyetcio
En otras palabras, si A, B, C, D A/,B',C’,D’ son puntos correspondientes de dos rectas relacionadas por
proyeccién, entonces se verificC/CB)/(AD/DB) = (AC'/C'B')/(AD’/D'B/).
La notacién (AB, CD) fué introducida por ébious en 1827
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proyectivas, manteniendo de esta manera la dependenciaanBsta brecha fue cerrada con
la aparicion de las obra@eometria de la posicion (Geometrie der lagefonsideraciones
sobre la geometria de la posici@e Von Staudt, sucesor de Steiner y profesor en Erlangen,
quien se intereso por la fundamentacion de la geometriaStand es considerado como
el fundador de la geometria de posicion pura, es decir, degaometria completamente
libre de relaciones métricas. Se esforzé por tratar de méimiertas dificultades encontradas
en la utilizacién de la geometria proyectiva e intent6 retroiir el conjunto de la misma,
independientemente de toda nocion métrica, con ayuda e@xidmas relativos a la posicion

o al orden de los elementos fundamentales. Precisamergesegunda de sus obras realizo

un tratamiento de leelacién anarmoénic& exento de consideraciones métricas.

Las investigaciones de Poncelet tenian como propoésitditdnana doctrina geomeétrica
general en la que intervendrian principalmenteelacion anarménicaque se conserva en
una trasformacion proyectiva, los puntos imaginarios yrelgipio de continuidad. A su
vez, con Chasles y Steiner, después de constituida la mgiroyectiva, surgieron dos
ideas de gran relevancia como son: la distincién entre pdapies métricas y propiedades
descriptivas, por una parte y, por otra, el papel de las fivsemaciones. Von Staudt, al
igual que Poncelet y sus sucesores, se propuso desareoligometria sin recurrir a los
métodos analiticos pero, a diferencia de los anteriordendi® que debia introducir las
nociones proyectivas sin que intervinieran considerasanétricas e inicid la reconstruccion
geométrica con base en los axiomas referidos Unicamentg@asieion o al orden de los
elementos fundamentales. Poncelet, Chasles, Steiner $tdualt conocieron con nitidez la
diferencia entre las propiedades proyectivas y las prapliesl métricas, pero no llegaron a

explicar las relaciones entre ellas. Mas tarde, Laguernrd,883, encaminado a establecer

5En la geometria proyectiva, el concepto de relacién anaicad@e ha convertido en un concepto basico,
por cuanto su poder y aplicabilidad son de fundamental itapora
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las propiedades métricas de la geometria euclidea sobeséad® conceptos proyectivos,
comenzo a desarrollar algunas investigaciones, relacttm medida de un angulo con la
razon anarmoénica de sus lados y de las dos rectas del misgenague unen su vértice
a los puntos ciclicos. Las ideas de Laguerre fueron dekatasl independientemente por
Cayley, de tal manera que sus investigaciones generalizasode Laguerre. Entonces, la
medida proyectiva, por ejemplo, fue definida claramentejendimensiones, mediante la
razon anarmonica de los cuatro puntos de una recta, de lEsa@s son los extremos del
segmento medio y los otros dos son los puntos de intersedeida recta con una conica
sometida a la transformacion. En este caso, segun Cay&egetmetria métrica aparece

como una parte de la geometria proyectiva”.

La base de la geometria de Steiner estaba constituida pelataén proyectiva entre las
formas fundamentales en una dimension. Por su parte, VardiSsa propuso desarrollar
esta relacion de una manera puramente descriptiva, estadependiente del concepto de
distancia. Asi mismo, antes de Von Staudt, fueron utilizado geometria los llamados
elementos imaginarigogle los cuales solo se sabia que no eran reales, como el pueto e
infinito; no obstante, Von Staudt intento definirlos adeeuaente como elementos esenciales
de la geometria proyectiva. Asi, en su segunda obra los defamho elementos dobles de
involuciones elipticas y demostré que satisfacian losmaaofundamentales. En este orden
de ideas, Von Staudt, con su teoria, llego a eliminar el quoage longitud de la geometria
proyectiva y en el mismo sentido las operaciones usualea détiética se traducian en
construcciones geométricas que operaban sobre las cadatede acuerdo con las leyes
de la aritmética. De este modo construy0 una parte imper@data geometria proyectiva
clasica y la presentd como un tema independiente del candeptlistancia. Sin embargo,

su obra fue objeto también de andlisis criticos debidocramente, a que no aparecia en
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ella el postulado euclidiano de las paralelas e igualmeqgteda formulacién del axioma de

continuidad adolecia de imprecisiones.

Por ultimo, Von Staudt resolvié expulsar los imaginarioslalgeometria, para lo cual
los reemplazé por infinidades de puntos reales asemejaetiosste caso al pensamiento
matematico de Dedekind de recurrir a conjuntos infinitoa pesolver un problema finito en

aritmética, como en el tema de los ideales.

Hacia 1871, Klein presentd una definicibn no métrica de acammadas proyectivas,
basandose en la razon doble, lo cual solventd la exigenebida a consideraciones
metodolégicas, de un desarrollo, de esta tematica, estréite proyectiva. Como se
vera mas adelante, seria a partir de este punto de vista,va horena de pensamiento,
relacionado con la busqueda y/o identificacion de propieslggie permanecen invariantes
bajo trasformaciones proyectivas, que Félix Klein llegarplantear su célebRrograma de
Erlangende 1872, en virtud del cual se pudo, entre otras cosas, ctarifi conexion interna
entre geometria métrica y geometria proyectiva, lo misnech@cer uso explicito de la teoria
de grupos. De esta manera Klein logroé la unificacion de lasrslas geometrias por medio
de la teoria de grupos. Asi mismo entre 1870 y 1874, Kleirg hjmortes complementarios
importantes a los trabajos fundamentales y muy originadedoth Staud. Posteriormente los
esfuerzos de los matematicos se orientaron esencialmacitell revision de los principios

y de la estructura en la geometria.
En el programa de ErlangerKlein mostré como el concepto de grupo podia ser aplicado
de manera conveniente en la caracterizacion de las digsrgebmetrias elaboradas durante

el siglo XIX. Este programa contiene ideas maestras prewdes de diversas fuentes. Tal
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es el caso de la nocién de aplicacién de una superficie sofaredet correspondencia entre
conjuntos geométricos, asi como de la teoria general davagantes. Volviendo a emplear
las ideas de Cayley acerca de la formulacion de nocionescastcomo las de angulo
y distancia entre dos puntos, en términos proyectivos, tir ke las relaciones entre las
geometrias euclidea y proyectiva, se propuso generalizdd tal manera que incluyeran las
geometrias no euclidianas. El concepto de grupo de tranafdones le permitié elaborar
una sintesis extraordinaria en la cual propuso la definid&@uana geometria como el estudio
de aquellas propiedades de un conjunto que permaneceiairtegrcuando los elementos del
mismo se someten a las transformaciones de un cierto graupbjén de transformaciones.
A partir de estas ideas plante6 un programa que constit@aancepcion organica de la

geometria con fundamento en una jerarquizacion de los grgtransformaciones.

Una etapa importante en la génesis dbgrama de Erlangenlo constituye el
advenimiento de las geometrias no euclidianas, las cualgsla dieron lugar al surgimiento
de otras geometrias diferentes a la clasica de Euclidestasitbién en cuanto a las ideas que
permitirian llegar a la matematica moderna. Las geometdasiclidianas fueron el punto de
partida de un analisis mas profundo tanto del método axiomébmo de la relacién de la
geometria con el mundo exterior. Igualmente, al pareceKfeim quien puso de manifiesto
la naturaleza proyectiva de las geometrias no euclidianespor otra parte en el caso de
Lobachevski hicieron posible la concepcion del espacioccoonceptoa posterioricomo
resultado del movimiento de los cuerpos fisicos, en opasiaila concepcion Kantiana del

espacio como nocién a priori.

En cuanto al tema de la extension del concepto de coordenélemssing sefiala que

el desarrollo de la geometria proyectiva en profundidadvesestrechamente vinculado
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a descartar la vision tradicional que limité el concepto derdenadas al de coordenadas
(cartesianas) paralelas. Para el surgimiento del puntastie sobre la teoria de grupos fue
especialmente significativa la extension del concepto dedemadas de puntos mas alla de
la tradicion euclidiana que consideraba el punto como ehehto fundamental de toda la

geometria.

Plticker, considerado el mayor especialista del enfoque agebde la geometria, en una
memoria tituladéSobre un nuevo sistema de coordenada®9), marcé una nueva etapa de
la geometria con el concepto de sistema de coordenadas|éb gresentd en los términos

siguientes:

Todo procedimiento particular para fijar la posicion de umtpucon respecto a
puntos o lineas considerados como de posicién conocida@spande a un sistema de

coordenadas.

Hasta el momento de la citada publicacionudREr habia utilizado ampliamente
las coordenadas cartesianas, pero precisamente en digharimentrodujo las nuevas
coordenadas homogéneas y posteriormente las aplicé atstamente al estudio de curvas
en general. Tomo como referencia un triangulo y considendoccoordenadas de un punto
cualquiera P las distancias perpendiculares desde P ados t#el triangulo, pudiendo
multiplicar cada distancia por una misma constante artatral respecto, Wussing afirma
que las coordenadas triangulares y las tetraedrales sowiassente idénticas a las
coordenadas baricéntricas deoldilis. De modo que con tal sistema de coordenadas la
ecuacion de una recta se escribirdx+ by+ ct = 0, dondex,y,t son las coordenadas
trilineales de un punto cualquiera. La relacion entre egie tle coordenadas y las

coordenadas cartesianas (X,Y) de un punto P esta dada pouasionesx = Xt,y=Yt. La
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terna(x,y,0), en particular, representa “un punto del infinito”, bajo ¢endicion:x #y # 0

y que ademas todos los puntos del infinito es el plano estéadsis en la recta dada por
la ecuaciént = 0, llamada también “recta del infinito”. Mediante la notaci#breviada y
las coordenadas homogéneasicReT pudo llegar analiticamentem@incipio geométrico de
dualidad’. Los parametroga, b, c) de la recta, en coordenadas homogérmas:by+ct =0
determinan unarecta Unica en el plano, de la misma manetagjceordenadas homogéneas
(x,y,t) corresponden a un punto unico P del plano. La idea dekBt tonsistia en considerar
X,y,t como constantes y tomax,b,c como variables, con lo cual la ecuacion original
determinaba una clase de rectas o un haz de rectas que pasampmto fijo(x,y,t) en
lugar de un haz de puntos sobre una recta(&j#,c). De esta manera, de acuerdo con la
interpretacion antigua, la ecuacion define weeta como unlugar de puntosy segun la
nueva interpretacion, define pantocomo unlugar de rectasén consecuencia, la ecuacion

pu+ qgv+rw = 0, se podia considerar indiferentemente como el conjunfudes(u, v, w).

De esta manera, ®iKer encontro lo que se podria llamar la contraparte aceldel
principio geométrico de dualidad, que habia sido examirdetalladamente por Poncelet
y Gergone. Entonces, al sustituir, en geometria puggymtioen lugar de laectay viceversa,
se tendria el equivalente a intercambiar, en algebra, lpesionesconstantey variable
con respecto a la ecuacién de una recta en coordenadas hwasg€onsecuencia logica
importante de esta radicalmente novedosa idea deké&es que tanto el punto como
la recta son elementos igualmente fundamentales para laajga plana. Para el caso

del espacio de tres dimensiones los elementos fundamergate el punto y el plano.

"Por ejemplo, en geometria plana, si dos teoremas siguadpsiélidos cuando en ellos se intercambian las
palabras punto y recta, entonces se dice que los dos teosemdigales es decir, que en ese caso se cumple el
principio geométrico de dualidaden particular, el teorema de Brianchon y el teorema deldaxd de Pascal
forman un par de teoremdsiales en virtud de la transformacion que hace corresponder @bpamecta y a la
recta el punto (ver: Eves, p. 80, 92)
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Hacia 1831, en el segundo tomo de una de sus obras, sobreaeloflesde la geometria
analitica Analytisch—geometrische Entwicklungehizo la precision y generalizacion de
los conceptos de ecuacion, de coordenadas tangencialeslgsdede una curva. Observo,
en particular, que una misma curva puede ser considerada gonencoleccion de puntos
0 como una coleccion de rectas tangenciales a la curva posggén é€l, las tangentes
determinan la forma de una curva tanto como los puntos. Ladifade las tangentes es
una curva de lineas y posee una ecuacion en términos de nadedede lineas. La clase
de la curva la hacia corresponder al grado de la ecuaciomtrasgeque el grado de la
ecuacion, expresado en términos de coordenadas de pumtdsndmino elorden de la
curva Posteriormente, en sus obr@stema de geometria analiticde 1835 yTeoria de
Las curvas Algebraicagsie 1839, desarrollé ampliamente el estudio y la clasificade las
curvas algebraicas utilizando como nuevo principierlameracion de las constanteasado
en sus férmulas duales que relacionan el orden, la clasenyilosros de los diferentes tipos
de singularidades ordinarias de una curva de un género Aatmismo, realizé un completo
analisis de todos los sistemas lineales posibles de camildsrde punto en el espacio de
tres dimensiones, expresado en términos de que cada sideecwordenadas planas esta
dado mediante ecuaciones lineales. La notable obra utkd?) ‘que con la extension del
concepto de coordenadas dio una nueva orientacion y cowpdrib la renovacion de la
geometria analitica, fue proseguida por Hesse, en Alemar@diante los determinantes e
igualmente aplicando la teoria de las formas algebraicastgdria de los invariantes a la
ordenacion de los razonamientos de dicha geometria. Dediamanimanera, en Inglaterra
Cayley y Salmon, continuaron en esta nueva direccion, pacadl utilizaron ampliamente
los conceptos y procesos del algebra lineal, y asi, ademésatiear trabajos sumamente
originales, aportaron a la difusion de los nuevos métodestimatematico italiano Chelini,

enriguecio y extendid. lgualmente, Hesse, Cayley, Salmdordan, Klein, Cremona entre
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otros, al emprender la utilizacion de la teoria de las foralgsbraicas y de los invariantes,
posibilitaron el avance en el estudio de las curvas y de lpsrBaies algebraicas. También
como ya se ha dicho, Laguerre, Cayley y Klein estableciessrplopiedades métricas de
la geometria euclidea mediante conceptos proyectivossteroeden de ideas, el desarrollo
de la geometria después deidder comprenderia una complejidad de trabajos relaciaado
con los comienzos de la geometria algebraica, con el swegtmide la topologia, con las
geometrias en n dimensiones, asi como con la geometriaasfiial y diferencial entre

otros.

Cabe recordar que la teoria de grupos se desarrolld, enrpliiger, a nivel de teoria
de grupos finitos de permutaciones, a raiz de la publicaci@ lgzo Hermite de los
manuscritos de Galois. En 1870, Jordan publicolsatado de las sustituciones y de las
ecuaciones algebraicasen el cual resumio y perfecciond los trabajos de sus amtezesobre
propiedades especiales de los grupos de permutacionesljodsimbién grupos particulares,
los grupos lineales y sus subgrupos. Introdujo ademas lamde representacion de un grupo
en otro y demostré parcialmente el denominado teorema daddiblder. Entre 1868 y 1869
emprendio el primer estudio importante de los grupos ifEgn su obrdlemoria sobre los
grupos de movimientosn la cual estudio las traslaciones y las rotaciones, dargen asi
a los estudios de lasansformaciones geométrica®r medio delconcepto de grupdero
no hay que olvidar la advertencia que hace Wussing cuandoaatjue el avance logrado
por Cayley hacia 1854, orientado a la definicidbngilepo abstractaesultd histéricamente
prematuro, ya que no se habian desarrollado plenamentaridEimnes para una apreciacion
favorable de una aproximacion abstracta y formal. Iguatmyemientras los grupos de
permutaciones eran los Unicos en investigacion, no hateig@sen la generalizacion de dicho

concepto, ni motivos para obrar en tal sentido. De tal modvolgsi articulos de Cayley de
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1854 no tuvieron impacto inmediato en marcha hacia la aiustna.

Con respecto a las investigaciones por el ordenamientoeemetria, de los principios
a través del examen de las relaciones geométricas, Wussitalasque en el estudio
de estas relaciones, la geometria descriptiva y la geanptdyectiva, hicieron énfasis
en aquellas relaciones entre figuras geométricas que estangiadas con formaciones
particulares. Afirma ademas, que Carnot eiGg&ométrie de positioaxpresé este punto de
vista, el cual se reflejaba en el principio fundamental dejone de Carnot que establecia
que dos figuras geométricas, conectadas por una proyeccionpaden un cuerpo de
propiedadesSin embargo, interesaba que tales propiedades comzaftielan trasladadas
a las transformaciones mismas, lo que implicaba espedielasiones entre figuras. Este
principio que ya habia sido aplicado tacitamente por Mogsgéransformé en una tendencia
gue claramente tomé forma reconocible empehcipio de continuidadde Poncelet, quien
enfocd su uso sobre el problema de las transformacionegngastincluyendo en todo
caso proyecciones centrales y, a partir del mismo, asigiadussequivalente a dos figuras
conectadas por una transformacién continua. Asi las ce$asstudio de lagelaciones

geomeétricas entre figurase convirtid en eéstudio de las transformaciones asociadas

Entre 1830 y 1870, segun Wussing, las transformaciones rsgriteron en objeto de
prolificas investigaciones especializadas e indeperefietds cuales dieron origen a las
teorias de transformaciones circulares, transformasieséricas, inversiones, afinidades,
colineaciones, entre otras. Desde luego que algunas de teatesformaciones no eran
enteramente nuevas, por cuanto ya se habia hecho uso espatécellas desde el siglo

XVI.
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A medida que se realizaban estos avances, el estudio deld@sones geométricas
entr6 gradualmente a una tercera fase, en la cual se invdatigconexiones légicas entre
transformaciones. Esto condujo mloblema de la clasificacion de las transformaciones
y hacia la sintesisgrupo-teoréticd de la geometria. Es importante tener en cuenta, en
este caso, los esfuerzos de clasificacion debik’ en geometria. Al respecto, Wussing
observa que a pesar de quelilis se habia mantenido alejado de la comunidad matematica,
sus investigaciones en geometria abarcaban todos losralksade su tiempo en este
campo, razon por la cual en sus comienzos su trabajo fueadaoppero posteriormente
alcanzo la mas alta consideracion cuando se reconocio gudesas, a pesar de haber sido
desarrolladas silenciosa y aisladamente, anticiparomséegor evolucién de la geometria
y aun del mismdPrograma de ErlangenPrecisamente Wussing destaca dos elementos del
pensamiento geométrico dedlilis que dan testimonio de la l6gica internay la inevitdhbii

del desarrollo mateméatico:

= En primer lugar, hizo una significativa contribucion a la c&mn del concepto

tradicional de coordenadas.

= En segundo lugar, aunque sin tomar consciencia del condegpo, condujo, como
guiado por instinto, laorganizacién grupo-teorética de la geometria que mas tarde

seria resuelta de manera clara enRrlograma de Erlangete 1872

Estos dos razgos distintivos, afirma Wussing, estaban g&ipies en su principal trabajo
inicial sobre elcalculo baricéntrico Sostiene ademas, que la actividad creativa dbil,
en una segunda fase, estuvo dedicada principalmente a tamaticas aplicadas en temas
que comprendian sistemas de lentes, mecanica celesteasstie cristales gquilibrio de
fuerzas Este ultimo tema constituiria la base de su texto sobrdi€stéacia 1837. El gran

interés por los problemas practicos y las preguntas esggsittlacionadas con los mismos,
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lo impulsaron a continuar en la investigacion acerca deimias geométricas mas amplias.

Con tal motivo se intereso por la generalizacion del tradiai concepto dadicion

Es oportuno recordar aqui que a comienzos del siglo XIX, AdgaVessel y Gauss,
independientemente, introdujeron la representacion g&ara de los nimeros complejos,
la cual no sélo hizo posible efectuar laperaciones fundamentalesalizando sencillas
construcciones, sino que contribuy6 a disipar la descardigira clarificar las ideas sobre los
gue se consideraban numeros ficticios o irreales, es deagjnarios y ademas, anunciaba el
principio de una futura teoria cientifica rigurosa. En jgattr, la suma de nimeros complejos
se construyo, desde entonces, utilizando la llanmegla del paralelogramgara la suma de

vectores.

Por su parte Mbius pudo observar, mediante estgla, que lacomposicion de fuerzas
produce unafuerzg la composicion de movimientggoduce unmovimiento En estos
términos, observa Wussing, que ¢amposicionde operaciones sucesivage una clase
determinada, involucra el uso de uregla de composicigny la dificil tarea matematica,
implicita en los precitados ejemplos fisipsonsistia en expresar tegla de composicion
dentro de un calculo apropiado. Lo dificil de esta tareaiesth/\Wussing, esta ilustrado por
lo esfuerzos extremos de Grassmann para entender la esenl@adicion de segmentos;
esfuerzos que eventualmente condujeron al concepto deryeaitcalculo vectorial. Agrega,
ademas, que el interés deobllis en las matematicas aplicadas lo condujo haaias reglas
de composiciory asi, entre 1838 y 1850, publicd varios trabajos sobre ehte®n bien

estos trabajos promovieron en gran medidaa@icepto de composicipen el sentido de

8Segun Babini lzomposicion de fuerzas y velocidadesacionadas con el concepto de magnitud vectorial,
eraya utilizada por los tratadistas de la Mecéanica desdesidal siglo XVII, pero en aquellos tiempos no tuvo
mayores repercusiones entre los matematicos.
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gue ellos ayudaron a crear un completo espectteydss de composicigrara una diversidad
de operaciones, sin embargo ellos hicieron muy poco en fdireata para preparar el, mas
tarde,concepto general de grupg menos aun, llevar hacia adelantehoétodos de la teoria
de gruposEn ese tiempo, laomposicion de operacione® pudo por si misma inducir el
concepto de grupd.o que faltaba en este nivel de desarrollo de la geomeggars\Wussing,
era el reconocimiento del hecho de que @panposiciénsobre un conjunto determina un
subconjunto cerradoelativo a lacomposiciénhecho que mas tarde resultd decisivo en el

estudio de las permutaciones.

El problema de laseglas de composiciédio origen al tercer periodo creativo debltis y,
comenzando en 1853, publico trabajos sobre transformesigeométricas especiales. Dice
Wussing, que luego siguieron numerosos articulos quehbanssobre involucién de puntos y
qgue, ademas, se ocupd de algunas transformaciones espeétialestos trabajos, dius
se propuso, como parte de un proyecto o programa, asignaropiopgugar a cada una
de lasgeometriasasociadas con transformaciones particulares de conga,esenejanza,
afinidad y colineacién. Finalmente, agrega Wussing, quecpmgcer de recursos técnicos,
estos intentos no pudieron llegar a feliz término; no olistailos proporcionaron un amplio
impulso a la sintesis conceptual del edificio de la geomedfriasus ultimos afos de vida, a
partir de 1858, segun Wussingdlilis se aventuré en un estudio de las llamadasactiones
elementalés mas generales que las colineaciones, por lo que talesforamaciones, desde

el punto de vista moderno, estarian mas o menos cercanagpmlagia.
Finalmente, es conveniente hacer referencia, en térmigresrgles, al tema de lasglas
de composiciorEn efecto, hoy se conoce gastructurar un conjuntaonsiste en definir en

él unaestructura para lo cual se requiere introducir uleg de composicidoque relacione

310



todos sus elementos, pero, como lo ha sefialado Dieudoré)uy dificil llegar a pensar
en una operacion en matematicas, por tratarse de algo teaatasiracto, razon por la cual
“los matematicos tardaron un tiempo inverosimil en cornrcebia idea y, a partir de esta
concepcion de la operacion y luego, de la composicion e siveide operaciones, se llego
insensiblemente al concepto de grupo. Fueron todavia ameae<asi un centenar de afios
para que el concepto adquiriese su verdadera naturalezigcas abandonara el origen
fortuito de la operacion, de la transformacion, para cdirgeren una operacion que se realiza
sobre los objetos de un conjunto. Y ello fue motivo para ur@aesgion prodigiosa de toda
la matematica, porque se cay0 progresivamente en la cuemaedpor todas partes existian
grupos, desde la aritmética mas abstracta hasta la tegrfdical la relatividad y todo el
analisis, por no hablar de la geometria, etc”. (Dieudoni®819. 187). Esto explica entonces
por qué el “descubrimiento” de un nuevo grupo, en una teodtematica, constituye un
gran avance en la mismay, por consiguiente, los matemdiitssan esta nocion en todos

los campos.

Las anteriores consideraciones se complementan con lemefe que se hace en la
tesis, a la multiplicacién de segmentos que definié Dess;aatdas formas cuadraticas de
Gauss, al tema de las permutaciones de Cauchy y, en partialleaso de la Escuela
BritAnica que, entre los afios 1830 y 1850, inspirada en lasideracion estrictamente
formal de las operaciones’logré ampliar no solamente etepto de dichas operaciones,
sino también hacerlo extensivo a los elementos entre ldespadrian realizarse las mismas.
Asi también esta Escuela, mediante un proceso de abstaetagionado con el significado
de la notacién, pudo establecer el conceptoldg tle composicidantre los elementos de
un conjunto arbitrario. De esta manera, se llegé a comprenés tarde que en matematicas

no tiene importancia ni sentido considerar los objetos gnissu naturaleza, sino que lo
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fundamental son las relaciones que se pueden establepetaas objetos como elementos
de los conjuntos a los cuales pertenecen y que dichas neés@estructuran los conjuntos

mediantdeyes de composicion

Como bien lo sefiala Stewart, la tendencia crecianteabstraccién y a la generalidad
gue siempre marchan juntas, se ha constituido en uno degdestas mas notables de las
matematicas modernas, por cuanto a esto se debe la ventigdldmada por Bourbaki
“economia de pensamieitya que, por ejemplo, evita demostrar varias veces un mismo
teorema que se puede presentar bajo apariencias difersigiedo suficiente “demostrarlo
una sola vez dentro de un marco general’. Afirma también $tewae cada concepto
fundamental de la matematica moderna abarca una multitethjeéos diversos, los cuales
poseen una propiedad en comuln cuyas consecuencias selisam una teoria abstracta.
Asi por ejemplo, tratdndose de la teoria de grupos;osicepto de grupse aplica a
los desplazamientos rigidos en el espacio, a las simetdafsgdras geométricas, a la
estructura aditiva del conjunto de los niameros enteros, & @eformacion de curvas en
un espacio topolégico. La propiedad en comun, para todos essos, es simplemente la
posibilidad de combinar dos elementos de un conjunto paemebotro elemento del mismo

conjunto.(Stewart, 1977, p. 12, 13).

Es claro entonces, como sostiene Babini, que la nocionaaibatdeey de composicign
que al ser aplicada a los nuevos objetos de la matematicarnzoa@plié considerablemente
el campo del algebra, se origind en el proceso de creaciGsudesivas extensiones del
concepto de numerd\si mismo, la generalidad y el campo de aplicaciones de ktsdos
algebraico—literales fueron determinados pogémeralidad del concepto de numekesta

metodologia de lgeneralizacion y de la abstraccion deliberadasvo como culminacion,
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en el siglo XIX, lanocion de estructurgue se constituyd en el mas significativo aporte
“de todas las tentativas sucesivas para ampliar el conceptmimero”(Bell, 2002, p. 197).
De igual manera, el interés ennacion abstracta de estructusael surgimiento de nuevas
algebras que se dio durante la segunda mitad del siglo X6, posible llegar agmplias

generalizacionesn el campo de los numeros y su aritmética’(Boyer, 1986, p).73

Todos estos conceptos dgeneralizacion, abstraccion deliberada, ampliaciones y
extensiones en el campo de los numgrosras comdibertad de creacion en matematicas
que culminaron en laocién de estructurgonen en evidencia la pertinenciay la importancia
de la obra de Cantor y desde luego, la de Dedekind &nraacion de la nocidn abstracta

de estructura algebraigabbjetivo principal de la tesis.

El propésito fundamental y la conclusion final de esta secdi® la tesis conducen a
corroborar los dos puntos de vista, muy respetables, oglados con la tematica desarrollada
en la misma. Es decir, por una parte, tiene razon Wussing rahafienfaticamente que
el origen y la evolucién de laocidén abstracta de estructura de grupovieron tres raices
historicas, a saber, la teoria de ecuaciones algebragctenria de nimeros y la geometria.
(Wussing, 1984, p. 16). Por otra parte, esta en lo cierto iamtkerreirés cuando sostiene que
la nocién de estructuraurgio gracias a la conciencia progresiva de profundosrfienés de

isomorfismos(Ferreirés, 1990).
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